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TOPOLOGIE ALGEBRIQUE. — Groupe de Brauer et coefficients locaux en
K-théorie. Note (*) de MM. Perer Doxovay et Max Karousm ('),

transmise par M. Henri Cartan.

Analogue en K-théorie de la cohomologle a coeflicients locaux. Structures multi-
plicatives ¢t opérations d’Adams généralisces.

1. GrourE DE BRAUER GRADUE D'UN ESPACE ToPOLOGIQUE (*). — Soit k
le corps des réels ou celui des complexes. Une k-algebre Z,-graduée de
dimension finie A est dite centrale (resp. simple) si les éléments de degré
zéro du centre de A se réduisent aux scalaires (resp. si les seuls idéaux
gradués sont O et A). Pour tout espace topologique X, on désigne par A (X)
la catégorie des fibrés sur X dont la fibre est une algébre Z,- gladuee cen-
trale smlple. Pour le produit tensoriel gradué des ﬁbrcs en algebres, les
classes d’isomorphie d’objets de (X)) forment un monoide abélien M (X).
Un élément X de M (X) est dit négligeable s’il est de la forme End L,
ott E est un fibré vectoriel Z,-gradué. Deux éléments X, et Ay de I (X)
"sont dits équivalents s’il existe deux éléments négligeables B, et £, tels
que X, Bo= X, ® B.. Soit GBr(X) lec monoide formé avee les classes
d’équivalence. :

Tuéorime 1. — Le monoide GBr(X) est un groupe abélien qu’on appelle
le « groupe de Brauer gradué de X »(*). Pour k = R (resp. k = G), posons
GBr(X) = GBrO(X) [resp. GBr(X) = GBrU(X)]. St X est un CW-com-

plexe fini on « alors des isomorphismes canoniques

L GBrO(X) a 1M (X Z) > T (X Zo) x HE(XG Z) (%),
GBrU (X) ~ 0 (X; Z,) x 1 (X; Zy) x Tors (I (X; Z)),

ot la structure additive des seconds facteurs est induile par le cup-produit
tronqué et le Bockstein (7).

Tutorime 2. — Sotent X un CW-complexe fini connexe, V un fibré
vectortel réel sur X muni d’une forme quadratique définie négative et C(V)
le fibré.en algébres de Clifford correspondant [(*), ()] Alors la classe de C(V)
dans GBrO(X) correspond au triple [dimV mod 8, w,(V), wa(V)] ol (V)
et w, (V) sont les deux premiéres classes de Stiefel-Whitney de V (*). De méme,

la classe de C(V) ® C dans GBrU(X) correspond au triple [dim V mod 2,
R : .

wi(V), Blwn(V)]
2: COEFFICIENTS LOCAUX, ISOMORPHISME DE THox. — Soit X = A" A
un objet de L (X). En suivant (**), considérons les pdues (£, D) ou :
a. E est un fibré hilbertien Z, nradue de base X muni d’unc structure
de X-module Z;-gradué. ‘
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b. D: E - E est une famille continue d’opérateurs de Fredholm auto-
adjoints, de degré un, vérifiant la relation DA =(—1)' 2D pour toute
section A de AL

Les classes d’homotopie de telles paires (E, D) forment un monoide
abélien (pour la somme de Whitney des fibrés hilbertiens et des opérateurs).
Le groupe de Grothendieck correspondant sera noté K3(X) (KO*(X) dans
le cas réel, KU*(X) dans le cas complexe). : ’

Prorosition ET pEFINITION 3. — Le groupe K3*(X) ne dépend
(@ tsomorphisme prés) que de la classe o de A dans GBr(X). Par abus
décriture, on posera K*(X).= K3(X) [KO*(X) = KO*(X) dans le cas réel,
KU*(X) = KU*X) dans le cas compleze].

En suivant encore (*!), on définit un « cup-produit »

. K= (X) > K= (X') 5 K=8% (X xX) ()
par la formule -
(E, D)« (B, D)=(EQ L, DR1+1&D)

Si X = X', on en déduit un cup-produit « interne »

K2 (X) x K# (X) > K= (X) ().

Il en résulte que aeé.;m K*(X) est un anneau gradué par le
groupe GBr{X). 51 « et o’ sont représentés par des fibrés triviaux on
retrouve le cup-produit usuel en K-théorie [cf. (*!)]. Toutes ces définitions
se généralisent sans peine au cas ou on considére des espaces X avec
familles de support. En particulier, s1 X est un espace localement compact, .
on note KZ(X) le groupe K* a support compact de X [¢f. (*') pour les
détails]. ' ‘

Soit maintenant V un fibré vectoriel réel de base compacte X. Munis-
sons V d’une forme quadratique définie positive Q et désignons par V—
le fibré V muni de la forme quadratique — Q. : :

D’apres (*°) (prop. 1.1), le fibré en algébres extérieures T = A(V) est
canoniquement un fibré en modules. sur le fibré en algeébres de Clifford
CC(V)RC(V) ~ C(VE V). La « classe de Thom » Uy de V est alors

I'image de la paire (T, o) par 'homomorphisme fondamental

£: KCeV-)(X) —» Kret-h(yy,

n:V > X, défini dans (') avec des notations légérement différentes
(pour k = G, il convient évidemment de considérer les algebres de Clifford
complexes au lieu des algebres de Clifford réelles). La classe Uy de V peut
ainsi étre interprétée comme un élément de K*™(V) ot «(V) est, d’apreés
les théorémes 1 ct 2, une fonction des deux premiéres classes de Stiefel-
Whitney de V. ' ,

TuEortEME 4. — Le cup-produit par la classe de Thom Uy induit un
isomorphisme de K3(X) sur KI**™(V) pour tout élément ¥ de GBr(X).
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Remarque. — Nous n’avons donné que la forme la plus simple du théo-
réme de Thom avec des coefficients locaux. Celui-ci peut se généraliser

dans plusieurs directions grace a des techniques éprouvées [cf. (*2), (*3), ete.]

3. OPERATIONS D’ADAMS GENERALISEES. — Désignons par @, le nt~e
polynéme cyclotomique et Q,= Z[w]/®,(w). Le produit tensoriel symé-

trique des fibrés [(7), (*)] permet de démontrer le théoréme suivant :

TutorEME 5. — Soit n un entier impair si k = G ou de la forme 4p 41

st k=R. Il existe alors des opérations cohomologiques
g K (X) > K* (X) @9, [eeGBr(X)],
A z

salisfaisant aux propriélés suivantes :

10 4 (24 y) = V2(a) + P (y) (e KA(X), ye KH(X)];

20 "% est compatible avec le cup-produit, ce qui signifie que le diagramme

sutant est commultatif S
K2 (X) =< K¥ (X = > K282 (X x X

ymexlymar . ] ,;,u,aéa'

(K=" (X) < K*" (X)) ® @, ~=» (K22 (X x .\"))® 2,~K=82) (X x X)® Q..
S .z Z ; : S

30 4™ se factorise en .
K (X) 5 Ko (X) - K° (X) @ @,
oie 4" est Uopération introduite par Adams ®)-

(*) Séance du 18 aolt 196g. V -

() Les deux auteurs ont bénéficié de I'aide de la « National Science Foundation »

(Grant G. P. 7952 X). .
(*) Ce résultat a ¢té trouvé indépendamment par Richard R. Patterson.

() On note multiplicativement la loi de composition dans GBr(X). .Si 26 GBr(X)
et «’e GBr(X’), on note de méme = ® 2’ I'élément de GBr(X xX’) qui lui correspond par

produit tensoriel gradué.

(*) De maniére plus précise, si 2 = (3, wi, w) et 2" = (', wy, w,) sont deux éléments
de H"(X; Z)xH'(X; Z:) x H}(X; Z.), on a 22’ =(n 4 ), m+ v, ww, + ws + wh).

Dans le cas complexe on a une formule analogue
(b wo, Wa). (3 oy, Wo)= (0 + W, w0y ), B (w10 + Wi W),

ol 3: H:(X; Z,) > H*(X; Z) est le Bockstein. . _ S
() J. F. Apawxs, Ann. Math., 75, 1962, p- 603-632. ..
{*) M. F. Arivan, R. BotT et A. SHAPIRO, Topology, 3, 1964, p. 3-38.

() M. F. Atrvan, Quarl. J. Math., Oxford Ser., 17, 1966, p. 163-193.

(*) W. Exb, Disserlation, Saarbiicken, 1968. -

(") A. GroTHENDIECK, Le groupe de Brauer, Séminaire Bourbaki, 290, 1965.
(') M. Karousi, Comples rendus, 267, série A, 1968, p. 305.

(') M. Karoust, Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 4e, série, 1, 1968, p. 161-250.
(**) M. Karousnt, Comples rendus, 269, série A, 1969, p. 596.

(**) M. Karousi, Comples rendus, 269, série A, 1969, p. 710.
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