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K-THEORIE ALGEBRIQUE ET K-THEORIE
TOPOLOGIQUE II

MAX KAROUBI et ORLANDO VILLAMAYOR

Cet article poursuit I’étude commencée dans [9]. Son objet est de mon-
trer que la théorie stable des modules quadratiques peut se développer
de maniére analogue & celle des modules projectifs. En particulier, nous
définissons axiomatiquement des foncteurs L™(4), A «anneau hermitien»,
tout-a-fait analogues aux foncteurs K introduits dans [9]. La « K-théorie
hermitienne» ainsi définie semble étre plus proche de la K-théorie topo-
logique comme le laissent penser les travaux récents de Novikov [13],
de Wall [19] et du premier auteur [7].

Dans le premier paragraphe nous développons quelques généralités sur
les «catégories hermitiennes», généralisation naturelle de la catégorie des
modules sur un anneau hermitien (i.e. un anneau de Banach muni d’une
antiinvolution bornée). Dans le deuxiéme paragraphe on établit la
«premiére suite exacte de la K-théorie hermitienne» (théoréme 2.11).

oda(4) > Ly(4") > L(A') ~ L(4) - L(4")
associée 4 la suite exacte d’anneaux hermitiens
0>-A">A—->A4" -0
Dans les troisiéme et quatriéme paragraphes la topologie intervient pour
la définition axiomatique des foncteurs ,L”, n € Z (théorémes 3.1 et 4.1).

Enfin, le cinquiéme paragraphe est essentiellement consacré au calcul
de ,L-Y(F), F étant un corps discret quelconque (théoréme 5.8).
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1. Catégories hermitiennes.

Soit % une catégorie en groupes de Banach dans le sens de[8]. Unfoncteur
de «dualité» de € dans elle-méme est la donnée d’un foncteur banachique
contravariant 6:% — % et d’un isomorphisme fonctoriel ~:1d — 62. (On
suppose en outre que, pour tout objet M, kg, : 0(M) — 6% 6(M)) coincide
avec O(ky): O(M) — 6(6%(M))~6%0(M)).) Une catégorie hermitienne est
par définition une catégorie en groupes de Banach munie d’un tel foncteur
de dualité. Par abus d’écriture, on posera (M) ='M, 6(f)=1f, etc. pour
tout objet M (resp. tout morphisme f) de la catégorie %.

ExEMpLES. 1) Soit A4 un anneaw hermitien, ¢’est-a-dire un anneau de
Banach muni d’une antiinvolution bornée que nous noterons a - a@. Soit
€ =P(A) la catégorie des A-modules & droite qui sont projectifs de type
fini. Pour tout objet M de €, on définit le «dual» de M, soit *M, comme le
groupe abélien formé des applications Z-linéaires g: M —~ A telles que
g(xo)=ag(x),x € M,x € A. La formule (9f)(x)=g(x)B,8 € 4, permet de
munir M d’une structure de 4-module & droite. De maniére générale,
notons {-,-»,, le produit scalaire ordinaire entre M et M. Si f: M -~ N
est une application A-linéaire, il en est de méme de {f:*N — tM ol !f est
défini par la formule usuelle

<f(x)’ y>N = <.’L‘, tf(?/))M’ ZEM,?/EJN.

Puisque M est projectif de type fini, 'application canonique de M dans
son «bidual» {(!M) est un isomorphisme.

2) Soit ¥ la catégorie des représentations hilbertiennes d’un groupe
topologique quelconque. Le foncteur qui associe & une représentation
0:G — Aut H la représentation contragrédiente o’ définie par p'(g)=
(e(g™))* munit € d’une structure de catégorie hermitienne.

3) Soit 4 un anneau de Dedekind et soit p un idéal maximal de 4.
Soit € la catégorie des 4-modules de type fini qui sont de p» torsion, »
assez grand. Alors le foncteur M + Ext (M, A4) munit € d’une structure
de catégorie hermitienne.

Soit M un objet d’'une catégorie hermitienne générale €. Une forme
sesquilinéaire sur M est la donnée d’un morphisme ¢: M — ‘M. La forme
sesquilinéaire ¢ est dite non dégénérée si @ est un isomorphisme dans la
catégorie. Notons Sesq(M) le Z-modules des formes sesquilinéaires sur 3.
On peut définir une involution 7' sur Sesq(M) de la maniére suivante.
Sig: M — M est une forme sesquilinéaire, T'(¢) est le morphisme composé

M ~ (M) 2t
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Sie= 11, on a donc le complexe

Sesq (M) 275 Sesq (M) =% Sesq(M) .

DerFintTION 1.1. Soit € une catégorie hermitienne. Une forme sesquili-
néaire e-symétrigue (ou forme e-hermitienne) sur un objet M de € est un
élément de Ker(1 —Te). Une forme e-quadratique sur M est un élément de
Coker (1 —Te).

REMARQUES. 1) Si la multiplication par 2 induit un automorphisme du
groupe abélien Sesq (M), il est clair que le complexe précédent est acyc-
lique. Donc Ker(1 —T'¢) ~Coker (1 —T'¢) et les notions de forme e-quadra-
tique et de forme e-hermitienne sont essentiellement équivalentes.

2) Si €=%(A), A étant un anneau hermitien, la donnée d’une forme
sesquilinéaire sur M est équivalente & la donnée d’une application Z-bili-
néaire @: M x M — A4 telle que

a) P(xx, y) = aD(x, y) ,
b) D(x, yx) = P(x, y)x, x,yeM,xed.

11 suffit de poser en effet ¢(y)(x)=P(x, y). L’'involution 7' sur Sesq (M)
équivaut dans ce contexte & changer @ en @’ ou @'(z,y)=D(y,x). On
retrouve donc bien les définitions classiques sur la catégorie des modules
(cf. [16], [18]).

3) En suivant Wall [18], on pourrait pousser un peu plus la généralité
en remplacant ¢ par un automorphisme u de la catégorie tel que uot=1
en un sens évident. Nous laissons au lecteur le soin d’adapter ce qui va
suivre & ce contexte un peu plus général.

DErFINITION 1.2. Soit ¢ une forme e-quadratique sur M représentée par une
forme sesquilinéaire g, La forme e-hermitienne associée est ¢ =(1+Te)p,.
La forme q est dite non dégénérée si o est non dégénérée.

Soient M et N deux objets de la catégorie hermitienne € munis de
formes e-hermitiennes ¢ et ¥ et soit f: M — N un %-morphisme. On dit
que f est unitaire si p = o ¥o f. L’ensemble des automorphismes unitaires
de M forme un groupe, le groupe unitaire, qu’on notera U(J), ou
plus simplement U(M). St ¢ est non dégénérée, on définit l’adjoint de f
comme le morphisme f* =g@lolfo W. Dans ce cas, le groupe unitaire n’est
autre que le groupe des automorphismes f de M tels que f*of=1d,,.

Supposons maintenant que M et N soient munis de formes ¢-quadra-
tiques p et ¢ représentées par des formes sesquilinéaires g, et ¥, respec-
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tivement. Un morphisme f:M — N est un morphisme orthogonal (resp.
une isométrie) si g, —fo Pyof € Im(1 — T'e) (resp. si gy —fo Pyof eIm (1 —Te)
et si f est un isomorphisme). L’ensemble des automorphismes ortho-
gonaux de M forme un groupe, le groupe orthogonal, qu’on notera O, (M)
ou plus simplement O(M). On a évidemment O,(M)<U(M),p étant la
forme e-hermitienne associée & p. Les deux groupes coincident si 2 est
un élément inversible de 1’algébre End M. Dans le cas de la catégoric des
modules, on retrouve bien entendu les définitions classiques. Pour toute
catégorie hermitienne %, on notera (%) la catégorie (non additive)
dont les objets sont les objets de ¥ munis de formes e-quadratiques non
dégénérées et dont les morphismes sont les isométries.

Pour simplifier les considérations qui vont suivre, convenons d’identifier
WtM) a M grace a I'isomorphisme fonctoriel Id,~#2. On peut alors munir
M@'M de la forme e-quadratique ¢ représentée par y,, ou

%o ! MM — (MES'M) ~ MOM

B (0 1
Xo = 0 0
La forme e-hermitienne associée & ¢ est définie par la matrice
(¢ o)
e 0
Par suite, ¢ est non dégénérée. Posons H(M)=MP'M muni de la forme
quadratique ¢ et H(x)=o@®(*x)~t pour tout isomorphisme «.

est définie par la matrice

LeMME 1.3. Notons € la catégorie dont les objets sont les objets de € et
dont les morphismes sont les isomorphismes de €. Alors H induit un foncteur
(le «foncteur hyperboliquey) de la catégorie € dans la catégorie Q(%).

D#monsTrATION. 11 suffit de vérifier que H () est un morphisme ortho-
gonal, ce qui résulte de I'identité

Hemd® = (¢ ) (o o) (5 oa) = (o o)

THEOREME 1.4, Notons J le foncteur «oubli» de Q(€) dans €. Le foncteur
composé J o H associe & un objet M de € Vobjet M@IM et d un isomorphisme
oa: M - N Uisomorphisme «P(lx)t. Le foncteur composé Ho,J applique
Vobjet (M,q) sur un objet isomorphe & (MDM,qD(—q)).
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DiMONSTRATION (d’aprés [18]). La premiére assertion du théoréme est
évidente. Soit ¢, une forme sesquilinéaire représentant g et soit f: MPM —
M@®'M le €-morphisme représenté par la matrice

Fe (l—qv‘l% <P‘1%)
¢ —¢

ol @ =gq,+¢p, est la forme sesquilinéaire associée & ¢g. Le morphisme f
est en fait un isomorphisme, son inverse étant représenté par la matrice

-1 _ (1 Pl gept )
1 g7 lpopt —o
Le morphisme f est représenté par la matrice
ff = (l—et(po(p“l &p )
lpgpt  —ep

et la forme quadratique ¢@®(—¢q) par la matrice

r Po 0
Po = (0 “‘Po).

Le morphisme !fy,f est donc représenté par (1—T¢)(h) avec

b= ( 0 O).
Py Po

Soit S: Q(¥) - Q%) le foncteur qui associe & I'objet (M,q) 'objet
(M®M, gD(—q)) et au morphisme « le morphisme qui coincide avec
x@o sur les objets de € sous-jacent. Si (M, p) et (IV,q) sont deux objets de
L(€)etsio:(M,p)~(N,q) est une isométrie, on peut choisir des représen-
tants @, et ¥, de p et ¢ respectivement tels que g,='«¥ x. On vérifie
alors la commutativité du diagramme

ES(M) _ sH BJ(M)
S() | l eHeJ ()
eS(N) - SHBJ(N)

c’est-a-dire ’identité

x 0 ) (l—q)-ltpo qJ_ltp()) _ (I—Y’—l!l’o Y"lTo) (oc 0)
(O tx—1 @ -9/ b 4 -y 0 «)°

Ceci achéve la démonstration du théoréme 1.4.
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Dans le cas ou ¢, et ¥, sont arbitraires, le diagramme précédent n’est
plus commutatif en général et on ne peut donc affirmer que les foncteurs
H.J et S sont isomorphes. Ils le sont cependant «4 homotopie prés»
dans le sens suivant: le morphisme ,H J(x)ofo S(x)~10g-1 s’écrit sous la

forme 1
(o 1)

ou k appartient & I'image de 1 —7Ts.
Un morphisme 7 : M@®'M -~ M@'M est une isoméirie e-élémentaire s’il
g’exprime sous la forme

1 & 1 0
(0 1) ou (h l) avec he Im(1—-Te).

Le raisonnement précédent permet de démontrer la proposition suivante.

ProrosiTiOoN 1.5. Avec les motations précédentes, on a H J(x)=
go S(x)of~Lon ou n est une isométrie de ME'M qui est e-élémentaire.

Si tout morphisme de % est divisible par 2 de maniére unique, on peut
choisir @,=3p et Wy=1¥. Dans ce cas, on aura donc le théoréme plus
précis suivant:

THEOREME 1.6. Avec les hypothéses précédentes, les foncteurs S et H J
sont isomorphes.

Soit € une catégorie additive. La catégorie € est dite pseudoabélienne
si tout projecteur admet un noyau (cf. [5]). Il est facile de voir que toute
categorie additive se plonge dans une catégorie pseudo-abélienne € qui
lui est canoniquement associée. Les objets de € sont les couples (E; p)
ou £ est un objet de € et ou p est un endomorphisme idempotent de X.
(Nous écrivons (#'; p) au lieu de (¥, p) pour éviter des confusions avec des
objets munis de formes quadratiques.) Un morphisme de source (E; p)
et de but (F'; q) est un ¥-morphisme f: £ —F tel que fog=pof=f.Si ¥
est une catégorie hermitienne, la structure hermitienne s’étend immé-
diatement & €: on pose Y(E; p) = (‘E;'p), etc...

2. Le groupe de Grothendieck et le groupe de Bass d’une categorie
hermitienne.!

Soit ¥ une catégorie hermitienne. L’ensemble des classes d’isomorphie
d’objets de ,Q(¥) forme un monoide abélien de maniére évidente. Par

1 Note ajoutée en épreuve: Certains résultats de ce paragraphe et des suivants ont été
trouvés indépendamment par Bass.
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définition (%) est le groupe symétrisé de ce monoide. C’est le «e-groupe de
Grothendiecky de la catégorie hermitienne €. En fait, cette définition
généralise celle du groupe de Grothendieck d’une catégorie additive &:
si € est le produit de & par la catégorie opposée 2°, on vérifie aisément
que L(%)~K(2D).

11 est parfois commode d’utiliser une définition équivalente de (%)
en termes de projecteurs. On considére I’ensemble des triples (Z, p,,ps)
ou E est un objet de Q(%) et ol p, et p, sont deux projecteurs auto-
adjoints de B (i.e. p,*=p,, «=1,2). Deux triples (E,p,,p,) et (E',p,",ps’)
sont isomorphes 8’il existe une isométrie f: & — E’ telle que p;,'=fo p;o f1,
j=1,2. Notons .L'(%) le quotient du groupe libre engendré par les classes
d’isomorphie par le sous-groupe engendré par les relations

(B, py, p2) +(F, 41, 43) = (EDF, p)Dqy, p:De) »
(B, p1, o) + (B, Dy, p3) = (E, Py, P3) -

ProPoSITION 2.1. L’homomorphisme de L' (€) dans L(€) qui associe au
triple (E,p;,p,) la classe de la différence formelle Imp, —Imp, est un so-
morphisme. En particulier, st € est pseudo-abélienne, les groupes L' (%)
et L(%) sont isomorphes.

La démonstration de cette proposition est en tout point analogue &
la démonstration de la proposition analogue en K-théorie [5].

Considérons maintenant ’ensemble des paires (¥,«) ol E est un objet
de ,Q(¥) et ol x est un automorphisme orthogonal de E. Deux paires
(E,x) et (E’,a') sont isomorphes §’il existe une isométrie f: E — E’ telle
que foa=o'of. Le e-groupe de Bass L,(€) de la catégorie hermitienne ¥
est le quotient du groupe libre engendré par les classes d’isomorphie de
paires par le sous-groupe engendré par les relations

(E> 0‘)+(F) /3) = (EC'DF: “@ﬂ) ’
(B, 0)+ (B, o') = (B, xa') .

ProrosiTioN 2.2. (Lemme de Whitehead, cf. [2, p. 351]). Soient « et B
deux automorphismes orthogonaux d’un objet E de Q(€). Alors les isométries

y = c@pDldg et 7,=“ﬂ®IdE@E

sont égales modulo le sous-groupe des commutateurs du groupe orthogonal
LOEDEDE).
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DEMONSTRATION. On a y~loy'=pDF-1PIdy ainsi que l'identité

B O O /01 0 (1 0 0 01 0
01 0)foo 1) (o gr of=1[o0o o0 1].
o001/ \1 oo \o o 1 1 0 0

Or la derniére matrice s’écrit aussi oto-17-1 avec

01 0 1 0 0
c=1(1 0 O et =10 0 1}.
0 0 1 01 0

Si A est un anneau hermitien, désignons par ,0,, ,(4) le groupe ortho-
gonal O(,H(A")) et posons

O4) = 1_1.1_>nn eOn,n(A) .

Le théoréme 1.4 et la proposition précédente impliquent le théoréme
suivant:

THEOREME 2.3. Soit € la catégorie hermitienne P(A) ou L(A). Le growpe
Ln(F) est alors isomorphe de maniére naturelle au quotient de 0(A4) par son
sous-groupe des commutateurs.

Soient ¥ et ¥’ deux catégories hermitiennes. Par définition un foncteur
hermitien u de € dans €’ est la donnée d’'un foncteur banachique (noté
encore u) de € dans €' et, pour tout objet M de ¥, d’un isomorphisme
naturel w(*M) — Yu(M)) tel que le diagramme suivant commute

w(M) —=— y({(tM))

~| |~

{(f(w())) —— (u('M)) .

L’exemple le plus important pour nous sera celui du foncteur extension
des scalaires u:%(A4) - P(B) associe 4 un homomorphisme borné de 4
dans B compatible avec les antiinvolutions. Par la suite, nous identi-
fierons w(*M) & Yw(M)) pour alléger les raisonnements.

En suivant un schéma éprouvé [2], [6], on peut associer au foncteur
% un «groupe relatif» [L(u) qui coincide avec L(%) si €' =0. De maniére
plus précise, on considére I’ensemble des triples (#,F,x) ou £ et F sont
deux objets de ,Q(%) et ot x est une isométrie de u(E) sur u(F). Deux
triples (&, F,«) ct (E',F’,&’) sont isomorphes s8’il existe deux isométries
f:E - E’ et g:F — F’ telles que le diagramme suivant commute
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w(E) —— u(F)
uml i““”
wB') —Z— u(F') .

Le groupe _L(u) est alors le quotient du groupe libre engendré par les
classes d'isomorphie par le sous-groupe engendré par les relations

(EO’ FO’ 0‘0)+ (E17>F1’ 0‘1) = (E0®E1a FO@-FD 0‘0@0‘1) ’
(E,G,Bx) = (B, F,a)+(F,Q,p).

On note d(#, F,«) la classe du triple (£, F,«) dans le groupe ,L(u).

Le foncteur hermitien u est dit quasi-surjectif (cofinal dans la termino-
logie de Bass) s’il est quasi-surjectif en tant que foncteur additif
entre les catégories additives sous-jacentes (cf. [5, p. 179]). En d’autres
termes, pour tout object £’ de %, il existe un objet £ de € et un objet
E," de €’ ainsi qu'un isomorphisme de w(¥) sur £'@E,’. En appliquant
le théoréme 1.4, on voit aisément que % induit un foncteur «quasi-surjec-
tif » entre les catégories ,Q(%) et ,Q(€’). Donc, pour tout objet £’ de ,Q(¥"),
il existe un objet K de ,Q(¥) et un objet E," de ,Q(¥”’) ainsi qu’une iso-
métrie de w(F) sur E'@E,’. La démonstration du théoréme suivant est
aussi classique (cf. [1, p. 448]).

THEOREME 2.4. Soit w:€ — €' un foncteur hermitien quasi-surjectif (par
exemple le foncteur hermitien P(A) - P(B) cité plus haut). On a alors la
suite exacte

La(€) > Ly(€') > L(w) > L(¥) ~ L(E') .

Nous dirons qu’un foncteur hermitien u est plein si, pour tout couple
d’objets (E,F) de ¥, '’homomorphisme de groupes abéliens €(XZ,F) —
€' (uw(E),w(F)) est surjectif.

LemMmE 2.5. Soit w:€ — €' un foncteur hermitien plein et soit n' une
tsométrie e-élémentaire de w(M)DHu(M)). Il existe alors ume isométrie
e-élémentaire n de M'M telle que u(n)=7'.

La démonstration de ce lemme est entiérement triviale.

THEOREME 2.6. Soit w:€ — €' un foncteur hermitien plein. Soient M un
objet de Q(€), M'=u(M), o' un élément de [O(M'), O(M')], sous-groupe
des commutateurs de O(M'). Il existe alors un objet N de Q(€) et un élément
o de O(MEPN) tels que w(o) =o' @Id, ) -

Math. Scand. 32 — 5
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DimMoNsSTRATION. Ecrivons (M,p) l'objet de ,Q(%) et considérons
d’abord une isométrie «’ de la forme g’ oy’ 0 8'~109'-1. Soit (R, q) la somme
directe (M, p)D(M,p)D(M,p)D(M,— p)D(M, —p)D(M,—p)D(M,—p) (7
facteurs). Soient f’ et 7' les isométries de w(R) représentées par les
matrices diagonales

B’ = Diag(p, %, 1,8, 1,1),
‘}7' = Diag(y', Ly-11,1, Y,

En stabilisant et en appliquant le théoréme 1.4 et la proposition 1.5. on
voit done que &' 8’écrit aussi [8,’,y,"] avec

B = w(d) H(B' DB ' w(d),
7' = ulx) Hy'@y' ) u(x),

ou 7’ et &’ sont des isométries e-élémentaires et ol1 d et » sont des isométries.
Puisque le foncteur u est plein, 'identité

A 0\ /0 -1\ /1 0\ /1 37

0 A1) \1 a1t -2 1/ \0 1
écrite pour A=p" ol y’, montre qu’il existe des automorphismes (non
nécessairement orthogonaux) '’ et y'’ tels que

w(p”) = FOB Y uly’) =y'eyt.
D’aprés le lemme précédent, il existe aussi des isométries % et & telles que
u(n)=n" et u(§)=£'. Donc il existe des automorphismes orthogonaux g,
et y, de R tels que u(B,)=p4," et u(y,)=7,". En posant «=[f;,,], on voit
donc que u(x)=o«'. Si &' est un produit de commutateurs, il suffit d’ap-
pliquer plusieurs fois le raisonnement précédent. La démonstration du
théoréme est achevée.

ProposrrioN 2.7. Soit u:€ — €' un foncteur hermitien plein. Alors,
dans le groupe libre engendré par les classes d’isomorphie de triples (E,F,x)
ou E et F sont des objets de Q(%) et ou «:u(E) — u(F) est une isométrie,
la relation

(B, F,0)+(F,G, B) = (E, G, fx)

est une conséquence des relations

(E: F: 0‘)+(R, S: ﬂ) = (E@R’ F®S, (X@,B) et (E’ E’ IdE) = 0 .

DiEMONSTRATION. Raisonnons modulo les derniéres relations. On a alors

(E,F,x)+(F,q,B) = (EDF, FOG, x®f) ~ EDF, GDF, d)
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ol § est représenté par la matrice
0 8
4= (oc 0)'
i 0)
0o 1/

w1 (5 9) = 0

Dans le groupe orthogonal O(u(G)®u(F)Pu(F)) considérons le produit

08 0, (0 0 1 08 0
(ﬂ-lo 0) (0 1 0)=(0 05—1).
001/ \1 0o 1 00

Ce produit peut aussi s’écrire oro~17-! avec

0 B O 1 0 0
6= (ﬂ-l 0 0) ot 7T = (() 0 ﬂ‘1>.
0 0 1 0B 0

Puisque % est plein, il existe d’aprés le théoréme 2.6. un objet N de ,Q(%¥)
et un automorphisme orthogonal f de GOFDEIDN tel que

w(f) = §6-1@Id®Id, .

Soit ¢’ la matrice

On a alors

Par suite, les triples

(E®OFDEDN, GOFDEEN, 6dldo@Idy)
et
(EQFPEDN, GOFPE®N, (fadldy)®lde®Idy)

sont isomorphes, ce qui démontre la proposition.

COROLLATRE 2.8. Soit w:€ — €' un foncteur hermitien plein. Pour que la
classe du triple (E,F,«) soit égale a zéro dans le groupe L(u), il faut et il
suffit qu’il existe un objet G de Q(¥) et une tsométrie f: EG -~ FDG telle
que u(f)=o@Idg.

Siu:% - €' est un foncteur hermitien plein quasi-surjectif, nous allons
donner une autre définition du groupe relatif ,L(u), soit ,L'(x), qui va
nous étre utile par la suite. On considére 1’ensemble des classes d’iso-
morphie de triples (E, F,f) ou E et F sont des objets Z/2-gradués de (%)
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et ol f:E —F est une isométrie (non nécessairement de degré zéro)
telle que u(B) soit de degré zéro. On définit alors .L'(») comme le quotient
du groupe libre engendré par de tels triples par le sous-groupe engendré
par les relations suivantes:

(l) (E’F’ﬁ)‘"(E"F':ﬂ’) = (E@)E,aF@F':ﬁ@ﬁl)
(2) (E»F’ﬂ)‘"(F’ G:)’) = (E, G,‘}/ﬂ)
(3) (E,F,8) =0 si E=F et si u(f) = Id,q.

On note aussi d(E, F,f) la classe du triple (E, F,8) dans le groupe L'(u).
L’homomorphisme g: L' (u) — ,L(u) associe & d(E,F,p) la classe du triple
(E°, F°,u(B)°) ol le symbole © signifie «partie homogéne de degré zéro.
L’homomorphisme en sens inverse g': L(u) - ,L'(u) s’explicite ainsi. Soit
d(E,F,x) un élément de ,L(u). D’aprés le collaire 2.8., il existe un triple
(E',F',&’) et une isométrie §: EQE' — FOF' tels que u(8)=aPx’'. Dans
les sommes directes E=E®E' et F=F®F' considérons E et F (resp. K’
et F’) comme objets de degré zéro (resp. un). On pose g’ (d(E,F,«))=
d(E,F,p).

ProrosITION 2.9. Les homomorphismes
g: L~ Lw) & g¢: L)L
explicités ci-dessus sont des isomorphismes inverses U'un de Uautre. En outre,

8t €' =0, la relation (3) écrite ci-dessus est une conséquences des deux autres.

La démonstration de cette proposition est analogue & celle du théoréme
2.9. de [8, p. 139 et 140].

Si u:4 - B est un homomorphisme d’anneaux hermitiens (borné,
compatible avec les antiinvolutions), notons aussi « le foncteur hermitien
de P(4) dans Z(B) qui lui est associé par extension des scalaires.

THEOREME 2.10 (excision). Soient A, A,, A, et A' quatre anneaux
hermitiens formant un carré cartésien
42,4,
{
4,2 4",

8i v, (donc u,) est un homomorphisme surjectif, les homomorphismes u, et v,
snduisent un isomorphisme e entre les groupes [L(u,) et L(v,).
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DEMONSTRATION. (a) e est snjectif. Soit d(#,F,x) un élément de
L) tel que d(uy(E),us(F),v,(x))=0. D’aprés le corollaire 2.8, ceci
implique que, quitte & ajouter & E et F le méme module quadratique,
vy(x) se reléve en une isométrie de v,(E) sur v,(F). Par suite, le carré
étant cartésien, il existe une isométrie de £ sur F qui reléve .

(b) e est surjectif. Compte tenu du diagramme commutatif

L(uy) —— L(vy)

g g
L) —fs LA(ve)

et de la surjectivité des fléches verticales, on est ramené & démontrer que
¢’ est surjectif. Soit donc d(E,, Fy,f,) un élément du groupe ,L'(v,). On
peut supposer que E,=H(A,")PH(A,") (décomposition suivant les
degrés) d’aprés le théoréme 1.4. Puisque E, et F, sont isomorphes en
tant qu’objets non gradués grice 4 §,, on peut supposer que F,= H(4,2"),
la graduation de F, étant représentée par un projecteur auto-adjoint p,
dans H(A,**) (on a donc (F,)°=Imp, et (F,)'=Kerp,) tel que v,(p,)
soit représenté dans H(A'")PH(A'") par la matrice

, (10
p‘(o 0)’

Posons E=H(A*")=H(A")DH(A") (décomposition suivant les degrés)
et considérons le projecteur auto-adjoint p de H(A*)~H(A™)DH(A™)
tel que

1) wuy(p)=p,
2) uy(p)=p, ou p,:H(A4A,")DH(A,") > H(4,")DH(A,") est repré-
senté par la matrice
1 0
b= (0 0)‘

Soit maintenant F le module quadratique E muni de la graduation
définie par p et soit §: E — F l'isomorphisme égal & I'identité sur les
modules non gradués sous-jacents. Il est clair que

¢'(d(E,F,p)) = d(Ey, Fy,p,) -

Si 4 est un anneau hermitien unitaire posons ,L(4)=(#(4)) (resp.
L (A)=Ly(P(A4)). 8i k est un anneau hermitien unitaire et si 4 est un
anneau hermitien (non nécessairement unitaire) qui est une k-algébre
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en un sens évident [9], on peut définir I’algébre augmentée 4,+ comme
dans [9]. On définit alors ,L(4) comme le noyau de ’homomorphisme
naturel ,L(A4,*)— [L(k). Le théoréme d’excision montre que cette
définition est indépendante de k. On peut prendre en particulier k= Z ou
k=Z[}] si 2 est inversible dans 4. Le théoréme 2.10 permet la reformula-
tion suivante du théoréme 2.4 dans le cadre des anneaux hermitiens:

THEOREME 2.11. Soit u:A -~ A" un homomorphisme surjectif entre
anneaux hermitiens unitaires et soit A’ =Xerw. On a alors la suite exacte

Aa(d) > Ly(A") ~ L(A') -~ L(4) -~ L(4")

Soit de nouveau ¥ une catégorie hermitienne générale et soit M un
objet de €. Un automorphisme orthogonal « de M&'M e Ob(,Q(%¥))
est dit «<homotope & l'identité de maniére algébrique» s’il existe des auto-
morphismes orthogonaux «; et des isométries e-élémentaires u; de
ME'M tels que o =TT;xux,~ . Si N est un objet de ,Q(%) et si « est un
automorphisme orthogonal de N, on dit que « est «stablement homotope
a lidentité de maniére algébrique» s’il existe un objet N’ de ,Q(%), un
objet M de ¥ et une isométrie f:NPON' - MP'M tels que B(xPl)p-1
soit homotope & I'identité de maniére algébrique.

Lemue 2.12. Soit M un objet de Q(E) et soit « un automorphisme de M
appartenant au sous-groupe des commutateurs de O(M). Alors « est
stablement homotope & Uidentité de maniére algébrique.

DimoNsTRATION. Regardons de nouveau la démonstration du théo-
réme 2.6. Avec les notations de cette démonstration, on voit qu’il suffit
de démontrer que H(H'@B 1) est homotope & l'identité de maniére
algébrique. Compte tenu de I'identité bien connue

(0 72 =6 %) (= ) 60 6 )G ) )

on voit qu’il suffit de démontrer que ,H(x) est homotope & I'identité de
maniére algébrique lorsque «: MPM —~ MPDM se présente sous la forme

!
s= (o 1)
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Or Ho): MOMOPMPM -~ MOMPME'M s’écrit sous la forme

1 2 0 0
0 1 o0 o0
0 0 1 0
0 0 -2 1

En permutant les deuxiéme et quatriéme facteur de la somme
MOMDPMDM et en écrivant N=MP'M, on voit que H(x): NN -
N@'N peut aussi s’écrire

qui est bien de la forme (1 —Te)u’.

LemuME 2.13. Soit M un objet de Q(€) et soit & un automorphisme de M
stablement homotope a Uidentité de maniére algébrique. Alors il existe un
objet N de Q(€) tel que aPIdy appartienne au sous-groupe des commuta-
teurs de O(M@N).

DEMoONSTRATION. ([19, p. 64]). Sans restreindre la généralité, on peut
supposer que M =M'@'M', que M'=NPNPN avec Na'N et que «
se présente sous la forme d’une matrice

() am

ou dy: NONON -~ NONEN ~(NONODN) est une matrice 3x3. 1l
suffit évidemment de considérer des matrices d, du type

0 0 0 p 0 O
(p 0 O) ou 0 0 0]).
0 0 0 0 0 0

Dans le premier cas, on applique I’identité (ol b—cblc est une fonction
linéaire de b).

BOGO6 D6 -6

1 0 -1 0 0O 0
c= {0 1 O) et b={(0 0 9p]j.
00 1 0 —&p 0

avec
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Le deuxiéme cas se réduit au premier en considérant 'identité précédente

avec

1 1 0 0 0 O

¢ = (0 1 0) et b= (O q 0), qg=p-—=¢p.
0 0 1 0 0 0

Les deux lemmes précédents nous permettent de donner une définition
équivalente du groupe ,L,(%). On considére I’ensemble des classes d’iso-
morphie de paires (£, «) ot £ est un objet de ,Q(%) et ot «: E — F est une
isométrie. Le groupe ,L,(%) est alors le quotient du groupe libre engendré
par cet ensemble par le sous-groupe engendré par les relations

(1) (B,x)+(F,f) = (EDQF, cDP) ,

(2) (F,x) =0 8i E = M®'M et si x est un produit d’isométries
e-6lémentaires.

3. Definition des foncteurs ,L™ pour n > 0.

Dans ce paragraphe nous allons étendre au cas hermitien les définitions
et les résultats essentiels de [8] et [9]. Il s’agit de définir les foncteurs
«satellites» droits du foncteur ,L = L°. Nous commencons par exposer le
cas plus simple des anneaux hermitiens.

Soit donc A un anneau hermitien et soit B I'ensemble des matrices
infinies M =(a,;); ¢t € N, j € N, & coefficients dans 4. Munissons B de la
norme

M| = Sup(SUPiZinain, SupiZj“a'ij”)

L’ensemble des éléments B de norme finie forme un anneau de Banach
B’ pour la somme et le produit ordinaire des matrices. Le «céne hermitien »
de 4, soit CA, est alors le plus petit sous-anneau de Banach de B’ conte-
nant les matrices de permutation et les matrices de type fini dans le sens
de [8]. (Cette définition de «cone» différe légerement de celle de [8] [9].
Cette modification n’affecte pas cependant les résultats de [9] en raison
de l'axiomatisation développée dans [8].) «L’anneau stabilisé» de 4,
soit 4, est le plus petit sous-anneau de Banach de CA4 contenant les
matrices ayant un nombre fini d’éléments non nuls. En fait 4 est un
idéal fermé dans CA et I'anneau hermitien quotient SA=CA/4 est la
suspension hermitienne de 4. Cette suspension sert & définir les foncteurs
L™ par récurrence sur n grice i la formule [L"»+(4)=,L*SA4). On peut
caractériser axiomatiquement la théorie ,L” de la méme maniére que dans
[8], [9]. De maniére précise, disons qu’une catégorie hermitienne € est
Sflasque 8'il existe un foncteur hermitien 7:% — % tel que les foncteurs =
et 7+ Id, soient isomorphes de maniére compatible avec le foncteur de
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dualité. Un anneau hermitien 4 est flasque s’il est unitaire et si la catégorie
hermitienne 2(A4) est flasque. Soit alors &/ 'une ou 'autre des deux caté-
gories suivantes:

(i) celle des anneaux hermitiens discrets,
(ii) celle des anneaux hermitiens 4 tels que tout élément de A soit
divisible par 2.

Une théorie de la cohomologie positive sur o/ est la donnée de foncteurs
L" nz0 de o/ dans la catégorie des groupes abéliens ainsi que d’opéra-
teurs de connexion o*: L*(4') - [L"t1(A’) définis pour toute suite
exacte d’anneaux hermitiens

0-A4"-A4A—-A4" -0

(A" étant muni de la norme quotient et 4’ de la norme induite) tels que
la suite

LMA) > LMA") ~ LrHA') > LHA) > LA

soit exacte.

THEOREME 3.1. Il extiste une théorie de la cohomologie positive et une seule
sur & qui satisfait aux axiomes suivants.

1) [L%4)=L(4),
2) L*A)=0 si A est un anneau flasque,
3) L’inclusion canonique de A dans A induit un isomorphisme de Ln(A)

sur L*(A).

On peut démontrer ce théoréme directement en utilisant le minimum
de théorie des catégories grace au calcul spectral dans les anneaux de
Banach esquissé dans [6 §1]. Une méthode plus rapide pour nous est de
suivre la démonstration décrite dans [8] qui utilise les catégories filtrées.
Il convient seulement d’adapter les définitions et les raisonnements au
cas hermitien, ce qui ne présente pas de difficultés essentielles. Soulignons
seulement les modifications les plus importantes.

Dans le dernier paragraphe de la page 113 il convient de lire: «Si &
est une catégorie hermitienne quelconque et si £ et F sont deux objets
de ,Q(¥), on appelle morphisme direct de E dans F la donnée d’un mor-
phisme orthogonal s: £ — F (on a donc en particulier s*os=1, cette con-
dition étant suffisante si tout morphisme de la catégorie est divisible
par 2). On notera s:E - F une telle fléche».

Si 2 est une catégorie hermitienne et si € est une sous-catégorie hermi-
tienne pleine, une ¥-filtration de 2 se laisse définir comme & la page 115.
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Il convient de noter cependant qu’on filtre en fait les objets de ,Q(2).
Les exemples 1 et 2 décrits page 116 sont en fait des exemples de catégories
hermitiennes filtrées. Par contre, 'exemple 3 page 117 doit étre légére-
ment modifié. L’anneau A étant hermitien, il convient de considérer
comme morphismes dans la catégorie £,(4) les homomorphismes con-
tinus ainsi que leur transposé. La norme des morphismes doit étre modifiée
en conséquence. La catégorie 2 =%, construite page 118 devient ainsi
une catégorie hermitienne flasque. La fin de la démonstration de la propo-
sition 1.12 doit étre aussi modifiée car I'isomorphisme ¢ explicité en haut
de la page 129 n’est pas nécessairement une isométrie (et c’est 13 que
s’explique les restrictions sur la catégorie .&7). On a besoin du lemme clas-
sique suivant:

LeMME 3.2. Le coefficient binomial (%) est divisible par 2n— 1.

DiMoONSTRATION. Dans 'algébre des séries formelles Q[[x]], on a les
identités

(T4 = 1437, (=1)"H,2m et (L+a) = 1+3% (= 1) 72"

avec A,=(2n)!/(2**(n!)%(2n—1)) et 7,=(2n)!/(22*(n!)?). En écrivant que
la premiére série est I'inverse de la seconde, on voit donc que (2n)!/
((n!)*(2n—1)) s’écrit comme un polynéme & coefficients entiers en les
coefficients binomiaux (%), r <n.

Supposons que = prenne ses valeurs dans un anneau de Banach 4, 2
étant inversible dans 4. Si on pose ¢=|/}/|, la formule de Stirling montre
que la série 1+, (—1)»+11,2" converge lorsque [[x|| < 1/4c2. En parti-
culier soit ¥ une catégorie hermitienne telle que tout morphisme de €
soit divisible par 2, soit M un objet de Q(%) et soit « un automorphisme
de M tel que [jo*x —1|| < 1/4¢c2. Alors (x*«)t existe d’aprés ce qui précéde
et commute avec a*x. L’expression «'=wo ((x*x))~! représente un
automorphisme unitaire (done orthogonal) de M qu’on appellera P'auto-
morphisme unitaire normalisé de «.

LeMME 3.3. Sott € une catégorie hermitienne tel que tout morphisme de €
soit divisible par 2 (de maniére unique) et soit p, un projecteur auto-adjoint
d’un objet M de ,Q(€). 1l existe alors un voisinage V de p, dans I’ensemble
des projecteurs auto-adjoints de M et une application continue o: V—U(M)
telle que p=o(p)po(o(p))~2 pour tout élément p de V.
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DfmoNSTRATION. On a l'identité bien connue p=y(p)p,(y(p))—* ou
y(p)=1—p—po+ 2pp, pour p suffisamment voisin de p,. Alors g(p) est
simplement 1’automorphisme unitaire normalisé de y(p) (p suffisamment
voisin de p,).

Compte tenu de ce lemme, le reste de la démonstration de la proposition
1.12 de [8] se transpose donc sans peine au cas hermitien & condition de
supposer € discréte si tout morphisme de € n’est pas divisible par 2. Il
en est de méme de la définition 1.3. et des remarques qui la suivent. Dans
le deuxiéme paragraphe de [8], le théoréme 2.9 devient la proposition 2.9
de notre article (K° étant remplacé par _L'). La proposition 2.11 de [8]]
reste donc vraie dans le cadre hermitien. D’autre part, les considérations
du §2 en K-théorie algébrique s’étendent immédiatement au cadre
hermitien & condition de remplacer matrices élémentaires par isométries
e-6lémentaires. Les lemmes 2.2. et 2.4. de [8] sont & remplacer par les
lemmes 2.12 et 2.13 de cet article. Enfin, les analogues des théorémes
2.13 et 2.16 sont encore vrais dans notre contexte. De maniére précise,
on a le théoréme suivant:

THEOREME 3.4. Soit
0% > —“>¢€">0

une suite exacte de catégories hermitiennes discrétes ou telles que tout mor-
phisme de €', € et €' soit divisible par 2. Alors Uhomomorphisme k de
L(€') dans L(u) défini par k(B — F)=d(E ,F,0) est un isomorphisme. Par
conséquent, on a la suite exacte.

La(€) > Ly(¢") > L(E') > L(€) > L(E")

Désignons par s, (resp. 5#,) la «catégorie» dont les objets sont les
catégories hermitiennes discrétes (resp. les catégories hermitiennes telles
que tout morphisme soit divisible par 2 de maniére unique), les morphis-
mes étant les foncteurs hermitiens.

THEOREME 3.5. Il existe une facon et une seule a isomorphisme prés de
définir des foncteurs L™n=0, de #; (vesp. 5#,) dans la catégorie des
growpes abéliens et des opérateurs de connexion naturels 0: L€' )~ L Y(€')
pour toute suite exacte

0% >€~>%" -0

de catégories hermitiennes dans Sy (resp. 5€,) en sorte que les axiomes
sutvants sotent satisfaits:
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1) La suite
G‘Ln(%/) > sLn((g) — eLn(.gu) . an-f-l(gr) - ,L"'*l(g)
est une suite exacte

2) L™€)=0 si la catégorie hermitienne € est flasque.
3) LY€)=L(€), % désignant la catégorie pseudo-abélienne associée a €.

11 est expliqué dans [9] comment on peut déduire le théoréme 3.1. d’un
théoréme du type précédent.

4. Definition des foncteurs L” pour n <0.

Ce paragraphe reprend pour l’essentiel les paragraphes 5 et 6 de [9]
et ne fait que les transposer au cadre hermitien. Nous nous limiterons
donc & quelques indications sommaires.

Si A4 est un anneau hermitien, les anneaux 4 <x >, BA et QA introduits
dans [9] sont aussi hermitiens: la série «transposée» de 33 ) aa’ est la
série 322 o @¢. On pose alors

L(4) = Ker(L(Q4) » L(EA)) et
L 4) = LRA) pour n=1.

En suivant [9], on peut aussi donner une interprétation «<homotopique» des
foncteurs ,.L—"(4),n =1, de la maniére suivante. Soit 0, ,(4) le groupe
des automorphismes orthogonaux de H(A?)eOb (QQ(W(A))). Deux élé-
ments &, et «; de ,0, ,(4) sont dits homotopes §’il existe un élément
x=a(x) de 0, ,(4d<x>) tel que x(0)=xy et x(l)=«;. La relation
d’homotopie est une relation d’équivalence (car O, ,(4) est un groupe)
et le quotient de ,0,, ,(4) par cette relation est un groupe qu’on notera
70(,0p, p(4)). La méme méthode que celle développée dans [9, §5] permet
de montrer que ,L-1(A4) est isomorphe canoniquement a lim, 7,(,0,, ,(4))-
Si on pose 0(d4)=lim, 0, ,(4), on a aussi L A)=m(,0(4)) en un
sens évident. En outre, les éléments de [[0(4), ,0(4)] étant homotopes &
Iidentité d’aprés le lemme 2.2, on a une surjection évidente de ,.L,(4)=
0(4)/[,0(4), ,0(4)] sur L-Y(A).

Soit maintenant f: 4 — A" un homomorphisme d’anneaux hermitiens.
En suivant [9], on dit que f est une «,O-fibration» si, pour tout élément
o' =a""(xy,...,2,) de O(A"<ux,,...,x,>) tel que «”(0,...,0)=1, il
existe un élément o = u(zy,. . .,x,) de ,0(4 <z,,...,z,>) tel que f(x)=0o"’
en un sens évident. (Voir [4] [15] pour une justification de cette terminolo-
gie en termes de groupes simpliciaux et de fibrations de Kan.) En utili-
sant les isométries e-élémentaires, on voit aisément qu’une ,O-fibration
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est un homomorphisme surjectif, la réciproque étant inexacte en général.
Si on pose A’ =Kerf, on peut définir comme dans [9] un homomorphisme
de connexion

oty Ll AY) > LA'), mz0,
de telle sorte que la suite
L (A) > L H4") 5 LAY > L A4) > LA

soit exacte. De maniére plus précise, on a le théoréme suivant qui est
analogue au théoréme 5.3. de [9].

THEOREME 4.1. Il existe une maniére et une seule (@ isomorphisme prés)
de définir des foncteurs L—",n2 0, sur la catégorie des anneaux hermitiens
ainst que des opérateurs de connexion naturels

o—n-1 : KL-—n—l(A") - QL—n(A’)

pour toute ,O-fibration f:A —~ A" de noyau A’ de sorte que les axiomes
susvants soitent satisfaits:

1) L9(4)=L(A)
2) La suite

L Y4) > L4 T8 LA’y > Ln(A) > L(A")

est une suite exacte.

3) L(A)=0 pour n>0 st A est un anneaw hermitien «contractile»
(c’est-a-dire s’il existe un homomorphisme hermitien h: A —~ A <x> tel que
Pooh=0 et pyoh=1d,).

La définition que nous venons de donner des foncteurs ,L—" pour les
anneaux hermitiens s’étend sans peine aux catégories hermitiennes. Il
suffit de suivre le schéma tracé dans [9, § 6]. Les détails sont laissés au
lecteur.

5. Le calcul de L-1(4).1

Dans tout ce paragraphe 4 est un anneau commutatif unitaire discret
muni de I’involution triviale. L’ensemble des idempotents de 4 forme un
groupe Ip(A4) vis-a-vis de I'opération e, xe;=e, +e,— 2¢,¢5. 8i O, ,(4)=
105, o(A4) désigne le groupe des isométries de H(A") nous nous proposons

1 Pour alléger 1’écriture, on pose Ly = 1L;, L~1 = ; L1, etc. On pose aussi Op,q(4) =
lon,n(A); Cn.n = Cn,n(A)’ C°n,n = Con,n(A)-
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de définir pour commencer un homomorphisme s,:0, ,(4) - Ip(4).
Considérons pour cela l'algébre de Clifford C, ,(4) du module hyper-
bolique H(A™). Pour simplifier les raisonnements, on peut supposer que
H(A™) <= C, ,(4) et identifier O, ,(4) au groupe des automorphismes de
l'algébre C, ,(A) laissant invariant H(A"). Désignons par C°, ,(4) la
partie homogéne de degré zéro de C,, ,(4). D’aprés [11], le centre Z° de
C°,, , est une extension quadratique projective, séparable de rang 2 de 4.
Par suite, il existe localement un seul automorphisme o de Z° distinct
de l'identité [16]. Par ailleurs, un élemént « de O,, ,, induit un automor-
phisme & de Z° Définissons alors localement une fonction sur le spectre
de 4 qui vaut 1 si a=0 et 0 si a=1Id. Cette fonction est clairement con-
tinue et définit donc un idempotent s, («) de A. L’application ainsi définie
est un homomorphisme de groupes et on a le diagramme commutatif
(n=m)
On,n(A) - Om,m(A)

on om
Ip(4)
On en déduit par passage & la limite un homomorphisme
s: 0(4) - Ip4)

On pose O+(4)=XKers et O+, ,(4)=Kers,. On appelle transformation
paire un élément de O+(4) ou de O+, ,(4). Si A est un corps, on retrouve
bien entendu les définitions classiques: pour qu'une transformation soit
paire, il faut et il suffit qu’elle s’écrive comme le produit d’'un nombre
pair de transvections [3], d’ou1 la terminologie. Si 2 est inversible dans 4, s
n’est autre que l’application «déterminant».

Puisque C, ,=0C, ,(4) est une algébre d’Azumaya, il existe une suite
exacte

0 - IntC, , -~ AutC, , —— Pic(4),

ot IntC, , est le groupe des automorphismes intérieurs de C,, ,,. L’homo-
morphisme 6:AutC, , — Pic(A4) s’explicite de la maniére suivante. Pour
un élément « de Aut C, ,, 6(x) est I'ensemble des éléments = de C,, ,
tels que xy=a«(y)xr pour tout élément y de C, , [14]. On a de maniére
évidente 0(x,0c5) = 0(c;)®0(xp). Si on note — Pantiautomorphisme cano-
nique de l’algébre de Clifford, on a yZz=za(%). Si «€0,, ,, c’est-a-dire
si a(H(A™))=H(A"), on a aussi &(#)=o«(y). Dans ce cas, on en déduit un
isomorphisme
B.: O(x) > 16(x) = O(ex~Y)
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tel que le diagramme naturel commute

e(ocllaz) T (0(ag)

!
0(x)®0(exg) — 2O, 1(6(0y))(B(x2)) -

On est ainsi amené naturellement & considérer le groupe (pour le produit
tensoriel) formé des classes d’isomorphie de paires (M,f) ou M est un
A-module de rang un et out §: M — *M est un isomorphisme (il est parfois
plus commode de se donner un homomorphisme de MM dans 4 que
nous noterons aussi f). Ce groupe s’identifie au groupe de cohomologie
HYZ,A,u,) considéré dans [12]. (u, est I’ensemble des éléments = de 4
tels que 22=1 qui est un groupe pour la multiplication; Z est une topo-
logie «suffisamment riche» sur le spectre de 4 : par exemple la topologie
fidélement plate.) D’aprés le raisonnement précédent, on a donc ainsi
défini un homomorphisme d,: O,, ,(4) - HYZ,4,u,).

REMARQUE. L’homomorphisme d,, n’est pas compatible avec les inclu-
sions canoniques O, ,<O,, ,, n<m. Par contre, la restriction d,* de
d, & O+, ,=0+, ,(4) est compatible avec les inclusions O+, , <0+, ,,,
ce qui permet de définir un homomorphisme

d+: OHA) » H (X, A, p,)

LemMmE 5.1. Soit ¢, la transvection associée @ un vecteur «x de H(A™).
Alors d,(t,) s'identifie a la classe de la paire (A4, (—1)"¢(a)).

DfmonsTRATION. Considerons le module quadratique P=H(A") ainsi
que sa base canonique uy,...,%,; W;,...,w,. Hecrivons

a = laxu+ i yaw; et gqla) = DT awy, = AeU4).

Posons s=37_ zu; et t=>"_ yw;. Alors le couple (s,t) définit un sous-
module hyperbolique P’ de P (soit P’ =H(A)) et il existe une décomposi-
tion en somme directe orthogonale P=P'@P"’. Puisque @ € P',{,|P" =1d.
Soit maintenant b=s— i. Dans l'algébre C,, , on a alors b2=1, 'auto-
morphisme intérieur induit par b coincidant avec ¢, sur P’ et avec — 1 sur
P, Par ailleurs, la décomposition orthogonale P = P'@P"’ permet d’écrire
C,,n=C(P")QC(P"). Puisque O, , et C(P’) sont égales & zéro dans le
groupe 5 (A4) considéré dans [12], il en est de méme de C(P’’). Par suite,
le centre Z''® de C°(P'’) est une extension triviale de A (i.e. Z'"°=A®A4,
l’automorphisme non trivial ¢ permutant les facteurs). Il existe donec un
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élément h de Z''° tel que hoh=(—1)"1,h2=1et hp"h1= —p' si p" eP".
Puisque & commute aux éléments de P’, 'automorphisme intérieur induit
par bk coincide avec ¢,. Enfin,

(bh)(bh) = bhRb = (—1)"-1b% = (—1)*-1h = (—1)""¢(a) .

COROLLAIRE 5.2. L’homomorphisme s:0(A) — Ip(A) est surjectif et les
1mages des homomorphismes d,,: O,, ,(4) -~ H(Z, A,u,) et d,*: O+, ,(4) —
HYZ,A,u,) coincident.

DfmoNsTRATION. L’homomorphisme s est surjectif car il suffit de
considérer pour tout idempotent e la transvection définie par le vecteur
a=e(u,+w,). D’aprés le lemme 5.1., d,(f,)=0. On en déduit que pour
tout =, il existe une transformation « telle que s(x)=e et d,(«x)=0, ce qui
démontre évidemment la deuxiéme partie du corollaire.

THEOREME 5.3. Si 2 est inversible dans A, I’homomorphisme

d+: OH(A) - H'(y, A, 1)
est surjectif.

DEMoNSTRATION. Si 2 est inversible dans 4, on sait que HY(Z, 4, u,) ~
HY%Z,A,Ip) s’identifie au groupe Q(A4) des extensions quadratiques de
A4 [12]. En outre, étant donné un élément (M,u) de HY(Z', A, u,), il existe
un module quadratique de rang 2, soit (P,q), tel que M s’identifie &
I’ensemble des éléments z de C(P,q) tels que xp= — px pour tout élément
p de P et tel que u: MQM — A soit défini par u(m,R@m,)=m,m,. Par
conséquent, si (P’,q’) est un module quadratique tel que (P,q)P(P’,¢')~
H(A") (n assez grand), ’automorphisme « qui vaut — 1 sur M et I'identité
sur P’ induit bien d(x)=(M,p).

Posons L,*(A4) = 0+(4)/[0(4),0(4)]. La suite exacte

1-0+4)—>0(4) > Ipid)~>1

permet d’identifier L,+(A4) & un sous-groupe de L,(A4). De méme, si on
désigne par Oy(4) le sous-groupes des matrices orthogonales homotopes
alidentité dans le sens de cet article, il est facile de voir que Oy(4) = 0+(4).
Si on pose

L,1(4)=0+(4)/04(4) ,

on a donc aussi L,~}(4)<L-(4). Puisque HY(%,4,u,) est un groupe
abélien, I’homomorphisme d+ se factorise & travers L,;+(4). On va voir
que, sous certaines conditions, d* se factorise aussi & travers L, -1(4).



K-THEORIE ALGEBRIQUE ET K-THEORIE TOPOLOGIQUE II 81

LeMME 5.4. Soit A un anneau (commutatif unitaire) tel que K(A4)~
K(A[x]) (par exemple un anneau noethérien régulier) et soit M un A[x]-
module de rang un tel que M|xM soit libre. Alors M est libre.

DEmonsTRATION. L’hypothése implique qu’il existe des modules libres
L, et L, sur A[x] de rang n—1 et n respectivement tels que MPL,~L,.
Donc

M ~ AM@Ly) ~ An(L,) ~ Ala] .

REMARQUE. Sous les hypothéses du lemme, on a donc Pic(4) ~
Pic(A[x]).

THEOREME 5.5. Supposons que Panneaw. 4 satisfasse a la condition
a) K(4) ~ K(A[x]),
ainsi qu’d Uune des deux conditions b) ou ¢) ci-dessous

b) U(A[z]) = U(4),
c) 2 est inversible dans A.

Alors Vhomomorphisme dt: O+(4) — HY(Z,A,u,) se factorise a travers
L.,71(4).

DfmonsTRATION. Il §’agit de montrer que tout élément de O+(4)
homotope & l'identité a comme image 0 dans le groupe H(y,4,u,). Con-
sidérons done un élément §=pF(x) de O+(4[x]) tel que f(1)=« et (0)=1.
Alors d+(8(x))=(P,u) ou P est un A[zx]-module de rang un. Puisque
P[zP~A, on peut supposer que P=A[x] d’aprés le lemme antérieur.
La donnée de u est équivalente & la donnée d’un élément A(z) de U(A[x])
défini au carré d’un élément de U(A[z]) prés. Puisque A(0)=1, on a
évidemment A(z)=1 si U(4[x])=U(4). Par ailleurs, si on écrit A(z)=
1+v(z) avee v(z)=ax+ ... +a,x", il est facile de voir que »(x) est nil-
potent. Donec, si 2 est inversible dans 4, (1+»(x)) existe (lemme 3.2.).
Donec le couple (4[], A(x)) définit 'élément trivial du groupe H(x, 4, us).

THEOREME 5.6. Soit F un corps commutatif discret et soit F*=U(F).
On a alors les isomorphismes

LH(F) ~ L,"F) ~ F*|(F*2 o Ly(F) ~ L-F) ~ Z|2X F*|(F*)2 .

DEMONSTRATION. Si 4 est un corps F, on a Ip(F)=Z/2 et la suite
exacte

UF) —2— U(F) - H\Z,F,u,) - Pic(F) —>— Pic(F)

Math. Scand. 32 — 6
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jointe au fait que Pic(F') = 0, montre que HY(Z, F, u,) = F*|(F*)2 Il résulte
des calculs de Dieudonné [3] que '’homomorphisme

d+: L+(F) > F*|/(F*)2 ~ H\Z, F, )

est un isomorphisme. Puisque d+ se factorise & travers L ~}(F) (théoréme
5.5), on a donc aussi L,~Y(F) ~ F*[(F*)% Les suites exactes scindées

0— LyH(F)—> L(F)—~ Z|2—>0,
0L YF)—>LYF)—>2Z/2->0

permettent de conclure.

REMARQUE 1. Pour un corps commutatif F, ’homomorphisme
d+: O+(F) > F*/(F*)? g’explicite ainsi. Ecrivons un élément x de O+(I")
comme le produit d'un nombre pair de transvections ¢, ...f, . Alors le
produit des normes des vecteurs v; est un élément de F'* dont la classe

dans F*/(F*)? est 'invariant cherché (c’est la « norme spinorielle» de «).

REMARQUE 2. Si A est un anneau absolument plat, un raisonnement
analogue montre que

L(A) ~ L7Y(A4) ~ U/U2pIp(4) avec U=U(4).

En effet, puisque Pic(4) =0, il suffit de démontrer que toute transforma-
tion orthogonale est le produit de transvections. Or, si « est un élément
de O, ,(d4), « est localement un produit de transvections. Puisque le
spectre de 4 est compact et totalement discontinu, il existe donc un
recouvrement fini du spectre par des ensembles ouverts et fermés tels
que, dans chacun d’entre eux, « est le produit de transvections. Donc
est globalement un produit de transvections.

Appendice.

Un théoréme de stabilité. Soit A un anneau commutatif unitaire discret
muni d’une involution triviale. Soit (P,q) un module quadratique sur
A (i.e. un objet de 1Q(Q’(A))). Sia € A4, la sphére S(a) de rayon «at» dans
P est 'ensemble des points z de P tels que g()=a. On désigne par 8, ,(a)
la «sphére» de rayon at dans le module hyperbolique H(A4"). Il est clair
que les S(a) sont des variétés algébriques affines. En suivant le schéma
tracé dans cet article, on peut donc définir leurs «ensembles d’homotopie »

7y(S(a)).

ProrosrrioN 1. L’ensemble limny(S, ,(a)) est réduit & un élément (i.e.
les sphéres somt stablement comnexes).
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DimonsTrATION. Soient v, et v, deux éléments de S, ,(a) et soient
7, et ¥, leurs images dans S, ,; ,.1(@). Il existe alors deux éléments v et v’
de H(A™*1) orthogonaux entre eux ainsi qu’a 7, et v, tels que q(v)=
—q(v")=a. On connecte alors 7, et ¥, dans la sphére S, ,; ,1(a) par le
chemin brisé

N k ko1 Bl
Ty —— O+ + 0 > 0 s Tyt ¥ ——> Ty

hi(t) = T+t +tv
ki) = 1=8)z;+0(1—-t" j=1,2.

REMARQUE. Si la dimension de Krull de A est finie, il est probable que
7o(Sp, n(@)) =0 pour n suffisamment grand.

ProposiTioN 2. Supposons que A soit un anneaw euclidien. Alors
7o(Sp, n(a)) =0 pour nz2.

DfimonsTRATION. Ecrivons la base hyperbolique de H(4") sous la
forme wuy,...,u%,; wy,...,w,. On a donc gq(u;)=q(w;)=0, p(u;, u;)=
(w;, w;)=0 et @(u;,w;)=0;;, ¢ représentant la forme bilinéaire symé-
trique associée & la forme quadratique ¢. Un point M de S, ,(a) aura
donc comme coordonnées par rapport & cette base (xq,...,%,; Y15 - s Yn)
et on aura la relation Y7 _,x;y,=a. Nous allons décrire un procédé expli-
cite pour connecter la point M au point au, + w, . Soit en effet d le P.G.C.D.
de z,_, et z,(n = 2). D’aprés 1’algorithme d’Euclide, on a les relations

Tp1 = Tpd1+71 Ty = T9a+7e s Ts1 = T avec Ty = d.

Le chemin M +1q,v, avec v;= —,U,_1~Y,_ W, dans la sphére S, ,(a)
permet de connecter M et le point M, de coordonnées (z,,. . .,%,_2,71,%y;
Yis- - sYn—2s Yn-1-Y5 ). En raisonnant ainsi de proche en proche, on voit
que M peut étre connecté & un point M’ de coordonnées (z,,. . ., &, _5,d,0;
Yise o vs Yn—gshoft) OU (Zg,. . o, Zp_0,0,d5 Yqy. . o, Yp_s,4,u). En fait, le deuxi-
éme cas raméne au premier en considérant les deux chemins (z,,. . ., %, _,,
Yise o o> Yo tant fixés):

(O, d: A? ,u) “‘l‘* (d, d, }*: ‘M—A) _i_)' (d7 0’ M, ‘l,l,—}n)
avec h(t) = (d,d, A, u—At),
(R()™ = (d,dt, u = (A—p)t, u—24) .

En raisonnant par récurrence sur z, on peut donc connecter le point M
au point de coordonnées (a,0,...,0; 1,2,,...,2,) qui peut étre lui-méme
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connecter au point au,+w, par le chemin (a,0,...,; 1,tz,,...,tz,). Ceci
achéve la démonstration de la proposition.

Soit » un vecteur de 8, ,(a) et soit 6 un vecteur de H(4™) tel que
q(0)=g(v,0)=0. Il est clair alors que v+ 6 est un élément de S, ,(a)
dans la méme composante connexe que » (considérer le chemin v +¢6). On
constate alors par inspection que le chemin brisé reliant le point M au
point au, +w; qui est décrit de maniére explicite ci-dessus, est constitué
de chemins de ce type.

Si on appelle chemin élémentaire un chemin de la forme v +¢60, on voit
done qu’on peut reformuler de maniére plus précise la proposition précé-
dente sous la forme:

ProrosiTioN 3. Tout M de S, ,(a),nZ=2, peut étre connecté aw point
au, +w, grdce a des compositions de chemins élémentaires.

THEOREME 4. Supposons 2 inversible dans Uanneaw euclidien A et désig-
nons par O, (4) le groupe des isométries de AP+2 muni de la forme quadra-

tique

E’;’ﬂlxiz—ﬁﬂxf .
Dans ces conditions, U'homomorphisme canonique de O, o(A) dans L,(A)
est surjectif.

Voir le travail de A. Bak (On modules with quadratic forms, dans
Algebraic K-theory and its geometrical applications, Lecture Notes in
Mathematics 108, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg:-New York 1969,
Pp. 55-66) pour des résultats plus généraux.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4. Soit v un élément de S, ,(a),n22,
a inversible dans 4 et soit 6 un vecteur de H(4") tel que ¢(0) = ¢(v, 8) =0.
Alors un calcul simple montre que (£, 4¢,t,.4t,) (v) =v + 40. D’aprés la pro-
position 3, on voit donc que tout élément de O,, ,,(4),n = 2, s’écrit comme
le produit de commutateurs et d’une transformation appartenant au
groupe O, 5(4). Ceci démontre évidemment la proposition.

TurEOREME 5. Soit A un anneau euclidien tel que 2 soit tnversible dans A.
Alors
LYA) ~ Z|2x A*[(4%)2.

DiMONSTRATION. On va répéter pour l’essentiel les arguments ayant
servi & démontrer le théoréme 5.6. en évitant d’utiliser les calculs de
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Dieudonné. En plongeant A dans son corps de fractions, on voit que
I,(A)=1Z/2. 11 est facile de voir aussi que HYZ',4; u,;) ~A*[(A*)%. Pour
démontrer le théoréme, il nous reste & montrer que I’application

A* ~ E-Y4) 2o L14)

est surjective ou encore que tout élément x de SO, ,(4) de norme spino-
rielle égale & 1 est un produit de matrices 1-élémentaires. D’aprés le théo-
réme précédent, il nous suffit de considérer le cas p=1,¢=2. Dans ce cas,
« appartient & 'image du groupe Spin,; ,(4) par ’homomorphisme cano-
nique ¢:Spin, ,(4) - SO, »(4) de noyau Z/2. Pour le voir, on considére la
suite exacte

0 - IntC, ,(4) - AutC, ,(4) - Pic(4)

et on plonge A dans son corps de fractions. Le groupe Spin, 5(4) s’iden-
tifie au sous-groupe de (C, 5(4))* formé des éléments u s’écrivant
@+ beje,+ ceqes +dejes O ¢y, e, et ey sont des générateurs de 1’algébre de
Clifford tels que e;e;+¢e;e;=0 pour ¢==j et que (e;)2= — (e5)%= —(e5)?=1
et ol a,b,c et d sont des éléments de A tels que a2—b2+c2—d?=1.
Par suite, le groupe Spin, 4(4) s’identifie au groupe SLy(A4) qui est connexe
par arcs puisque A est euclidien. La démonstration du théoréme 5 est
achevée.
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