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ALGEBRE. — K-théorie algébrique. Sur Iordre de K, (Z).
Note (*) de M. Max Karoubi, transmise par M. Henri Cartan.

On montre que 1’ordre de K (Z) est divisible par 48. Ceci contredit une conjecture récente de
Lichtenbaum qui implique # K; (Z) = 24.

1. La « suite exacte des 12 ». — Nous conserverons pour 1’essentiel les notations de (°).
Pour des raisons de symétrie, nous écrirons cependant ;W' (A) le groupe ,L'" (A) de (°).
L’involution de A induit un « foncteur de dualité » sur la catégorie des A-modules
projectifs de type fini, foncteur qui induit une involution x x sur les groupes K" (A).
Nous noterons

BA)={x=x}{x=y+¥} et K"A)={x=-x}{x=y-¥}

On a donc

k"(A) = AP (Z/2; K"(A)) et k™(A) = A™™IT(Z/2; K"(A)).

THEOREME 1. — Soit A un anneau hermitien X-régulier tel que 2 soit inversible dans A.
On a alors une suite exacte d 12 termes :

E(A)—> WL (A WL (A) = R (A —— WA () (WL A)

T !
— W' (A) < W™ (A) A — W™ A< W (A) k' (A)

En fait, ce théoréme est une conséquence formelle de I’isomorphisme ,V*(A)~ _,U""* (A)
démontré dans (°) et des suites exactes

L'THA) = KT A) — V' (A) — L' (A)—K"(A)
2
K" 2(A)~> _ "2 ()~ U A—~K" (A)~>_ L1 (A)

ol ’homomorphisme zigzag K"~ (A) » V" (A) ~ _ U ! (A)—» K" ! (A) est x> x—x,
noter que

W"(A)=Ker[[L"(A)»K"(A)] et _ W' ?(A)=Coker[K"?(A)~ _L"*(A)];
2. Carcur bE K73 (Z') Er DE ;W3 (Z)).

THEOREME 2. — Désignons par Z' lanneau A = Z[1/2]. Si e =1 on a alors
W3 (A) = 0.

Démonstration. — Puisque Z’ est un anneau euclidien, on a

W H(Z) = Sp(Z)/[Sp(2), Sp(Z)] = 0.
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D’autre part, I’homomorphisme _,W™? (Z') - k™2 (Z') est induit par I’homomorphisme
«oubli» _,L72(Z") - K2 (Z). D’aprés la suite exacte d’une localisation et 1’isomor-
phisme entre les théories K" (A) et K " (A) [résultats démontrés par Quillen (7)], on a
la suite exacte

K-S~ E (B> BT K YD)

| |
0 zZ)2 0

Donc K™2(Z) ~ K™ 2(Z') ~ Z/2, de générateur le lacet (4 (x))*, ou

=5 1) (2 D6 5)

Puisque Sp, (Z) = SL, (Z’), le générateur est bien dans 1’image de ’homomorphisme
-1L™2(Z") > K™2(Z'). D’aprés la suite exacte des 12,

coem WA > EM(A)» W A) - _ W A) ..,

avec A=Z', n=2c¢et e=1, on a bien ;W™ 3(Z)=0.

Désignons par = le n-iéme groupe d’homotopie stable des sphéres. D’aprés un théoréme
de Barratt, Priddy, Quillen, Segal (]), onanf = n, (B* £_) ou £, désigne le groupe symé-
trique infini [pour la construction « + » veir (°) par exemple]. Ceci permet de définir
un homomorphisme n; - K, (Z) en plongeant le groupe symétrique infini dans GL (Z).
D’aprés Quillen, ’homomorphisme Z/24 = 7§ — K, (Z) ~ K73 (Z) est injectif. Nous
montrerons dans le paragraphe suivant que cet homomorphisme n’est pas sutjectif au
niveau de la composante 2-primaire. En fait, écrivons de nouveau la suite d’une loca-
lisation au niveau K3 :

K(Z[)»K (@)K (Z)-»K*(Z]2)

Z)3 0

D’aprés cette suite, les composantes 2-primaires de K2 (Z) et de K™2 (Z') sont iso-
morphes et, pour démontrer 1’assertion ci-dessus, on peut remplacer Z par Z’, ce qui va
permettre d’appliquer les techniques de K-théorie hermitienne.

3. CALCUL DE L’ORDRE DE K; (Z) ~# K3 (Z). — D’aprés I’interprétation simpliciale
des groupes K" (valable aussi pour les groupes ,L~") donnée par Gersten (*) et
Anderson ('), I’homomorphisme w5 > K~3(Z’) se factorise par ;L73(Z’). En effet,
si X, désigne le groupe symétrique & r variables, ’lhomomorphisme de groupes simpli-
ciaux (triviaux) X, — GL,, (Z’) défini par

f(c)=‘v(0° ‘l’)r‘ avee v=(1iz 1_/21)

(matrices en blocs rx r) se factorise par le groupe ,0,, (Z’) [pour la définition précise
de ,0,, (A), voir (%), (°)]. L’homomorphisme X, — GL (Z') obtenu par passage i la
limite inductive induit une application B* £, — Bg z,,) homotope & la précédente en
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raison d’un argument d’automorphisme intérieur déja utilis¢ dans (®°) par exemple [noter
que 7, (B* £,) ~limn,(B* ), r 2 5]. On obtient ainsi le diagramme

C Ay

r
TS i KT

P’ £
;172 €2

THEOREME 3. — L’ordre du groupe fini K5 (Z) est divisible par 48. De maniére plus
précise, la composante 2-primaire de K; (Z) contient comme facteur direct un groupe de
la forme Z)8 ® Z/2" avec r = 3 si Im o" est facteur direct dans K (Z"), et contient simple-
ment un facteur direct de la forme Z|2" avec r = 4 sinon [si la premiére éventualité se pro-
duisait, ce qui n’est pas encore prouvé pour I’instant, I'ordre du groupe K; (Z) serait
donc méme divisible par 192].

Démonstration .— Soit H:K 3 (Z) » ,L™?(Z’) I'homomorphisme induit par le
foncteur hyperbolique. Alors Coker H = ;W™? (Z') = 0 d’aprés le théoréme précédent.
Puisque (FH) (x) = x+x, F ne peut donc étre surjectif au niveau de la composante
2-primaire car K (Z) est un groupe fini d’apres des théorémes récents de Quillen (7)
et Borel (}). Donc I'ordre de la composante 2-primaire de K™* (Z’) [donc de K73 (Z)]
est divisible par 16. Par conséquent, ’ordre de K; (Z) est divisible par 48 d’aprés ce qui
précéde. Supposons maintenant que Im o soit facteur direct dans K; (Z). Soit x un ¢lément
de K3 (Z') tel que H (x) = B’ (u), u étant le générateur de Z/8 = Z/24 ~ =3. En ccrivant
K3(Z)=Ima @ G (au niveau de la composante 2-primaire), on a x = x'+x" ol
xeImao et x"eG. Mais o () = x+x = 2x'+x"+x" est d’ordre 8. Donc

4(x"+x") =o' (4u)—8x'#0 et 4x"#0.

Donc x” est aussi d’ordre 8, ce qui montre bien que K73 (Z) contient comme facteur
direct un groupe de la forme Z/8 @ Z/2" avec r = 3 (ce dernier argument m’a été suggéré
par Lichtenbaum).

(*) Séance du 8 octobre 1973.
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