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CONNEXIONS, COURBURES ET CLASSES
CARACTERISTIQUES EN K-THEORIE ALGEBRIQUE

par

Max KAROUBI

Le but de cet article est de construire des homomorphismes K_(A) + H.(A) pour
toute Q-algébre commutative A, H (A) désignant une théorie de 1'homologie (type De
Rham) de 1'algébre A ; cf. § 2. Il ne contient pas de démonstrations. Celles-ci pa-
reltront dans un autre article qui généralisera en méme temps les concepts intro-
duits ici, en particulier dans le cas des anneaux A quelconques. Cette rédactionm

n'est donc qu'un point de départ.

I.- DESCRIPTION DES CLASSES DE CHERN CLASSIQUES (théorie de Chern-Weil)

Soit E un fibré vectoriel complexe sur une variété différentiable X associé 2
des fonctions de transition différentiables

gy ¢ U, n U_i + G'Ln(l:)

(Uk) &tant un recouvrement ouvert trivialisant de E. On désigne par dgji la matrice
de I-formes dont les coefficients s'obtiennent en différentiant les coefficients
B S (ak) désigne une partition de 1'unité subordonnée au recouvrement ouvert
(Uk)' on désigne par Fi la matrice de I-formes sur Ui définie par la somme

T, =Za g .dg.

i k ®ki ki
Cette matrice représente l'expression lucale d'une connexion compte tenu de 1'iden-

tité

-‘ -l
n .*g.. ~T..8..
LTS ORI RE

sur U. n U.. L'expression locale de la courbure est donnée de méme par la matrice
i i —_—
de 2-formes
v G
R, d l"i + (1 i)

-1
L'identité précédente permet de montrer que F, = sji . Rj - 844 sur U, n Uj'
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PAlT ¢y 1'algébre commutative formée des formes dif-

2 air
férentieiles de degré pair sur X. Alors Dét (1l + Ri) = Dét(l + Rj) dans @° (Ui n Uj).

oot e pour tout i définit des formes

Désignons en général par

Donc le développement de Dét(!*—Ri) =1+ <)
différen homologie

sont les classes de Chern (complexes) de E [6].

tielles ¢ de degré 2o qui sont fermées et dont les classes de co

2.- HOMOLOGIE DE DE RHAM D'UN ANNEAU COMMUTATIF A

" r g Z 5
Pour tout anneau commutatif A om peut introduire le module ﬂ* A formé des

formes différentielles formelles. Ainsi!}%A est le quotient du A-module libre en-

gendré par les symboles df, f ¢ A, par 1e sous-module engendré par les relatioms

d(fg) = fdg + gdf. Le module Q%A est la n- "¢ puissence extérieure de Q |A en tant
que A-module. La différentielle extérieure d : nEnA -+ QEI'HIA définit un complexe

(avec Q%A = A)
0+0Za+0%8 > .0 0%+ ous
0 1 n

dont 1'homologie est désignée par H_(A).

Plus généralement, si 0 A désigne une algébre différentielle graduée stricte-
ment commutative avec QOA = A, on désigne par H?(A) 1'homologie du compiexe associé.
L'homomorphisme évident Q:ZA > QA induit un homomorphisme H*(A) + H?(A).

Ainsi, si A est l'algébre des fonctionms ¢° sur une variété X, il est en général
préférable de considérer 1'algébre des formes différentielles classiques plutdt

que 1'algébre "abstraite" Q:ZA. Dans ce cas, ona bien sir Hﬁ(A) =~ HM(x; 0.

3,- A-FIBRES PLATS ET K-THEORIE ALGEBRIQUE

Un "A-fibré plat" sur un CW-complexe Y estun revétement T : E + Y,les fibres

&tant munies d'une structure de A-module projectif de type fini et tel que pour tout
y ¢ Y, il existe un voisinage U de y, un madule projectif de type fini P et un iso-
morphisme de revétements ﬂ_l(U) + Ux P, A-linéaire sur chaque fibre. Si P = An, un
A-fibré plat de fibre An, est canoniquement associé a un fibré principal de groupe

(discret) GLn(A).

Si X est un CW-complexe fini, on définict un "A-fibré plat virtuel" comme la

donnée

1) d'une fibration de Serre £ : Y + X qui soit une application acyclique.

2) d'un A-fibré plat E sur Y.
T f

On notera un tel fibré virruel E— ¥ —>X .

Deux fibrés virtuels E » ¥ + X et E' = Y' » X sont dits équivalents s'il existe

- - . - : Doe :
un fibré virtuel F - Z + X et des applications v z et ' Zw 2z tels que le

diagramme

g

Ne—
>

—_—
%
o
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3 * * .
commute et tels que E et E' soient isomorphes 3 O F et o’"F respectivement.

Les classes d'équivalence de A-fibrés virtuels forment un monoide abélien de
maniére évidente (par produit fibré au-dessus de X). On note KA(X) son groupe de

Grothendieck.

THEOREME : Powr fout amneaw A et pouwr tout CW-complexe §ini X, on a un {somorphisme
natunel de groupes

+
B, (0 = [X, K (&) x BGL(A)"]
En panticulien KA(s“) =Ky (W) @ K (A).

4 .- CONNEXIONS ET COURBURES SIMPLICIALES

Soit X un ensemble simplicial quelconque et soit E un "A-fibré plat simplicial"
de fibre A¥ sur X : un tel fibré est déterminé par un cocycle g.i(c),
ietje {0,...,n} pour chaque cellule 0 de dimension n de qules gji(u)sontdesélé-
ments de GLr(A) vérifiant les relations usuelles. Si A est une Q-algébre commutative
et si I A est une Q-algébre différentielle graduée avec QOA = A (cf. § 2),
une "connexion" sur E est donnée pour chaque cellule 0 de dimension n et pour chaque
entier i € {0,...,n} par une matrice d'ordre r I'.(0) & coefficients dans
90(0) 8 QI(A) ot Q*(U) désigne en général Q? (An) ®q, An étant

1'algébre Q[xo,...,xn]IE x; = 1. En outre si T est une face de 0 associée 3 une appli-

cation croissante a : A + A ,onaT_ .. (0 =T, . i i (ji
e - 0’ u(J)( )IT J(o) Enfin, si (ji) est une
"aréte" de 0,’on a la formule
r, = gT! . dg..+gf! .T..g..
i ji SO | Sl Tl 4
Le seul exemple qui mous intéressera dans ce paragraphe est celui de la '"connexion

canonique" définie par

n
-1
T, = i . .dg .
i 2 *kBri ki

En suivant le schéma du § 1, on peut associer & une connexion simpliciale sa

"courbure" : elle est définie sur chaque cellule et chaque indice i par la formule
2 . _ S 3 5

Ri = dFi+ (ri) oli d représente la différentielle du bicomplexe Q) e ﬂ*(A). En

raison de la formule Ri = g?!. R..g.., i1 en résulte que

i 1 "n
c(E) = Dét(l+ Ri)

définit un élément bien déterminé, de degré total pair dans le bicomplexe

2"(X;9,(A)) (complexe de De Rham-Sullivan de X i coefficients dans _(A)).

*
Soit EBAfx) le sous-complexe du complexe simple associé a n*(x; ﬂ‘(A))déEinipar
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G:“(x) = o QP(x;0 (a) e Z"(x; 0 (a)
p+a=2n 1 "
p<q

CrMm - ° ;e a)
p*+q=2n+l q
P<q

Un examen plus attentif montre que c(E) définit en fait un cycle de degré pair de

. - *
ce complexe. Son homologie, notée %A(X), se calcule aisément par ume variante du

théoréme de Kunneth :

rm = o Hai W) e Xz ()
p+q=2n 2
p<q

XM e wPaH ()
p+q=2n+l 4
P<q

Dans ces formules, Zn(A) désigne bien entendu 1'ensemble des cycles de degré n du

complexe 9*(A) et Hn(A) = Zn(A) /Bn(A) son homologie dans le méme degré.

Ainsi, en copiant la méthode du § 1, on peut associer 3 E des classes de Chern
e (E) e HP(X;H (A)), p+q=2n, p<q, nsr
P4 q
n .
cn,n(E) e H (X; Zn(A)), nsr

Ces classes vérifient les mémes propriétés formelles que les classes de Chern clas-
siques. En particulier, on a une formule du type c(E @ E') = c(E) . c(E') en dési-

gnant par ¢ = L cp q la "classe totale''de Chern.
»

De méme, on peut définir des "caractéres de Chern" Chn(E) € %i“():) ol
B P i g
Chn(E) - =g Qn(cl,...,cn), < Ci(E) désignant i ) CP.Q(E) et Q désignant le
pq=2i
p<q )
polyndme de Newton. Si on pose en général Ch(E) = L Chn(E), on a les formules

Ch(E @ E') = Ch(E) +Ch(E') et Ch(E® E') = Ch(E) . Ch(E").

Si on choisit pour X 1'ensemble simplicial BGLr(A) classifiant du groupe dis-
cret GIE(A) et pour E le fibré universel , on en déduit un homomorphisme

d'anneaux
. dpair
Ch : KA(Y) ke (Y)

pour tout CW-complexe fini Y, E’G;(Y) étant défini par les mémes formules que ci-
dessus (remplacer X par Y). En particulier, si Y est une sphére, on en déduit des ho-

momorphismes
Ch“’n P K (a) » Zn(A)

Ch : K (A H (A
P»q p().‘)q()

pour p < q, p+q = 2n. Ces homomorphismes vérifient des formules de multiplication
du type Ch(x.y) = Ch(x).Ch(y).
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5.~ K-THEORIE RELATIVE ET CLASSES CARACTERISTIQUES RELATIVES

Supposons maintenant que A soit une algébre de Banach. On peut lui associer une
; ; t t = =
K-théorie topologique KAOP(X)25 [X,KO(A) x BGL(A) "°P1 od BGL(A)EOP désigne l'espace

top

classifiant du groupe topologique (non discret) GL(A) = lim GLr(A)tOP. En parti-

T
culier, x:°9(s“) = K (A) @ K§°p(A) avec K§°P(A) - nn(BGL(A)tOP):s nn_l(cL(A)‘°P) pour
n2 1. Les groupes K:DP(A) sont périodiques [5][7]. Soit f; la fibre homotopique de

1'application
BeL(a)* + BoL(a) ©°P

La "K-théorie relative'" de X, notée Kxel(x),est par définition [X, ¥, ]. En particu-

A
lier, si X est une sphére, on pose K§91(S“) = Krel(A) et on a alors la suite exacte

top rel top
”.KHW+%MM*%(M*EW+% @ay> ...
Si X est un CW-complexe fini, cette théorie relative peut se décrire suivant un
schéma éprouvé en considérant des triplets (E,F,B) ou E et F sont deux fibrés plats

virtuels de fibre A" sur X, soit E>Y>XetF>Y»>XetoliB:E->F est un iso-
morphisme topologique.
Supposons donnée, d'autre part, une algébre différentielle graduée Q*(A) avec

QO(A) = A, telle que le complexe
0+ g A) > 2, (8) + ...

soit un complexe d'espaces de Banach et telle que les différents produits

P (A) x ﬂ (4) -+ Q (A) scient bilinéaires continus. Pour toute variété différen-
tlable ¥, on peut alors considérer le bicomplexe R X'z Q (A)) ou QP(Y Q (A))
désigne maintenant 1'ensemble des formes différentielles de degré p sur Y 3 valeurs
dans l'espace de Banach Qq(A). Si n*(A) est un complexe direct d'espaces de Banach,

on a Hn(Q*(Y; Q*(A)) ~ @ HP(Y; Hq(A)) ot H*(A) désigne 1l'homologie du complexe
p#q=n
Q*(A). Dans le cas général, par intégration sur les simplexes singuliers, on a des

homomorphismes caractéristiques

B (Q'(Y;Q,(0) > o Hom(H_(Y),H_(A))
n ¥ P q
p+q=n
La situation simpliciale &tudiée au § 4 a un analogue différentiable : si E
est un A-fibré plat défini par des fonctions de transition g i les classes de

Chern cn(A) appartiennent i H, (@ (Y)) ol GB (¥) est un sous—complexe de

2n
ﬂ*(Y ;Q.(A)) défini par les mémes formules que dans le § 4. De nouveau,_sx ﬂ*(A) est

un complexe direct d'espaces de Banach on trouve

23
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BNE ) = e HP(Y;H (A)) 8 HN(Y; 2 (A)
p+q=2n 1 n
P<q
(CX() = e HP(X;H (A)
A p+q=2n+l| q
P<q

H2n+!

Dans le cas général, l'intégration sur les simplexes singuliers donne un homomor-

phisme caractéristique vers les invariants cohomologiques du second membre.

Revenons maintenant 3 la situation relative envisagée au début de ce paragraphe
et supposons pour simplifier que Y soit une variété différentiable et que B: E + F
s0it un isomorphisme différentiable entre les deux fibrés plats virtuels E et F. Par
un procédé éprouvé en géométrie différentielle, on peut munir E de deux connexions.
En effet, si (ai) est une partition de l'unité associée a un recouvrement ouvert
trivialisant de E et de F et si gji (resp. hji) désignent les fonctions de transi-
tion de E (resp. F), la matrice de lapremiére connexion est définie localement par

Fi = E‘uk g;;. dgki (cf. § 1) ; la matrice de la deuxiéme connexion est

K; = B_l. Ai. B+ B—l. dB ol Ai = I ak h;;. dhki (matrice de la Eornexion canonique
sur F). Si t € [0,1], il s'ensuit que 1'expression t r,+ Cl~ t)Ai définit une
connexion sur mE avec T : Y x I + Y, La courbure R associée vérifie la propriété
remarquable suivante : f? Tr(Rn) est un éiément de Q*(yx I; ﬂi(A)) dont la restric-
tion 3 Y x {0,1} appartient en fait i @;(YX{O,I}). Un argument de suspension stan-

dard montre 3ginsi que le triplet (E,F,B) définit des &léments

™l F R ¢ o HP(x;H (A) @ H'(X; 0. (A)/B__ (&) ,
r = q 1 r-1
p+q=2r-1
p>q-1

ce qui permet de définir des homomorphismes Ch:el

de K:EI(X) vers le groupe de

droite. Ces homomorphismes sont compatibles avec la structure de KA(X)-module de

1 . .
Kze (X) : 8i x ¢ KA(X) et si y ¢ K:EI(X) on a une formule du type

o™ L . ) ~ ) . 0"ty

En particulier lorsque X est une sphére de dimension n, on en déduit un homomor-

phisme

n-1
™ K;el(A) > 0

(4) & (/B _ (&)
[&l_] n n
2

HZr-i-n

compatible avec les structures multiplicatives de la K-théorie algébrique. Par

rel

exemple, la premiére composante de Ch pour n = 2i-1, soit

rel 2i-~1 .21~ -
Kpio () > BT 1877 5 R (4)) = By (a)

s'explicite aisément : 3 une constante rationnelle prés, Chi‘(E,F. R) est laclasse de cohomo-

logie de la forme différentielle Tr(B’ldB)21_] sur une sphére homologique convena-

ble.
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Dans le cas particulier ol A est une C*—algébre, le choix d'une métrique sur les
A-fibrés virtuels plats définitun homomorphisme canonique KA(X) - KKEI(X), donc en

particulier de Kn(A) dans K:el(A). Si A = €, l'homomorphisme composé

rel
rel “h
Kpp-1F) * Bpy (O + Bpy @) —— ¢

ol F est un corps de nombres, détecte pour i > 0 le générateur de Borel de

KZi—l(F) correspondant au plongement de F dans € [3].

6.- VARIANTES ET APPLICATIONS

Les homomorphismes Ch et ChrE1 permettent de trouver de nouveaux éléments
en K-théorie algébrique. Considérons par exemple une variété algébrique affine
non singuli&re M = Spec(A) sur le corps des complexes. On désigne par A 1'algdbre
des fonctions différentiables de classe Ck sur M (2sk<+=, k fixé) et on pose

™

g™ = KW

-n —
K (M) = Kn(A)

-n - P Ty o n

Kmp(l&) R T(A) (M,2 (Z x BU)]

On a bien siir des homomorphismes

-n -n -n
KEIB(H) + K (M) + K:op(M)

Bien que A ne soit pas une algébre de Banach, il n'est pas difficile de transposer
les considérations du § 5 2 ce cadre en considérant des fibrés différentiables sur
Y xM, plats "dans la direction Y". On peut aussi considérer des groupes K;:l(M) et

E;ZI(H) s'insérant dans des suites exactes

*n+=] =n=1] -n -n -n
K ™) - Ktop (M) + K () > K (M) KIOP(M)

-n-1 -n-1 ~en =n -n
Kalg ;= Ktop M) = Krel(M) > Ka.lg(m)-b Ktop(M)

Dans ce contexte, 1l est possible de préciser un peu plus la classe de Chern

"relative"

c:‘“ SR 00 = W 0 0w 077 00/ 0 (sir = )

En effet, le diagramme suivant est commutatif

rel
c
g —5 o a0 s g™ oo™ o

rel
o

top
e H2r—l-n

-n-1
top (

K M) M; z)
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vz n+l
Tei cFoP désigne la classe de Chern usuelle pour les fibrés sur M x S et 0 est
T .
induit par 1'homomorphisme A +—> (27 i)"A de Z dans €. Par un argument homotopi-

que standard, il en résulte un homomorphisme

T iK™ ) - K00 - v M e/ 2r i)t siro<on.
- alg

Si r = n et si M est une variété algébrique de dimension (complexe) n-1, 1'homomor-

TS(H)-*ZH(M) est réduit 3 O car les n-différentielles de A sont nulles. On

~rel

phisme K;
peut donc aussi définir des homomorphismes <, H ﬁ;:i(M) -+ Hn_l(M; [9)

~ -n n-1 o v . n 2r-n__ . s o
Cq t R0 »H (M5 0/(2mi)Tz) et s Kt = B T 2ni) 2)

v PO T PR I DU i s =
Ces classes ¢, et c, vérifient une formule de multiplicativité facile 3 montrer du

type
~ (u+v-1)! v o
e (x:y) == ] wWDTG-DT Su® O

u+v=r

Il serait intéressant de comparer ces classes ¢, avec celles définies par Bloch et

Beilinson grice 3 une méthode toute différente [1][2].

L. R SRR e = g R
Voici une application (entre d'autres)des considérations précédentes. Soit T

_ -n . = 2r-n.. | foa i
un sous-groupe de Kalg(M) tel que I cp * Kalg(M) +o H (M; €C) soit injective sut

T Soit u un &lément de K;f:+](Point) =K _E(C) détecté modulo torsion par Zp

2p

(par exemple 1'image d'un générateur de la partie libre de sz_l(F) dans KZP_](C)
olt F est un corps de nombres). Alors le cup-produitpar u induitune injection (modulo
torsion) de T" dans K_n-ZP+l(M).
alg
o
oo
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