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HOMOLOGIE DE GROUPES DISCRETS ASSOCIES A DES
ALGEBRES D’OPERATEURS

MAX KAROUBI

Soit A une algébre de Banach complexe. Les groupes discrets de cet article
sont de la forme GL(A4) (matrices inversibles d’ordre n a coefficients dans A) ou
Jeur limite inductive GL(A) == | GL,(4). Nous montrons ici que si A4 satisfait 4
une certaine condition de stabilité (cf. 2.6), 'homologie & coefficients dans Z/g
du groupe discrer GL(A) est 1somorphe a I’homelogie correspondante de I'espace
classifiant BGL(A4) du groupe ropologique GL(A)[41]. Si le rang stable de 4 est
fini tau sens de Bass [3] ou au sens de Corach, Larotonda et Rieffel [11], [47]), on
a un isomorphisme analogue au niveau de chaque groupe GL,(A). Ces isomorphis-
mes permettent de calculer effectivement I’homologie de ces groupes discrets, I"homo-
logie topologique étant plus accessible grace a la périodicité de Bott [22], [62].
Si on note G° le groupe G - GL,(A) ou GL(A) muni de la topologie discréte,
on peut dire aussi que Phomomorphisme de groupes topologiques ¢° — G induit
un isomorphisme des homologies mod g des espaces classifiants. Sous cette forme,
¢ résultat rappelle une conjecture analogue pour un groupe de Lie & due a Fried-
lander et Milnor [40]. Cette conjecturc a été déja démontrée dans un grand nombre
de cas particuliers [33], [40], [53] mais reste ouverte en général.

Dans certains cas particuliers importants, nous avons pu aussi catculer
HA{BGL,(A); Z) pouri 1 et 2 (cf. 4.10). En dimensions supérieures, I"homologie
cychque de A. Connes [9] et les techniques de [31] ont permis d’obtenir quelques
résultats partiels (cf. 4.17 par exemple).

Les algébres de Banach *“.7 -stables™ sont rencontrées fréquemment en analyse
fonctionnelle (cf. 2.3). Citons les idéaux de Schatten £, [50] (dont est issue la termi-
nologie), les produits tensoriels de diverses sortes de ces idéaux de Schatten avec
des algébres de Banach arbitraires, les C*-algébres associées 4 des feuilletages [10},
I'aigébre de Calkin, etc. Par contre, les algébres de Banach commutatives n’entrent
pas dans ce cadre.

Pour donner une idée du type de vésultats obtenus, considérons simplement
le groupe G formé des opératcurs inversibles dans un espace de Hilbert de la forme
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I -+ & avec &k compact. On a alors un isomorphisime
H*BG*: Zlg) =~ Z/gle,, ey .. ]

ol les ¢; sont des classes de cohomologie de degré 2/ el sont des analogues de **classes
de Chern™ pour le groupe discret G. Pour les premiers groupes d homologie enticre
on a aussi A (BG®; Z)- 0et HBG?.Z) =~ Z.ce qui précise un résultat antérieur
de Brown, de la Harpe et Schochet [16].

Les méthodes utilisées pour démontrer ces résultats font tout a la fois uppel
a la K-théorie algébrique et 4 la K-théorie topologique. Rappelons que la K-théorie
topologique de A, utilisée notamment dans les travaux de Connes et Kasparov
[10], [12], est définie par KP(A) — 7,(BGL(A)) =~ 1,_.(GL(A)) pour # > O et
KEP(A)— Kol A), groupe de Grothendijeck de A [28]. La périedicité de Bott KM 4) ~
& KiM(A4) démontrée par Wood et 'auteur [62], [22] permet de calculer tous les
groupes K}°P(A)a partir de K (4) et de KP?(A)=JT,(GL(A4)). La K-théorie algébrique
(définie par Quilten [45] pour un anneau quelcongue:; une référence recommandée
est [20]) ne se décrit pas aussi simplement: les groupes K, {A4) sont essentiellement
des groupes d’homotopie ablliens d’un espace dont 'homologie est celle du groupe
discret GL{A)., Ainst un isomorphisme entre K-théorie algébrique et topologique
se traduira par un isomorphisme entre les homologies de BGL(A)’ et BGL(A).
Eu fait, comme nous nous intéressons a I"homologie a coefficients finis. il est plus
commode d'introduire des groupes de K-théorie “*a coefficients™ notés K, (A: Z/q)
et KP4 Zjg) (11, [5] qui s’insérent dans des suites exactes

K, (A4) 25 K (A) = K (4; Zlg) = K, (A S K, (A4)
KIPP(A) 5 KIPP(A) = KIPP(A; Zig) — K A) 25 Koy (A).
Ces groupes sont I'exact analogue de I"homologie d'un espace a coefficients dans
Z/g. En fait. un isomorphisme entre les groupes K (A ;Z/q) et KI°P(A4;Z/q) pour
tout n = | implique un isomorphisme entre les homologies de BGL{A)® et BGL(A)
a coefficients dans Zfg.

Pour réaliser ce programme, il nous faut donc calculer les groupes K,(4)
ou du moins les groupes K, (4: Z/g) pour routes les valeurs de #. Or les exemples
d'anneaux A4 pour lesquels on sait faire ees caleuls sont relativement peu nombreux:
les corps finis (Quillen [46]), les corps algébriquement clos ainsi que le corps des
réels (Susltin [52]). On peut aussi citer certains anneaux qui en dérivent comme les
corps de fractions rationnelles ou les anneaux henséliens (Gabber [13], Gillet-Tho-
mason [14], Suslin [52]). En tait, le programme que nous comptons réaliser permetira
d’enrichir cette liste par un grand nombre d’exemples issus de 'anatyse fonctionnelle.
En particutier, pour roure algébre de Banach A nous donnons des exemples d’anneaux
A, (tels quej,,CQ)/l) dont les K-théories algébrique et topologique a coefficients
coincident. Ainsi, on a des isomorphismes

K (7,@A4;Zig) ~ Ki(I,@A4; Zig) =~ K(A; Z/g).
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Les techniques utilisées pour démontrer ces résultats sont de diverses sortes.
Un rdle important est joué par les structures multiplicatives” en K-théorie modulo
g pour les anneaux non unitaires lelles qu'elles ont été définies par Browder [5],
Fauteur el Weibel [61], ce dernier ayant démontré le théoréme d'excision qui aous
faisait défaut dans une publication antérieure sur le sujet[27] (voir aussi "Appendice |
pour une démonstration élémentaire de ce théoréme d'excision). Il est important
aussi de construire des délagages {non connexes en général) des espaces classifiants
de la K-théorie: ceci conduit & une définition des groupes K, (A4) et K (4 ; Z/g) pour
tout » e Z[23]. La démonstration de théorémes de périodicite se réduit alors a
un jeu formel sur les cup-produits tel qu'il a €té pratiqué¢ en K-théorie hermitienne
[29] ou dans la K-théorie bivariante de Kasparov [12]. Enfin, pour traduire les
résultats “‘stables’ obtenus au niveau du groupe linéaire infini GL(A) en des résultats
sur des groupes spécifiques GL,(A4), nous faisons appel aux résultats de “‘stabilité””
de Van Der Kallen [55]. [56], [57] et Charney [8]. Nous utilisons aussi des calculs de
Corach-Larotonda [11] et Rielfel [47] concernant le rang stable de certaines algébres
de Banach, cette notion ayant ¢té introduite par Bass [3] pour les anneaux quel-
congues.

Bien entendu, nous ne prétendons pas avoir épuisé le sujet, méme dans le cas
des algebres de Banach .4 -stables étudiées dans cet article. Par exemple, la relation
entre "homologie cyclique des idéaux de Schatten et leur K-théorie algébrique,
esquissée dans le paragraphe 4, reste encore trés mystérieuse. Dans Je cas des C*-al-
gebres. nous n'avons pas ét¢ en mesure de calculer I'homologie du groupe unitaire
(muni de la (opologie discréte) qui lui est naturellement associé bien que I'homologie
du groupe orthogonal slable (dans le sens de [29]) ait été calculée dans le para-

graphe 3.
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0. REMARQUES SUR LES NOTATIONS

0.1. Si A est une C-algébre quelconque, on désignera par A+ la C-algébre
obtenue en adjoignant un élément unité. On posera alors K,(4) = Ker(K;(4A+) —
— K (C)). Si 4 est une algébre de Banach, A+t Pest également et on définira de
méme KPPP(A) == Ker(K{°°(4*) — K{°?(C)). On a des définitions analogues pour
Jes groupes K, (A; Z/q)et KI°°(A4; Z/qg).

0.2. Si Eet Fsont deux espaces vectoriels topologiques localement convexes,

on désignera par E@?F et E@Fles produits tensoriels topologiques considérés par

Grothendieck [15]. En particulier, si £ et £ sont deux espaces de Banach, E® [ est

le complété de E@F pour la norme z — Inf ¥ | ;]| y,|| pour toutes les écritures
4

E de z sous la forme }, x;®y,. Ce produit tensoriel topologique satisfait & une pro-
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priété universelle évidente. Le prodult tensoriel topologique E®F est 'adhérence
de E®F, considéré comme sous-espace vectoriel de 'espace des applications bili-
néaires continues sur E'x /', (L et F’ étant les duaux topologiques de E et F). Si
E, Fet G sont trois espaces de Banach, 'application identique sur £E@ F®G induit

une application linéaire continue de E@)(F@G} vers (Eé) F)@DG.

0.3. 8i E et Fsont deux espaces de Hilbert, on désignera par E®,F le produit
tensoriel topologique hilbertien. c’est-a-dire le complété de Pespace préhilbertien
E®F.

0.4. Enfin, si 4 et B sont deux C#-algébres, il existe deux espaces de Hilbert
Eet Ftels que 4 (resp. B) soit une sous-algébre fermée de F(E) {resp. Z(F)) stable

par involution. On désignera alors par A®ZE l'adhérence de A®B, considérée
min

comme sous-algtbre de ¥ (E@.F). Ce produit tensoriel topologique est en fait indé-

pendant (4 isomorphisme prés) des plongements choisis {54},

1. RAPPELS ET COMPLEMENTS D'ANALYSE FONCTIONNELLE

1.1. Soit A un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. On désigne
par 4 I"algebre des endomorphismes linéaires continus de H et par 4 l'idéal fermé
de .4 formé des opérateurs compacts (c’est-a-dire ici limites d’opérateurs de rang
fini). Si k est un opérateur compact autoadjoint, 'espace de Hilbert A admet une
base orthonormale formée de vecteurs propres de k& (comme dans e cas fini).

Seit maintenant p un nombre 1éel = [. Nous allons délinir de nouveaux
idéaux dans .4, les idéaux de Schatten #,= 7 (H) pour lesquels une référence appro-
priée est [S0]. Un opérateur f appartient 4.4, s'il est compact et si ¥}, |2,/"2<~+-oo0,
les 4; désignant les valeurs propres de Uopérateur autoadjoint %/ En fait, les idéaux
J , sont des algébres de Banach (non fermées dans .4) pour la norme

= VST

La composition des opérateurs induit des applications bhilinéaires continues

I KH T,
[

# 7, —nf,,
TSIy =5,

avee |/r < 1jp - /g d"aprés 'inégalité de Holder.

Mentionnons deux exemples importants didéaux de Schatten. L'idéal ./, est
I'idéal des opérateurs a rrace (ou opérateurs nucléaires [15]). En effet, si on choisit
une base hilbertienne (¢;) de H, tout élément / de .#, peul se représenter par une

8 — 481
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matrice infinie (a;;). La série ¥, a;; est alors absolument convergente et définit un
nombre complexe Tr(f) indépendant du choix de la base orthonormale choisie. De
maniére analogue, on peut définir le dérerminant de Fredhoim Dét(1 - f) pour
J=F, comme limite de déterminants de matrices finies.

L’idéal #, est I'idéal des opérateurs de Hilbert-Schmidi. En termes matriciels,
un opérateur f appartient 4 .%, si la série Z la; ;> converge. Notens que le produit de
deux opérateurs de Hilbert-Schmidt est un opérateur & trace.

Par convention ou désignera par #.. 'idéal # des opérateurs compacts.

1.2. Soit de nouveau (¢;) une base orthonormée de H. Pour s > 1/2. nous
allons définir de nouvelles algébres de Banach L, (dépendant maintenant du choix
de la base) qui sont définies en termes matriciels de la maniére suivante. Un opéra-
ieur f appartient & L_si et seulement s'il existe une constante C, telle que, pour iout
couple (7,7). on ait

la;;| < Cg=sj ™.

5

La norme de f dans L est alors définie par la formule

Supitffla,l.

{(2s

Ilestclairque £, = L, pours = 7.

D autre part, s1 (@;;) est la matrice associée a V'opérateur /" de [ avec mamte-
sant s > 1, désignons par A, I'opérateur dont la matrice est (b;;) avec b;; -«
sii<n et j< by =0sinon. En suivant Grothendieck (cf. [50], p. 114), on a pour

1oul opérateur B ae rang fini
Ny(B) = Tnf Y] (7] il
£
pour toutes les Eeritures £de Bsouslaforme Y, /,®@x; avec/, = H* ety « H (72 H

étant plongé dans “(H)). En particulier, pour des constantes €, C' et ' conve-

nables. on a

a1 ) ‘ nt1 2(“ C’
f\.i( -ln ) AH){ L lai.nﬁ-'l + ’auﬁ-l,i { X > " ) T —
im . ) bia

© o

=Ny Ay A) < — £ .
ntp It P (” — q)) =1
11 en résulte aussitdt que la suite (A,) est une suite de Cauchy pour la norme A,

et que {'est un opérateur nucléaire. Par conséquent, L, < .4, pour § > [.
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1.3. Les algébres de Banach L, dépendent évidemment du choix d'une
base ordonnée. Cependant, si ¢: N — N cst une application bijective, nous dirons
qu'elle est bornée s°11 existe des constantes a, b, o, fi strictement positives telles que

ai® < o{l) < biV,

Si on pose alors L, — (M) £,, on voit que le changement de base défini par la per-
mutation ¢ laisse invariante 'algébre .. (qui n'est pas une algébre de Banach),
On peut noter que L., peut étre interprétée comme algébre des transformations
linéaires continues /(X) — #(X) qui envoie I'espace des distributions 7'(.Y) dans
Z(X) pour toute variété compacte X (ceci est évident pour le cercle X = S§': cf.
[491). Cependant, nous ne nous servirons pas de ce fait.

I.4. Si H et H’ sont deux espaces de Hilbert séparables et si /" et /' sont deux
opérateurs dans H et #’ qui sont dans la classe de Schatten 4, un calcul immédiat
de valeurs propres montre que /®/” opérant dans A&, A’ est aussi dans .#,. Pour
les opérateurs dans £, ou [ la question est un peu plus délicate puisque 'appar-
enance d'un opérateur a L, ou L, dépend a priori du choix d’'une basc hilbertienne
ordonnée.

De manicre plus précise, si (e;) (resp. (¢})) est une base de H (resp. #7). ordon-

1 o (o, e = 1.4 s
nons la base (e iee ) dans le sens de ia lecture

Ly S8
' —
C 0y, Uil
- r I
LR ' _'\é’v_., ¢ &

Stoon désione nar M7 e numdéro dlor o (D’ tindgalitd
S1on destgne par N/ ) Je nuiméro d ordre de L gi’ , on a i'inégalité

ce quimontre que [ = L asifet f' = L. En particulier, f@f e L sifetf e L, -
On notera que si on choisit 'ordre obtenu en permutant les rdles de £ ot H', la per-
mutation des bases correspondantes de A @, ' est bornée dans le sens préeisé plus
wint:elle farsse done invariante L, . De la mdme maniére, les six facons “natu-
relles™ d'ordonner la base de H®,, H'¢o, ' obtenue & partir de bases de H, H' et

H" sont bornées entre elles. L'appartenance & L def & f

’

@ /" ne dépend donce
pas du choix d’un ordre de la base parmi ces six.

[.5. Désignons par MC Palgébre ( non unitaire) formée des matrices complexes
infinies dont tous les coefficients sont nuls saul un nombre fini. On a alors des
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inclusions évidentes d'image dense (s > 1):
MC oLy L —»F =S, S, =0

Siaze Bt avec B = MC et sl o est inversible dans une des algébres de Banach A+
avec A L, ou S, on peut écrire x sous Ja forme d'une matrice diagonale par

blocs

0 4
avec oy finie et «, matrice scalaire. 1| en résulte aussitdl que o et 7; sont inversibles,
donc que o est inversible dans B*. Puisque M (A) ~ A avec A = A ou B, le méme
rajsonnement peut s'appliquer & M, (B*) et & M (A*+) Ainsi, en considérant B~
comime limite inductive d’algébres de Banach, on voit que les hypothéses du théo-

réme de densité sont satisfaites [27], [29]. Donc les inclusions précédentes induisent
des isomeorphismes

7~ Ky(C) x Ko(MC) =~ Ky(L) — Kol(7,)

I

pour /2 <« s < jooet ) €p<g oo

1.6. Lecas de L. est plus délicat. Pour Je traiter, on utilise le lemme suivant
que m’a fait remarquer A. Connes:

1.7. LemMmE. Soir A une sous-algébre dense dunc algébre de Banach A,
telle que 22,7" € A pour 7, = A et 2, A e A. Alors

A% 1 (AR (A
Démonstration. St 1 4 4 A+ avec 2.e Aet st ] - 4= (A% on peut trouver
4 e A tel que Jes produits (1 (1 /) et (1 + Ft)(l -+ 4) s'écrivent sous la forme

1 — ¢ avec |l < I. 1l suffit donc de montrer que 1 — & est inversible dans A*
pour un Lel L. Or on peut écrire dans A,

(L —eg)-? | e+ e f+ele avee A =(1 —eg) T —1leAd,.

Donc (I —e)'eAdr.

1.8. Les hypothéses du lemme sont vérifiées notamment lorsque A - L
avecs > et A, —.#, ou . En effet. avec Ies notations précédentes, si on considére
so= @), ' = (ag) et 2y = (b)), il existe des constantes C, C” et D telles que

ho = D a4l € —.  ayl €
‘ Jh < 3 [ PjL= ["‘:/"‘ | L[l /‘.x[.‘
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Donc
IS, aybydiil < CCD(Ls)Ri—1->,
Tk

En particulier, s1 on choisit A = 5, , on voit quesi 2 € L. | -1 /7 est inversible dans
(L)* si et sculement si son déterminant de Fredholm n’est pas nul. On démontre
de [a méme maniére, en considérant des algébres de matrices sur L, ou .#; que
MLYY o M(FEY = MJ(LD)* pour s > 1. Done M (L) n ML) — M(L)*F
pour s >t > let ML,y n M(LEY  MJ(LL)"

1.9. PropaosITION. (A. Connes). L'inclusion évidente C — L, induit i iso-
maorphisine

L = K(C) = Ky (L.,
Démonstration. 11 suffit de montrer que 'homomorphisme
Ko(Ls) = Ko( L)

est injectif et pour cela répéter I'essentiel de Ja démonstration du théoréme de den-
sité. Soient donc p et ¢ deux projecteurs dans M, (L) tels que p = wga~' avec
o GL,(1)). Soit &' une e-approximation de o dans M, (LFE). Alors, si & est assez
petit, o' = GL,(LL) ainsi que ff==1 —p — p’ 4 2pp’ avec p’ — *'qu’' 1. Donc
p-oygytavec y = o inversible dans M, (L)

RimarQUE. En fait, le raisonnement précédent permet de démontrer un peu
plus: T"ensemble des classes d’isomorphie de modules projectifs de type fini sur
L. estisomorphe & NxN. En effet, sii: M (C) — M, (L) et j: M (L,) — MJ(C}
sont les applications canoniques, et si £ est un module sur L} défini par un pro-
jecteur p dans M,(L.), on peut associer a4 £ le coupte suivant de nombres entiers:

(Te(pD, Tr(p — §(p)) + Te(j(p)).

1.10. Les considérations précédentes conduisent a la généralisation sulvante
de la K-théorie topologique pour des algébres qui ne sont pas des algebres de Banach.
Soit § un sous-ensemble de R et soit (A,), s ¢ S, une famille décroissante d’algébres
de Banach telle que pour tout 1 < §

Y A, soit dense dans A4,;
2y MAAJY n MA)T* = M (A)** pour tout n.

La derniére condition est notamment vérifice si la famille (A4,) vérifie la propriété
suivante

(o)
(F) Soit Y, @x” une série entiére a coefficients complexes de rayon de convergence
p=10
R et soit w un élément de M, (A) tel que | i, < R pour un certain t < 5. Alors
co
Y, apu” est un ¢lément de M, {A,).

=20
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Il est facile de voir que cette propriété (F) implique la condition 2) écrite
plus haut. Fn effet, si % est un élément de M, (A,)* inversible dans M, (4,). il existe

o = M (A tel que xe’ 1. En outre. sans restreindre Ja généralité, on peul suppo-
serqueo — Lo M4 etquea — 12 M {A) On peut alors trouver une approxi-
mafion #'" de % pour a norme , telle o™ le M (A) et telle que o’ -~ | - &
avec ||g, < |. Donc ¢ est inversible & droite dans M,(4,)" (considérer la sirig
géométrique | — x 1 a4 . ..). On démontre de méme que « est iversible a
gauche.

Eximpres. Nous avons essentiellement deux exemples a proposer. Le premicr
est celui des algebres 1 ¢tudices plus haut. Dans ce cas S = I, toc| et A, — [,
Lavérification de ia condition (F) est immédiate {cf. 1.7 et 1.8). Le second exemple
est celui des fonctions de classe C* sur une variété compacte M. feiS — N, A, — C(M)
¢t la condiition (F) est une simple conséquence du fait que la composition de deux
fonctions de classe C* esl de classe €.

Revenons maintenant a la situation générale d’une famille {(A4,) vérnfiant les
conditions 1) et 2). .On pose alors A == (1) 4, munie des semi-normes ¢videntes et

Kr(d)  Ko(ABC(RY)

ol C(R'} désigne I'algébre des fonctions continues sur R’ qui tendent vers 0 2
Pinfini. Le mé&me type de démonstration que celui exposé en 1.9 permet de montrer
que KPP(Ay ~ K A). En particulier, K!°(4) ~ IT, _(GL(A)) ~ Ky(A4) pour
pair et Ki"°(d) & IT; (GL{A)) ~ H,(GL(4)) pour i impuir {périodicité de Bott;
cf. [22} et [62]).

1.11. Nous allons clore ce paragraphe par d’autres exemples de calcul de
groupes K, que nous utiliserons souvent par la suite. Soit 4 une algébre de Banach
et soit Jun idéal de 4. Nous dirons que [ vérifie la condition (T) s'il existe une topo-
logie d'algebre de Banach sur [ telle que Jes applications produits

IxA—=T et AXI -1

soient bilinéaires continues. On peut donc supposer qu’il existe une norme sur {

telle que
ra p £\ Al lall, et flaslly < llally - N4l

pour A el ac: A Un exemple typique d’une telle situation est celui ot 4 = &
et I un idéat de Schatten .7,
1.12. TUEOREME. Svif A une algébre de Banach, Iun idéal de A et T son adhé-
rence. Alors la projection canonique AfI — A/l induit une injection
A Ko (A/D = Ko(A4/1).

En outre, si I vérifie la condition (T) ci-dessus, A est un isomorphisme.
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Démonstration. 1) Injectivité de 4. Montrons d’abord que si y est un élément
de 1 inversible mod 7, il est inversible mod f. En effet, nous pouvons écrire wo =
= ru — | mod/ pour un certain élément ¢ de 4. On a donc par exemple wy =
=1480-+¢e avec 8cl el et sf) <) Alors we==(1 -8 - a)")1 ' ¢
donc we(l -e)"t =140 avec ¥ 01 + &)y tecl Donc w est inversible
droite mod /. On montre de méme que u est inversible a gauche mod /.

Finjectivité de 4 résulte de 'assertion suivante que nous allons démontrer
(quillc & passer a I'algébre des matrices sur A4): soient p et p’ deux éléments de 4
tels que p? — p = p'2 — p' - -0 mod [ et soit e A tel que p'a = ap mod{ ot
inversible mod/: alors p et p’ sont conjugués mod . En eflet, la relation d'iso-
morphie entre modules projectifs de type fini se traduit stablement par la relation de
conjugaisan entre projecteurs: cf. [28], p. 37 par exemple.

Démontrons maintenant I'assertion. Soit f un élément de 4 tel que «ff = fu

I mod [ (8 existe puisque Uinversibilité mod/ équivaut a inversibilité mod f)
et soit p'' = apf. Alors p'’ est conjugué a p mod fet p' = p’ mod /. 1l suffit donc
de montrer que p*’ est conjugué a p’ mod /. Ceci résulte de 'identité standard

(I —p —=p" = 2pp")p" = p'(L —p" —p" 4 2p'p")
mod/ avec 1| — p" — p’ - 2p'p’" inversible mod /S puisque sa classe mod/ est
égale a 1.

2) Surjectivité de A (si I vérifie la condition (T)). Soit £ un module projectif
de type fini sur 4/L Quitte a remplacer de nouveau A par l'algébre des matrices
sur 4. on peut supposer que E est 1'image du projecteur (1 -+ J)/2 ol Jest un élé-
ment de A/7 tel que J2 — 1. Soit J un élément de A dont la classe dans 4/f est égale
aJ OnadoncJ?— 1+ kolkel Ecrivons k =4k +sol &' =1et e, < |
et posons u — Je — &J. Puisque ¢ = JE 1 modJ, uest un élément de /. De méme,

u, — Je" — g"Jest un élément de 7 et on a Pidentité
U, = iut,_ &+ &' 'u.

En utilisant la condition {T), on en déduit I'inégalité [, < nlal77 - jlull,. D autre
[ve]

part, puisque |1 + ¢ est la somme d’une série entiére $, a,8” avec la, <1, ona
r=0

aussi .71,/1 F e =T+ ¢J mod [ En effet, si on désigne par S, la somme partielle

n . ~ n )

Y, a7 la suite X, = JS§, — S/ = Y, @, est une suite de Cauchy dans 7 (pour

p=0 p=b '

la norme | |,) d’aprés I'inégalité ci-dessus. Par conséquent, si on pose

}»-’ (Vl T E)—lj
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onaJ=J mod/etJ® 1 modl AinsiE est I'image par 4 du module projectif

associé au projecteur (1 4+ J)/2 mod [,

1.13. Le théoréme précédent permet de généraliser Ia K-théorie topologique
a des quotients non séparés d'algebres de Banach. De maniére précise, si X est un
espace compact désignons en général par A(X) ['algébre de Banach des applications
continues de X dans Palgébre de Banach A. Sifest un idéal de A4 vérifiant la condi-
tion (T), J(X) est un idéal de A(X) vérifiant aussi la condition (T). Cette remargue
permet de définir KPH(X) comme le groupe de Grothendieck X (A(X)H(X)). On
définit de méme la K-théorie réduite KA/,(X) comme Coker(KIPH(=) — KIR(X))
(cf. [28], p. 55). En particulier, on peut poser KYP(A/f) K};’,‘,’(S“). Draprés le
théoréme 1.12, Jes groupes obtenus sont isomorphes aux groupes correspondants en
remplacant I par /. Puisque A/[ est une algébre de Banach, le théoréme de pério-
dicité de Bott (cf. [22] et [62]) implique I'isomorphisme K[PP(4/f) ~ KA/ pour
tout #, Dans ces définitions notons en particulier que le groupe K\°?(A4/I) peut s’inter-
préter comme le quotient du groupe linéaire infini GL(A//) par la relation d’homo-
topie: deux é€léments o, et o; du groupe linéaire sont homotopes s'il existe un
élément a(r) € GL{A(X)I(X)), X = [0.1], tel que oy, = «(0) et o, — a(l).

La périodicité de Bott imphque enfin le corollaire suivant, classique en K-
-théorie topologique des algébres de Banach,

1.14. THEOREME. Soit A une algébre de Banach et soit I un idéal de A vérifiant

la condition (T) de 1.11. On a alors une suite exacie a six termes:

Ko(A) — Ko(A/D

/ \

K1) K1)

\ /

KioP(A/D) «— KIP(A)

ceux-ci érant isomorphes aux termes correspondants en remplacant I par 1.

2. ENONCE DES THEOREMES PRINCIPAUX

2.1. Soeit de nouveau H un espace de Hilbert séparable et 5, = #,( H)'idéal
de Schatten considéré dans le paragraphe précédent pour 1 < p < --co. Si une
base hilbertienne ordonnée de H est donnée, nous poserons par convention.$ _,, =
= L, (cf. 1.3). La définition suivante généralise celle d’un article antérieur sur le
méme sujet [27].
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2.2. DEFNITION. Soit p un nombre réel tel que p =1 ou p L oo et
soit 4 une C-algébre quelconque (non nécessairement unitaire). Nous dirons
que A est £ -stable si

1} 11 existe un isomorphisme danneaux #: 4 — M,(A) (My(A) désignant
1’algébre des matrices 2 x 2 a coefficients dans A4);
2) Il existe une application C-bilinéaire

p: I, A= A

vérifiant les deux propriétés suivantes
a) glaa’, bb"Y — ola, b) pla', b").

b) Considérons le diagramme

C X .A4— - A

jxld/{J] li

J X A- 1«>A—f-’—>/‘.’fg(A)

I

ou u(Z, a) = la, i(a) est la matrice

o o

et ol j(A) est J'élément de .#, représenté par la matrice infinie

‘2 0 0 ...
0 0 0 ...
0 0 0 ...

Si on désigne par ¢, (resp. ¢,) la composition des fleches de ce diagramme dans
le sens ~§ (resp. |_,), on a ¢, = 6 @, ot ¢ est un automorphisme de My(A).

Si A est une algebre topologique localement convexe, nous dirons que A
est topologiquement ¥ -stable si tous les morphismes considérés dans les diagrammes
précédents sont continus. D’autre part, on pourra remarquer que la % -stabilité
implique la .# -stabilité si g < p.

2.3. ExempLEs. 1).#, = F,(H) est lopologiquement .# -stable. En effet,
MyJ,) ~ S (H® H) ~ S, (H). D’autre part, ¢ peut ére défini par la formule
o(u, v) = u@uen identifiant A et A, H et en remarquant que u®v = ¥ (H®, H).
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2) Si Best une C-algébre quelconque, .£,&® Best .7 -stable. Plus généralemenL.
si /4 est S -stable, A®B est .#-stable.

3) Si B est une algébre topologique localement convexe, 7, @8 et /28
sont topologiquement .7 -stables. Plus généralement, si /A esi topologiquement

S -stible, il en est de mfme de /lé)B etde AG B (remarquer que la fleche canonique
EO}S-‘ F(:%G) ~ (E'QYA)F)Q%O est coul‘[inuev). Par exciuple, si X ¢s{ un espace localement
compact et si A C(X, A) .1GA.JC( X) désigne I'algebre des fonctions continues sur
X quitendent vers 0 a Uinfini, alors 4 est topologiquement £ -stable.

4) Lalgebre 4 de tous les opérateurs bornés de H est topologiquement
¥ ~stable,

5) Cousidérons une suite exacte de C-algtbres

DA > A>A" >0

Supposons que A’ ei A soient J -stables et que 2 soit compatible avec les différents
fieches et isomorphismes introduits dans la définition plus haut. Alors A" est .-
-stable. Par exemple, si | € p < oo, I'algébre quotient #/.# , {qui n’est pas séparée
Sl p<-c0) est .# -stable. Une remarque analogue s’applique 4 la % -stabilit¢
topologique.

6) Soit B une C*-algébre et soit 4 —# ® B (produit tensoricl complété de

min
C*-algébres ol 2"~ # , , désigne I'idéal des opérateurs compacts dans H; cf. 0.4).
Alors A4 est topologiquement . -stable. En particulier, si B & 4 ® B (ce qui esi le

nin
<as pour ia C*-algébre associée a un feuilletage; ctf. [10]), B est topologiquement
£ -stable,

2.3. Soit maintenant ¢ un nombre entier strictement positif fixé. On pose
alors

K (A4) = K(4; Zlg)

pour tout anneau A et tout/. Z [1], [5]. De mé&me, si 4 est une algébre de Banach
{ou plus généralement une algebre de Fréchet du type considéré en 1.10), on posera

Ki(4) = KI°°(4; Z/q).
2.4, THEOREME. Soit A une C-algeébre qui est # -stable. Alors

KE(A) = _Kl-z(A)

pour tout i€ L.
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2.5. TutoriME. Soit A wne algébre de Banach ou plus généraleinent une
alechre de Fréchet vérifiant la condition (F) de 1.10. Alors I homoemorphisire canonique

a2 K A) = R )

[

ext Difeetif si 1=, surjectif 5i i > 1. §i A est .7 -stable, o est bijectif pour tout i
inipeie = Lyoen outre, SUw est injectif, x; est bijectif pour touwr i€ Z. En pariiculier,
si A estoune algébre de Banach topologiquement 5 -stable. cette dernfére condition
est salisfaite et o; est bijectif powr rout i€ Z.

2.6. THEOREME. Soit A une algébre de Banach topologiquement 7 -stable et

St

G, — GL4A)  Ker(GL (A" - GL,(C)

eyl <

G GL(A) - lim GL(A)
—_—

{ivicr que G est homéonorphe d G, ). On note G et G° les groupes G, ot G nmunis
de la topologie discréte. Alors

1) Lhomamorphisme évident G° — G induit un isomorphisme au niveau de ["ho-
melugie a coefficients finis des espaces classifiants :

2) Sile rang stable de A an sens de Bass [3] est fini, on a la méme propriété
pour Fhomomorphisme G5 — ().

2.7. Pour itlustrer le théoréme 2.6, rappelons d'abord la notion de rang stable
d'un anneau unitaire R. Un élément @ — (a,,4a;,. .. .,4a,) de R" est dit vnimodulaire
si I'id¢al & gauche Ra, + Ray = ... — Ra, de R" est égal & 'anneau R tout entier,
On désigne par U (R) 'ensemble de ces éléments unimodulaires. Pour » > 2, la
propriété (RS), de Bass est la suivante:

(RS, Pourtoutélément (a,,a,. ...,a,) de U,(R), il existe des éléments (b, bs, ...
., b,_) de R tels que I'éiément @' = (ay, 4, ..., a,_,) avec a, = a; + ba,
appartienne a U, _(R).

1l est facile de voir que (RS), = (RS), pour p > n. On appelle rang stable de R le
plus petit entier # tel que (RS), soit satisfaite (s1 (RS), n’est jamais satisfaite, on dit
que le rang stable de R est égal a U'infini). Dans le cas olt R est une algébre de Banach,
Corich-Larotonda [11] et Rieffel [47] ont donné une condition topologique suflisante
simple pour que R soil de rang stable #: il suffit que U,_,(R) soit dense dans R*~1.
{Aitention : ces auteurs utiisent une définition du rang stable décalée d’une unité
par rapport a4 la ndtre qui est celle de Bass [3].) Les auteurs précédents ont aussi
calculé le rang stable de certaines algébres de Banach. Par exemple, Corach et Laro-
tonda ont montré que si X est compact, 'algébre des fonctions continues sur X 4
valeurs dans R a un rang stable <¢ Dim(X) - Rang stable de R. Si A est une C*-al-
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gébre quelconque, le rang stable de 4 C:) A est €3 d’aprés Rieffel {47). Hermun et

min

Vaserstein [21] ont montré que Je rang stable d'une C*-algébre coincide avec le
rang stable topologique défini par la densité de U, _(R) dans R"-1. Enfin, toules
ces définitions se généralisent avec quelques modifications technigues aux anncaux
ou aux algébres de Banach non nécessairement unitaires [3], [58]. Pour les C-algébres,
les rangs stables de R et de R* coincident.

En utilisant le théoréme de Kunneth en K-théorie topologigue [48], on dé-
montre aisement le corolaire suivant du théoréme 2.6

2.8. COROLLAIRE, Soit A une algébre de Banach vérifiant les hypothéses du
théoréme 2.6 et qui est de rang siable fini. Supposons que

Ko( ) & 20 @ G,
Ki(4) ~ 24 @ G,
ol Gy ¢t G| sont des groupes uniquement g-divisibles. Alors
H¥BGL(AY: Zjq) ~ H*(BGL(A4)"; Zjg) ~ H*(BGL(4): Z/q)

est le produit tensoriel gradué de dy algébres de polyndmes Liglc,, cqn ..., o . -]
et de dy algébres extérvicures A2y, ray oy iy o) Sur Llg avec deg(c,) — 2r el
deg(2,) - 2r — 1,

3. DEMONSTRATION DES THEOREMES 2.4, 2.5 ET 2.6. COMPLEMENTS

3.1. Les structures multiplicatives en K-théorie algébrique pour les anneaux
unitaires, esquissées dans [26], ont été détaillées dans {36]. Pour les anneaux non
unitaires, la situation est beaucoup plus délicate, faute d’un théoréme d’excision
général en K-théorie algébrique. De maniére plus précise, soient 4 et B deux C-alge-
bres quelcongues (on pourrait remplacer C par une algébre commutative ol g est
inversible) et soit D le produit fibré

) J—r
|

I

Bt e—s C .

Le théoréme d’excision de Weibel en K-théorie aigébrique modg (cf. [61] ou
I’Appendice 1) permet d*écrire la suite exacte scindée

0~ K, (D) = K (A4+*) ® K, (B*) - K,(C) - 0.
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De méme, considérons le carré cartésien

(A® B — > A+ @ B*

] :
C- — - D.

On a alors K,(¢) = K,(¢) avec }Z,.((p) Ker(K {((A®B)*) - K(O) et K, ()
Ker(K(A+* ®B*) - K, (D)) d'aprés ce qui précéde.
En suivant le mé&me schéma que dans {24], on peut ainsi définir un “cup-pro-
duit™ (noté o)

KA KB » K fd @ B)

comme la composition des fléches ¢~ - ;" - y dans le diagramme

LKA KB Ky (A @ BF)

\ |

A

Kerip,, & Kerg, = Ki(A ® B).

Ki(4) x KAB)

[ci sz est le cup-produit usuel en K-théorie a coefficients pour les anneaux unitaires
(cf. [H], [SD. La méme méthode permet aussi de construire des cup-produits ‘‘mixtes”’
{notés aussi ).

Ki(A4) x K(B) » Ky (A % B)

+j
KiA) % Ki(B) » K; (4@ B)

qui vérifient la propriété de quasi-associativité suivante: si 4, B el € sont trois
C-algébres quelconques, on a fa formule

(e yow =uvo(vew) s K (4d@ 8 0)

sil'undestirois élémentsu, couw appartienta un groupe K, les deux autres apparte-
- nant & un groupe K (cf. [1], [5]). Enfin, dans le cas des algébres de Banach ou plus
géncralement des algébres de Fréchet considérées en 1.10. ces cup-produits sont
compatibles avec les cup-produits analogues en X-théorie topologique en un sens
évident (cf. [3]).

3.2. Nous allons maintenant concentrer notre attention sur les groupes K_,
et pour cela nous aurons besoin de quelques préliminaires analytiques (cf. [23],
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[34] pour la définitjon des groupes K; pour/ < 0). Soit C=($Y) I'algébre des fonclions
C™ sur le cercle §1. Par développement en séric de Fourier. cette algébre s'identilic
a Palgébre des séries laurentiennes

o0

Pli) = Y, al”

ne— 0D

avec ¢, — O(n*) pour tout 5. Soit maintenant (e;) la base hilbertienne canonique de
/2, 8 lalgebre des opérateurs bornés de /2 et j: C(SY) — 4 'homomorphisme Jde
C-espaces vectoriels défint mairiciellement par la formule

a, a4y ay ... y
y Aoy dy &y
RP)-

Ay G_; Qy . .....

On peut remarquer que cet homomorphisme jouc un role important dans une de-
monstration du théoréme de périodicité de Bott en K-théorie topologique complese
8

[24]. Soit A le sous-espace vectoriel de 4 formé des opérateurs s'éerivant k- - j( P)
ol Pel®(SYethke Ly= 5,

3.3. PROPOSITION. Le sous-espace vectoriel A est wie sous-algéhre de 7.

Deémonstration. 1L suffit de démontrer que it POy — AP O = L. et que k-1 P)
et f(P) - & appartiennent a L, si k& L, Si{a;) (resp. (5,1} sont les coeflicienis de
Fourier de P (resp. Q). JAPQY — JIP)(Q) se présente comme une muatrice mfinic
{¢,.} avec

o l

. B oy - —Qf % — — 1=
d_ ey T a_, Zhr : o ! }.J : P ! I
L= () (s o)

g2 ] ] ]
~o(f 1) o( )
e (RS ) {rs)—1

pour tout p. Donc j{PQO) — /(P)(O) = L, Drautre part. si k= L., de mulrice
(k) et siom désigne le produit & - f(P), sa matrice (m1,,) est donnée par la formule

( I A
iy, /\',la, ] /\",_,,;/..7! =0 5 : | ~0 [
aam, PRts — nit \ gl

pour tout p. Done A - j(P)= L... On démontre de méme que j(P)- kel
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3.4. On déduit de la proposition précédente un diagrammme commutatif dal-
gébres qui va jouer un role important par la suite
0= 2 >4 >BlH -0
T
| | J
0 — I —>/]——>C(S')—->O

3.5, PROPOGSITION. L' homomaorphisme canonigue

Koals ) = KA ) = 2
est surjectif pour fout p.

Démonstration. Puisque KUW.£)) = KUK = Z. il suffit de montrer que
I"homomorphisime composé

K ol le) = Kool #) > K1%(#)

est surjectif. Daprés le diagramme €crit ci-dessus, ceci est impliqué par la sur-
jectivit¢ de I'homomorphisme composé
K (CoSY) = K48y —» KYPa/x) =~ KO (C(ShH).
Pur ailfeurs, pour toute algebre B (fesp. toute algébre de Banach B), on u des

homomorphismes surjectifs
K(Biz.z ') = K _(B) et K(B(S') — K“N(B)

ol B(S) désigne en géndéral U'algébre des fonctions continues sur S 4 valeurs dans
B [24]. Nous sommes donc ainsi ramends a démontrer que 'application évidente
KOSz, 27D = KOS < S = KOSt §) = 2004

est surjective.
Si on exceple e premier facteur Z (qui se retrouve trivialement dans les denx

groupes). le deuxieme facteur Z =~ IN((C(S", ST (c'est-a-dire la K-théorie réduite
de ST 08" est engendré par le projecteur (! J)2 avec

y |/ - a - ib
Lu ib i

2a-—=1 ~cosfl - (1l - cosl)cosep

ou

2h == (I — cosO)sing

¢ sinflsing 2
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en posant = :eif et 1 =&, (z,71)c §'x 5. Ces formules ne sont pas nouvelles:
on trouvera leur justification dans [29] par exemple.
Soit maintenant ¢: R — R une application de classe C* strictement croissante

verifiant les proprictés suivantes:
e(0) =20

elv+m)=e(x)+ 7@

¢ plate aux points krn, k= Z.

On peut alors aussi bien représenter le générateur du deuxiéme facteur Z de

K{C(8 2 §4)) par le projecteur homotope (1 -+ J),2 avec

i ’ N r
—c a -+ ip
7 (
a — b ¢’

ou
O i | . =1
20 =i} e = (1 . )cos(e((p))

2 . 2,

el =1

2h (1 —= ) sin(e())
2 5
. =t

o == 2; — 'sin(e(gn)/2)].

On notera que les coeflicients de ', " et ¢" dans l'anneau des polyndmes laurenilens
C(SY[z, z7*] sont des fonctions € de la coordonnée locale ¢ — e, Ceci achéve

donc la démonstration de la proposition 3.5.

3.6. Démonstration du théoréme 2.4, Elie va suivre le méme schéma que celui
déja éprouvé dans la démonstration du théoréme de périodicité en K-théorie her-
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mitienne [29]. Soit donc 4 une C-algebre qui est f ~stable. On peut définir
B K.’(A) - KHU_’(A)

comme le cup-produit par un générateur u, de Ky(C: Z/qy~K%(C: Z/g)~ Z/qg.
On peut de méme définir

K A) = K o)

comme le cup-produit par I'élément iv_, de K_,(f,) construit en 3.5 (et dont I'image
dans K9(.7 ) ~ Z est un générateur). De maniére plus précise, le cup-produit est
ici la composition des fléches

K () X KA = Koo F, @ A) = K,_o(A)

la deuxiéme étant induite par 'homomorphisme J#, ® A — A définissant la Jysta-
bilité {cf. [29] pour la définition des cup-produits sur les groupes K, avec des signes
quelconques de n). D'aprés la quasi-associativité du cup-produit en K-théorie algé-
brique ou topologique a coefficients dans Z/g, on voit que Sf° et p'f induisent
endomorphisme de K ,(A) associé au cup-produit par I'élément U U _y a.rKO(fp).
En raison de la propriété 2 b) de la ./ -stabilité, il suffit donc de montrer que v u

est I'image d'un générateur de K (C) &~ Zjg par I'homomorphisme canonique
Ky(C) — Ko(fp). Puisque, par construction, 'image de wyw u_, dans Kéf’f’(.}fp):
- K@P(S,1 Zjg) = Zjq est un générateur et qu'on a un diagramme commutatif

9 )

7 ~ Ko(F,) = Ko(F ) Zfg) — K_(F,)
| l

Z = Ko(F,) = KyP( 5,0 Zfg) —» KA )

ceci est équivalent a montrer que 3w, w uv_,) == 0. Nous allons pour cela utiliser
les propriétés générales du cup-produit et la description explicite de »_, donnée
en 3.5. En effet. d(uy v u_y) = 0y(u) wii_y ol 8,1 Ky(C; Zfg) —» Ky(C) = C* et
9,(12) = @ racine primitive g¢™ de I'unité. D’autre part, ¥_, = 94(¢) ol

Gat K_((C7(SM) = K_o(F )
est opérateur bord associé a la suite exacte d’algébres
0o d_ .= A-Co(SH =0

et ol v est I'¢lément de K_(C®(SY)) construit explicitement en 3.5, Notons qu'il
n'y pas ici de problé¢mes avec les cup-produits pour les anneaux non unitaires car

9 — 1481
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PPaboutissement des calculs est un groupe K; avec i € 0: cf. [27]. Donc

Mty o U_y) = w o F(0) = —difw v v)
ol
By Ko(CP(SY)) = K (S o)

Puisque Ko(C=(S?)) = K, (C), cet opérateur bord est réduit 2 0 en raison du dia-
gramme commutatif d’algébres

0— S, A s C( S — 5 0
E
; !
0 —J s> €C—C— 0,

3.7. Remarque. En fait, on démontrera un peu plus loin que K_,(#,) - 0
pour tout p, ce qui donnera une deuxiéme démonstration du fait que d(uy w w_o) — Q.

Tournons nous maintenant vers Ja démonstration du théoréme 2.5. Elle va
étre fractionnée en plusieurs propositions et théorémes.

3.8. THEOREME. Soit A une algébre de Banach ou plus généralement une
algebre de Fréchervérvifiant la condition (F) de 1.10. Alors I'homomorphisme canonique
K(A) > KioP(4)
esl ui isomoprphisine pour i — 1 €1 un épimorphisme pour i = 1.
Démonstration. Il est clair que "homomorphisme

Ky(A) = Ki°P(A)

est surjectif. Si x appartient au noyau de cel homomorphisme, 1] existe une matrice
A1 qui le représente ainsi qu'un chemin continu ¢~ M(r) tel que M(0} =1 et M(1) -M.
En considérant une subdivision de Pintervalle [0,1] assez fine, on voit ainsi que
M s*écerit comme le produit de matrices de fa forme | + ¢; avec |g;| < | pour une
semi-norme convenable. D’aprés la condition (F) de 1.10, v est donc g¢-divisible

q q9
{considérer la somme de la série définissant |1 | &;, puis le produit [T} 1§ ¢ et
appliquer enfin e lemme de Whitehead [3], [39]). Une chasse au diagramme ¢lé-
mentaire dans les deux suites exactes

K (A) — 2 K, () K, (A) Ko(A) — s Kol A)

b

K1P(A) — T KP(A) —— RP(A) —> Ko(4) —— Ky(4)

montre que K;(4) — K'°P{A) est un isomorphisme pour toute algébre de Banach A.
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Considérons maintenant le diagramme commutatif de suites exactes:

Kol A) — L Ky A) s Kyl A) ~ = K (A) 5 K (A)
| } l l l
KAP(A) — o KIP(A) —" > KEP(A) — - KPP(A) = KIOP(A).

Si v < Kert, v peut étre représenté par une matrice M telle que M9 soit produit de
malirices de la Torme | — g; avec |ig; | < | pour une semi-norme convenable. Si on
— i

pose M~ M- TI}1 ¢, M’ représente un élément de K, (A) appartenant

i

4 Kert' (lemme de Whitehead de nouveau). Donc "homomorphisme Kert’ — Kerz
est surjectif. D auvire part. si h e KPP C) désigne I"élément de Bott, K.LP(A4) est
formé des éléments s’éerivant v b, ol v e Kyu(A). Donc Im g est formé des éléments
véerivant v b ol b= Ko(C: Z/g) représente I'image de b dans le groupe KP(C).
Puisque Ko(€) x KIPP(C), tout élément de Imo est Pimage d'un élément de Ko(4),
i savoir v o b, oll x e Ky(A) et h = Ky (C) = KLP(C). Alinsi la surjectivité des homo-
morphismes Kert’ — Kerret Imo” — Imo implique celle de "'homomorphisme
K(A) — KEP(A). Puisque tout élément de KI°P(4) s’obtient 3 partir d'un éléraent
de K'o°(4) et de KYP(A) par cup-produit @ partir d’une puissance convenable de

Iélément de Bott &= K,(C). il en résulte que homomorphisme

Ki(A4) — KifP(4)
est bien surjectif comme annonce,
3.9, Propesinion. Les groupes K_((F ) sonf réduits a O powr tout p.

Démaonsiration. Supposons d’abord que | < p <400, Dans ce cas, f, est
un idéal de 4 et la suite exacte d'algébres

0=, 884,20

ol .# est flasque [23],(31], montre que K_(.f,) =~ K (4/F) ~ K (#/X) ~
2 KUy ~ KPP'(.#") — 0 (appliquer le théoréme 1.12).

Dans le cas de 'algébre # _ ,, le calcul est beaucoup plus délicat car ce n’est
pas un idéal de #. On va cependant définir une sous-algebre ¥’ de 4 par la propriété
suivante:

(Py VedeNhked . koet ik = F_ . Enoutre, onsuppose queles applications

s
linéaires & — k7 et & — Jk sont des applications linéaires continues de #

dans £ _ .
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La catégorie % des moduies libres sur &' s'identifie & la catégorie dont les objetls
sont les espaces de Hilbert munis d’une base hilbertienne ordonnée (¢;). les mor-
phismes étant définis par des matrices infinis qui définissent des applications linéaires
continues el qui vérifient 1a propriété (P). En effet, st £ (resp. F) esl un espace de
Hilbert muni de fa base (¢;) (resp. (f;)) £@ F, muni de la base (e, f,.e..fo, ...}

est bien une somme directe de £ et de £ dans ta catégorie 7.
Nous définissons maintenant un foncteur v % — ¢ parla formule

WE)=LEDED .. . ©OFD ...

(somme hilberfienne de Ny-exemplaires de E). Si on désigne par £ le i’-i¢éme facteur
E dans cette somme et par e, . le /¢ vecteur de base de E-. t(E) sera muni de la

base hilbertienine ordonnée dans le **sens de la lecture™

€11

Sion note M/, ") le numéro d’ordre de e,r, On notera que

i< NG < i
comme dans 1.3. D'autre part, si 2= &', t(a) =o & o @ ... appartient bien 2
#' lorsqu’on ordonne la base de 1( £) comme ci-dessus. En effet, écrivons la m atrice
définissant 2 sous la forme o] et celle définissant t(z) sous la forme o avec des nota-
tions évidentes. Done ) = x/d% ol d] désigne le symbole de Kronecker. Puisque
o= B'(E), pour tout s > 2, il existe »» > s tel que la multiplication a gauche et 2

droite par « envoie L, dans L,. Si ki’] désigne la matrice d'un élément & de
L(t(E)) on a

“’n’ < C X C

T NG YN Y T e

™. . i i . . o,
Dautre part, ¥, o7k, < ¥} alkj qui peut étre majoré en norme par
ii' L 4

c’ ] c’ C’
. Rl e s = e oy
gpogrl BitEIS NG VY RN TR
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Ainsi la multiplication a gauche par () envoie continiment L (z(E)) dans
L, o(17(E})). On démontre Ja méme propriété pour la multiplication 2 droite par (2},
ce qul prouve, y étant arbitraire, que () € A’ connme annonce.

D autre part, £ @ (E) - E@ (E® E® .. .)estisomorphe a r( £) de maniere
¢vidente. 1l faut cependant vérifier que cet isomorphisime appartient bien a la caté-
gorie ¢ et, pour cela, il suffit de voir qu’il correspond 4 une permutation bornée
des bases duns le sens précisé en 1.3. Si on écrit Ia base ordonnée de 7(L£) sous la

forme

€12

c'est-a-dire comme plus haut, mais en commencant par le deuxiéme facteur E, la
base de £ @ ©(£) sera obtenue en intercalant les éléments e;,, ce qui donne la base
suivante de t{ E):

€11 Oy

Donc le numéro d’ordre de ¢;; est maintenant compris entre 2i(j — 1) si j # | et
est égal 42/ — 1 sij = |. Puisque le numéro d’ordre précédent était compris entre
ij et 742, il est clair que la permutation des bases est bornée, donc F & 1(F) est iso-
morphe & 1(£) dans la catégorie %. L'isomorphisme étant naturel, la catégorie %
est flasque dans le sens de [23], ainsi que la catégorie pseudo-abélienne associée.
Donc K (#’) — 0 pour tout /.

Considérons maintenant la suite exacte d’algebres

0oLy —> % - AL, -0

Pour démontrer que K _ (1) — K{#'/L,) est trivial, 1l suffit de montrer que si
J = A verihe P~ 1 favec fe L., itexiste [' e L tel que (J - ') = 1. D'aprés
le théoréme p. 44 de [17], 1} existe k compact tel que (J -1 k)® — 1. Si &' est une
approximation assez fine de k appartenant a L, on a (J4+ k)*=1 ' ¢ avec
¢/ < ] pour une certaine norme L et ¢ € L, (car L, est unjdéal de ). L'argument
utilis¢ en 1.7 montre que la séric enticre définissant (1~ &)~ s'écrit 1 1- ¢’ avec
' =l.,.SionposeS - i (J+ KV et onaalorsf e Ly, et (J+SfP=1
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Ceci achéve donc la démonstration de la proposition 3.9, La proposition suivante
en est une généralisation évidente (compte tenu que K'Y C) = 0).

3.10. ProrosiTiON. Soit A une algébre de Banach quelcongue. Alors homo-

morphisme naturef
K (Leo®A) > KL @A) = KF(A)

est injectif.
Démonstration. En fait, la démonstration de cette proposition va suivre le
méme schéma que celul développé plus haut. Tout d’abord, 1., étant un espace

nucléaire dans Je sens de Grothendieck [13], il est bien connu que LOOQASA s'identifie
C

a 'algébre L_(A) des matrices infinies sur A telles que Vs 3 C, avec [a;;] < ——
]\S-,..

{cette derniére condition fournit une généralisation évidente L (A4) des algébres L, —
= L (C) considérées en 1.2). Le substitut de .4 est le **cdne 10pologique™ CA (ef.
[23] ou [34] pour la définition précise; il y a d autres choix possibles, en particulier
si A est une C¥-algebres: ¢f. [25]). Le substitut de %’ est la sous-algébre C'A de CA
vérifiant la condition

(P ~eC A=Yk LDOCQ)A, krlet ik =L, l'-_:A. En outre les applications hnéaires

K ki et k— 7'k sont continues.

En poursuivant I'analogie, on pourra dire gu'un élément compact de CA est un
élément de A, cest-a-dire adhérent 2 I'ensemble des matrices finies pour la topologie

de CA4. On a done la suite exacte d"algébres de Banach
0 —42—»(31 >S4 -0
ainst que In suite exacte d’algébres
0 = Lw®A = C'd = CAIL GA 0

donc le diagrainme commutatif

K_(Lo®A) —— Ko(C/ AL B A)

o

K_(A) 5 Ko(SA)

l

KEA) ~ Kp(A4) s K (SA4).
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Puisque K'?(L,,®A4) coincide avec KB(L(A)), on voit ainsi que Uinjectivité a
démontrer est équivalente a I'injectivité de 'homomorphisme

Ko(C A/ Lo @A) — Ko(SA).

Soit done x un élément du premier groupe dont I'image dans K,(SA) est triviale.
A une stabilisation prés. v est représenté par un élément J de C'A tel que J?

=i ! favec /e [ (A). Puisque la classe de x dans K,(SA) est égale & 0, en stabili-
sant de nouveau on voit qu’il exjste k « A tel que (J/ + £)* = 1. La démonstration
se termine alors comme celle de la proposition précédente (noter qu'on a évité
d utiliser les résultats de [17], mais au prix d’une stabilisation éventuelie).

300, Démonstration du théoréme 2.5. Puisque K (A) = K (A) ~K9%(A4) ~
= 1250"(,4) si 7 est impair et si A est S -stable, K, (A) = Ki°°(A) pour A S -stable
{et i impair). D'autre part, si

og: Kol A4) = KiP(A)

est njectif, o, est injectif et aussi surjectif d’aprés la proposition 3.8 de nouveau.
Deonc «; est bijectif pour i pair d’apres le théoréme 2.4 (et son analogue topologique).
Supposons maintenant que A4 soit une algébre de Banach topologiquement

4 -stable, donc S _.-stable et posons B = 4 __ ®A. Une chasse au diagramme

Ky(B) = Ko(B) = KIPP(B) > K°N(B) — K'°P(5)

S
' |
T |
|

A

A

Ko(B) - Ko(B) » K(B) — K_,(B) - K_,(B)

montre que % est injectif, done bijectif, d’aprés le théoréme 3.8. Considérons mainte-
nant le diagramme

Ko(A) s Ky F B A) — 5 Ky A)

-
Y, !
Rior(A) s Kioo(F o, 4) " Rigr( 4)
ol /, est induit par l'injection A & CRA — J _,®A et olt ¢ est induit par Pappl-

cation bilinéaire continue ¥ ___ % A4 — A4 définissant la .4 __ -stabilité topologique.
Puisque =z est un isomorphisme et que ¢/, = TId, il en résulte que =, est injectif.
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Donc

o K (A) = KWP(A)
esl bijectf pour (out / d’aprés Ja premiére partie du théoréme.

3.12. RimaRrQUE. On peul souvent démontrer que K,(4) ~ K|"(4)en montrant
directement (sans utjliser 3.10) que

Up: KO(A) - I—(IDOP(A)

est injectif. Comme exemple typique, considérons un espace compact X et I'algébre

JPCQ)C(X), c’est-a-dire Palgebre des applications continues de X dans #,. On a
alors une suite exacte d’algébres

0 - J,QCX) » BDC(X) » AR C(X)|#,QC(X) - 0.
Puisque 4@ C(X) est flasque [23], [34], K _,(#,@C(K)) est isomorphe a
Ko ZRCX)[I,@C(X) ~ K(BRCX) A @CXY) = Ky A4 @C(X))

car I'idéal fpé)C(X) de ﬂ@SC(X) est dense dans .%@%C(X) et qu'il vérifie [a condition
(T) de 1.12. D’autre part. la suite exacte d’algebres de Banach

0 A@CX) — BRC(X) = BIARCX) -0

implique un isomorphisme KO(./}/.?Z'A@C(X)) o~ K'f‘{(%@C(X)). On obtient uinsi
finalement des isomorphismes

K_(F,@C0Y) = K_ (£ BC(X) x KA RC(X) =
~ K9S, C(X)) & KeR(C(X)).
Si on pose 4 .ﬁpCQ)C(X), on peut donc appliquer le lemme des cing au diagramme

Kol A) —— Ky(A) —— Kg(d) —— K_1(4) —> K ()

|- .
I A 4 J’

Ko(A) — > Ko A) —— KP(A) ——» KB(A) — KI5 4)
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ce qui démontre que

K(F,QCX) x KOP(F @C(X)) ~ KIOM(C(X)
d'aprés lu premiére partie du théoréme 2.5.
Plus généralement, en appliquant le théoréme 2.5 dans toute sa force aux

algébres topologiquement J -stables .ﬁpé)A et Jf,,@)A (4 algebre de Banach quel-
congue), on obtient le corollaire intéressant suivant:

3.13. THEOREME. Seit A une algébre de Banach quelcongue. Alors les homo-

morphismes naturels

(4

KA{(S,@A) = KIoP(s @A) ~ KIP(A)

I

K(F,@4) = K7,@4) = KI(A)
sont des isomorphismes pour p —ocoou | € p £ o0, De maniére analogue, si A
est une C*-algébre, homomorphisme narurel

K (# @ . A) > K@ . A)— KI°(A4)

min min

esi aussi un isomorphisme.

3.14. Avrris 1 XEMPLES. Le théoréme 3.13 est un prototype d'autres théorémes
décrivant la K-théorie afgébrigue d'une *‘stabilisation topologique™ de A4 en termes
de la K-théorie ropologigue de 4. Pour toute algébre de Banach 4, on peut par
exemple definir /7(4) comme ['ensemble des suites infinies (x;, v,. ...) telles que
Y, lx; 7 < f-ee. Lensemble des applications A-linéaires continues de £7(A4) dans

lui-méme est une algébre de Banach qut contient les matrices finies. St on désigne

par /f,, I"adhérence des matrices finies dans cette algébre de Banach (cf. [23]), des

raisonnements toul & fait analogues aux précédents montrent que R,-(ffp)xk-‘,"p(A)»

{noter que /TF est topologiquement .# _ _-stable). Pour p — 1, on retrouve ['algébre

A considérée plus haut, c’est-a-dire celle des matrices infinies M = (a;;) telles que

sup 5‘ a;;| <00, Sip — —-oco, on trouve I'algébre des matrices infinies telles que
J i

sup ¥, llall < oo, qui est isomorphe & la précédente (par transposition). On
[

pourrait aussi considérer ['algébre des opérateurs ** 4-nucléaires’ c’est-a-dire apparte-

nant a 7 {A)* ®@7,(4) (le dual ctant pris au sens des applications A-linéaires conti-

A

nues). Pourp = - oo, on trouve ainsi 'algébre des matrices telles que ‘9: sup a;, <

¥ i
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315 Démonstration du théoréme 2.6. D'aprés "Appendice | (remarque 2 & la
fin), on a

HL.(BGLIAY: Z/g) ~ H(F, : Zfg)
ou £ . estlafibre homotopique de I'application
BGL'(A*)* — BE(C)*

(attention aux deux significations différentes du signe - 1), D'autre part, d'aprés

1o

le théoréme 2.5, si on note F

" = BGL(A)™ la fibre homotopique de I'application

BGL/(A)°" — BE(C)®°P

5

Lapplication Faa— =

mod g. Donc le théoréme de Hurewicz mod ¢ [42] implique 'isomarphisme

induit un isomorphisme sur les groupes d'homolopie

HA(BGL(AY: Z)¢) = H (BGL(A)'P: Z/q)

annoncé dans la premiére partie du théoréme.
Supposons maintenant que A soit de rang stable fini n. Alors Charney [§] a
montré que

HA(BGL,(A)Y; Zig) ~ H{BGL(A4Y; Z/9)

i

pour w2 2/ 1+ 3. D'autre part, par des considérations toutes différentes,
Corach et Larotondu [11] ont montré que

H{BGL,(A)) = H,(BGL(A)®)

pour s = nn i — 1, donc a fortiori la méme propriété pour ["homologie & coefli-
cients dans Z/q. Mais, si A est .# -stable, on a en particulier 4 =~ M,(4)et les grou-
pes GL »(.4) sont indépendants de n. La deuxiéme partie du théoréme résulte alocs

de la premiére partie.

3.16.. REMARQUE. Si A4 est une algébre de Banach topologiquement .7 -stable,
il en est de méme de M (A) (remarquer que MM (A) ~ My {A) & MM, (A)~
~ M, A)). Avec les hypothéses de rang stable on a donc aussi H {BGL,(4)": Z/q) ~
~ H_(BGL (AP Zq).

3.17. Démonsiration du coroflaire 2.8. Considérons la théorie cohomologique

X e KIPP(X: Zfq)
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ol KIP(X) [X, Ko(A) < BGL(A)'P] et ol KYP(X: Z/g) est la théorie a coefficients
associée [1], qu'on notera simplement K ,(X). D aprés le théoréme de Kunneth en
K-théone topologique, on a un isomorphisme naturel (donné par des cup-produits)

KO0 = (KEP (0™ @ (KeH ™.

il en résulte aussitét que BGL(A)*" a méme homotopie, donc méme homologie

mod¢g, que (BU)"U x (U)'fl. Puisque BGL(A)'°? a méme homologie modg que
BGL,(A4) on en déduit que

¢

H.(BGL,(A): Z)g) =~ H(BU % U"r; Zjg)
pour tout g. Donc

H*BGL(A): Z/g) = H(BU X U"; Zjg)

12

<'est-a-dire e produit tensoriel gradué de o, algébres de polyndies et de o, algébres
exiérieures.

3.18. ExemprLes. Un cas particulierement intéressant est celui ol A4 est
I'algébre de Banach .9, 1 € p < 400, Son rang stable (au sens de Bass) est égal
4 2 ctson groupe K (resp. Ki°M)est égal a Z (resp. 0). Par conséquent, si on désigne
par I, le groupe GL,(f,). c'est-a-dire I'ensemble des opérateurs inversibles dans
T'espace de Hilbert H delaforme |~ kaveck _.7,, ontrouve que sa cohomologie
4 cocfficients dans Zg est 'algébre de polyndmes (4 une infinité de variables)

Zigle,, ¢an )
avec deg(c;) 2/ (cc sont les ““classes de Chern™ modg). Plus généralement, un
argument di a Rieffel [47] p. 317 permel de moutrer que RS(B8) -7 351 8 = .f,,f?., A,

’/'.-?‘ 1ou 4 ®,,, A pour 4 algébre de Banach quelconque dans les deux premiers
cas, A C*algebre dans le troisiéme. Ceci permet de calculer H (BGL(B)}: Z/¢) i

HHBGL,(B); Z/g9) en Tonction de K (A} et KI"?(A). Par exemple, si . f .7 (Q@C(XL
cetic homologie ou cette cohomologie peut se calculer a partir de la K-théoric
topologique usuelle de Vespace compact X

3.19. Considérons de méme le groupe G des éléments inversibles de ["algébre
de Calkin A/ {qui n'est plus de rang stable iniy*'. Si on désigne par G, la composante
neuire de G, on a une suite exacle de groupes

Il =5l = 4" > Gy =1

bt Ceci résulte d'un théoréme de Corach-Larotonda: C. R. Acad. Sc¢i. Paris, 296 (1983,
449 —951: corollaire 1, p. 950,
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donc deux fibrations

BIY, — B#* - BG]

1]

B, —» B#* — BG, .

D’aprés N. Kuiper [35] B est contractile et d’aprés Pierre de la Harpe et Dusa
Mc Duff [18] B#*® a une homologie triviale. D autre part, puisque BI™. et BI',,
ont la méme homologie & coefficients dans Z/q. [T,(BG3) = G, opére trivialement sur
cette homologie. Le théoréme de comparaison sur les suites spectrales [38] impligue
alors que BGj et BG, ont méme homologie.

On a aussi une suite exacle de groupes

Gy, — G- Z
(ol / est I"'apphication “Indice™ ) qui induit des fibrations

BG, —» BGY - BZ = S!
| ‘

« ! |
BG, » BG » BZ

Le méme argument que ci-dessus montre que BG? et BG ont la niéme homologie &
coefficients dans Z/g. Or il est bien connu que BG a le type d’homotopie du groupe
unitaire infini (ceci résulte par exemple de la caractérisation axiomatique des foncteurs
K7 [23]). On en déduit le théoréme suivant:

3.20. THeoREME. Soit G le groupe des léments inversibles de algébre de

Calkin #]0°. Alors la cohomologic mod g de BG esi une algébre extéricure sir Lig
a une infinité de variables

AlxN X0 o00)

ouw X, est de degré 2y — 1.

3.21. ReMARQUE. En utilisant de nouveau le théoréme de comparaison sur
fes suites spectrales, on peut aussi calculer la cohomologie du groupe discret (4.7 )*
pour | < p < -cc. On trouve le méme résultat que dans le théoréme 3.20.

3.22. Examinons maintenant la situation dans le cas du groupe orthogonal
infini ,O(A) avec les notations de [2€], [29]. On suppose ici que A est une C-algébie
munie d une antiinvolution avec ¢ — ¢ oU ¢ - /. En fait, de mamere tout a fait
paralléle & la K-théorie algébrique ou topologique **(raditionnelle’, on peul dive-
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opper ce quon a appelé la K-théorie hermitienne dans [26] et [29] et qu'on a noté
L.(A). En particulier, dans I'Appendice 1 nous avons montré que le théoréme d’exci-
sion en K-théorie algébrique mod ¢ a un analogue en K-théorie hermitienne modg¢.

Reprenons maintenant la démonstration du théoréme 2.4 et adaptons la au
cas hermitien. Si on suppose que / — —-¢. on constate que le projecteur (1 - .J')/2.
ol J' est défini en 3.5, est autoadjeint, d'olt la paraphrase suivante du théoréme 2.4
au cas hermitien:

3.23. THEOREME. Soit A une C-algébre munie d unce antiinvolution x — X telle

guer — —7 ef qui est I -stable {les morphismes définis en 2.2 étanr compatibles avec
Dantiinvofution). Alors

fo(A) o .r.l_-i —-:(A)

pour foutl = 7.

3.24. Soit maintenant A4 une algébre de Banach complexe topotogiquement
7 ~stable et munie d'une antiinvolution telle que # - Fous = ¢ (on ne suppose
maintenant aucune condition de compatibilité entre la # -stabilité et I'antiinvolution),

Nous pouvons alors appliquer le théoréme 3 de [33] & I'algébre de Banach 4: 'homo-
morphisme canonique

K (45 Z/q) — K\7°(A: Zig)
€lant un isomorphisme d'aprés le théoréme 2.5, il en est de méme de I’homomorphisme
LA Zig) — LA Zfq)

(noter que ces derniers groupes sont périodiques de période 2 sis — — /et de période

§si - £). Comme plus haut, en appliquant le théoréme de Hurewicz mod g et les
résultats de I’Appendice 1. on en déduit un isomorphisme

H(B.0(AY: Z/g) =~ H,(B.O(4); Zq)

ce qui fournit d’autres exemples de groupes topologiques G pour lesquels on a un
isomorphisme H,(BG?; Z/g) ~ H,(BG; Z/g) pour tout # et ¢.

3.25. Quelques remarques pour terminer ce paragraphe: faute de théorémes
de stabilité analogues a ceux de Charney, Corach et Larotonda, notre méthode ne
permet pas de calculer les groupes d’homologie de groupes orthogonal ¢“finis’
H,.0, ,(A); Z/g). Dans le cas d'une C*-algebre, elle ne permet pas de calculer non
plus 'homologie du groupe unitaire classique muni de la topologie discréte (voir
cependant [[9] pour des résultats partiels & ce sujet).
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4. K-THEORIE ENTIERE D'ALGEBRES D'OPERATEURS

Le but de ce paragraphe est d"étendre a la K-théorie entiére certains résuitils
obtenus dans le paragraphe précédent pour ia K-théorie a coefficients. La proposi-
tion suivante généralise un théoréme bien connu de Brown et Schochet {71,

4.1. PROPOSITION. Soit A une algébre de Banach quelcongue et soit p tel que
I <p i -—oo. Alors Ihentomorphisme canonique

K\(F,@4) = KioP(#,®4) = KIoP(4)

est un isomor phisme. En particulicr, XS ) 0.

Démonstration. 11 suffit de montrer quune matrice de la forme [
eGL,*\f,,(H)(;M) avec Jle < | est stablement un produit de commutatetrs.
Pour cela, nous allons suivre le schéma de démonstration de la proposition 3.6 de
127] qui en est un cas particulier. On commence par écrire I + ¢ = exp(u) avec
I ¢ .7P('H)(;)A. Puis, en identifiant # & la somme hilbertienne de %, exemplaires de
H.on considére la matrice infime formée de blocs diagonaux:

texp(u), exp( —u/2), exp( —u/2), exp(u/4), exp(uj4), exp(u/4), expuld), .. .).

Le point délicat est de montrer que cette matrice (considérée comme hmite de blocs

. . ~ ~ r - )
finis) appartient bien & £ ( H)@A. Pour cela, on écrit w= ¥, rv,®a; ol (ry) est une
suite sommable de nombres réels positifs et ot v; € £ (H) et a; € A parcoureni des
parties bornées de #,(H) et de 4 respectivement. On a alors (pour 2| < 1)

exp(2 Y, ri®@a) — 1) < CY, rillde|- e

ou C es{ une constante. D’autre part, considérons Ja suite (w,) définie par w,
= (expliy u/27), ..., exp{ip v/2")) (2" blocs avec nn — L sin est pairety = — sl esi
impair) ainsi que la suite (»,) définie par

Yo - ("“,‘5 H‘l: crvs W“, 19 l, .- )
Alors
IV — Yol = Z Forodg ]t E\i.uH
avee oy, — (/2" 0,27 ., 0,/2") (2" Dblocs de nouveau). Si on désigne par 4 ;

les valeurs propres de vfv,, on a

i 1 2
ioglP =Y, A5
el par conséquent

P —
| [y, an?
-“i.ni‘ = 1 = 1 . n < C/z'—”(P—ll/P

- jru—:



HOMOLOGIE DE GROUPES DISCRETS 143

olt C7 est une constante. Ainsi |1, — 1,_,| est majoré par le terme général d'une
série geomeélrique de raisen 2°'P 1P et (y,) est bien une suite de Cauchy qui con-
A oA . I
verge dans S (HBH®...)@A4 = F5,RA4. Pour p - —co, le raisonnement s'¢lend
de maniére évidente. La démonstration se termine alors comme celle de la propo-

strion 5.6 de [27] par groupements convenables de blocs.

4.2, COROLLAIRE. L homomorphisine canonique
Kuys,) » KPP(F) = 4

est surjectif pour roui el que b < p < oo,
Démonstration. C'est la méme que cefle de la proposition 5.8 de [27].

4.3, 81 R est un anneau sans €lément unité, la définition de K (R) que nous
avonsadoptée est Ker(K,(R+) — K, (C)). Cependant, si Restunidéal dans un anneau
R, . on peut aussi considérer le groupe K, au sens de Bass de ’homomorphisme
R, = R/R: c’est le quotient du groupe GL(R) = Ker(GL{R,) - GL(R,/R)) =

Ker(GL{(R*) - GL(C)) par le sous-groupe E(R,, R) engendré par les éléments
s'Cerivant gyeg; !t olt gy € GL{R,) et olt & est une matrice élémentaire ¢y avec 4 R.
On a un diagramme cartésien

R s R,
|
I
C —— RJR

d’ol on déduit des homomorphisnies
K (R) &~ Ki(p) = K;(¢p)).

Pour i - [, on obtient un homomorphisme sugjectif. En particulier, si X,(R) = {0}.
il en est de méme de K, ().

En revenant au cas général d'un idéal R dans un anneau R,, le probléme de
I'injectivité de 'homomorphisme K (R) —» K, (p,} a été étudié pour la premiére
fois par Swan [51]. Dans cette direction nous aurens besoin plus loin du théoréme

suivant:

4.4. THEOREME. Soit R un anneau non nécessaivement unitaire. Alors

1) si R == R2, Phomomorphisme K (R) — K (@) est bijectif;

2) si Phomomorphisme R® g R—R défini par a®b — ab est bijectif, il en est
de méme de homomorphisme Ko(R) — Kyl ).

Démonstration. La deuxiéme partie du théoréme est un cas particulier d’un
thicoréeme de Van Der Kallen [56], {57}, Notons ici que R, Rest le quotient de RQz R
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par les relations engendrées par xA@v—x®a4x avec x, vet /.- R La premiére partie
du théoréme est bien connue (et élémentaire). En voici une démonstration. Le noyau
de I'homomorphisme K,(R) = K, (¢,) est engendré par les matrices de la forme
25gr b avee g, € GL(R,)) et ¢ = ef; ¢lémentaire, /. = R. Puisque R — R?, il suffit de
considérer des générateurs du type précédent avec /- wp ol u el ve R. Mais si
i#j#k. on peul écrire un tel générateur comme le commutateur (g, el gi 1)(glck'jgrl)-
(omeregr Mgergrt). Compte tenu des inclusions [GL(R). GL(R)] = E(R*, R)
-E(R;, R) (cf.[3], p. 228), la premiére partie du théoréme est démontrée.

4.5. REMARQUE IMPORTANTE. Soit R une C*-algébre quelconque (éventuelle-
ment non unitaire). Alors I"homomorphisme canonique m: R®, R — R défini par
m(a®@h) — ab est un isomorphisme. En effet, puisque tout élément de R est combi-
naison linéaire de carrés, m est surjectif. Soit maintenant z = ¥, x,®y, un élément de
R®@gR tel que ¥ x,,=0. En écrivant les y, comme combinaison Jinéaire de carres,
on voit que 'on peut supposer y, > 0. Posons maintenant 7 = Y, 1,. Puisque 1= ),.
la proposition 1.4.5 de [44] permet d'écrire p, = v/t avec v = R. Ainst z est un
tenseur décomposable v®y avec 1 -7 2 0 et x — Y, x,u,, tenseur qu'on peut
aussi écrire X' v @)y avec x] ylE o fix) ply xt e J(xp)x 0. Donc /¥ 0
et z 0.

4.6. DirmviTIoN. Soit A une C-algébre qui est .# ,-stable. Nous dirons que 4
esl .7 -hypersiable si |'application bilinéaire

prF A=A

n

quidéfinit la .7 -stabilité est ““associative par rapporta ¥, dans le sens suivant. Consi-
dérons le diagramme

()X FH) XA~ I HYR (I LKA - 7 (1) % A
|
w2 1d

J b
I (H®y H)X A _ A

I

dans lequel H®,H a été identifié 4 H. Si on désigne par ¥, (resp. ¥,) la composition
des fleches dans le sens — | (resp. [—) il existe un automorphisme ¢ de A tel que ¥, =
= ¢ o ¥, Nous dirons de méme que 4 est topologiquement % -hyperstable si o
st continu.

4.7. ExemPLES. Tous les exemples donnés en 2.3 sont en fait hyperstables ou
topologiquement hyperstables.
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4.8. THEOREME. Soit A une C-algébre qui est 5 -hiperstable avec | < p <
oo. Alors

a) Ki{(A) =~ K,_o(A) pour i £ 0:

by Sip Foo ef si A A2 K(A) = Ko A) pour i £ 1

¢y Sip o doo et si AR A = A K(A) = K, _{A) pour i<2 Eu parti-
culier, Xo(A) est isomorphe au groupe de Milnor Ko(A).

Démonsrration. Elle va éure analogue dans son espeit & celle du théoréme
2.4 (cf. 3.6). Ston désigne par us un élément de K,(.7,ydont'image dans KPr(F )= Z
est un générateur, les cup-produits par w, et par I'élément »_, construit en 3.5
définissent des homomorphisnies

KAA) = K, (A) et K,_o(A) = K,(A)

qui sont bien définis pour 7 = 0 car il y a excision en K-théorie algébrique pour ccs
degrés ([27], p. 20). Ces deux homomorphismes sont bien inverses 'un de [aulre
par associativilé du cup-produit et par le fait que I'image de w, v u. , dans Ky(5,) = Z
est un géndrateur (utiliser le cup-produit en K-théorie topologique).

Sip- tcoetsid: A (resp. A®, A = A), Uargument précédent peut €tre
étendu aux groupes K, pour 7 < 1 (resp. / < 2) car it v a excision au niveau du
groupe K (resp. K,) d'apres [e théoréme 4.8. En efter, dans [a définition du cup-pro-
duit apparait I'anneau sans élénient unité # @cA = R qui vérifie bien R = R®
(resp. R®gR ~ R car .4 est une C*algébre; cf. 4.9).

4.9. THIOREME. Soit A une algébre de Banach topologiquement 5 -hyperstable
avee | < p o= o0, Alors K,(A) ~ KIP(A) powr i < 1. En outre:

1) Sid = A* et si le rang stable de A est fini, le quoiient de GL,(A) par son
sous-groupe des conumutateurs est isomorphe d Iy(A™) pour tout n.

2) Si AR A = A, Ky(A) = KPP(A) =~ Kg(A). Sile rang stable de A est
fini. Hy(BGL,(A): Z)~ H(BGL, (A, Z) ~ H,(BA®®r: Z). En particulier, la com-
posante neutre GLYA) de GL(A) est un groupe parfait ¢t HyABGLI(A): Z) = K (A).

Démonstration. Considérons d'abord le cas du groupe K. Il est clair que
[homomorphisme XK, (4) — K{°P(4) est surjectif. Dautre part, on a un diagramme
commutatil’

K, (A) 2 Ko7, @ ) K (4)
|
| |
! !
KIP(A) ——> KIOP(F 6 1) —— KIP(A)

analogue 4 celui considéré a lafin de 3.11. Puisque la fléche du milieu est un isomor-
phisme d'apeés 4.1 et que ¢, j. Id, "Thomomorphisme K (4) — Ki"?(4) est aussi
injectif.

10 — L481
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Puisque les groupes K; et K!°? sont périodiques pour /<0 et que K, — Ky
par définition, il ne reste plus qu'a considérer le cas du groupe X _, pour démontrer
la premi¢re partie du théoréme. Le diagramme commutatif

Kk [‘(A)‘ -> K_L(f ‘w é A) —_ > K_I(A)
KUB(A) —— KOS o @ A) —— KR(A)

ou i est injectif d’aprés 3.10, montre que 'homomorphisme K _, (4} — K'"9(A) st
aussi injectif. D’autre part, le diagramme commutatif

K_(A) ——— K'P(4)

S KIP(A4)

Ky (4)

ou les fieches verticales sont définies comme le cup-produit par v_,, montre que
homomorphisme K ;1.4 — K™MP(A4) est surjectif .

51 le rang stable de A estfinietsi 4 - A® (resp. 4 ®, 4 = A), Van Der Kallen
[57] a démontré que

H(BGL{A): Z) ~H (BGL(A); Z)

sii = 1 (resp.i— 2) pour n assez grand. Puisque 4 ~ M,(A4), on en Jdéduit aussitor
que
H(BGL(A): 2)~ H(BGL(4); Z) = H(BGL{A)°°; Z)

st i = | (resp. i = 2) pour tout #. Le théoréme de stabilité de Corach et Larotonda
[[1] montre de méme que les groupes d’homotopie, donc les groupes d’homologie
de BGL,(A)*r et BGL(A)'" sont isomorphes.

Fnfin, si on considére la composante neutre GLY(A4) de GL,(A4), on a

HBGLYA): Z) x HABE(A): Z)~ Hy BE(A); Z) x Ko(1) = Ko(A)

car I"homologie de £, (1) se stabilise égalcment [57].

4.10. CoroLLAIRL. Soit A une C*-algébre ef soit A"~ A @upin A. Alors

1) KA = KP4 = K A). En outre, le sous-groupe des cominutaten: -le
GL,(A") est la composante nucutre de GL, (A"} pour tout n.

2) Ko(A) x KYP(A ) a KYP(A). En outre, si on désigne par GLY(A') lu conipo-
sante neutre de GL(A"), son deuxiéme groupe d homologie est naturellement iso-
maorphe K (A )2 Ko A4).
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4.11. EXEMPLIS ET COMMENTAIRES. La premiére partie du corollajre a été
trouvée indépendamment par P. dela Harpe et G. Skandalis [19] par une méthode
toute différente, La deuxidme partie avait (¢ conjecturée dans [27] et partiellement
démontrée (pour .4 C) par Brown, de la Harpe et Schochet [16]. Le corollaire se
déduit bien du théoréme précédent car & @min A est de rang stable fini d’aprés un
théoréme de RiefTel [47].

Notons aussi que Je théoréme 4.9 peut s’appliquer i certaines C*-algébres
qui ne sont pas de rang stable fini. Ainsi, le théoréme de comparaison “tronqué”’
sur Ja suite spectrale associée a la fibration

BGL)(/K‘ @min 14) & BGL](” D min A) =3 BGL“)(ng/ Dinin 1"

donne un isomorphisme Ho( BGLY(B/A @ min A) = KIOP(A).

4.12. Nous allons maintenant décrire briévement la situation pour les groupes

K (.7,) avec i > 1, situation beaucoup plus complexe que pour les groupes K'L-(»ﬂ,.,i_

A

On pourrait décrire des situations analogues pour les groupes K, (#, 2 4). Nous
allons pour cela utiliser les classes caractéristiques en K-théorie topologique et
algébrique définies par A. Connes et I'auteur [9], [31], [32] et qui sont a valeurs dans

I'homologie ¢cyclique.
e théoréme suivant est une conséquence de la théorie de Chern-Welil étendue

&4 ce cadre.
413, TuEORIME. Lhomomorplisme canonique
Ka(,) = KUP(F )~ Z
esr trivial siop < 2n ki

Démonsiration. On a un diagramme cominuiatif

Ko d#,) — KEM(S,) =~ KEN(O=

HCW( I ) ——s HCEP (I ) — HCS2(C) ~ C.

—

La féche oblique est réduite & O en raison de la définition simpliciale des classes
curdctéristigues en fermes de connexion et courbure (théorie de Chern-Weil: cf,
[31]). Dautre part, si p € 2n I, la fleche HCLR(C) — HCOUPL(#,) est une
injection scindée. la fleche en sens inverse ¢tant definie par

ﬂll"":‘(’l D e (2?/ Aoy TT'(H{,H} sty )

(le produit des «; appartient bien & .7 en raison de incgalité de Hilder:
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Par conséquent, 'homomorphisme K,,(.7,) — K¥2(#,) est bien réduit & 0 si
p<2n- 1,

4.14. CoroLLAIRE. Si n = (1 + p))2
a) Ko(F,) est un groupe uniquement divisible,

b) Ky, 17 ,) est la somme direcie de Q)L et d un groupe uniquentent divisible.

Démoustration. Pour tout nombre entier ¢ > 0, on a la suite exacte

0 = Ky 1(7,: 2/g) = Kol F,) — > Ko (F,) > Ko7, Zfg).

Le dernicr homomorphisme est réduit & 0 en raison du dingramme commutatif

Kol 7)) = Kol I, Zfg)

|

KEP(A,) — KPS, Zg)

et du théoréme précédent. Ainsi la multiplication par ¢ ¢st un isomorphisme sur
Ky, (% ,). ce qui signifie que K,,(.7) est uniquement divisible.
Pour tout ¢ an a de méme la suite exacte

B AL ) !
0 = Kol 7,1 Zjg) — "= Koy ((F,) = Ky 4(F,) = 0.
Si on designe par G la réunion des images des 0, on a évidemment G = Q7 Z ainsi
qu’une suife exacte
0 - Q/Z - K?.rl*l("jp) - H - O

En désignant par z, f ¢t 7 la multiplication par g sur chacun de ces trois groupes, la
suile exacte

0 — Keroy — Kerfi — Kery — Cokera — Cokerff — Cokery
o &

Zig Zig 0 0
monire que H est uniquement divisible, c’est-i-dire est un Q-espace vectoricl. Une
basc de H fournit alors un scindage de Ky, _1(.7,) en la somme dirccte de Q/Z et
de H.
4.15. Pour toule ulgébre de Banach R nous avons introduit dans [31], [32]

des groupes de K-théorie “relative” K'(R) qui s'insérent dans des suites exactes

Ko LR = KIN(R) = KI(R) — K (R) — K" R).



HOMO1 OGIE DE GROUPIS DISCRELS 149

Ces groupes mesurent en quelque sorte la “*différence” entre la K-théorie algébrique
et la K-théorie topologique. Par un formaiisme éprouvé en topologic algébrique.
on peul aussi introduire des groupes de K-théorie relative a coefficients KX*'(R; Z/g)

- K®(R). En particulier, KI'(#,) = 0 d’aprés le théoréme 2.6.

4.16. THEOREME. Seoit p tel gue | < p < 3. Alors le groupe Kf;“(.ﬁp) (resp.
K, (.7 ,)) contient une copic de C (resp. C/ZL) en facteur direct.

Démonstration. A J'aide de la définition simpliciale des classes caractéristiques

et de la propriété muiltiplicative du caractére de Chern [31], [32], on peut écrire un
sdlagramme commutatif

KI(C) ¢ Kol ) ——+ KT
| .
QUP(C) K ZEPI ) s LEP(S 1) B )

svee ta définition des formes différentielles *-non commutatives™ donnée dans [9]
et [311,{32). Dans ce diagramme Q?(C) = C et K{*'(C) = C. D autre pari, 'image

de w, (cf 4.8) dans ZYP(.# ) nest pas triviale en raison du diagramme commuiatif

Ku(F) s KIP(F,) —— KEP(C) = Z
[ Y
\ ‘ ;
ZON I Y- e HYV(A ) =——c HE¥(C ) = C

déi considerd plus haut dans un contexte légerement différent. Ainsi. par une chassc
au digeramme, on voit que le cup-produit par u; définit une injection scindée de
C = KPFCy dans K07 ,) (Phypothese p <3 est intervenue dans le fait que Thomo
marphisme HIEPCH ) — HIPPLA D) est une injection scindde; cf. 4.13). Dautre part.

an a une suite exacte

I':. () " KKE :",:»;/p) — Kgcl( F-1=s K;:('?Fp) =iy K m‘!}‘f )

ol P

R |

7z {
Le premicr homomorphisme est r 30 dlaprés 4130 Puisque le générateur de
[ sy est le cup-produit de wd avee le gé tde K¥™(O)idont Mimage

fans K'_"'(_L— V= C oest 2iw), 1l en résulte auss F ) conlient Cf2isZ ~ C 7
e lacleur hrect. '

Pour n =2 1, fe groupe K., (£ ) comtient un Q-gspace
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Démonstration. Bien que .5, ne soit pas une C*-algébre, c’est une C-algebre
dans lesens de[29], p. 233 (cest-a-direque | -+ M* M estinversible pour tout M = .4 ).
En munissant les fibrés plats de ““métriques’ dans le sens de [29], p. 235, on définit
ainsi un homomorphisme K,(#) — K4 5. Celui-ci composé avec ’homomor-
phisme canonique en sens inverse est 'endomorphisme x v — ¥ de K,(.#,), x +=x
étant indutt par Uapplication coniragrédiente. Sion note NKg:(R+) le groupe K, (R)
en général, on a ainsi un diagramme commutatif

R21i+1(C+) —_— Ran(J"p' )

]

K (CF) —— K (F7)

l j

C x QENCHBENCT) —— QEP(S Y BE(A,).

D autre part, d’aprés Borel {4] et Suslin [33], Ky, ,(Q) est la somme directe de Q/Z
ct d’un groupe uniquement divisible H (c’est-a-dire d’un Q-espace vectoriel) qui
est la limite inductive des composantes libres des groupes K, .. d'entiers algébriques
de corps de nombres. En particulier, ce Q-espace vectoriel est de dimension infinie
ctl'application induite de / dans QLP(C+)/BLP(C*) & H,y(C*) =~ Cestinjectived aprés
Ia théorie générale des classes caractéristiques de fibrés plats (cf. Borel [4] et [31],
[32]). Le groupe K., (F,) — K., .1(.#;) contient donc bien un Q-espace vectoriel
de dimension mfinie qui est 'image de H dans Kgl,wkl(,?'p' ).

4.)8. REMARQUE. Pour le groupe K, nous avons démontré un meillcur
résultat cn 4.16 (si p > 1). Jignore si les deux Q-espaces vectoriels obtenus par
{'une cu Mautre des méthodes sont supplémentaires.

4.19. 1l existe une maniére beaucoup plus conceptuelle de définic un homo-
morphisme

K(r_)e”l_ﬂ(c) - C.
Le cup-produit par (u_,)" = 1~<_2,,(.}"f) (cf. 3.6) définit en effet un homomorphisine

Kia(€) = KF'(s1).
D’autre part, il n'est pas difficile de construire un homomorphisme *‘trace”
K73 — C qui rend commutalif le diagrarnme
0 = K(F) - KEI(F) > Ky(F) = 0

Lo

0-2irZ —— C ——» C* - 0
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ol la derniére fléche verticale est le déterminant de Fredholm. Désignons par
(- K%, ,(C)—> C 'homomorphisme composé et par R: K (€)=, (C*)/ By, (C*) =
~ C I'homomorphisme défini dans [31], [32] et utilisé plus haut.

4.20. PrOPOSITION. Oun a la formule

0 =—
{21y

R.

Démonstration. Précisons d’abord que, contrairement aux conventions de
[9]. Fhomomorphisme § de périodicité qui fait passer de H/C, & HC,_, et de sz
a L., , ne fait pas intervenir de facteur 2im, ce qui nous a été imposé par la défini-
tion algébrique du caractére de Chern |31]. [32]. D autre part, it est plus commode
ici dutiliser la définmtion des groupes K. _; en termes de polyndmes laurentiens 3],
[24]. Plus précisément K _s,(-#7) est un quotient bien déterminé de K,(.#7 (Z*)
en désignant par S (Z*) Panneau S/ . ....fe, 77, ..., 12 On peut alors
écrire les deux diagrammes commutatifs

KELA(C) 3 Ko(FH(Z) — > K5 #1(Z%)

chre'xchl chrel
v

C Hg,,(f i (Z?'”)) R —— 52‘"(,5]’ { 22 iéu;;( i Z'z”))

REI(AT) % Ky (COZ¥)) — KELL(A7(22)

chrel chl l._'=1"d

C X Ho(C(Z3)) —— > Qo (FF(Z¥)Bu(IT( Z5)).

Dans ces deux diagrammes 1l convient de noter que chacun des caractéres de Chern
notés ch a une signification légérement différente. Dans le premier diagramme Il
est de nature topologique: il donne par la ““trace” la classe fondamentale du tore
muitipliée par (2in)*". Dans le second diagrammme il donne exactement la classe
fondamentale du tore comme on le démontre aisément par cup-produit. La proposi-
tion se démontre alors par simple chasse au diagramme.

4.2]. THEGREME. On a le diagramme commutatif

K;f,iﬂ((:) —> Ky, 4,(C)

_Ek_ .
(2in) 2" ¢

¢ —— C*
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ou 0'(x) — dét(xw (u_,Y"), dét désignant fe dérerminant de Fredholm. En particulier,

on a le diagrantme commuiatif

K‘_’,lr*FI(C)
i \ R
Y
L
CH '€

oit 1(2) = Log(;ry et oir R' est le régulatenr de Borel [4].

Dénmonstration. Cest une conséquence immédiate de ce qui précéde.

APPENDICE |

DEMONSTRATION ELEMENTAIRE DU THEQREME D'EXCISION MODULO ¢
EN K-THEORIE ALGEBRIQUE ET HERMITIENNE

Soit / un anneau quelconque (éventuellement sans élément unité). On dira
que [ est un idéal excisif pour la K-théorie algébrique module g si, pour tout carreé
cartésien d’anneaux

i

I —

avec [ ~ Ker ¢, et ¢, surjectif, on a
Koo Z2igy = Kl Z{g)
pour tout #. En particulier, an a une suite ¢sacte de K-groupes a cocfficients
(qu'en note K):
Ko (A & Kyoq (A0 = K, 0d7 = K (A) > K(A) @ K (A4,) - K, (4,
Le théoréme stivant esi eseentietiement di & Weibel [61] et Charney [8).

TirorEmt V. Soir Lun annean tel que FLL(L Z]q) — O (T éwanr considdré comme
groupe abélicn ). Alors [est oxcicit pour la ¥-théorie & coctficienis dans 2ig.

Démonstration. Soit
0=l —=R = RII=R 50

une suite exacte dunncaux, Soit E(R') le sous-groupe de GL(R') engendre par les
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matrices élémentaires, GL(R) le sous-groupe de GL(R) défint par le produit fibré

GL'(R) ——> GL(R)
|

]
:
¥

E(R") —— GL(R').
Soit enfin F, Ia fibre homotopique de I'application
BGL(R)* —» BE(R")".
On a alors un diagramme commutatif

BGL(/) ——  fg,
!

i .
BGL(RY——BGL(R)*

BE(R) —— BE(R)* .

Avant de démontrer le théoréme, nous allons d’abord voir qu'il suffit de
montrer que 'application BGL(J) — F,, indull un isomorphisme en homologie
modcdulo ¢g. Pour cela, nous allons utiliser de maniére essentielle le délagage de [a
K-théorie algébrique décrit dans [59], ce qui permet d'ajlleurs de définir les groupes.
K;ect K;( :Z{g) pourtouti/e Z. Ce délagage est obtenu en remplagant les anneaux
A considérés par Jeur “suspension’” SA —= SZ Gz A (cf. [23], [29].[34],[59]): on a
alors QOBGL(SA* ~ K (A)» BGL(A)* de maniére naturelle. On peul noter ici
que si ]-7':,:(1'; Z/q) =0, on a aussi ];f*(SI: Z/g) = 0 car SZ est sans lorsion.

Soit maintenant

0=/ >R, = RJ[— R, —0

une autre suite exacte d'anneaux et soit 0: R — R, un homomorphisme d’anneaux
qui coincide avec Iidentité sur U'idéal 7. Alors # induit une application 0: Fopr —
- Frp qui induit un isomorphisme en homologie mod g duprés I'hypothise.
D autre part, quitte a remplacer les anncaux R, R, ¢t J par leurs suspensions. on

peut supposer que
O Fr) = H(Fgp) ~ M(Fr.i) = Hy( Fr 1)
car il y a excision au niveau des groupes K, [39].

Posons pour alléger Jes notations ¥ = Fyp, X, = Fy , et désignons par X

et ":] les revélements universels de X et X, respectivement. On a alors le diagramme
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commutatif de fibrations

F= > X,
X—X,
K. 1) - Ky, D

avec JI - JI(X) =K () —= II, = {1,(X)) - K (@) Puisque Xet X, sont des espaces
de lacets [59], I — II, opére trivialement sur I"homologie de X et );’1. Puisque
H(X; Zly) ~ H,(X|;Z/g) par hypothése, le théoréme de comparaison sur les suiies
spectrales montre que Hy(X;Z/g) ~ H(Xy; Z/g), done IT.(X;Z/q) ~M (X Zig)
d’apres le théoréme de Hurewicz mod ¢ pour les espaces simplement connexes
[42]. Donc IT.(X;Zjg) =~ H,(X; Zjgq) d'aprés la suite exacte d’homotopie mod ¢
des espaces fibrés. La méme suite exacte montre ainsi que

Ko Zig) = 0(Fy i Zig) x T(Fr o 2y = Ki(g1s Zg)

pour / = 2. Epn utilisant de nouveau le délagage de la K-théorie mentionné plus
haut, on en déduit que K (¢: Z/g) ~ K. (¢p,; Z/g) pourtoutic Z.

Il nous reste a montrer I'essentiel, a savoir que l'application BGL(/} - Fy,
mduit un isomorphisme en homoiogie modulo ¢. En appliquant le théoréme de
comparaison sur les suites spectrales, ceci sera démontré si on montre que E(R’)
(ou, ce qui revient au méme, E(R)) opére trivialement sur H (GL(I); Z/gq). Soit
«donc x = E,(R). Dans E;,(R) on peut écrire v sous forme d’un produit de matrices

de la forme
I 0)
A1)

Siye GL(I) et si x" est de ]la premiére forme par exemple, x' opére sur » par la
transformation

T/:yw(y O — 1)/1)

0 1

Désignons par U, (I) le groupe formé des matrices de la forme

(6 )
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avec o= GL,(f) et i = M,(I). On a vne projection évidente
l): U’Zn([) - GLH([)

Admetions provisoirement le lemme suivant qui sera démontré plus loin:

Lemme. La projection Ua (T} — GL(I} induit un isomorphisme en homologie
miidnlo .

I en résulte aussitét que Thomomorphisme canonique
Hy(UslD)) = Hy(GLy, (1)
coincide avec 'homomorphisme composé
H U, (I) = HAGL (/N - H (GL,U))

puisque U'inclusion GL(J) — U, () induit "homomorphisme inverse de la projection
o {lous les groupes d’homologic sont pris & coefficients dans Z/g).

Ainsl, si (1) 1 He(GL(D) — H (U, (1)) désigne "homomortphisme induit par
7,7, on voit que "homomorphisme composé

{r ‘.)m

H( GL(D) —— H{ Uol 1)) = H(GLy (/)

ceincide avec "homomorphisme compose

ok

b:
Hy(GL (1)) —— Hy(Ua (D)) = Hy(GL,(1)) » H(GLy,(1).

Donc automorphisme intérieur par " induit Pidentite  sur H (GL(D) =
= lim H,{GL,(f)). On démontre un résultat analegue si x’ sécrit sous la forme
—

o

Deémonstration du lemme. On a une fibration
BT,(1) - BU,, () = BGL,(I)

ot Tp () = I" désigne le groupe abélien formé des matrices s’écrivant sous la forme

o 1)
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ol ~ «: M (/). La suite spectrale de Hochschild-Serre s’écrit donc
HAGL): HATo (D) Zig)) = H,, (Us (1), Zlg).

Puisque Hy(T,,:Zjg) ~ Ljg et que H (T, ([): Zjg) = 0 pour r 3 0, cette suile
spectral dégénére et on trouve bien le résultat annoncé.

REMARQUE 1. Si f est uniquement g-divisible, ﬁ*([; Z/gy = 0. En effel, sip
est un diviseur premier de g, il suffit de démontrer que H*([; Z/p)- 0, cequi résulte
de [6], théoréme 6.4, par exemple.

RemarQue 2. En fait, nous avons démontré un peu plus que le théoréme
annoncé, a savoir l'isomorphisme

HABGL(I), Z/g) ~ H( Fr.i: Z]g).

En outre. si l'idéal 7 vérifie la relation (RS),. R. Charney a démontré que
H{BGL{[I); Zig) =~ H (BGL{[); Z/g) pour m1 = 2i - n— 3.

Le théoréme précédent se généralise au cas ot A, 4,, A, el A" sont des un-
neaux hermitiens, la K-théorie étant remplacée par la “*L-théorie” dans le sens de
[26],[29], {30]. Pour simphfier, on supposera que 2 est mversible dans tous les
anneaux considéres. La construction -+ de Quillen s'applique a l'espace classifiant
du groupe g-octhogonal infini ,O(A) el on pase L, (A)  O,(B.O(A)") pour n == 1.
En outre, le sous-groupe des commutateurs de ,O(A4) est engendré par les matrices
s-élémentaires, c'esl-d-dire les matrices 21 > 2n de la forme (cf. [60])

[ [0
ou .
0 1 |
avee ‘A aso Siof est un anneau hermitien (@ventuellement sans élément unid).
on désigne pay /, le sous-groupe de / formé des éléments u tels quew o
THEGREME 2. Soir T un anneau hermitien tefl que H (L Efg) = Hil;Zlg) -0
(1 et L, étant considérés comnie groupes abéliens). Alors I est excisif pour la L-théoric
& coefficients dans Ljg. En particulier, pour tout carré cartésien d’annequx lierpiiicns

{ —— A4,

Ag—s A’

avee o) surjectif et I Ker gy, on a une suite exacte de L-groupes a coefjicionts s
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Zig (notés L):
r_ty|+l(/4|) QJ .7[:”_}_1(’42) & ;'Lr!-l-l(Av,) - ,.E"(A) - i'Lil(/Il) 5] r]-’rl(AQ) =* IL"(A‘) -

Démuonstration. Elle est analogue a celle du théoréme | compte tenu de [a
remarque suivante. Si ¥: R — R’ est un homomorphisme surjectif d’anneaux
hermitiens, "homomorphisme de groupes associé¢ ,O(R) — ,O(R’) induit un homo-
morphisme surjectil pour les sous-groupes de commutateurs (qui sont engendrés
par fes matrices e-clémentaires).
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APPENDIX 2

A CASE OF STABILITY FOR THBE HOMOLOGY OF LINEAR GROUPS

by WITBERD VAN DER KATLEN

In this appendix we describe Bow R Charney’s puper [2] implies the following
result:

THEOREM. Let A he an associative ring (not unitary) of fnite stable rank such
that the canonical map A (D> | A= A s an isomarphism. Then, i 12, the stabilisationr
maps

HJEfA); ZY - H(EoAy, 2y and HAGL (A Z)Y - H(GL(A): 1)

are fsomorphisms for n sufficiently large.

RiMarRK. This theorem is used in &4 of [3] where it is noticed that any C*-
-algebra A is isomorphic with the algebeaic tensor product A & 4 A,
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The idea of the proof 1s to use a qualitative version of Charney’s theorem
5.21n 2], restricting attention to homology in dimension< 2. Here “qualitative ver-
sion”” means that both in the theorem and in the proof all inequalities that involve
n are replaced by the sentence “for » sufficiently large”. In order to satisfy the
conditions of her theorem qualitatively, we shall prove first the following lemma:

LemMA. For nz5, the image of Hy(E, (A L) in H(E(A); Z) is poiniwise
JSixed under the action of the symmetric group %, .

As usual we consider two intermediate groups, one of which is the semi-direct
product A" ' E,_,(A4) generated by the elementary malrices e;{a} with a € 4,
| <7< n, | =£j<n % j(the other is the “mirror image™’ along the diagonal).
We have the following analogue of the lemma in the appendix of [3]:

SUBLEMMA. Fornz 5, the map HoAE,_\(A):£) = H, (A" E, (4): ZL)isan
Isomaorphisar.

Proof of the sublemma. As AA = S, the groups E, (A), 4"~ 'x E,_, are
perfect and we may use the theory of universal central extensions[4]. For x,v ¢ A"t
G E,_(A), let us write Ly, v] for the commutator [, 1] in the universal central
extension G of A"~V [1, _ (A) with x" a lift of x and 1 a lift of y. Recall that Stein-
berg’s trick tells that {x, y} does not depend on the choice of lifts. By a familiar play
with commutator identities [3], one shows

(1) ei{a), gjn(bf)} = Leqlab), C‘A;x(f)}

for a, b, ¢ = 4 and i.j. k. distinct, Now, if mi is chosen distinct from 7, j. Ao,
one sees

[ . 2 S T )

fe;(a). e, be) walab), e ()] == {eg (@), e,,(be)}

3

so that the left hand side of (1) is independent of j (and the right hand side i~
Independent of k). In particular, (1) tells that
teila). e, (be)) == {ey(ab), e, (c);
(this looks similar to the identily @ 3 be = ab <3 ¢ in A @ 4 4). Plaving a little bit
further with commutator identities as in [5]. one sees that there is a homomorphism
of groups
P, AR A -0
|

sending @ @ b 1o {e;;(a), e, M)} Therefore, we may put x;(a) = ¢, (Y5, ® ¢,) for
ac A, where ¥ b, ®c, is chosen such that it maps to @ under the isomorphism
A& , A=~ A. One has Steinberg relations such as {¢;;(a). ¢;,(b)} = x;,(ab) so that the si-
tuation is as follows: G is the semi-direct product of the universal central extension
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ol F, ;(A) with the normal subgroup of ¢ generated by the ~vjiah. o = 4.1 </ < n,

Morcover this normal subgroup 1s isomorphic to its image i E (1) (cf. [4], Lemma
9.14). The sublemmu follows.

Proof of the lenuna. 1t is the same proof as in [2], 5.5,

Proof of the theorem. We embed A as an ideal in a unitary ring R of linite
stable rank [7]. As A4 — A, the perfect group E,(4) is normal in E(R) for
s = 3 and thus equals the group E,(R. A) of [I] (compare with Theorem 4.4 of
|3]). The usual stabilitv theorems (sce [1]) thus imply that tiie map

GL/E{1) - GL(A)/[GL(4), GL{ 41
is an isomorphism {or s sufficiently large. In particular. E 1) GLA) 1 [GL(A)
GL{AY Tor i sufficiently large.

Now thiat we know how to deal with H(E,(4); Z) in the itheorem let us
urn o the group GL (4). Then the statement follows by a comparison in fow
dimensions of the Hochschild-Serre spectral sequences of the extensions

1 = E,(4) » GL,(4) = GL,(A)VE,(1) = !
1 = E(A4) = GL{A) - GL{/E(A) — |

RimarRK. Together with the appendix of [3], these arguments vield a some-
what different proof of excision for K, of 4 (compare with [6]).
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