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ALGEBRE. — Homologie cyclique et K-théorie algébrique 1. Note (*) de Max Karoubi,

présentée par Alain Connes.

définies dans [S] pour les

uelconques les classes caractéristiques « absolues »
et les résultats de la Note

Nous étendons aux anneaux q
la nous utilisons I"homologie cyclique ([2}, [3]; [

Q-algébres commutatives. Pour ce
précédente [6].

ALGEBRA. — Cyclic Homology and Algebraic K-theory L

We extend to arbitrary rings the “absolute” characteristic classes defined in [5] for c
we use cyclic homology ([2], [3], [7) and results of the previous Note [6].

ommutative Q-algebras. For
this
CTERISTIQUES. — Pour toute Q-algébre A, A. Connes a

— HC,, (A) [2]. Plus généralement, si A est une k-
ecteur p dans M, (A)

1. DEFINITION DES CLASSES CARA
défini des homomorphismes Ko (A)
algébre, tout module projectif de type fini E est I'image d’un proj
pour un certain r.
Ce projecteur définit un homomorphisme d’anneaux :
6: R=k [x]/(x*—x) = M, (A),
par 8 (x)=p. Puisque f-lEz, (R) ~ HC,, (k) = k canoniquement [7], il existe un élément
privilégié u; de EEZ, (R) = HC,, (R). L’image de u, par ’homomorphisme composé :

Tr
HC.,(R) » HC; 1(M,(A)) = HC:.(A),
cherché : on démontre qu’il ne dépend que de E

ou Tr est la « trace », définit I’invariant
duit bien un homomorphisme Chp :

et que c’est une fonction additive de E, donc in
Ko (A) = HC;; (A). Notons que le diagramme suivant commute :
HC;; (A)

S

Chl*l
¢ HC; .-, (A)

Ko (A)

Nous allons maintenant construire des invariants de la K-théorie algébrique

« supérieure » :
D:: Ki(A)— Hi(AA) et Chl:K;(A)—» HG+2:(A).

Ici D, est 'homomorphisme introduit par K. Dennis [4], Ch? est ’homomorphisme
composé K; (A) = H;(A, A) —HC; (A) et les Ch! rendent le diagramme suivant

commutatif :

Ki (A) S

b\

Pour cela, désignons par MA I'anneau des matrices infinies do
nuls sauf un nombre fini et par G=GL (A) le groupe linéaire infini.

HCis2:(A)

HCis2:1-2 (A)

nt tous les coefficients sont
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On a alors des isomorphismes de Morita induits par la trace :

HC;(MA) = HC;(A) et H;:(MA,MA) ~ H;(A,A)

P~ . )
ainsi qu'un homomorphisme d’anneaux k [G]—» MA. L’homomorphisme de Dennis D; est
la composition des fléches suivantes :

K,(A) =m(BG*) — H,(G) — Hi (k [G]) ¥ H:(MA, MA) — H;(A, A)

parmi lesquelles h; est 'homomorphisme de Hurewicz, ¢, est induit par ¢ et 6 est induit
par 'homomorphisme de complexes :

81®L® ... Q% (28182...8) 08100 ... g

considéré dans la Note précédente [6]. Pour définir Ch} on remarque simplement que
H; (G) est un facteur direct canonique dans HC;,, (G) [6].
Au-dela de H; (G) on peut donc aussi considérer la composition des homomorphismes :

(] ~
Ki(A) = Hi(G) » HC, 13 1(G) > HCy12:(k [G]) 2 HCy4 2, (MA) - HCi121(A)

ou 0 est aussi défini dans [6], paragraphe 2. Il est clair que les homomorphismes D; et
Ch! satisfont aux propriétés requises.

II. — DEFINITION SIMPLICIALE DES CLASSES CARACTERISTIQUES. — Nous allons reprendre
ici le travail commencé dans [5] ou A est maintenant une k-algébre unitaire quelconque
non nécessairement commutative mais en supposant quelques factorielles inversibles dans
k. De maniére plus précise, la méthode développée dans [5] se généralise sans peine a ce
cadre a condition de considérer le complexe des formes différentielles non commutatives
Q, A défini dans [6]. Les « traces » prendront alors leurs valeurs dans :

Q, A=Q, A/[Q, A,Q, A].

D’autre part, si E est un k-module et si 1/n! €k, les groupes de cohomologie H? (X; E)
ou X est un ensemble simplicial, peuvent étre calculés pour p < n par le complexe de
De Rham-Sullivan des formes différentielles « simpliciales » de poids < n (cf. [1]), c’est-
a-dire combinaisons linéaires a coefficients dans E d’éléments de la forme :

XX .o Lxqrdx;, Adxg, A e A dx,-P avec Oo+0;+ ...+, +p = n

(x0, Xi1,..., X, rTeprésentant les coordonnées barycentriques sur chaque simplexe de
dimension m). On désigne par Q” (X, E) le k-module des formes différentielles de degré
p et de poids < n (donc p < n aussi).

En suivant [5], considérons maintenant le bicomplexe Q* (X, 6* A) et le sous-complexe
%% (X) défini par :

€' (X)= @ X QA DZ X, QA
. Ovi.

GrHiX)= P QX QA

p<q
p+q=2r+1

oy e v

sk el
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On notera #% (X) 'homologie de ce sous-complexe; elle se calcule par une variante du
théoreme de Kiinneth : pour r < n, on a une suite exacte scindée :

0~ @D  Ext(H,(X), Hy(A)) - #3"(X)

ptq=2r—1
‘ p<gq
~ @ Hom(H,(X), H,(A)®Hom (H,(X), Z(A)) » 0.
:'I !~ B ptg=2r .
k A tout A-fibré plat E sur X de fibre A%, on a associé dans [5] un caractére de Chern

Ch, (E)e #°%" (X). En particulier, si X est une sphére homologique de dimension p, on en
déduit un homomorphisme de Z ~ H, (X) dans H, (A) pour p < ¢ qui peut étre défini par
« intégration » sur les simplexes de dimension p de 1/r! Tr (Rr) ou R est la forme de
courbure [5]. D’aprés la description de la K-théorie algébrique en termes de fibrés plats
[5], on en déduit un homomorphisme :
Ki(A) - H;,, 1(A)
(en posant p=i et g=i+2 l) qui est bien défini pour i+[ < n.
Supposons maintenant que A soit une algébre augmentée. Dans ce cas :

Hevar (A)~Ker (HC, 50 (A) — Hy, 0, (A, A) (2], [6).
On en déduit un homomorphisme :

Chi': Ki(A)- HCis21(A),
avec Ch;'=0 pour I < 0.

THEOREME. — Supposons n! inversible dans k. Alors les homomorphismes Chi! sont bien
définis pour i+1 < n et rendent le diagramme suivant commutatif :

; . Ch: ! HCI'+2 ] (A)
i K, (A) s
rl-1 ——
Ch; HCii21-2 (A)

s

En outre, le diagramme suivant est commutatif :

HCii2 1 (A)

Ch!
n

Ki(A)

HCi12,(A)

ou Chj est défini dans le paragraphe 1 et ou m est la projection canonique de [

homologie
cyclique sur I'homologie cyclique réduite.

La démonstration de ce théoréme est trop technique pour étre reproduite intégralement

ici. Mentionnons simplement que les formules décrivant Ch, (E) (¢f. [5]) ne font intervenir

i ‘ que les « différentielles logarithmiques » gi; ! dgy; des fonctions de transition gui de E. Ceci
; Mmontre que dans les diverses factorisations permettant de définir Ch| et Ch;' I'ingrédient
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essentiel est un homomorphisme naturel H; (G) - HC;42: (G) defini pour tout groupe G
noté Al ou A;! suivant la situation. Puisque Afet A;' sont tous deux compatibles avee
’homomorphisme de périodicité S et qu'il n’existe pas de transformation naturelle
différente de 0 de H; (G) dans H;+ (G) pour k > 0, il suffit de comparer A? et A;°, O

dans les deux cas, ’lhomomorphisme composé H; (G) = HC; (G) 5 HC;, (G) est réduit
4 0. On doit donc avoir A;'=X Al pour un certain scalaire A€ k. Pour déterminer A, il suffit
de choisir I'exemple G=Z".

Dans ce cas, H; (G) ~ k et 'homomorphisme :

k ~ H;(G) = Hi (k[G], k[G)) - HP* (k [é]) ~ k,

qui associe a la forme différentielle non commutative ag da; ... da; la forme différentielle
usuelle ao da; A day A ... A da; est la multiplication par i! d’apres les formules usuelles
de multiplication en homologie de Hochschild. Puisque I’homomorphisme composé :

Ch’: K,(A)— Hi(A)— HER(A)

est multiplicatif [5], le théoréme en résulte (choisir A =k [G]).
Remarque 1. — Pour une Q-algébre A, A. Connes a aussi défini un homomorphisme ;

Chi': Ki(A)— HC;+2.(A).

Si A désigne I'algébre A augmentée d’un élément unité, il est facile de voir que le
diagramme suivant commute :

1 o
K, (A) —;>' HC, +2: (A)

A &

__—.—>
K, (A) Chy’ HC42:(A)

Remarque 2. — Pour les fibrés plats de base X quelconque, la méthode développée dans
le paragraphe 2 semble apporter des résultats plus fins (a condition d’inverser quelques ¥
factorielles) que la méthode du paragraphe 1. Pour généraliser les résultats du paragraphe 1 u
a ce cadre il manque semble-t-il une « bonne » interprétation des formes différentielles en j

caractéristique quelconque. :

(*) Remise le 19 septembre 1983.
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ALGEBRE. — Homologie cyclique et K-theorie algébrique 11. Note (*) de Max Karoubi,
présentée par Alain Connes.

Nous étudions la compatibilité du caractére de Chern généralisé [7] avec les structures multiplicatives en
cohomologie cyclique [3]. Nous définissons aussi de nouveaux invariants de la K-théorie algébrique d’algébres

de groupes.

ALGEBRA. — Cyclic Homology and Algebraic K-Theory IL.

We study the compatibility of the generalized Chern character [7) with the multiplicative structures in cyclic
cohomology [3]. We also define new invariants of the algebraic K-theory of group algebras.

I. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE CYCLIQUES. — Nous reprenons ici les considérations
de [3] en les précisant et en les adaptant a la cohomologie des k-algebres et des groupes.

Rappelons d’abord que la catégorie A a comme objets les entiers naturels [n], un
morphisme [n] — p étant donné par une application croissante {0, ..., n} = {0, ..., P}
Ces morphismes sont engendrés par les deux familles de morphismes :

gi=6iq: lq—11—[d et Ni=Niq: [g+11— 4],

satisfaisant aux relations usuelles [8], p- 234. La catégorie A de A. Connes [3] a les mémes
objets que A mais on stend I'ensemble des morphismes en considérant en outre les
permutations circulaires de la source ou du but. De maniére plus précise, si on désigne par
A=)\, la permutation de {0, ..., q}=Z/q+1 pour tout g définie par A(j)=j—1,0ona les
relations :

g=A"t.gi-g. A et ni=A""Mi-1. M

Ces relations définissent alors A comme « produit semi-direct » de la catégorie A avec les
divers groupes cycliques Zlg+1.

Soit k [A] (resp. k [A]) 'algébre associée a la catégorie A (resp. A), Cest-a-dire 'algebre
engendrée par les symboles €;, M; (resp. &, M A) €t vérifiant les relations ci-dessus. On peut
remarquer qu’'un groupe abélien simplicial (resp. cosimplicial) est un k [A]°-module (resp.
un k [A]-module) & gauche. De maniére analogue, on définira un Z-module cyclique (resp.
cocyclique) comme un k [A]°-module (resp. un k [A]-module) 4 gauche. On pourra
remarquer ici que k [¢°] = k [€]° pour €=A ou A, et que nous nous écartons légérement
des notations de [3], ce qui n’a qu'une importance relative puisque les catégories Aet A°
sont isomorphes [3]. D’autre part, pour éviter des lourdeurs d’écriture nous ¢crirons
souvent A, A, etc. au lieu de k [A], k[A], ... Par exemple, un Z-module cyclique est donné
par une famille de groupes abéliens E, avec des morphismes : '

d;: E,;—’Eq_l, S - Eq—'Eq+1 et ‘O . Eq—PEq.

satisfaisant aux relations « duales » de celles écrites plus haut : celles de [8], p. 234, puis :

di=0.d,"1.0'_1 et S£=G.S,‘_1.O'Al [9]

En particulier, a toute k-algébre A on peut associer un Z-module cyclique en posant
E,=A%"! (produit tensoriel sur k de g+ 1 copies de A) et :

di(ap® ... ®a)=a0® ... Ra;ai+1® ... ®a; pour 0<i<g,
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dg(a0® ... ®a)=a,80@a; ® ... @ a4,
5i(@a® ... ®a)=a®...a;@01®a+ ® ... ® aq,
o(a® ... ®a)=0,®a,® ... ®a, ;.
C’est essentiellement le module A* considéré dans [3] via I'isomorphisme entre A et A°,

Soit C* le A-module & gauche défini dans [3]. En considérant C* comme un A°-module
a droite, il est facile de voir que C* ® E~ E, pour tout Z-module cyclique E. En explicitant
AO

le complexe double C"""@ﬂA'l [3], on retrouve le complexe défini dans une Note
A
précédente [6]. On en déduit aussitdt I'isomorphisme :
HC, (A)~Tor2’ (k*, A").
De maniére duale, si E=(E¥) est un Z-module cocyclique, Hom, (C*, E) ~E* En

particulier si on pose en général M* = Hom (M, k), A** est un Z-module cocyclique et on
peut définir :

HC"(A) =Exts (k¥, A* %),

Ainsi HC"(A) est le n-iéme groupe de cohomologie du complexe simple associé au
complexe double :

A2* 1—¢ A2* > A2
5 T 1—r* Tb" N* T ¥ 1—*
A* ~ A* A*—

Cest-a-dire le complexe dual de celui définissant ’'homologie cyclique.

Soit maintenant G un groupe quelconque et soit A =k[G]. Soit A*le sous-module
cyclique de A* engendré par les produits tensoriels g, ®g1® ... g, g:€G, tels que
£0-81 - - - gn=1. Il est clair que HC,(G) ~ Tor2" (k¢, A*) [6]. De méme, on peut définir :

‘ HC"(G) =Extj (k*, A* *).
Comme dans [6], paragraphe 2, on démontre que HC"(G) ~H"(G) @ H" (G ®...

II. COMPATIBILITE DU CARACTERE DE CHERN AVEC LES STRUCTURES MULTIPLICATIVES. —
L’exemple des fonctions C* sur une variété montre qu’il est vain sans doute de rechercher
un produit naturel :

HC,(A) x HC,(B) - HC,+,(A®B),

compatible avec le cup-produit en homologie de Hochschild [2]. Par contre, on peut
définir un cup-produit en cohomologie cyclique ([2], [3)) :

HC"(A) xHC?(B) - HC"*?(A ® B),
comme composition des fléches :
Exta (kt, A**) x Ext} (k%, B**) — Ext}’% (k*, A"™* ® B'*)

—ExtA%% (k*, (A ® B)**) » Ext}*? (k*, (A ® B)*™¥),



¢
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ou la premiére fléche est le produit V de Cartan-Eilenberg [1], p. 216, et ou la derniére
fléche est induite par la diagonale A — A x A. Puisque A est une sous-catégorie de A, on
a un diagramme commutatif :

HC"(A)xHCP(B) —  HC"*’(A ®B)

i
H"(A, A*) xH? (B, B*) > H"*?(A ® B, (A ® B)*).
De maniére tout 4 fait analogue, si G et L sont deux groupes, on peut définir un cup-
produit :
HC"(G) x HC?(L) - HC"*?(G x L),
qui rend commutatif le diagramme :
HC"(G) x HC?(L) - HC"*?(G x L)

H"(G)xH?(L) — H"*?(GxL).

[l en résulte aussitot que dans la décomposition de HC"(G) et de HC?(L) en somme
directe de groupes de cohomologie, le cup-produit entre les « HC-groupes » s’obtient
composante par composante : ceci est par exemple une conséquence du théoréme de
Kan-Thurston [4] qui implique qu’il n’existe pas de transformation naturelle non triviale :

H"(G) xHP(L) > H"*?»~"(G x L),

pour r>0. )

Enfin, une derniére remarque : nous aurions pu aussi bien considérer des HC-groupes
a coefficients dans un k-module M, c’est-a-dire Exti (k*, A*"*®M). Si on note
HC" (A ; M) de tels groupes, on a aussi un cup-produit :

HC"(A; M) x HC?(B; N) » HC"*?(A ® B; M ®N),

verifiant des propriétés analogues.
THEOREME. — Soient a;eK;(A), bjeK;(B) et soit a;\Ub;jeK;+;(A ®B) le cup-produit
de a; et bj en K-théorie algébrique. Soient :

weHC*2/(A; M) et 8eHC/*2™(B; N).

On a alors la formule :

(Chitf(a:Ub;), ®UB) =(—1)Y< Chi(a), ©> ® ( Chy (b, 0>,

dans M®N, en désignant par { , > I homomorphisme de dualité entre homologie et
cohomologie.

Esquisse de démonstration. — Nous ne considérerons que le cas ou i et j sont strictement
positifs, les autres cas étant laissés en exercices au lecteur. Alors I'élément a; (resp. b;) est
représenté par une application continue §'— BGL,(A)* (resp. S/ - BGL,(B)* pour
certains entiers r et s=>3). On en déduit des éléments ;€ H;(GL,(A)), BjeH;(GL,(B)) et
'image de a; U b; dans H;. ;(GL(A ® B)) par I’homomorphisme de Hurewicz est celle du
couple (a;, B;) par 'homomorphisme composé :

H;(GL,(A)) x H;(GL,(B)) - H;4;(GL,(A) x GL,(B))
S Hi+;(GL, (A ® B) » His;(GL(A ® B)).
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Ceci est par exemple une conséquence de la description de la K-théorie algébrique ep
termes de fibrés plats [5]. Si on pose G=GL,(A) et L=GL,(B), le théoréme résulte alorg
des considérations de la fin du paragraphe 1 et de la description du caractére de Chern 7.

[I1. INVARIANTS DE LA K-THEORIE ALGEBRIQUE D'ALGEBRES DE GROUPE. — Soit R une k.
algébre ou G opére a droite et soit R [G] I'algébre du groupe avec la régle de multiplication
g.r'=r.g (r—r? désignant I'action a droite par geG pour reR). La correspondance :

goro®gir®-- .®g,.r,.>—»Tr(r0rf'-x rzg:‘lg"' A Vo - I ® g
si 1 g;=1, et 0 sinon, induit un homomorphisme :
T;: HC:;(R[G]) = HCi(G; Ho(R)).

Ici, Tr : R —» Ho(R)=R/[R, R] désigne I'application canonique et HC;(G; M) désigne en
général I'homologie du bicomplexe M ® C**(G) [6] paragraphe 2. On a de méme un
G

scindage canonique :
HC;(G; M)~H;(G; M) @ H,-2(G; M) D ...

En composant le caractére de Chern [7], paragraphe 1 avec T;, on obtient finalement un
homomorphisme :
g’ ¥ Ki(RIG) > Hir2:(G; Ho (R).

Un homomorphisme analogue (pour i=0 ou 1 et Q@ < k) a été défini pour la premiere fois
par A. Connes. Bien entendu, les propriétés multiplicatives du caractére de Chern décrites
dans le paragraphe 2 se transcrivent sans peine aux classes y.. Mais ici, on peut donner un
énoncé dual en homologie sous certaines hypothéses.

THEOREME. — Supposons que dim (k) <1 (par exemple k=2 ou un localisé de Z ou un
corps quelconque). Supposons aussi que R, S, Ho(R) et Ho(S) soient des k-modules
projectifs. Soient a;e K{R [G]) et b;eK;(S[L]). On a alors la formule :

Yiei@Ub)= Y i@ Uyl (b)),
l+m=n
dans Hisj420(G xL; Ho(R ® S) Hi j+24(G x L; Ho(R) ® Ho(8))-
En désignant par z la différence des deux membres de la formule, on voit que le
théoréme est une conséquence du lemme suivant :

LEMME. — Soient C et Y deux complexes de k-modules projectifs et soit ze H, (C®Y)
tel que {z, ®\U 8 )»=0 pour tout e H*(C) et 6 H*(Y). Alors z=0,

(*) Remise le 19 septembre 1983.
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