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UN des buts de cet article, qui est la suite dun travail precedent [6], est de montrer que les 
operations de Steenrod s’introduisent de man&e simple et naturelle dans le cadre des 
formes differentielles non commutatives. La verification de leurs proprittes y est alors plus 
aisee que dans celui usuel des cochaines (comparer avec [lo] chapitre VII par exemple) et 
sans le formalisme des theories cohomologiques generalides [S]. 

En outre, la methode utilisee ici conduit a une definition axiomatique “constructive” de 
ces operations. Pour un anneau commutatif quelconque R, elle repose sur le choix de 
modeles d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane K(R,n) sur lesquels le groupe symetrique 6, 
opere (les formes differentielles non commutatives constituant le modele le plus simple). 
Quelques proprittes simples de ces G,-espaces, “controlant” la non-commutativite du 
cup-produit, permettent de caracteriser les operations de Steenrod. C’est la presentation 
que nous avons finalement adopt&e dans la Section 1, les formes differentielles non com- 
mutatives etant introduites dans la Section 2 seulement. 

D’autres modeles d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane oh le groupe symttrique opere sont 
obtenus en considerant des variantes du produit symetrique infini de la sphere S” (cf. [3]). 
En effet, par permutation des coordonnees, 6, opere naturellement sur R” et sur S”, 
compactifiee d’alexandrof de R”, done sur son produit symetrique infini x K(Z, n). La 
caracterisation axiomatique prtcedente permet de definir les operations en cohomologie 
mod. p grace a la reduction mod p de ce produit symttrique infini: dune part les “carres” de 
Steenrod Sq’ (pour p = 2), d’autre part les operations designees usuellement par Pi (pour 
p impair). Pour R quelconque # Z ou Z/p, il convient de remplacer le produit symttrique 
infini par le R-module libre engendre par un modele simplicial de la sphere S”. Cependant, 
comme nous le verrons dans un prochain article [7], le produit symetrique infini peut &tre 
interprete comme une version topologique de la theorie des formes differentielles non 
commutatives. 

Comme il est bien connu, les operations de Steenrod peuvent etre aussi difinies grace 
a la cohomologie equivariante [lo]. Ce point de vue est repris ici, mais dans un esprit 
sensiblement different. Pour tout entier n et tout espace X, nous mettons en evidence 
l’existence dun complexe nature1 de “formes differentielles” sur lequel le groupe symetrique 
6, opere (Section 3). Cette structure supplementaire de “formes avec symetries” semble 
constituer un bon modtle algtbrique du type d’homotopie de X, puisque c’est elle qui 
determine essentiellement la structure multiplicative de la cohomologie ainsi que les 
operations cohomologiques. 

Une remarque s’impose sur la ntcessitt dun tel article, compte tenu de l’abondante 
litterature existant deja sur le sujet (cf. notamment l’excellente reference [8] et celles 

mention&es a la fin). I1 nous a semble qu’une presentation ilementaire, sans formalisme 

699 



700 Max Karoubi 

excessif, pouvait itre utile. Comme il a ete dit plus haut, il est aussi a esptrer que 
l’introduction de ces “formes differentielles non commutatives avec symetries” puisse 
conduire a une meilleure comprehension du type d’homotopie “entier” des espaces (le type 
d’homotopie rationnel etant determine par le modele minimal de Sullivan). 

Dans un travail ulttrieur, nous donnerons une definition Cquivalente des operations de 
Steenrod en termes de “produit cyclique” d’espaces: ce point de vue nouveau permet 
d’etendre cette definition en homotopie stable. 

Remerciements. 11 me convient de remercier A. Dold et P. May qui ont fourni de 
nombreuses references bibliographiques. Elles figurent a la fin de cet article. 

Les notations suivantes sont frequemment utilisies: si G est un groupe discret et si X est 
un G-espace, on note Xi,, l’espace de Bore1 associe, soit EG xG X, EG designant le G-fibre 
principal universe1 sur BG; Xhc est le “quotient homotopique” de X par G. On note de 
m&me XhG l’espace des “points fixes homotopiques”, c’est-a-dire l’espace d(t) des sections 
du fibre 5 = EG x,X sur BG. Les notations Xc et Xc designent respectivement l’espace 
quotient X/G et I’espace des points fixes de X par l’action de G. On a evidemment des 
applications XhG + Xc et XG + XhG qui ne sont pas des equivalences d’homotopie en 
general (noter cependant que la premiere est une equivalence d’homotopie si G opere 
librement sur X). 

1. DfiFINITION AXIOMATIQUE “CONSTRUCTIVE” DES OPfRATIONS DE STRENROD 

1.1. Dans ce paragraphe nous nous proposons de definir les operations de Steenrod de 
man&e “constructive” en partant d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane muds d’actions appro- 
pikes de groups symdriques. Plusieurs constructions de ces espaces sont possibles, dun 
point de vue simplicial ou topologique. Le lecteur curieux pourra se reporter tout de suite 
a la Section 2 pour des descriptions explicites. 

De man&e precise, soit R un anneau commutatif qui sera fixt dans tout ce paragraphe 
et soit K(R, n) un espace d’Eilenberg-Mac Lane: tous ses groupes d’homotopie sont nuls, 
sauf le n i&me qui est isomorphe a R. Pour simplifier les notations et s’il n’y a pas de risque 
de confusion, on notera simplement Z” cet espace d’Eilenberg-Mac Lane. On suppose alors 
les donnees suivantes: 

- une structure de R-module topologique sur Z” (R Ctant muni de la topologie discrete). 
- une action+ du groupe symttrique 6, sur Z”. 

Ces donntes doivent satisfaire aux axiomes suivants: 

(a) Le cup-produit en cohomologie est induit par des accouplements R-bilintaires 

f#J,,,:zm/\zn+zm+n 

qui sont associatifs en un sens evident et qui sont equivariants pour faction du sous-groupe 
6, x 6, de 6,+,. En particulier, la “puissance p itme” 

up:zq_*zq/\ ... r\zq-+zpq 

t Toutes les applications consid&es dans cet article sont continues, sauf mention explicite du contraire. Tous les 

espaces ont le type d’homotopie de CW-complexes. 
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(ou la premiere application est la diagonale) est Cquivariante pour l’action du groupe 6,, 
operant trivialement sur Zq et via l’inclusion de 6, dans 6, sur Zpq. On posera souvent 

ePp = UP(o). 
(b) Si w,,,EZ~ et O,EZ”, on a r$,&~,,,,tI~) = a*(&Jf&,,~,)), ou B* est l’automor- 

phisme de Z”+” associe a la permutation de { 1,2, . . . , n + m), Cchangeant les n premiers et 
m derniers objets (en les conservant dans le m&me ordre). 

(c) L’action de 6, sur Z” est homotopiquement Cquivalente (dans la categoric des 
R-modules topologiques) a celle induite par la signature des permutations: il existe done une 
suite de modeles Cquivariants de K(R, n), soient X,, r = 1, . . . ,2s, et des equivalences 
d’homotopie equivariantes X1 -+ X2 c X3 + ... + Xzs, ou X1 est le modele donnt et ou 6, 

opere sur XL via la signature des permutations. En particulier, si G est un sous-groupe 
du groupe alteme A, ou si 2 = 0 dans R, l’espace de Bore1 associe EC xG K(R, n), (oii EC est 
le G-fibre principal universe1 sur BG = K(G, 1)) a le type d’homotopiefibrt de BG x K(R, n). 

1.2. Considerons maintenant un sous-groupe n quelconque du groupe symetrique G, et 
dtsignons par 

l’espace de Bore1 associe, vu comme fibrt sur Brr, n operant sur Zpq via I’inclusion evidente 

de 6, dans 6,,. L’application Up: Zp + Zpq definie en 1.1 (“puissance p ieme”) induit alors 
l’application fibree suivante: 

tip: Bn x Zq = En x,Zq --t En x,Zpq 

avec JIP(x, o) = (x, oop), aussi bien qu’une application Gp de Zq dans l’espace des sections 

d(t) du fib& 5. Cette derniere associe au point o de Zq la section x H (2, o@J’), I &ant un 
releve quelconque de x dans En. 

1.3. Si q est pair par exemple, les fibrts de Bore1 sont homotopiquement triviaux car 
l’action de n sur Zpq est homotopiquement triviale (cf. l’axiome (c) en 1.1). Dans ce cas, II/” 
s’interprete simplement comme une application 

bien definie a homotopie pres, compatible avec la projection sur Bn, c’est-a-dire comme une 
application de Bn x Zq dans Zpq. Si q est impair et si T est inclus dans le groupe alter& (ou si 
2 = 0 dans R), tip s’interprete de la mCme man&e. 

1.4. De man&e plus generale, l’espace des applications de X dans d(l) s’identifie a 
HP4 (Bn x X; R,), R, designant le systeme de coefficients locaux sur Bn x X induit par 
l’homomorphisme compose n,(Bn xX) + nl(Bn)AR*, od CJ est la signature si q est 
impair et est Cgal a 1 si q est pair (cf. l’axiome (c) en 1.1 de nouveau). Pour tout espace X, II/P 
induit done une application 

Hq(X; R) z [X, Zq -J + HPq(Bn x X; R,) 

qui n’est pas additive en general. En particulier, soit R le corps fini Z/p et soit K = C, le 
groupe cyclique d’ordre p (p premier). Comme nous l’avons vu plus haut, le systeme de 
coefficients locaux R, est alors trivial. D’apres la formule de Kiinneth, nous avons en outre 
l’isomorphisme suivant: 

HPq(Bn xX) z @ [H’(Bn) @ HPq-‘(X)] z @ HP’-‘(X) 
I I 
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(les cohomologies &ant prises $ coefficients dans R et le dernier isomorphisme dkpendant 
du choix’ des gknkrateurs x, de H’(&r) z R). Ainsi, pour tout r, l’application prkckdente 
induit une opkration cohomologique D, : Hq(X) + H”(X) avec n = pq - r. Nous proposons 
de dkmontrer le thkortime suivant: 

THEOREME 1.5. Posons n = pq - r. Si p = 2, D, coiircide avec le carrk de Steenrod Sqneq. 

Si p est impair, D, est triviale, sauf si n 2 q et dans les cas suivants: 

q pair et n = pq - 2i(p - 1) ou pq - 2i(p - 1) + 1. 
q impair et n = pq - (2i + l)(p - 1) 0~ pq - (2i + l)(p - 1) + 1. 

Quelle que soit la park? de q, Pop&ration cohomologique obtenue pour n - q pair’, soit: 

Q’ : W(X; Z/p) + Hq+ ‘HP- “(X; Z/p), 

est l’optration cohomologique Pi de Steenrod multiplide par le facteur de normalisation 

(- l)‘(m!)q, oli m = (p - 1)/2 et r = mai + m.(q2 - q)/2. 

Avant de dimontrer ce thtorkme (1.14 et 1.15), nous allons ttablir quelques prop&t&s 
gCnCrales de l’application @’ qui seront utiles pour la suite. 

1.6. Les espaces E’: = Ea x,Zq et I$ = Ea x,Zpq sont fibrb sur Bx et, lorsqu’on fait varier 
q, des produits sur les fibres peuvent &tre d&finis. De man&e plus prkcise, le cup-produit sur 
les espaces d’Eilenberg-Mac Lane induit des applications 

Z41 x 242 + Z4’+42 et ZW’ x ZW2 + zp’41+ 42) 

qui sont kquivariantes pour l’action des groupes symktriques en un sens kvident. Elles 
permettent de dtfinir des “produits” 

E;’ X&P + Ef’+qz 

pour i = 1,2. On note gbnkiquement (x1,x2) I+ x1 *x2 de tels produits. 

PROPOSITIONS 1.7. Soient x1 E E4,l et x2 E E4,‘. Les applications 

(x19x2) I-+ $“h)-vYx2) 

et 

sont homotopes. 

(x1,x2) H ( - l)q142(p(p- lV2) $P(x1 ‘X2) 

Dtmonstration. Si o1 et o2 sont des Gments de Zql et Zqz respectivement, (o~)~~(uI~)~ 
et (wl *cu~)~ se corresppndent par l’automorphisme de Z p(qL+q2) dkfini formellement par la 
permutation suivante des facteurs: 

t Si pest impair, l’algkbre de cohomologie H*(Bn) est le produit tensoriel d’une algkbre de polynSmes k[x] par une 
algkbre extCrieure A(y) avec deg(r) = 2 et deg(y) = 1. On a j?(y) = x, od /I d6signe le Bockstein. Si on choisit 
x1 = y E H’(Bn) = Horn@, n) &al P l’application identique de n, x fn = x” et xzB+ 1 = yx”, les g&nCrateurs x, de 
H’(Bn) sont bien dbtermin6s. Si p = 2,l’alg&bre de cohomologie H*(Bn) est une al&bre de polyn6mes k[y] avec 
y de degr& 1; on choisit alors x, = (y)‘. 
‘On d&ermine de m&ne l’op&ation cohomologique pour n - p impair g l’aide du Thbotime 2.9 tiontti plus 
loin (cf. [lo, p. 107j pour la m&hode). 
‘Comparer avec [lo, p. 102 (Lemme 2.6)]. 
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Sa signature Ctant ( - 1)q1q2(p(p- l)/‘), 1 e resultat s’en dtduit par application de la propriitt 

(c) de 1.1. 

PROPOSITION 1.8. 
tvidentet 

Soit n un sous-groupe quelconque de G,, x G,,. L’application composke 

1cIp2 0 $p’ : En x, Zq + En x,ZP14 + Ex xnZP2P’q 

est alors homotope a PIP2 * . 

0 

Demonstration. C’est une consequence immediate des definitions. IJ 

1.9. Nous allons maintenant nous restreindre au cas du groupe cyclique rc = C, (note 
simplement C par la suite), considere comme sous-groupe du groupe symetrique 6,. Nous 
choisirons aussi R = Z/pZ, p premier. Puisque l’espace EC xc Zpq s’identifie a BC x Zpq 
pour toute valeur de p, nous avons ainsi dtfini une application: 

BC x Zq + Zpq. 

Pour mieux l’analyser, il nous faut distinguer deux cas suivant la paritt de p. En effet, la 

structure de la cohomologie de BC a une allure differente dans les deux cas (cf. ‘p. 702). 
Nous Ctudierons d’abord le cas ou p est impair. Celui ou p = 2 (qui est beaucoup plus simple 
techniquement) sera comment6 en 1.15. 

Soit done x une classe de cohomologie de degre q reprisentee par 

f:X+Zq=K(R,q). 

En faisant le produit de f par l’application identique de BC, on en deduit une application de 
BC x X dans BC x K(R, q) qui, composee avec l’application BC x K(R, q) -+ K(R, pq) definie 
plus haut, definit une classe de cohomologie P(x)EH~~(BC x X). En fait, d’apres 1.4, P(x) 
skit 1 x; D,(x) avec D,(x) E IIP’-~(X), 1 es x, &ant les generateurs choisis de H’(BC) (cf. ‘p. 702). 

LEMME~ 1.10. Les applications D, sont nulles, sauf eventuellement pour r I (p - 1) q et 
dans les cas suivants: 

q pair et r = 2i(p - 1) ou 2i(p - 1) - 1. 
q impair et r = (2i + l)(p - 1) ou (2i + l)(p - 1) - 1. 

Demonstration. Tout d’abord, la condition r I (p - 1)q est necessaire pour la non 
trivialite de D, car toute application entre espaces d’Eilenberg-Mac Lane 

K(C, 4) + K(C, n) 

est homotopiquement triviale si n < q. D’autre part, d’apres sa construction, P(x) est la 
restriction a HPq(BC x X) dune classe de cohomologie Q(x)EH~~(BG~x X; E), oti E est le 
systeme de coefficients locaux Z/p induit par la signature 6, + Z/2 + R*. Ainsi P(x) 
appartient en fait a I?*(BC) 0 H*(X), oti d*(BC) = Im(H*(BG,; E) -+ H*(BC,)). 

Considerons maintenant le cas ou q est pair, le systeme local &ant alors trivial. 11 est 
bien connu que les automorphismes interieurs induisent l’identite sur la cohomologie dun 

’ Ici z est considkrt comme sous-groupe de 6 P,h par les permutations simultantes de “paquets” de p1 termes dans 
p,p2, ainsi que par les permutations des paquets entre eux: ceci correspond au produit tensoriel des reprbsentations 

correspondantes. 

*Comparer avec [lo, p. 104 (Lemme 3.5)]. 
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groupe. En particulier, soit fe la permutation u H 0.u sur l’ensemble Z/pZ avec 8 premier 
a p. Identifions le groupe cyclique C au groupe engendre par la permutation u H u + 1. 
Lorsque 0 varie, les automorphismes interieurs par les fe laissent fixe le sous-groupe C et 
induisent toutes les translations. Ainsi d2’(BC) est engendrt par t, si et seulement si 
09, = t, pour tout 9, c’est-a-dire si s = 0 mod (p - 1). De m&me, fi2’- i (BC) est engendri 
par l.t,_ 1 si et seulement si e5.t,_ 1 = ks-l, c’est-a-dire si s = O(p - 1). Ainsi, les seuls 
homomorphismes D, eventuellement non nuls correspondent aux cas r = 2s = 2i(p - 1) ou 
r = 2s - 1 = 2i(p - 1) - 1. 

Dans le cas ou q est impair, le systeme local n’est pas trivial et l’argument precedent doit 
Ctre legerement modifie. En effet, la permutation u H 0.u induit l’identitt ou l’oppost de 
l’identitt suivant sa signature. 11 est bien connu que cette signature est le symbolet de 
Legendre (0/p). Pour r pair = 2s, nous avons done (0)s = (0/p) pour tout 9, soit s = ((p - l)/ 
2))modfp - l), soit r = p - 1 + 2i(p - 1) = (2i + l)(p - 1). Pour r impair = 2s - 1, nous 
devons avoir (0)’ = (e/p) pour tout 8, soit s = ((p - 1)/2) mod(p - l), ou encore r = 

p - 2 + 2i(p - 1) = (2i + l)(p - 1) - 1. 0 

LEMME: 1.11. Les applications D, sont des homomorphismes de groupes. 

Ddmonstration. 11 suffit de suivre la demonstration classique [lo]. Si u et v appartien- 
nent a Z4, le p-produit tensoriel de (u + v) est u op + vop + une somme de monbmes que le 
groupe cyclique C permute librement. La correspondence (u, U) H $(u, v) = (u + v)op - 
(u@P + uop) definit ainsi une application 

BC x Zq x Z4 + EC xc Zpq 

qui se factorise par BC x Zp4 par une application “norme” Zpq + Zpq. Si f#~ est ainsi 
interpret&e comme une application de BC x Z4 x Zq dans Zpq, elle est constante sur le 
facteur BC, ce qui montre bien que D,(u + v) = D,(u) + D,(v), sauf peut-etre pour r = 0. 

Dans ce cas, D,, = 0 pour q impair et DO(u + v) = (u + v)” = up + up = Do(u) + Do(v) 

p pour q pair. 0 

1.12. En suivant la mtthode developpee par Steenrod et Epstein [lo], nous allons mainte- 
nant Ctudier l’homomorphisme D(,_ Ijq : Z 4 + Zq. D’apres la theorie gtnerale des espaces 

d’Eilenberg-Mac Lane, nous savons que DtpwlJq est la multiplication par un nombre 

a4 E Z/p. D’apres la Proposition 1.7 (utiliste q fois), a4 = f - l)‘(al)q avec r = 
p(p - l)q(q - 1)/4. 11 reste done a determiner al, ce qui est le point cle de la theorie. 

THEOREME 1.13. al = m! avec m = (p - 1)/2. 

Dkmonstration. Elle est nettement plus simple que celle de Steenrod-Epstein (comparer 

avec [lo, pp. 108-l 1 l]), compte tenu de nos definitions. 11 s’agit de calculer essentiellement 
l’homomorphisme compost 

R z W+‘(BC xS’,BC) 2 Hp+‘(EC x,K(R, l),BC)+- HP+‘(EC x,K(R,p),BC) 

z HP+‘(BC x K(R,p), BC) 2 R, 

+ C’est-&dire 1 si 0 est un carrC mod p, - 1 sinon. 

*Comparer avec [lo, p. 105 (Lemme 4.2)]. 
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1.15. Examinons sommairement les modifications a apporter au raisonnement precedent 
pour p = 2. Le schema de construction est tout B fait semblable, Hn(BC) itant un espace 
vectoriel de dimension un sur Z/2 (cf. +p. 702). Les carrCs de Steenrod Sq’(u) sont alors d&finis 
comme etant simplement les classes D,_i(U). Seul l’analogue du Theoreme 1.13 pour p = 2 
merite un commentaire. 11 faut montrer que la classe fondamentale de H’(BC x S’, BC) est 
l’image de la classe fondamentale de H2fEC xc S2, BC) par I’homomorphisme dtduit de 
l’inclusion Cquivariante de S ’ dans S2. Ceci resulte du fait que la premiere classe de 

Stiefel-Whitney du fibre en droites reelles canonique sur BC n’est pas triviale. 

2. MODkLES D’ESPACES D’EILENBERG-MAC LANE SATISFAISANT AUX AXIOMES 

2.1. La presentation axiomatique “constructive” des operations de Steenrod que nous 
avons detaillee dans le paragraphe precedent ne sera ache&e qu’apres la preuve de 
l’existence d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane verifiant les proprittts &non&es en 1.1. De tels 
modeles ont ete dcji explicit& en [6 J dans un cadre simplicial. Nous allons en dicrire deux 
exemples. Le premier est la realisation geomttrique du R-module simplicial s H Z”(A,), od 
A, est l’anneau simplicial R [x0, . . . , X,]/(Cxi - l), Z” designant le R-module des formes 
differentielles non commutatiues fermees de degre n. Un second modele est celui obtenu en 
remplacant Ia R-algebre A, par l’algtbre & des fonctions sur l’ensemble (0, 1, . . . , s> (cf. [6, 
Section 21 pour les details). Un Clement de Z”(A,) (ou de Zn(&)) est une combinaison 
liniaire de formes fermtes du type dfi -..dfn, l’action du groupe symetrique se rcsumant en 
une permutation des “differentielles” dfi. La verification des axiomes enonde en 1.1 est 
aide a l’exception de l’axiome (c) qui resulte de [6, 52.121. 

Dans les deux exemples precedents, la puissance p ieme se dtcrit comme une application 

up: Z4(A*) -P ZP4(A*). 

Elle est definie en associant a une forme diffcrentielle non commutative fermce w sur un 
simplexe la forme diffcrentielle (elle aussi fermee) 

(p facteurs w). Celle-ci est invariante par l’action du groupe symctrique GP qui opere, via 
l’inclusion canonique dans Gipq, en permutant les facteurs de ZPq(A,J (ou Zpq(&)) par blocs. 
Toutes les considerations de la Section 1 se transcrivent alors telles quelles en posant 
Z” = Z”(A*) ou Z”(A,). 

2.2. Un autre modtle pour l’espace K(Z, n) est le produit symetrique infini de la sphere S” 

(cf. [3]). De maniere plus precise, soit X un complexe simplicial+ connexe point& 
* disignant le point base. Le n ieme produit symetrique de X, note SP”(X), est le quotient de 
X” par l’action du groupe symetrique 6,. Le produit symttrique infini, note P”(X), est la 
limite inductive des P”(X), l’application de SP”(X) dans SP”+‘(X) etant definie par 

( al,a2, .#., 4) - (~13@2r . . . 3 a,, *). En fait, SPoo(X) est un monoi’de abelien pour la loi 
induite par la juxtaposition des suites et definie par 

@,4H t*U=(tl,U1,t2,U2,...,tn,Un,...), 

oh t = (ti) et u = (uJ, iE N, sont deux elements de SF’“(X). 

t Pour la thkorie 
localement finis. 

de Dold-Thorn, il convient de w= les complexes simpliciaux sont dinombrables et 
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L’interCt principal du monoIde topologique SP” (X) est le theoreme suivant de Dold et 

Thorn: pour i > 0, le groupe d’homotopie ni(SP”(X)) est naturellement isomorphe au 
groupe d’homologie entitre Hi(X; Z). En particulier, si X est la sphere S”, SP”(S”) est un 

modele de l’espace d’Eilenberg-Mac Lane K(Z, n): les classes d’homotopie d’applications 
point&es dun CW-complexe M dans SPa,(S”) sont en correspondance naturelle bijective 
avec le groupe de cohomologie de tech H”(M) (pour n > 0). Ce resultat est a comparer avec 
la definition de l’ensemble de cohomotopie n”(M) = [M, S”]: l’application naturelle 
[M, S”] + [M, SP” (S”)] induit l’homomorphisme de Hurewicz, compte tenu des identifica- 

tions precedentes. 
D’autre part, si 4 : T A U + V est une application continue pointee quelconque, elle 

induit une “multiplication” bilineaire sur les produits symetriques infinis associes: 

grace a la formule suivante 

Dans cette formule t designe la suite (ti) et u la suite (ai), i et j EN (N x N &ant identifie a N). 
En particulier, Ccrivons la sphere S” sous la forme du “produit” S’ A ... A S’. Alors 

SPco(S”) est un modele de l’espace d’Eilenberg-Mac Lane K(Z,n) sur lequel le groupe 
symitrique 6, opere par permutation des facteurs S ‘. L’application canonique de S” A S” 

dans S”+” induit une application K(Z, n) A K(Z,m) + K(Z, n + m) qui dtfinit le cup- 
produit en cohomologie. Les axiomes (a) et (b) de 1.1 sont Cvidents. On verifie (c) en 
dtfinissant une application a de SPm(S”) dans la realisation geomttrique du modele de 
K(Z, n) vu en 2.1 (plus precistment le groupe topologique abelien, realisation geometrique 
du groupe simplicial des formes differentielles fermees de degre n) en posant 

a((xi)) = C Ptxi)7 od /? est I’application composee 

S”=S’A ... AS~-+Z~A ..+ r\Z’+Z”=K(Z,n). 

11 est clair que a est une equivalence d’homotopie iquivariante qui est en outre un 
homomorphisme de monoIdes. 

2.3. La verification preddente montre que SPm(S”) peut ttre utilise comme modele de 
K(Z, n) pour definir la puissance p ieme (p &ant un nombre entier quelconque) 

Bn x K(Z, 4) + K(Z, pq), 

oti R est le groupe symitrique (si q est pair) ou le groupe alternt (q quelconque). Au niveau 
cohomologique, l’application preckdente dtfinit ainsi une transformation naturelle: 

Ph : zP(X; Z) -+ zP(Bn x x; Z). 

11 convient de noter cependant que ce modele d’espace K(Z,n) ne satisfait pas a tous les 
axiomes. Dune part, il nest defini que pour R = Z; d’autre part SP”(S”) nest pas un 
groupe. Nous allons voir en 2.4 et 2.5 comment pallier a ces defauts pour construire de 
manibre correcte I’application Ph. 

2.4. Nous pro&dons de mtme en cohomologie mod p, en remarquant que le monoide 

quotient SP”(S”)/pSP”(S”) ( en fait un groupe), que nous noterons SP”(S”)/p, est un 
modele de l’espace d’Eilenberg-Mac Lane K(Z/p, n) d’apres [3]. L’application 4, dtfinie 
plus haut induit done une application bilineaire 

SPoo(S”)/p A SPm(Sm)/p -+ SPOO(S”+m)/p 
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K(Zlp, 4 * K(Z/p, 4 -+ K(Zlp, n + 4 

qui induit le cup-produit usuel en cohomologie mod p. La verification des axiomes peut 
alors etre conduite de la meme man&e, le nombre premier 2 n’etant plus exclus si q est 
impair. Nous avons un diagramme commutatif 

W(X; Z) -+ HPq(B7c x x; Z) 

4 c 

H4(X; Z/P) + HyBX x x; Z/p) 

si 4 est pair (n quelconque), ou si q est impair (rr inclus dans le groupe alterne). Si p est un 
nombre premier, les operations D,: Hq(X) + H”(X) qu’on en deduit (avec n = pq - I), 

comcident avec celles explicitees a la Section 1. 

2.5. Pour pallier aux dtfauts de la construction precedente (qui ne s’applique qu’aux 

espaces d’Eilenberg-Mac Lane K(R, n) avec R = Z ou Z/p), on peut prockder de maniere 
topologique ou simpliciale. La methode topologique consiste a remplacer le produit 
symetrique infini SPm(X) par son groupe symttrise L(X). Alors, Dold et Thorn dimontrent 
dans [3] que SP” (X) et L(X) ont le m&me type d’homotopie. Si R est un groupe abtlien de 
type fini, L(X)@, R est aussi un espace dont les groupes d’homotopie sont les groupes 
d’homologie de X a coefficients dans R. Ainsi, si X est la sphere S”, on peut prendre comme 
“modele” de K(R, n) l’espace L(F)& R. Si R est un groupe abelien denombrable, limite 

inductive de ses sous-groupes de type fini R,, on peut aussi definir K(R, n) = E L(S”)@, R, 

I1 est possible de “panacher” les deux modeles (simplicial et topologique) que nous 

venons de decrire en 2.1, 2.4 et 2.5. Si Test un ensemble simplicial, designons par L(T) le 
R-module simplicial libre de base T (en complete analogie avec la definition precedente). 11 
est bien connu que les groupes d’homotopie de L(T) sont (presque par definition) les 
groupes d’homologie de T. On peut done prendre comme modtle de K(R, n) le R-module 
simplicial libre de base les simplexes singuliers de la sphere S” = S’ A ... A S’ (n facteurs 
S’): ses groupes d’homotopie sont les groupes d’homologie reduite de S”. L’application 
canonique 

S” A S” + s”+” 

induit le cup-produit usuel 

K(R, n) A K(R, m) --f K(R, n + m). 

Par ailleurs, le groupe symetrique 6, opere sur K(R,n), car il opere sur la sphere 
S” = S’* . . . A S’. La verification des axiomes (a), (b) et (c) enonces en 1.1 est immediate 
compte tenu de [6, $2.123. 

2.6. Pour retrouver les relations d’Adem dans notre contexte (cf. [lo, pp. 2 et 771 et 
[S, p. 260]), considirons d’abord la puissance Yp2 : Zq + Zpzq: elle induit une operation 
cohomologique, notee de meme Yp’ : Hq(X) -+ HP2q(BGp2 x X; R) (ou R est le systeme local 
defini en 1.4 par la signature, R etant l’anneau Z/p). Celle-ci induit 

@* : Hq(X) + Hp2q(BCpx BC, x X), 

soit @p’(x) = C tr.ts.D,,s(x), od les ti = Xi sont les gentrateurs privilegits de H’(BC,) (cf. 
+p. 702), le groupe C, x C, &ant inclus dans Gp2 de maniere Cvidente. 
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LEMME? 2.7. Nous avow la relation suivante: 

D, &c) = ( - l)rs+qp(p-1)‘2Ds,,(~). 

Dhonstration. Comme en 1.10, considerons d’abord le cas ou q est pair. Le systeme 
local est alors trivial et 4’*(x) peut s’ecrire 1 t;t; D,,S(x), en tant qu’element de 
Im [HPzq(B~,,~ x X) + HPzq(BCp x BC, x X)], les cohomologies &ant prises a coefficients 
dans Z/p. L’automorphisme interieur de Gp2 (groupe des automorphismes de l’ensemble 
C, x C,) induit par (x, y) H ( y, x) echange les deux facteurs C, dans l’inclusion canonique de 
C, x C, dans +. 11 induit done l’identite sur l’image de l’homomorphisme precedent. Nous 
en deduisons la relation suivante: 

1 tr.ts.&,sCd = c (- l)“c ts.tr.Dr,sol) = c (- Ursc tr.ts.Ds,rW 

d’ou le lemme dans ce cas. 

Si q est impair, on pro&de comme a la fin de 1.10 en remarquant que la permutation 

(x, y) H (y, x) prtcidente est de signature ( _ l)P(P- lV2. La f ormule est modifite en conse- 

quence. 0 

2.8. Grace au lemme precedent, les relations d’Adem peuvent Ctre demontrees suivant la 
methode explicitie en detail dans [lo, pp. 1 l&122]: ces calculs assez fastidieux ne semblent 
pas pouvoir etre Cvitis (cf. cependant [S, p. 2601). 

3. INTERPReTATION ALGtiBRIQUE. FORMES TOPOLOGIQUES NON COMMUTATIVES AVEC 

sYMtiTRIEs ET COHOM~LOGIE ~QUIVARIANTE 

3.1. Commengons par d&ire, pour tout ensemble simplicial X et tout entier n, un 
complexe de formes differentielles non commutatives en R-modules d*(X) sur lequel le 
groupe symttrique 6, op&re. Si I 2 n, on pose 

&(X) = Q’(X) = Mor(X,R:). 

Le groupe symttrique 6, opere en faisant permuter les derniires “coordonntes” de R”. Pour 
un element 0 E 6,, son action (a droite) est ainsi d&rite par la formule suivante (avec 
T = m + n): 

a(bOdbl . ..db.dal*da2 . ..da.) = bodbl . ..db..da,(l,.da,(2,...da,(,,. 

Si r < n, on pose 

fir(X) = Z”(A,_, x X), 

oi Ai est le i-simplexe standard, le groupe 6, operant sur l’ensemble des formes differenti- 
elles non commutatives fermees (note gtneriquement Zn) comme il a CtC d&it en 2.1 et [6]. 
La differentielle d : fir(X) + &+ ‘(X) est la differentielle usuelle pour r 2 n. Pour r < n, elle 
est induite par la somme alternie des “opirateurs face”. On obtient ainsi le 6,-complexe 

. ..-+Z”(A2xX)-+Z”(A1 xX)+R”(X)~Y’+‘(X)~-Y+~(X)+ .... 

‘Comparer avec [lo, p. 1171. 
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THEOREME 3.2. Pour tout n, ce complexe est quasi-isomorphe au complexe de de Rham non 

commutatiff*(X). 

D&monstration. Commencons par construire, par recurrence sur n, des formes differenti- 
elles non commutatives sur A,,, w, de degre n et x. de degrt n - 1 vtrifiant les propriitb 
suivantes (A,, _ I &ant considerte comme la O-face de A,): 

W 
“IaA, 

= 0, 

wn = dxn, 

x "IA,_, =w.-1, 

la restriction de xn aux autres faces de A, &ant tgale a 0. La forme differentielle w, doit aussi 
engendrer le groupe d’homotopie n,(Z”) z H”(A,,aA,) z R. Si n = 1, on pose x1 = x, 
wi = dx, x etant la coordonnee locale de A i. Supposons maintenant que w, et x. soient 
construits. 11 existe alors une forme differentielle Li,, 1 de degre n sur An+ 1 dont les 
restrictions aux faces sont toutes 0, sauf la restriction a la O-face qui est Cgale a 0, (cf. 
[6, 82.31). On pose alors x”+~ = &+l et w,+~ = dxn+i. 11 est clair que le couple (xnfl, 
w,+ 1) satisfait aux conditions requises au cran n + 1. 

Definissons un morphisme 

par la formule 

(P,,~: fir(X) -+ Z”(A,_, x X) (9 

On a la relation 

cp,,.(f?) = w,_;Q + (-l)“--‘+‘X._l.d& (F) 

d((p,,,@)) = dw,_;8 + (- I)“-*w,_;d8 + ( -l)“-‘+‘dXn_;d6J = 0 

car w,_, = dX “_,. Par ailleurs 

qr+ l,nW = wn-r.d@ = (- l)“-r+l~,,n(e),aA”_,. 

Les (Pi,” definissent done bien un morphisme entre les deux complexes a condition de 
changer le signe de la differentielle sur le complexe i H Z”(A, _ i x X) de man&e adequate. 
I1 faut maintenant verifier que les (P?,” induisent un quasi-isomorphisme entre les complexes 
en question. En fait, les groupes de cohomologie du complexe de droite dans (%T) sont les 
groupes d’homotopie du groupe simplicial 

i F-+ Z”(Ai x X). 

En particulier, le i eme groupe d’homotopie est isomorphe au groupe de cohomologie 
H”(Ai x X,aAi x X) g H”-‘(X) d’apris la formule de Kiinneth. Cet isomorphisme est 
don& par le cup-produit avec le gedrateur de H’(Ai,aAi)y c’est-a-dire precisement wi. 
Autrement dit, (P~,~ induit un isomorphisme 

H’(X) g H’+‘(Ai x X, aAi x X), 

ce qui est essentieliement ie thtoreme annonce. q 

Remarque 3.3. On peut dtfinir un morphisme en sens inverse 

~l,n:n”(A,_,xX)~n*(X) 
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qui induit un quasi-isomorphisme Z”(A,_, x X) --t n*(X). En utilisant l’application 
Cvidente R*(Aj x X) --, Q*(AJ @I n*(X), il nous suffit pour cela de dtfinir un “morphisme 
&integration”: 

compatible avec la “formule de Stokes”, c’est-a-dire tel we 

la somme &ant etendue a toutes les faces de A,. La formule adequate pour I, est alors la 
suivante: 

I,(fO.df’ ..*df”) = fO(O)Q’(l) - f’(O))(j-2(2) - j-2(1)) ... (f”(s) - f”(s - l)), 

c’est-a-dire la cochaine semi-normalide associee a la forme differentielle non commutative 
f”.df’...df” appliquee a la chaine (0, 1, . . . ,s) (cf. [6, $2.91). 

Remarque 3.4. On peut remplacer les formes differentielles non commutatives sur 
A, x X par les formes differentielles sur K, x X, ou K, est un “cube” de dimension s. Ce 
changement permet de dtfinir simplement une structure multiplicative sur le R-module 
@,Z*(K, x X) (cf. +p. 714). 

3.5. Une demonstration plus conceptuelle du Thtoreme 3.2 est obtenue en considerant le 
bicomplexe suivant: 

1 1 1 
. . . + Q”-2(X xA2) + W2(Xx Al) + Q”-‘(X) * 0 

1 1 1 
. . . -, a”-‘(XxA,) -+ W’(XxA,) + W-‘(X) + 0 

1 1 1 
. . . + z”(XxA,) + Z”(X xA1) --, Z”(X) --* 0 

Dans ce bicomplexe, toutes les lignes sont acycliques a l’exception Cventuelle de la derniere 
(car les groupes d’homotopie des Qj sont nuls). Done l’homologie H, du complexe total est 
isomorphe a H,(Z”(X x A*)). Par ailleurs l’homologie des colonnes ne change pas lorsqu’on 
remplace les X x Aj par X (lemme de Poincare), auquel cas les colonnes C2i et Czi_ 1 sont 
isomorphes pour i > 0 par les fleches horizontales. Done l’homologie du complexe total est 
isomorphe a celle de la derniere colonne et on en deduit l’isomorphisme cherche 
H”-‘(X) 2 H,(Z”(X x A*)). 

3.6. Les operations de Steenrod d&rite dans la Section 2 avec des methodes simpliciales. 

sont dtduites de la puissance p i&me: 

qui est equivariante pour l’action de 6, operant trivialement sur 2” et par permutation des 
blocs sur Zp”. On en deduit une application 

Z=(X) + ZfyX) 



712 Max Karoubi 

qui est aussi tquivariante. Nous interprktons ici Zp”(X) comme un ClCment du complexe 
Cquivariant de R-modules vu plus haut D, = Zp” (A, x X): 

... + Zp”(A2 x X) + Zp”(A1 x X) + Zp”(X) + 0 (D,) 

(action de Gpn, done de 6, c 6,“; cf. 1.1 et 2.1; il convient de noter que H,(D,) est 
isomorphe B HP”-‘(X): cf. 3.2). 

Pour un sous-groupe arbitraire n: de Q,, la puissance p iZme d&nit une application 
simpliciale Cquivariante (cf. 2.1): 

Z” x En + Zp”. 

A tout Climent w de Z”(X) = Mor(X,Z”) on peut ainsi associer par composition des 
morphismes une application simpliciale Cquivariante 

XXEIT+Z~“, 

done de ETC dans le R [n]-module simplicial Mor(X, Zpn)*, od Mor(X, Z’“)i est le R [xl- 
module Mor(Ai x X, ZP”)+. D’autre part, dtsignons de man&e gtnkrale par zrn l’espace 
K(R,m), od 6, optre via la signature. D’aprZs [6], il existe une Cquivalence d’homotopie 
kquivariante Z” + Zp” et l’application X x Ex + Zp’ ci-dessus est homotope parmi les - 
applications Cquivariantes ti une application X x E7t + Zp” telle que le diagramme - 

soit homotopiquement commutatif. De man&e plus prkcise, choisissons comme modkle de 
En l’ensemble simplicial bien connu suivant (‘bar-risolution’): 

et comme modkle de D, = Mor(X, Z”), le complexe de R [xl-modules explicit& ci-dessus. 
Soit & le complexe 

... + zp”(Az x X) + gp”(A, x X) + Zp”(X) + 0 (II,) 

On dkduit de ce qui prkbde des morphismes tquivariants de R[n]-complexes 

C*(n) 1 R* 

oli C,(x) = Ea @ R, soit C,(n) = R[Tc”+~], oii R, = R en degrk 0, 0 ailleurs et oti 1 est 
l’augmentation. Dans le diagramme prkddent qui commute ti homotopie prks, les flkhes 
horizontales sont des quasi-isomorphismes. Soit R, le systime local sur Bn induit par la 
signature sur Zp” et soit _F* = D* @ R,; & est done le sous-complexe des formes invariantes 

‘11 convient de rappeler ici 1’6quivalence des categories des complexes de chaines et des groupes abkliens 
simpliciaux (Dold). Grlce B cette tquivalence, on peut identifier le k[n]-module simplicial Mor(X, Z”), au 
complexe (D,) ci-dessus (i homotopie prbs). 
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par l’action du groupe Gpn tordue par la signature. Du diagramme precedent, on deduit un 
R(n)-homomorphisme $ : C,(z) 0 R, + _F* bien dtfini d homotopie pris, done une classe 
d’homologie en degre 0 du complexe Horn RCnl(C.Jn) @ R,,_F,). Puisque cette homologie est 
precisement le groupe de cohomologie H”(Brt x X; R,), on retrouve bien de man&-e 
algebrique les rtsultats de 1.4. La discussion prtcedente se resume ainsi par le theoreme 

suivant: 

THEORME 3.7. Soit o une forme dij&entielle non commutative fermte appartenant au 
R-module Z”(X). Alors, I’homomorphisme de complexes associt 

~::*(n)@R,+k’* 

dejni plus haut a homotopie p&s, oti _F* est le complexe 

... -~pn(A,~X)+~Pn(Al~X)+~~n(X)-+O 

avec action de n triviale, dejinit un element de H,,(Hom(C,(z) 0 R,, _F,)) E W”(Bn x X; R,). 
Celui-ci coiitcide avec l’image de la classe de o par l’homomorphisme 

defini en 1.4. 

3.8. En conclusion, le resultat 
siderations simpliciales de la 
Cquivariants de complexes (R, 
fermee o de degre n sur X: 

H”(X) + W”(Bn x X; R,) 

final ainsi decrit en 3.7 peut faire abstraction des con- 

Section 2. En effet, tout repose sur des morphismes 
concentre en degrt 0 avec R0 = R) associes a une forme 

R* - Zp”(A, x X) 

C*k) - z”“(A* xx) 

Ce diagramme est commutatif a homotopie pres et les fleches verticales sont des quasi- 
isomorphismes. En considerant les complexes d’homomorphismes associts, convenable- 
ment tordus par la signature, on en dtduit les operations de Steenrod (avec la normalisation 
explicitee en 1.5 pour R = Z/p). Les calculs precedents n’ont fait que verifier la compatibilite 
de ces operations avec celles introduites dans la Section 1. 

3.9. Ce qui precede peut Ctre transcrit dans le cadre topologique de&t dans [7] (cf. aussi 
2.2.-2.5). 11 convient de remplacer A, par la boule B”, aA, par la sphere S”-‘. Le Z-module 
des “formes topologiques non commutatives” (FTNC) de degre r sur le CW-complexe 
point6 M s’identifie alors a l’ensemble des application continues point&es de M dans 
L(B’+ ‘). En copiant ce qui a Cte fait au debut de 3.2, on construit par recurrence sur n des 
FTNC w, et x,, sur B”, de degre n et n - 1 respectivement, verifiant les conditions suivantes: 
0 nls”ml = 0, w, = dzn> +a _ = w, _ r, la restriction devant ici ttre interprttte comme l’image 
rtciproque de x,, par l’application composee B"- ’ -P S”- ’ + B”. La non trivialite de ces 
formes est assuree par la propritte suivante: l’application de S” dans L(S”) induite par o, est 
de degre 1. Voici les premiers pas de ce raisonnement par recurrence (tout a fait analogue 
a celui explicit6 en 3.2): x1 est l’inclusion canonique de B’ dans L(B’), ol est l’application 
composte B’ + L(B’) --) L(B*); x2 est une extension quelconque de o1 a B* et w2 = dX2 est 

l’application composee B* + L(B*) -+ L(B3), etc. En remplacant la construction L(M) de 
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Dold-Thorn (2.3) par L(M)@, R, oii R est un anneau qui est en outre un groupe abelien de 
type fini, on raisonne de m&me pour les FTNC a coefficients dans R. 

Grace a cette interpretation topologique, le morphisme 

~,,*:Q’(M) -+ Z”(B”_‘x i&f) 

peut &tre aussi defini par la formule (9) de 3.2, A4 &ant maintenant un CW-complexe, 

l’espace des “cocycles” Z”(N) s’interpritant de man&e gtnerale comme l’ensemble 
Mor(N, L(S”)) forme des applications continues pointees de N dans L(S”). 

3.10. Les considerations de 3.6-3.8 se transcrivent tgalement dans le cadre topologique. 
Plus precidment, Zm(An x X) est remplace par Mor(B” x M, L(Sm))+ et, pour m 2 n, on pose 

R&,,(M) = Zm(Em-” x M) = Mor(B”-” x M, L(Sm)). 

Cet espace de formes topologiques non commutatives sera design& comme celui des ‘tformes 

de degrt n et de symttrie m”. Cette terminologie est justifiee par l’action naturelle du produit 

des groupes symttriques 6, x 6,,,_. sur R&(M). L’action de 6, est “homotopiquement 
tquivalente” a celle dtfinie par la signature. D’autre part, puisque B” x B” est naturellement 

homiomorphe a B”+m ( ce q ui est un avantage par rapport a la situation simpliciale; cf. aussi 
3.4), il est clair qu’on peut definir un cup-produit 

qui verifie les memes proprietes formelles que celles d&rites dans les axiomes Cnoncks en 1.1 
(equivariance et controle de la non-commutativite*). En particulier, le cup-produit par la 
forme x1 vue en 3.3 permet d’inclure Cl&,,(M) dans n T,,,+ ,,(M) de man&e equivariante. 

On voit ainsi que la donnie de ces formes “avec symetries” (analogues algebriques des 
considerations topologiques de 1.1) permet de construire aussi les operations de Steenrod 
(avec R = Z/p). Pour cela, il suffit de considerer un diagramme analogue a celui dtcrit 
en 3.8: 
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article. I1 ne semble pas cependant que l’action de groupes symitriques sur les espaces 
d’Eilenberg-Mac Lane y soit exploitee de man&e systtmatique. 
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