DAMIEN ROY

MICHEL WALDSCHMIDT
Approximation diophantienne et indépendance algébrique de logarithmes

Annales scientifiques de I'E.N.S.g€rie tome 30, A6 (1997), p. 753-796.
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1997_4 30 _6_753_0>

© Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS, 1997, tous droits réservés.

L'accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.Shttp:/qvww.
elsevier.com/locate/ansens), implique I'accord avec les conditions générales d'utilisation
(http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commerciale ou impression systéma-
tique est constitutive d'une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1997_4_30_6_753_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. scient. Ec. Norm. Sup.,
4° série, t. 30, 1997, p. 753 a 796.

APPROXIMATION DIOPHANTIENNE
ET INDEPENDANCE ALGEBRIQUE DE LOGARITHMES

Par DaMmiEN ROY (') BT MicHEL WALDSCHMIDT

RESUME. — On montre que tout nombre complexe transcendant admet de bonnes approximations par des nombres
algébriques de grand degré, mais de hauteur logarithmique absolue bornée. On étend ensuite ce résultat en un
énoncé d’approximation diophantienne simultanée pour toute famille finie d’éléments d’une extension de degré de
transcendance 1 de Q. Cet outil nous permet d’introduire une nouvelle méthode d’indépendance algébrique, que
nous développons dans le contexte des sous-groupes & plusieurs parametres de groupes algébriques linéaires. Nous
montrons par exemple que si logay,...,loga, sont des logarithmes Q-linéairement indépendants de nombres
algébriques qui engendrent un corps de degré de transcendance 1 sur Q, alors pour toute forme quadratique non
nulle Q € Q[Xi,...,Xy], le nombre Q(loga,...,loga,) nest pas nul.

ABSTRACT. — We prove that any transcendental complex number is well approximated by algebraic numbers of
large degree and bounded absolute logarithmic height. Next we extend this result to a statement on simultaneous
diophantine approximation for any finite subset of a field of transcendence degree 1 over Q. This tool enables
us to introduce a new method for algebraic independence, which we develop in the context of several parameters
subgroups of linear algebraic groups. We show for instance that if log a1, ...,loga, are Q-linearly independent
logarithms of algebraic numbers in a field of transcendence degree 1 over Q, then for any non zero quadratic form
Q € Q[Xy,...,Xy], the number Q(loga,...,logay) does not vanish.

0. Introduction

Ce travail propose une nouvelle approche a I’'indépendance algébrique pour les petits
degrés de transcendance. Au lieu du critére de Gel’fond usuel, on emploie un nouveau
résultat d’approximation diophantienne qui compléte des résultats antérieurs de E. Wirsing
[34] et de A. Durand [7]. Ce résultat assure l’existence de bonnes approximations
algébriques a des familles de nombres dans un sous-corps de C de degré de transcendance
1 sur Q. A Tl'aide de cet outil, nous donnons ici, a la suite de notre note [22], des
démonstrations d’indépendance algébrique basées, en derniere analyse, sur la technique des
déterminants d’interpolation de M. Laurent [13]. Ce sujet connait une certaine effervescence
présentement et des points de vue complémentaires a celui que nous présentons ici viennent
d’étre proposés par M. Laurent et D. Roy dans [14] et par P. Philippon dans [17]. Le
résultat principal que nous démontrons par notre méthode est lui-aussi nouveau et nous
examinons ses conséquences. Nous poursuivons cette étude dans [23].

(') Travail partiellement supporté par le CRSNG.
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754 D. ROY ET M. WALDSCHMIDT

Soit # € C un nombre transcendant sur Q. Il découle d’un résultat de E. Wirsing
que, pour tout entier D > 2, il existe une infinité de nombres algébriques o de degré
"< D qui vérifient

60 — a| < M(a)~P/*

ol M («) désigne la mesure de Mahler de « (voir 'inégalité (4’) de [34]). Dans [22], nous
avons montré comment cet énoncé permet d’utiliser les déterminants d’interpolation pour
retrouver un résultat connu d’indépendance algébrique. Dans la situation plus générale
que nous considérons ici, cet énoncé ne suffit plus. Au lieu de borner le degré des
approximations de #, on a plutdt besoin de borner leur hauteur logarithmique absolue
hi(a) = deg(a)~tlog M (). Ainsi, pour tout nombre réel x > 107, nous montrons qu’il
existe une infinité de nombres algébriques « de hauteur h;(«) < k qui vérifient

10 — a| < exp(—107"k deg(a)?).

Le théoréme d’approximation établi au §3 généralise cet énoncé a 1’approximation
simultanée de plusieurs nombres dans un corps K algébrique sur Q(4).

On applique ce résultat de la maniere suivante. On suppose un groupe algébrique
commutatif linéaire G C A? défini sur K. On note Ty ’espace tangent en son élément
neutre. On se donne aussi un sous-espace W de T (K) et un sous-groupe de type fini Y
de T¢(C) dont I'image I' sous I’exponentielle de G(C) est contenue dans G(K). Enfin,
on désigne par n la dimension sur C du sous-espace de T (C) engendré par W et Y.
On suppose que n est petit et on cherche quelles contraintes cela impose a W et T
Pour cela, on choisit des générateurs de W et de I', et on construit, grice au théoréme
d’approximation du §3, un corps de nombres K, un sous-espace W de T, G(f{ ) engendré
par de bonnes approximations des générateurs de W, et un sous-groupe I de G(f( )
engendré par de bonnes approximations des générateurs de I'. Cela nous place tout juste
dans les conditions d’application d’un résultat général d’approximation diophantienne dans
les groupes algébriques commutatifs di a M. Waldschmidt [33]. Le cas particulier que
nous utilisons est énoncé au §2. On en déduit au §5 des contraintes sur WetlD qu’on
releve ensuite a W et I'. Les principes généraux qui permettent ce releévement sont exposés
au §4. Au §6, on transforme ce résultat en termes de W et de Y grice a un résultat général
de D. Roy [19] formulé en termes de catégories. On obtient ainsi un énoncé plus maniable
du point de vue des applications. Cet énoncé est présenté au §1 et quelques applications
en sont données au §1 et au §7.

On convient des notations suivantes. Pour tout corps K C C, on désigne par Lx le
groupe additif des logarithmes des éléments non nuls de K

EKZ{ZEC;GZEK}.

On écrit aussi £ pour désigner le Q-espace vectoriel Lg des logarithmes de nombres
algébriques. Pour toute paire d’entiers positifs d et £, on note Mat «,(C) ’espace vectoriel
des matrices d x £ a coefficients dans C. La premiére application que nous donnons de
notre résultat du §1 est la suivante :
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THEOREME 0.1. — Soit K un sous-corps de C de degré de transcendance 1 sur Q, soit
M une matrice d x £ a coefficients dans Lx N K et soit n le rang de M. Alors il existe
un sous-espace vectoriel T de Matx¢(C), défini sur Q, qui contient M, et qui consiste
de matrices de rang < 2n. De plus, si M posséde au moins une colonne non nulle dont
tous les coefficients appartiennent a L, alors on peut préciser que T consiste de matrices
de rang < 2n

Pour d = ¢ = 2, ce résultat est démontré sous une forme équivalente par
W. D. Brownawell dans [4] et par M. Waldschmidt dans [28], et conduit ces deux
auteurs 2 la solution d’une conjecture de Schneider. Au §7, nous déduisons du théoréme
0.1 ’énoncé suivant.

THEOREME 0.2. — Soit V. C C" le lieu des zéros dans C" d’un polynéme P €
Q[X4,...,X,] homogéne de degré < 2 et soit (\1,...,\,) un point de V' a coordonnées

dans L. Alors, ou bien (A1, ..., \,) est contenu dans un sous-espace vectoriel de C™ défini
sur Q et contenu dans V, ou bien le corps Q(\1,...,\,) est de degré de transcendance
> 2 sur Q.

L’intérét de ce dernier résultat est lié au fait que la conjecture d’indépendance des
logarithmes est équivalente a I’énoncé suivant (voir [21]) :

CONJECTURE 0.3. — Soit V' un sous-ensemble algébrique fermé de C™, défini sur Q. Alors
I’ensemble V N L™ des points de V' a coordonnées dans L est contenu dans la réunion de
tous les sous-espaces vectoriels de C™, rationnels sur Q, contenus dans V.

Le théoréme 0.2 signifie donc qu’au moins un des deux énoncés suivants est vrai :

(i) le corps Q(L) est de degré de transcendance > 1 sur Q;

(i1) la conjecture 0.3 est vérifiée pour toutes les hypersurfaces de C™ définies par un
polyndme homogeéne de degré 2 a coefficients dans Q.

On s’attend en fait & ce que ces deux assertions soient vraies.

Le théoreme 0.2 implique aussi que la conjecture 0.3 est vraie pour toute courbe
algébrique irréductible V' C C™ définie sur Q de degré d, pourvu qu’on ait n(n+1) > 4d+2
et que la courbe V' ne soit pas contenue dans un sous-espace de C™ distinct de C™ et
défini sur Q.

1. Le résultat principal

Notre résultat principal est le suivant :

THEOREME 1.1. — Soient dy et dy des entiers > 0 de somme d > 0, soit K C C un corps
de degré de transcendance < 1 sur Q, soit W un sous-K -espace vectoriel de K¢, soit Y
un sous-groupe de K% x (L)% de type fini, et soit Y, un sous-groupe de Y contenu dans
K% x L%, On désigne par n la dimension du sous-espace de C? engendré par W et Y, et
on suppose d > 2n. On suppose aussi que C¢ est le seul sous-espace de C¢ qui contienne
a la fois W et Y et qui soit de la forme Ty x Ty ou Ty est un sous-espace de C% défini
sur K et Ty un sous-espace de C* défini sur Q. Alors, il existe des entiers d et d), tous

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



756 D. ROY ET M. WALDSCHMIDT

deux > 0 mais non tous deux nuls, et une application linéaire surjective
g:C% x Ch — C% x ¢
qui vérifie
g(K% x0) =K% x0 et g(0x Q%) =0xQ%,
tels qu’en posant
Wi=g(W), Y =g(Y), Y,=g(Ya),

d =dy+d;, €,=dimg(W’), £ =rang,(Y’), ¥, =rangy(Y))
et en désignant par n' la dimension du sous-espace de Cd/engendré par W' et Y', on
ait d > 2n' > {f et
dq S d} S 14
d—2n — d —-2n' T 2n' - ¢

avec en plus l’inégalité stricte

dy b
>
d —2n'" 2n' - ¥

sidy <n,oulty<n', oult, >0.

Ce résultat généralise plusieurs résultats antérieurs concernant I’'indépendance algébrique
des valeurs de la fonction exponentielle usuelle. Ainsi, le corollaire 8.2 de [30] correspond
au cas particulier o I’on prend dy = 0 et W = 0. De méme, le cas o n» = 1 contient
la plupart des énoncés d’indépendance algébrique que donne la méthode de Gel’fond
en une variable (a I’exception cependant du théoréme de Lindemann-Weierstrass et des
résultats de G. V. Chudnovsky démontrés au chapitre 2 de [6]). Nous le ferons voir par
le corollaire 1.2 ci-dessous.

Dans I’énoncé du théoréme 1.1, nous avons admis que le corps K puisse étre algébrique
sur Q. Signalons que, dans ce cas particulier, le théoréeme du sous-groupe algébrique
(théoréme 4.1 de [31]) et ses avatars (théorémes 6.1 a 6.8 de [19]) fournissent un résultat
plus précis.

La démonstration du théoréme 1.1 fait intervenir plusieurs outils que nous décrirons
dans les paragraphes ultérieurs. Dans le reste de ce paragraphe, nous en tirons simplement
quelques corollaires et montrons comment le théoréme 1 de I'introduction s’en déduit. On
a déja fait allusion au premier corollaire :

COROLLAIRE 1.2. — Soient dy et ¢y des entiers positifs, et soient {x1,...,zq4,} et
{y1,...,Ye,} des familles de nombres complexes linéairement indépendants sur Q.
On désigne par K, le corps obtenu en adjoignant a Q les di{; nombres exp(z;y;)
(1 <i<d, 1< j<4y), et on pose

K2:K1($1,...,$d1), K3:K2(y17"'1yl1)'
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On définit ensuite
H,1=d1£1, liz:lﬂ?l'i‘dl, I€,3=I€2+€1.

Ainsi, pour t = 1,2, 3, le corps K, est obtenu en adjoignant k. éléments a Q. Alors on peut
affirmer que le degré de transcendance de K, sur Q est > 2 dans les cas suivants :

@t =1,2 et ke > 2(d1 + 41);

(b) t = 3 et k3 > 2(dy + £1);

©t=3, k3 =2(dy+4¢) et z;y1 € L pouri=1,...,d;.

Remarque. — Ce résultat est démontré sous cette forme au chapitre 7 de [29], et sous
forme partielle au chapitre 12 de [2]. Comme il est expliqué dans ces deux volumes, le cas
particulier ou t = 2 implique le théoreme de Gel’fond concernant I’indépendance algébrique
de o et o lorsque o, B € Q vérifient a # 0,1 et [Q(B) : Q] = 3 (voir §4 du chapitre 3
de [9]). Les cas (a), t = 2 et (b) sont dus a R. Tijdeman [27], qui parvint & éliminer des
hypotheses superflues dans les énoncés antérieurs de A.O. Gel’fond et A.A. Smelev, tandis
que les cas (a), t = 1 et (c) sont dus a W. D. Brownawell et a M. Waldschmidt. Le cas (c)
(voir [4] et [28]) fournit une réponse positive au huitieme probleéme posé par Th. Schneider
dans [25] : au-moins un des deux nombres e¢, e est transcendant. Notons enfin que, sous
les hypotheses du corollaire, on peut aussi affirmer que K est de degré de transcendance
> 1 sur Q si Ky > dy + ¢, et cela regroupe plusieurs résultats de transcendance bien
connus concernant la fonction exponentielle usuelle (théorémes de Hermite-Lindemann,
Gel’fond-Schneider et des six exponentielles).

Démonstration. — Explicitons d’abord la conclusion du théoréme 1.1 lorsque, dans les
hypothéses de ce théoréme, on suppose n = 1. On trouve n’ =n =1 car 0 < n’ < n.
Cela signifie que g est injective sur W et sur Y. Donc, si on pose £y = dimg (W),
¢, = rang,(Y) et £, = rangy(Y,), alors on obtient £, = {y, £} = £, et £, = {,, et
le théoreme livre

dy 4

>
d—2 7 2-4’

avec 1'inégalité stricte si dg = 0 ou £y = 0 ou ¢, > O.

Placons-nous maintenant dans les hypotheses du corollaire et supposons qu’un des corps
K, soit de degré de transcendance < 1 sur Q.

Sit=1,2 o0npose dy =0, K =K; et w=(x1,...,%q,). On définit Y comme le
sous-groupe de (L)% de rang ¢; engendré par y,w, . .., ys, w, et on pose Y, = 0. On pose
aussiW =0sit=1et W = Kw si t = 2. Alors, pourvu que d; soit > 2, les hypothéses
du théoreme 1.1 sont satisfaites; on a n = 1, et la conclusion du théoreme s’écrit

dy 12
h—2 2-4y

On en tire k; = dily + dily < 2(d; + ¢1). Cette inégalité demeure vérifiée si d; < 2.
Le cas (a) est donc exclu.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



758 D. ROY ET M. WALDSCHMIDT

Sit=3,onpose dy =1, K = K3, w = (1,21,...,24,), W = Kw, et on définit Y’

comme le sous-groupe de K x (Lx)% de rang ¢; engendré par yyw, ...,y w. Alors, si
dy > 1, les hypotheses du théoréme 1.1 sont satisfaites; on a n = 1, et la conclusion se lit
d;
>/
dy—1°7"

avec I’inégalité stricte si yyw € K x L%, On en tire k3 = dif; +dy + 41 < 2(dy + ;)
avec I'inégalité stricte si z;y; € £ pour ¢ = 1,...,d;. On a encore I’inégalité stricte si
d; = 1. Donc, les cas (b) et (c) sont exclus. Le corollaire est démontré.

COROLLAIRE 1.3. — Soient dy un entier positif, K C C un corps de degré de transcendance
1 sur Q et X un sous-groupe de type fini de (L N K)%. On pose n = dimg(CX), et on
suppose dy > n. On suppose aussi que C% est le seul sous-espace de C* défini sur Q qui
contienne X. Alors, il existe un entier positif d et une application linéaire surjective

g1:Ch — ch
définie sur Q tels qu’en posant X' = ¢1(X), n’ = dimc(CX') et ¢} = rangy(X’) on
ait dy > n' > 0 et
dy d} 14

2 2
di—m —di—n" T n

avec en plus Iinégalité stricte d)/(d}, —n') > £, /n' si X' 0 LY #£ 0.

Démonstration. — (a) Supposons d’abord qu’il existe un entier positif d} avec d} < d;
et une application linéaire surjective g;: C%* — C% définie sur Q tels qu’'en posant
X' = g1(X) et n’ = dimc(CX'), on ait dj > n’ et

dy d,

2 U A
di—n —di—n

Alors, X' est un sous-groupe de type fini de (Lx N K )d'1 et C% est le seul sous-espace
de C% défini sur Q qui contienne X’. Par récurrence sur dy, cela permet de supposer
que le corollaire s’applique au sous-groupe X'. Il existe donc un entier positif d} et une
application linéaire surjective g}: C% — C%’ définie sur Q tels qu’en posant X = ¢} (X"),
n” = dimc(CX") et £/ = rangz(X") on ait df > n” > 0 et

d/ d// gl/
U - / 2 U - 1 2 %
di—n" —dl —n n

avec en plus I'inégalité stricte dy /(dY —n") > £/ /n" si X" 0 L% # 0. On voit alors que
le corollaire est vérifié pour X en considérant la composée g; o g;.

(b) Supposons au contraire qu’il n’existe pas d’entier d} et d’application linéaire g;
comme ci-dessus. On choisit une application linéaire injective (: C* — C% définie sur
K, d’image CX, et on pose dy = n, d = dg + d1,

W= {(z,0(z));ze K"}, Y ={(z,0(x));ze€ K", p(z)e X} et Y,=0.
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Pour ce choix de W, Y et Y,, les hypothéses du théoreme 1.1 sont vérifiées car on a
Y c W, dimc(CW) = n et d > 2n. Soient dy, d| et g comme dans la conclusion de ce
théoréme. Avec les mémes notations, on a donc d’ > 2n’ > 0 et

b &
d—2n = d —2n'"

(1.2)

On va voir que g est bijective. Pour le montrer, on observe d’abord que g est le produit
d’une application linéaire go: C% — C% définie sur K et d’une application linéaire
g1:C4 — C% définie sur Q. Puisque gy est surjective, on a £ > dj), d’ou n’ > dj.
L’hypothese d’ > 2n’ > 0 entraine donc dj > n’ > 0 et on obtient a la fois

dy dy d; d}
= et > .
d—2n di—n d—2n" — dy —n

(1.3)

Les inégalités (1.2) et (1.3) livrent dy/(dy — n) > d}/(d} — n’). En vertu de ’hypothese
sur X, cela implique d} = d; et aussi que I’égalité prévaut dans I’inégalité de droite
de (1.3), donc dj = n'. L’égalité d| = d; signifie que g; est bijective. On en déduit
dimc(CY’) > dime(CX), donc n' > n. Comme n = dy et n' = dj, cela implique
dy = dp. Ainsi, g est bien bijective.

Désignons par /; le rang commun de X et de Y. Puisque g est bijective, ona £, = n' = n,
¢ = £; et la conclusion du théoréme se résume a d; > n > 0 et

di—n n
avec I'inégalité stricte si Y N (K% x L%) # 0, c’est-a-dire si X N L4 # 0. Ainsi, le
corollaire est vérifié dans ce cas en prenant pour g; 1’application identité de C?!.

COROLLAIRE 1.4. — Soient d un entier positif, K un sous-corps de C de degré de
transcendance 1 sur Q, et X un sous-groupe de type fini de (Lx N K)%. On pose
n = dimg(CX). Alors, il existe un sous-espace U de C?¢ défini sur Q tel que

rangz(X/(X NU)) + dimc(U) < 2n

avec I'inégalité stricte si X N LY # 0.

Démonstration. — On procéde par récurrence sur d. Soit £ = rang,(X). Si d < 2n, on
prend U = C?. Si n =0, on prend U = 0. Cela permet de supposer d > 2n et n. > 0. Par
récurrence sur d, on peut aussi supposer que C? est le seul sous-espace de C? défini sur Q
qui contienne X. Dans ce cas, comme on a d > n > 0, le corollaire 1.3 montre I’existence
d’une application linéaire surjective g: C¢ — C? définie sur Q telle qu’en posant

X' =g(X), ¥ =rangz(X') et n' =dimc(CX'),

on ait n’ > 0 et

—
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760 D. ROY ET M. WALDSCHMIDT
avec I'inégalité stricte si X' N L% # 0. Puisque d > 2n, on en déduit
v < 2n

avec I’inégalité stricte si X’ nLee # 0. Si g est injective, on obtient £ < 2n avec I’inégalité
stricte si X N L% # 0, et le corollaire est vérifié en prenant U = 0. Sinon, on pose

X*=Xnker(g), d" =dimc(ker(g)) et n* =dimc(CX™),

et on identifie ker(g) 2 C% via un isomorphisme défini sur Q. Puisque g n’est ni nulle
ni injective, on a d > d* > 0. De I’hypothése de récurrence on déduit qu’il existe un
sous-espace U de ker(g) défini sur Q tel que

rangz(X*/(X* NU)) + dimc(U) < 2n*
avec I'inégalité stricte si X* N L% # 0. On en déduit

rangy (X/(X NU)) = rangz(X') + rangz(X*/(X* NU))
< 2n/ + 2n* — dimg(U)
< 2n — dimg(U).

De plus, si XNL? # 0, 0na X’ NLY #0ou X*NLT #£ 0, et alors cette inégalité est stricte.

Démonstration du théoréme 0.1. — Soit X le sous-groupe de (Lx N K)¢ engendré par
les £ colonnes de M, et soit U un sous-espace de C¢ défini sur Q qui vérifie la conclusion
du corollaire 1.4 pour ce choix de X. On note S le sous-espace de C¢ engendré par les
points x € Z* avec Mx € U, et on note T le sous-espace de Matgy,(C) constitué des
matrices IV telles que Nz € U pour tout x € S. Par construction, on a M € T et

rang(N) < dimg(C*/8) + dimc(U)

pour tout N € T. Comme dimg(C¢/S) = rangz(X/(X NU)), T possede la propriété
requise.

2. Une version effective du théoréme du sous-groupe linéaire

Comme on I’a dit dans l’introduction, la démonstration du théoréeme 1.1 se fonde
sur un résultat d’approximation diophantienne dans les groupes algébriques commutatifs
(théoréme 2.1 de [33]). Nous allons rappeler ici 1’énoncé de ce dernier dans le cas des
groupes commutatifs linéaires. Auparavant, il convient de fixer quelques notations et de
préciser certains concepts.

On fixe tout d’abord un choix d’entiers dy, d; > 0 de somme d > 0, et on désigne par G
le groupe G% x G% plongé dans I’espace affine A? en tant que ’ouvert A% x (A \ {0})%
avec la loi de groupe donnée par I’addition sur les dy premieres composantes et par la
multiplication sur les d; dernieres composantes. On identifie & C¢ 1’espace tangent de
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APPROXIMATION DIOPHANTIENNE 761

G(C) en son élément neutre, de sorte que I’application exponentielle de G(C), notée
expg: C? — G(C), soit donnée par

_ y y
eXPG(T1y. v oy Tdgs Yty -+ -y Ydy) = (T1y. .o, Tay, ¥, ... e¥%4).

Pour 1 < i < d, la notation z(® désignera la i-éme coordonnée d’un élément z de C?
ou encore de G(C), de sorte que z = (2,...,2(¥). Quand 2~ appartient 2 C?, on
pose ||z|| = max{|z(V|,...,|2(¥|}. On note aussi my: A? — A% la projection sur les
do premiéres composantes et m;: A? — A% celle sur les d; dernieres. On pose enfin
G; = m(G) pour i = 0,1; ainsi Gy = G% et G; = G4,

On désigne par T 1’espace tangent a I’élément neutre d’un sous-groupe algébrique H
de G. De plus, on dit qu’un sous-ensemble algébrique V' de G est incomplétement défini
dans G par une famille de polyndmes F si V est une réunion de composantes irréductibles
de I’ensemble des zéros de F dans G.

On plonge aussi I’espace affine A¢ dans I’espace multi-projectif P9 x (P')% via
I’application

A — PP x (PH"
(1y.eyza)— (Lizy i i may), (1 Zags1),---, (12 24))

Etant donné un sous-ensemble algébrique V de G de dimension n, on désigne par

H(V; Ty,T1,...,Ty,) sa fonction d’Hilbert-Samuel associée a ce plongement et par
H(V; To, T, ..., T4,) le produit par n! de la partie homogeéne de degré n du polyndme
en Ty, Ty, ..., Ty, qui coincide avec H(V ; Ty, Ty, ..., T4, ) pour toutes valeurs entieres
suffisamment grandes de Tp,77,...,74,.

On utilise aussi la notion de hauteur logarithmique absolue de Weil sur P"(Q) définie,
pour un point (z¢ : zy : --- : Tp) & coordonnées xy,...,T, dans un corps de nombres
K, par

h(zo:ay:--im,) =[K : Q7Y [Ky : Qullogmax{|zoly, |[T1]v, .-, [#nlw}

v

ou la somme est étendue aux places v du corps K et ol chaque valeur absolue | o
est normalisée de telle sorte qu’elle étende la valeur absolue usuelle de Q si v est
archimédienne et qu’elle vérifie |p|, = 1/p si v est ultramétrique et si p est le nombre
premier qui appartient a son idéal de valuation. En fait, on n’aura besoin que de la version
affine de cette hauteur sur Q qu’on notera hy et qui est donnée par

hi(z1,...,xn) =h(l:zy:-- 1 2y)

pour tout (z1,...,z,) € Q"
Cela dit, le théoreme 2.1 de [33] admet pour cas particulier :
THEOREME 2.1. — Soient {y et N des entiers > 0. On se donne d’abord des éléments

Wi, .oy Wy, Niy---,MN de Tg(C), un corps de nombres K C C, et des éléments
Wy, ..., We, de Tg(K)etin, ...,y de Tg(C) tels que les images 1, . ..,Yn de Ty, ..., 7N
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sous exp, appartiennent toutes & G(K ). On note n. la dimension du sous-espace de Tg;(C)
engendré par wi, ..., Wy, €t M,...,Nn, D le degré de K sur Q, et W le sous-espace de
To(K) engendré par iy, . . . , g, Onécrity = {#1,...,7n} et on suppose que ¥ contient
I’élément neutre de G (f( ). On suppose aussi que les points 11, . .., N n’appartiennent pas
tous a T, x1(C). On se donne aussi des nombres réels Ay, ..., Aq,, B1, Ba, E tous > e,
des nombres réels positifs U, V, et des entiers positifs So, To,Ti, ..., Ty, qui satisfont
By > 2d, B, > d,

h(3,. . AY) <log By (1 <i < dy),

[N

(@), 08") <log By (1< j < t),

2

max {hl(:yj('dﬁi)), D’

FE .
S} <logAi (1<i<di, 1<j<N).

On suppose en outre

|w; —w;l| <e™V (1<j<b) et |nj—ill<e” (1<j<N),

ou || || désigne la norme du maximum, et aussi que les différents paramétres remplissent
les conditions .
dy
U > Dmax{To log B1, So long,ZTilogAi}, V > (12d + 13)U,
i=1

DlogB; >logE, DlogBs >logE, Bs>dSo+To+Ti+ - +Ty,

et éexp (U/(QD)) 2 (To(;l;d0>(T1 $1) (Ty, +1) > 4(%)71.

Alors, il existe un sous-groupe algébrique connexe H de G, distinct de G, incompletement
défini dans G par des polynomes de K[ X1, ..., X4y, Y1,...,Ya,] de degré < T; en'Y; pour
1 = 1,...,dy, tel que, si on pose

by = dimg (W + Ty (K))/Tu(K)),

on ait

. . N 8 d!
S¢o Card (S + H(K))/H(K)) - H(H; To, Ty, ..., Ta,) < d_O!TOdDTl Ty,

Remarque. — Pour déduire cet énoncé du théoréme 2.1 de [33], on a utilisé le fait que

To+d
H(G;T07Tla"’7Td1>: ( Odo O)(T1+1)(Td1 +1)7
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le fait que, dans les notations de [33], I’hypothése {n,...,Mn} & T, x1(C) se traduit

par 73 > 1, et enfin le fait que, si r1, ro et r3 sont trois entiers > 0 de somme égale a n,
alors on a, en vertu des hypotheses sur les parametres,

To+ 71 dSy + 7o vV r3 \% r3
< r1 o
( T > ( T2 ) (logE) < (2T0)" ((d+1)50) <log E)

- (le)(g]Bl)T1 (g:)glgl—,:)w (lo‘g/E)T3
< (ing5) (‘g ) (iogm)”

V n
= (logE) '

Nous avons aussi modifié quelques notations pour les harmoniser au travail présent.

3. Approximations algébriques de nombres transcendants

Pour appliquer le théoréme 2.1 aux données du théoréme 1.1, on a besoin de bonnes
approximations algébriques d’éléments d’un sous-corps de C de degré de transcendance 1
sur Q. A cet effet, on emploiera le résultat suivant.

THEOREME 3.1. — Soit K un sous-corps de C de type fini et de degré de transcendance 1
sur Q et soient ay,...,a, des éléments de K. Alors, il existe une constante ¢ > 0 qui ne
dépend que de K et des nombres ay, ..., a,, et qui posséde la propriété suivante. Soit K un
nombre réel > c. Pour une infinité d’entiers D, il existe une place p de K de degré D et un
plongement de son corps résiduel K dans C tels que les nombres aq, . . .,a, appartiennent
a ’anneau de valuation O de p et que leurs images a1, . . ., G, sous ["’homomorphisme de

\

réduction 7:O — K associé a p vérifient

hi(ay,...,an) < K, max {|a; — @;|} < exp(—c 'kD?),
1<i<n

et aussi a; = a; pour chaque indice i avec a; € Q.

Le reste du paragraphe est consacré a la démonstration du théoréme 3.1.

(i) Réduction au cas d’un seul nombre
On montre d’abord comment le théoréme 3.1 se déduit du résultat suivant :

THEOREME 3.2. — Il existe une constante absolue cq > 0 qu’on peut prendre égale a 107
et qui posséde la propriété suivante. Soit k un nombre réel > cq et soit § € C un nombre
complexe transcendant sur Q. Alors, pour une infinité d’entiers d > 1, il existe un nombre
algébrique o de degré d et de hauteur hy(a) < Kk qui vérifie

(3.1) 10 — a| < exp(—cytrd?).
Dans ce but, on rappelle d’abord le fait suivant :
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LEMME 3.3. — Soient n un entier positif et X une sous-variété algébrique fermée de A™
définie sur Q de dimension 1. Alors, il existe une application linéaire w: A™ — A définie
sur Q et une constante c; > 0 telle que

(3.2) hi(z) < hy(w(z)) + ¢;  pour tout z € X (Q).

Démonstration. — 11 n’y a pas de restriction a supposer n > 2. On plonge A™ dans P™ sous
’application usuelle qui envoie un point (21, ...,z,) de A™ surle point (1 :zq:---:z,)
de P". Soit X la fermeture de Zariski de X dans P™ et soit H I’hyperplan de P
d’équation xo = 0. Puisque X est de dimension 1 et que X n’est pas contenu dans H, leur
intersection X N H est une réunion finie de points. Il existe donc une sous-variété linéaire
A de H définie sur Q et de dimension n — 2 qui ne rencontre pas X. Cette variété A est
déterminée dans H par une équation linéaire de la forme A1z + --- + A\,x, = 0 avec

Al,...,An € Q non tous nuls. Soit m: P™ — A — P! la projection de centre A donnée par
m(Xo:@y i Ty) = (To: AM1T1 + -+ Any).

D’aprés la seconde proposition du paragraphe 2.3 de [26], on a h(z) = h(n(z)) + O(1)
pour tout z € X(Q), olt O(1) désigne une fonction bornée de . En particulier, il existe
une constante ¢; > 0 telle que h(x) < h(m(z)) + ¢; pour tout z € X(Q). Par restriction,
7 détermine une application linéaire de A™ dans A qui vérifie (3.2).

Démonstration du théoreme 3.1. — On peut supposer que les a; ne sont pas tous
algébriques sinon le résultat est immédiat. Soit X la plus petite sous-variété algébrique
fermée de A™ définie sur Q qui contient le point a = (a1, ..., a,), et soient 7: A™ — A et
¢1 > 0 comme dans I’énoncé du lemme 3.3. On pose § = m(a). La relation (3.2) implique
que la restriction de 7 a X est non constante, donc 6 est transcendant sur Q. De plus,
comme a est un point générique de X sur Q, la variété X est non singuliére en ce point.

,Donc, X(C) est, au voisinage de ce point, une sous-variété analytique de C™ (voir §1B
de [16]). Comme @ est transcendant sur Q, la différentielle de 7 au point a est non nulle.
Alors m: X(C) — C est un isomorphisme local au point a. Il existe donc un voisinage
ouvert U de 6 dans C et une fonction holomorphe ¢: U — C™ qui applique 8 sur a et qui

vérifie ¢(z) € X(C) et 7(¢(z)) = z pour tout z € U. On en déduit p(a) € X(Q) pour

tout « € Q N U. Enfin, quitte a remplacer U par un voisinage ouvert de # plus petit, on
peut supposer qu’il existe une constante co > 0 telle que

lla — o(2)|| < co|@ — 2| pour tout z € U,

ou la norme dans le membre de gauche est celle du maximum.

On pose ¢ = max{2c1, 1+ 2¢o[K:Q(6)]?} et on choisit un nombre réel x > c. Le
théoréme 3.2 montre que, pour une infinité d’entiers d > 1, il existe un nombre algébrique
a de degré d et de hauteur hy(a) < k/2 qui vérifie

|6 — a| < exp(—(2co) 1xd?).

Fixons le choix d’un tel entier d et d’un tel nombre «, en prenant d assez grand pour
que la condition ci-dessus implique o € U. On pose A = Qlay,...,a,] et a = ¢(a).
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Puisque @ € X(Q), il existe un homomorphisme d’anneaux 7: A — Q qui applique a;
sur la i-iéme composante @; de @ pour ¢ = 1,...,n. Puisque § = w(a), on a 6 € A et
7(#) = m(a) = «. En vertu du théoreme 1 du chapitre 1 de [S], ’homomorphisme 7
s’étend en un homomorphisme d’anneaux 7: O — Q ou O est un anneau de valuation
de K qui contient A. Soit p I'idéal maximal de cet anneau. Alors, p est une place non
triviale de K sur Q et 7 définit un plongement dans C de son corps résiduel K. De plus,
si on désigne par D le degré de p sur Q, on a

d< D <[K:Q(0)]d

car p étend une place de Q(f#) de degré d. Cette place p remplit les conditions
du théoreme 3.1. En effet, puisque 7(a) = a et hi(a) < k/2, le lemme 3.3 livre
hi(a) < k/2 4+ ¢; < k. De plus, on trouve

lla —al| < 20 — a| < exp(—c'kD?)

pour d assez grand. Enfin, comme D > d, I'entier D peut étre supposé arbitrairement
grand et I’inégalité de Liouville donne alors a; = a; pour chaque ¢ avec a; € Q.
(ii) Majoration du résultant

Pour démontrer le théoréme 3.2 on emploie une majoration du résultant R(F,G) de
deux polyndmes F' et G qui tient compte de la distance d’un nombre § € C a la réunion de
I’ensemble Z(F') des zéros de F et de I’ensemble Z(G) des zéros de G. La démonstration
présentée ici utilise les idées de Wirsing dans [34]. On montre d’abord :

LEMME 3.4. — Soient § € C ett € R. Soient F, G € C[X] des polynémes non constants et
m,n leurs degrés respectifs. On désigne par f le nombre de zéros « de F avec |0 — a| <t
et par g le nombre de zéros 3 de G avec |0 — (3| < t, compte tenu de leurs multiplicités.
Enfin, on note p la distance de 0 a la réunion des zéros de F' et de G. Alors, on a

(3.3) PP\ R(F,G)| < 2" M(F)"~"M(G)" ' |F(0)1|G(0)]

Démonstration. — Ecrivons
F(X)=ao[[(X —ai) et GX)=0bo [][(X -8
i=1 j=1

et posons p; = |6 — ;| pour i = 1,...,m et g; = |6 — 3| pour j = 1,...,n. Pour tout
choix d’indices ¢ et j, on a
loe; — B;] < pi + ¢; < 2max{pi, ¢;}.

On en déduit

(3.4) IT lei =51 < (H 2Qj)f et ] lei-pl< (H 2Pi)g :

pi <t q;>t pi>t pi>t
q;>t q; <t
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D’autre part, on a aussi

(2p)|; — B5] < (2min{p;, ¢;}) (2max{p;, ¢;}) = (2p:)(24;),

donc
g f
(3.5) @0 [Tt =81 < (TT 2:) (I 205) -
Pléi pi<t q; <t

Enfin, puisque

loii = B5| < lau| + 165] < 2max{l, |a;|} max{1, |B;]},

on trouve
n—g m—f
(36) [T le = B3l < 20m= 0= (T max{1, Jeul}) " ( T] max{1,18,1})
21;: pi>t q; >t
n— m—f
< o(m=Pn—g) (M_(Q> g(M(G)) '
B |aol |bol

En multipliant termes a termes les inégalités (3.4) a (3.6) et en tenant compte des relations
IF(8)] = laol [[ i et 1G(8)] = Ibo| [ ] as
=1 7j=1

on obtient bien
PP R(F, @) = p'ao|bo|™ [ ] lei = B;] < 2m"M(F)"~oM(G)Y"~F|F(0)°|G(6)I.
.3
Nous tirons d’abord une premiere conséquence du lemme 3.4.

PROPOSITION 3.5. — Soit § un nombre complexe, F' et G des polynomes de C[X] non
constants, m et n des entiers positifs qui majorent respectivement les degrés de F' et de
G, et p la distance de 0 a la réunion des zéros de F' et de G. Supposons que les valeurs
absolues des coefficients dominants de F' et de G soient toutes deux > 1. Alors, pour tout
entier s > 0, on a

(37)  min{l,p}"R(F,G)| < 2" M(F)"M(G)" max {|F(6)],|G(8)|}"

Démonstration. — L’hypothese sur les coefficients dominants de F' et G livre M (F) > 1
et M(G) > 1. Il n’y a donc pas de restriction a supposer m = deg(F) et n = deg(G). :

Considérons d’abord le cas s < m + n. Si les m + n nombres réels
0 —af, (a € Z(F)) et |6-p| (B€Z(G))

sont deux-a-deux distincts, il existe un nombre réel ¢ tel que s soit la somme du nombre f
de zéros o de F avec |0 — | < ¢ et du nombre g de zéros 8 de G avec |§ — 3| < t. Dans
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ce cas, I'inégalité (3.7) découle du lemme 3.4 car, puisque f + g = s, on a fg < s%/4.
En général, on peut approcher F' et G d’aussi prés qu’on le souhaite par des paires de
polyndmes F' et G de degrés respectifs m et n tels que

Card{|0 —v|; v € Z(FG)} =m+n.

Comme (3.7) est vérifiée pour chacune de ces paires de polyndmes, elle I’est aussi, par
continuité, pour F' et G.

Supposons maintenant s = m + n + k avec k > 0. L’hypothese sur les coefficients
dominants de F' et G implique aussi p™ < |F(6)] et p™ < |G(6)]. On obtient ainsi

min{1, p}**/* < min{1, p} ) /4 plmtn)k/2
: ) .
< min{1, p}™ ™ 4 max {|F(6)|,|G(9)|} "

L’inégalité (3.7) étant vérifiée pour s = m + n, elle ’est donc aussi pour s = m + n + k.

N

La proposition 3.5 s’applique par exemple a toute paire de polyndmes F' et G' non

N

constants, premiers entre eux, a coefficients entiers. Le nombre R(F,G) est alors un
entier non nul et on peut minorer sa valeur absolue par 1. Dans cet ordre d’idées, nous
montrons encore :

ProposITION 3.6. — Soit 6 € C et soient F, G € Z[X] des polyndmes non constants et
premiers entre eux. On suppose

dist (6, Z(F)) < dist(6, Z(Q))

et on désigne par s le nombre de zéros a de F avec |0 — a| < dist(8, Z(G)), compte tenu
de leurs multiplicités. Alors, on a

0 < (log2) deg(F)deg(G) + deg(F)log M(G) + deg(G) log M(F) + slog|G(0)|.

Démonstration. — Soit t = dist(6, Z(G)) et soit (Gi)r>1 une suite de polyndmes de
méme degré que G qui converge vers G et qui vérifie dist(6, Z(Gy)) > ¢t pour tout k > 1.
Pour tout k£ > 1, le lemme 3.4 appliqué a F' et G}, donne

|R(F, Gk)l S Zdeg(F) deg(G)M(F)deg(G)M(Gk>deg(F)—s|Gk(0)|s'

On obtient le résultat annoncé en prenant le logarithme des deux membres de cette inégalité,
en passant a la limite lorsque k& — oo et en minorant M(G) par 1.

En particulier, on retrouve un résultat bien connu en minorant s par 1 dans la
proposition 3.6 (voir lemme 1 de [3], pp. 145-146 de [9], et lemme 4 de [27]) :

COROLLAIRE 3.7. — Soit 6 € C et soient F, G € Z[X] des polyndmes non nuls premiers
entre eux. Alors, on a

1 < 2%8(F) 4es(@) A () 5(9) 1 (G) ) max{|F(9)], |G(6)}.
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(iii) Résultats auxiliaires

LEMME 3.8. — Soit § € C et soit a € R avec 0 < a < 1/2. Alors, pour tout entier &
suffisamment grand et tout nombre réel p > 6, il existe un polynéme non nul P € Z[X]
qui vérifie

(3.8) deg(P) <8, logM(P) <y et |P(8)] < exp(—adp).

Démonstration. — Soit H la partie entiere de e/ /(6 + 1). Pour un polyndme P € R[X]
de degré < 4, les parties réelles et imaginaires de P(f) sont des formes linéaires
en les coefficients de P, dont la somme des valeurs absolues des coefficients est
< (1+410] 4 ---+160]°). En vertu du lemme de Thue-Siegel (cf. Lemme 1.3.2 de [29]), il
existe donc un polyndme non nul P € Z[X], de degré < ¢, de hauteur < H, tel que les
parties réelles et imaginaires de P(f#) soient majorées en valeur absolue par

(1416 + -+ |0|°)H =172,

Ce polyndme vérifie log M (P) < p et, pour § assez grand, il remplit aussi la troisieéme
des conditions (3.8).

PROPOSITION 3.9. — Soit § € C et soit b € R avec 0 < b < 1/16. Alors, pour tout entier
6 assez grand et tout nombre réel y > 0, il existe un polynéme non nul Q € Z[X] qui est
une puissance d’un polynéme irréductible de Z[X] et qui vérifie

deg(Q) <6, logM(Q) <p et |Q(O)] < exp(—bdpu).
Démonstration. — On posé a = 4b + 1/4. Si ¢ est assez grand, le lemme 3.8 montre
qu’il existe un polyndme non nul P € Z[X] qui vérifie (3.8). On écrit P = mP, P, - - P,

ol m est un entier et ou P;, P, ..., P, sont des puissances de polynémes irréductibles
de Z[X] ordonnées de telle sorte qu’on ait

dist(0, Z(Py)) < dist(0, Z(P)) < ... < dist(0, Z(FR,)).
On pose F' = m][,., Pi et G =[],,, Pi. Alors, on a dist(¢, Z(F)) < dist(8, Z(Q)) et,
si 7 est > 4, le nombre de zéros de F dont la distance a 6 est < dist(#, Z(G)) est au
moins 4. Dans ce cas, la proposition 3.6 livre

—4log |G(9)| < (log2) deg(F') deg(G) + deg(F)log M(G) + deg(G) log M(F).

Comme deg(F') + deg(G) < ¢ et log M(F') + log M(G) < p, le membre de droite de
cette inégalité est < ou. On en déduit

log |F(0)] = log |[P(0)| — log |G(0)] < —abdp + (1/4)6p = —4bép.
Cette derniere inégalité est encore vérifiée si r < 4 car alors /' = P. On en déduit que,
dans tous les cas, il existe un entier positif : < 4 avec log |P;(6)| < —béu. Ce polyndme

possede les propriétés requises.
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LEMME 3.10. — Soient § € C, 6 € Z et u,b € R avec
0<b<1/4 e 0<é6<p.

Supposons qu’il existe des polynomes F,G € Z[X] premiers entre eux, de degré < § et
de mesure de Mahler < e", qui vérifient

dist(6, Z(F)) < dist(6, Z(G)) et max{[F(0)],|G(0)]} < exp(—bop).
Alors, on a
dist(0, Z(F)) < exp(—(1/3)b*6p) et max{deg(F),deg(G)} > (1/3)bé.
Si en plus on suppose deg(F) < (1/3)bs, alors on a :
log [G(8)] > —3deg(G) log M(F).

Démonstration. — Soit p = dist(6, Z(F')). Puisque |[F(#)] < 1, on a p < 1. Alors, la
proposition 3.5 donne

p* 1% < exp{(log2)8 + 26y — by} < exp{—(sb — 2.7)6u}
pour tout entier s > 0. En posant s = [5.4/b] + 1, on a 5.4/b < s < 5.65/b, donc
p < exp(—10.85726p) < exp(—(1/3)b*6p).
Si on applique plutdt la proposition 3.6 tout en supposant deg(F') < (1/3)bd, on trouve

0 < deg(F) deg(G) + deg(F)log M(G) + deg(G)log M(F') + log |G ()]
< deg(G)log M(F) + (2/3)bép + log |G(8)|
< deg(G)log M(F) + (1/3) log |G(9)|

d’on la derniére inégalité du lemme. Enfin, puisque log M (F') < u, cette inégalité entraine
deg(G) > (1/3)b6. Ainsi au moins un des polyndémes F' ou G est de degré > (1/3)bé.

(iv) Démonstration du théoreme 3.2

Soit x un nombre réel > 107 et soit # € C un nombre transcendant sur Q. On pose
a = (3600)~1. La proposition 3.9 montre que, pour tout entier n assez grand, il existe
un polyndme non nul @,, € Z[X] qui est une puissance d’un polyndme irréductible et
qui vérifie '

(3.9) deg(Q,) <n, logM(Q,) <akn et log|Q,(0)| < —18"takn?
On va montrer que, pour une infinité d’entiers n, on a en plus

(3.10) deg(Q,) >an et dist(d,Z(Q,)) < exp(—10""kn?).
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Le théoréme 3.2 en découle. En effet, soit «,, une racine de @, dont la distance a 6 est
minimale. Pour chaque entier n qui vérifie (3.10), on a

deg(an) < n, hi(on) = dEg(Qn)_l log M(Qn) < &
et aussi
0 < |6 — ap| < exp(—10""kn?).

S’il existe une infinité de tels entiers n, I’encadrement de |# — «,,| montre que, parmi les
nombres «,, qui leur correspondent, il y a une infinité de nombres algébriques distincts.
Leur hauteur étant bornée, il faut que leur degré tende vers I'infini. La conclusion suit.

Pour démontrer I’existence d’une infinité d’entiers n qui vérifient (3.10), on suppose au
contraire qu’il existe un entier ny > 20 tel que, pour tout n > ng, on ait

(3.11) deg(Q,) < an ou dist(6, Z(Q,)) > exp(—10""kn?).

On va montrer que cela méne a une contradiction. Pour cela, on procéde en plusieurs
étapes :
1) Pour tout entier kK > ng, il existe un nombre fini d’entiers m > k tels que

R(Qk, Qm) = 0.

En effet, soit P le facteur irréductible de Qx. Si R(Qk, Q) = 0, alors Q,, = P* ou t
est un entier < m et, en vertu de (3.9), on obtient log | P(#)| < —18 *axm. Comme 6 est
transcendant sur Q, cette inégalité n’est vérifiée que pour un nombre fini d’entiers m.

En vertu de ce résultat, il existe une infinité d’entiers m > ng avec R(Qm, Qm+1) # 0.
2) Soit m un entier > ng pour lequel R(Qy, Qm+1) # 0 et soit (F, G) une permutation
de (Qm,Qm+1) pour laquelle

dist(0, Z(F)) < dist(0, Z(@)).

Alors, F' et G vérifient les conditions du lemme 3.10 avec b = 1/20, 6 = m + 1 et
p = arx(m + 1). En tenant compte de (3.11), on en déduit successivement

(3.12) dist(, Z(F)) < exp(—1200"tak(m + 1)?),
- deg(F) <a(m+1),
deg(G) > 607 (m + 1),
dist(6, Z(G)) > exp(—=10~"k(m + 1)?)

et aussi
(3.13) log |G(0)| > —3deg(G)log M(F).

3) Soit k£ un entier > ng et soit m le plus grand entier pour lequel R(Qx, @) = 0.
Alors, on a:

dist(0, Z(Qr)) > dist(8, Z(Quusr))-
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Supposons le contraire. Puisque R(Qyn, Qm+1) 7# 0, les inégalités (3.12) et (3.13) sont
vérifiées avec F' = @, et G = Q,n+1, donc on trouve :
(3.14) deg(Qm) < a(m + 1),
dist(0, Z(Qm1)) > exp(—10""k(m + 1)?),
10g |Qm+1(0)] > —3arm deg(Qm1)-

Soit n le plus grand entier pour lequel R(Q.nt1, @) = 0. Puisque Q.11 et @, sont des
puissances d’'un méme polyndme irréductible de Z[X], la distance de 6 a I’ensemble des
z€ros de I'un et de I'autre est la méme. On a donc

dist(8, Z(Q,)) > exp(—10""kn?).

Comme R(Q,,Qn+1) # 0, on en déduit que les inégalités (3.12) sont vérifiées avec n au
lieu de m, en posant F' = Q41 et G = @Q,. En particulier, on obtient
(3.15) deg(Qn+1) < a(n +1).
Comme Q,,+1 et (), sont des puissances d’'un méme polyndme, on a aussi
108 Qums1(0)] _ 108 1Qu(®] _ " oor
deg(Qm-H) deg(Qn)

Si on compare cette inégalité avec la minoration de log |Q,,+1(6)| donnée par (3.14),
on en déduit

n < 54m.

Or, en vertu du choix de I’entier m, on a R(Q,, @n+1) # 0. Si on applique le corollaire 3.7
a cette paire de polyndmes en tenant compte des majorations de leurs degrés données par
(3.14) et (3.15), on obtient

0 < (log2)a®(m + 1)(n + 1) 4+ 2a’k(m + 1)(n + 1) — 18 Laxm?,
< (54(log2)x™! + 108 — 207 *a™ ) a’k(m + 1)%,
ce qui est impossible puisque x > 107 et a=! = 3600.

4) Soit m le plus grand entier > ng tel que R(Qn,,@m) = 0 et soit n le plus grand
entier > m + 1 tel que R(Qm+1,Q@rn) = 0. En vertu du résultat précédent appliqué a
k=mopuisak=m-+1,ona

dist(60, Z(Qm)) > dist(8, Z(Qm+1)) et dist(8, Z(Qn)) > dist(0, Z(Qn+1))-
Alors, les inégalités (3.12) livrent :
deg(Qm+1) < a(m +1),
log |Qm (0)] > —3mlog M(Qm+1),
deg(Q,) > 607 1n.
On en déduit

log M(Qmt1) S 54~ lakm
deg(Qm+1) ~ a(m+1)

log M(Q,) < _aKn

deg(Q,) ~ 6071n
Or, comme Q)41 et @, sont des puissances d’'un méme polyndme, ces deux quotients
sont égaux. Puisque a = 36001, c’est la contradiction cherchée.

> 60"tk
et
= 60ak.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



772 D. ROY ET M. WALDSCHMIDT

4. Relevement du sous-groupe obstructeur
Soit K C C un sous-corps de C de type fini et de degré de transcendance 1 sur Q. Le
corps K est donc un corps de fonctions en une variable sur Q.

Etant donné un entier positif n, un point non nul z = (g, z1,...,%,) de K" et une
place non triviale q de K sur Q, on définit I’ordre de x en q par

ordg(z) = min{ordq(zo),...,ordq(z,)}.
On définit aussi la hauteur du point projectif (zg : xy : -+ : x,) € P"(K) déterminé
par x en posant
h(zg: x;: Zord )deg(q)

ou la somme est étendue a toutes les places non triviales q de K sur Q. Enfin, on définit
sur K™ une version affine de cette hauteur en posant

hy(z1,...,2,) =h(1:z1:...:2,)

pour tout (z1,...,2,) € K™ C’est simplement le degré du ppcm des diviseurs des poles
de x1,...,Tn.

Soient d, dy, di et G comme au §2. Le but de ce paragraphe est de démontrer le
résultat suivant :

THEOREME 4.1. — Soit K un sous-corps de C de type fini et de degré de transcendance 1
sur Q, et soit p une place non triviale de K en tant que corps de fonctions d’une variable
sur Q. On note O ’anneau de valuation de p, D son degré, et on choisit un plongement
de son corps résiduel K dans C. On se donne des entiers Lo, N et Ty,..., Ty, tous > 0,
un sous-espace W de T (K) de dimension £y engendré par des éléments w1, . .., wy, de
Tc(K), un sous-ensemble fini ¥ = {v1,...,yn} de G(K) et un sous-groupe algébrique
H de G incompletement défini dans G par des polynomes de f([Xl, coy Xags Y1, Yy ]
de degré <'T; enY; pour i =1,...,dy. On suppose que les coordonnées des wj, des v; et
des 'y]‘l appartiennent a ’anneau O. Pour j =1,...,4 (resp. j =1,...,N), on note w;
(resp. 7y;j) I’élément de TG(K ) (resp. de G(K)) dont les coordonnées sont les images des
coordonnées de wj (resp. de ;) sous I’homomorphisme de réduction 7:O — K associé
a p. On désigne par W le sous-espace de TG(f() engendré par Wi, ..., W, et on pose
Y = {A1,...,4n}. On se donne aussi des nombres réels A’ ... Ay, B1, By tous > ¢
qui vérifient

hl(yii),...,'m ) <logB; (1<i<dp),

hl(wj(»l),... d)) <logBy (1<j<Y{),

hy (") <log A} (1<i<dy, 1<j<N).
On suppose enfin

dy
D> max{2d1 > " Tilog AL, 2dglog By + by 1og32}.

i=1
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Alors, il existe un sous-groupe algébrique L de G défini sur K, connexe si H est connexe,
qui vérifie les trois conditions suivantes :

(1) L et H possédent la méme fonction d’Hilbert-Samuel;

(i) Card ((E + L(K))/L(K)) < Card((E + H(K))/H(K));

(iif) dimg (W + To(K))/T(K)) < dimg (W + Tu(K)) /Ta(K)).

La démonstration de ce résultat utilise plusieurs lemmes. Dans la suite, on fixe le choix
d’un corps K et d’une place p de K comme dans 1’énoncé du théoreme 4.1. On note O
I’anneau de valuation de p, D son degré, et on fixe aussi un plongement de son corps
résiduel K dans C. On note 7: 0 — K I’homomorphisme de réduction associé a p et,
pour tout z € O, on désigne par Z I’image de = sous 7. Pour tout entier n > 0, on étend
cette définition aux points z = (z1,...,%,) de O™ en posant & = (£1,...,Z,). Enfin, si
V' est un sous-espace de K™, on désigne par Ve sous-espace de K™ constitué des points
Z avec z € V. N O". On verra plus loin que cette définition est compatible avec celle de
W dans I’énoncé du théoréme 4.1, en vertu des hypotheses de ce théoréme.

Si = est un élément non nul de K, alors h;(z) est le degré commun des diviseurs
des poles et des zéros de x. Dans ce contexte, on utilisera la version suivante du lemme
de Liouville :

LEMME 4.2. — Soit © un élément non nul de K. Si hy(x) < D, alorsona x € O et & # 0.

Démonstration. — En effet si x ¢ O (resp. x € O et & = 0), alors p divise le diviseur
des poles (resp. des zéros) de x et par suite on a h;(z) > deg(p) = D.

Pour chaque entier » > 0, on étend la notion de hauteur aux sous-espaces V de K". Si
V #0etsi{xy,...,x,} désigne une base quelconque de V', on définit la hauteur de V' par

h(V)=h(z1A ... Azy,)

c’est-a-dire comme étant la hauteur du point projectif déterminé par le (T”n) -uplet dont les
coordonnées sont les mineurs d’ordre m de la matrice m X n ayant pour lignes z1, ..., Z,.
Si V =0, on pose simplement h(V) = 0. Ainsi, pour tout sous-espace V de K™ défini
sur Q, on a h(V) = 0.

LEMME 4.3. — Soit V un sous-espace de K™ et soient x4, ..., %, des éléments de V N O".

Alors, on a dim g (V) = dimg (V') et les trois conditions suivantes sont équivalentes :

() {z1,...,zm} est a la fois une base de V N O™ en tant que module sur O et une
base de V en tant qu’espace vectoriel sur K;

(i) {Z1,...,Zm} est une base de V en tant qu’espace vectoriel sur K;
(iii) m = dimg (V) et ordp(z1 A ... Azp,) = 0.

Démonstration. — Puisque O est un anneau principal dont le corps des fractions est K
et que V N O™ est un O-module sans torsion, V N O™ est un O-module libre de rang
égal a dimg (V). En particulier, toute base de V' N O™ en tant que O-module est aussi
une base de V' en tant qu’espace vectoriel sur K. Par ailleurs, puisque O est un anneau
local, le lemme de Nakayama (cf. prop. 2.8 de [1]) montre que z1,...,z,, constituent un
systeme de générateurs de V' N O™ en tant que O-module si et seulement si T1, ..., T,

engendrent V' en tant qu’espace vectoriel sur K. On en déduit dim (V') = dimg (V) et
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I’équivalence entre (i) et (ii). L’équivalence entre (ii) et (iii) découle simplement du fait

que {Z1,...,Z,} est une base de V si et seulement si on a m = dimg (V) et que le
produit extérieur £; A ... A Z,, est # O.

Une base {z1,...,z,} de V qui est contenue dans O™ et qui remplit les conditions
équivalentes du lemme 4.3 est dite réguliere (en p).

LEMME 4.4. — Soit V un sous-espace de K™. Si 1, . ..,xy sont des éléments de V N O™
dont les images Z1,...,% dans V sont linéairement indépendantes sur K, alors on peut
compléter {x1,...,T1} en une base réguliére de V.

Démonstration. — Si &1, . . ., &, sont linéairement indépendants sur K, on peut compléter
{&1,...,%} en une base {Z1,...,%x,Yrs1,---,Ym} de V. Pour chacun des y; avec
i =k+1,...,m, il existe z; € VN O™ tel que &; = y;. Alors {z1,...,2,,} est une
base réguliere de V' en vertu du lemme 4.3.

LEMME 4.5. — Soient Vi, V, des sous-espaces de K™. Onpose U = ViNnVyet W = V1 + V5.
Alors, on a

(4.1) h(U) + h(W) < h(Vy) + h(Va).

De plus, si h(V1) + h(V3) < D, alors U=VinVyet W =V, + V.

Démonstration. — La premiere partie du lemme est un analogue pour les corps de fonctions
du lemme 8A du chapitre I de [24]. La démonstration du présent lemme s’inspire des mémes
idées. On choisit d’abord une base {u,...,us} de U qu’on compléte d’une part en une
base {u1,...,us,T1,...,2.} de V; et d’autre part en une base {uy,...,ue,y1,...,Ys}
de V5. Alors,

(42) {ub"wuhwla”-7xr7y17"'7ys}

est une base de W et, pour montrer 1’inégalité (4.1), il suffit d’établir que, pour toute
place q de K sur Q, on a:

(4.3) ordg(ui A...Aug)+ordg(us Ao Aug Ay Ao AT Ayr AL A Ys)
>ordg(ur Ao Aug Azy A AZy) Fordg(ur A AU Ayr AL A Ys).

En fait, il suffit de le montrer pour q = p. On observe d’abord que la différence entre le
membre de gauche et le membre de droite de (4.3) est une constante indépendante du choix
des u;, x; et y;. Pour évaluer cette différence, on peut donc choisir pour {uy,...,u,} une
base réguliere de U et la compléter, selon le lemme 4.4, d’une part en une base réguliere
{uy,...,u¢,21,...,2,.} de V; et d’autre part en une base réguliere {uy, ..., ue,y1,...,Ys}
de V5. Alors, le membre de droite de (4.3) est nul et celui de gauche est réduit a

(4.4) ordp(ug Ao Aug AZy Ao AT Ayt A A Ys).
Comme ce dernier est un entier > 0, cela démontre (4.3).
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De plus, si pour le choix particulier des w;, x; et y; indiqué ci-dessus, (4.2) n’est pas une
base réguliere de W, alors (4.4) est un entier positif et on a I’inégalité stricte dans (4.3)
pour q = p. En sommant les contributions de toutes les places q de K sur Q, on en déduit

h(U) +h(W) + D < h(V;) + h(V,),
donc h(Vy) 4+ h(V2) > D. Si on suppose au contraire h(V;) + h(V2) < D, alors

{u17 yUey X1y e e oy Ty Y1,y - "ayS}

est une base de W. On en dedult W = V1 + V2 et aussi que {1,..., U} est une base
de VlﬁVz, donc Vi NV, = U.

LEMME 4.6. — Soit k un entier positif < n, soit m: C* — C* Dapplication linéaire de
projection sur les k premiéres coordonnées donnée par (ay,...,a,) = (a1,...,ax), et
soit V' un sous-espace de K™. On pose Vi = (V). Alors, on a h(Vy) < h(V). De plus,
si h(V) < D, alors V; = n(V).

Démonstration. — Soit {ey,...,e,} la base canonique de K™. Le noyau de 7 est donc
le sous-espace V; de K™ engendré par €41, ...,¢e,. On pose W = V5 + V et on complete
{€kt1,.--,€n} en une base {€xi1,...,€n,21,...,2,} de W avec z1,...,z, € V. Alors,
{m(z1),...,m(x,)} est une base de m(V) = V; et, pour toute place non triviale q de
K sur Q, on trouve

ordg(ex41 Ao ANepg Azy A Ax,) = ordg(m(z1) A ... AT(,)).
Cela implique h(W) = h(V}). En vertu du lemme 4.5, on en déduit
h(V1) <h(Vp) +h(V) =h(V)

car Vj étant défini sur Q sa hauteur est nulle. Si on suppose en outre h(V') < D, le méme
lemme donne W = Vi + V, donc dimg (Vo + V) = dimg (Vo + V). Comme V; est le
noyau de la restriction de # 2 K", on trouve dans ce cas

dimg (7(V)) = dimg (7(V)).
Or, on a m(V) = V; et dimg (V1) = d1~mK(f/1) On en déduit dim g (7(V)) = dim g (V;)
et I'inclusion 7(V') C V; entraine n(V) = V;.

LEMME 4.7. — Soient V1, V5 des sous-espaces de K™ et S un sous-espace de K" On
suppose que U = V1 NV vérifie U = Vi N Va. Alors, il existe un sous-espace R de K™
avec R = S qui remplit les conditions

dimg(V; N R) = dimg(V; N S)
pour 1 = 1,2.

N

Démonstration. — Désignons par 7": 0" — K™ T'application qui 2 z € O™ associe
Z € K™. On choisit d’abord une famille ordonnée C d’éléments de U N O™ dont I’image C
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sous 7" constitue une base de U N S. Puis, pour 7 = 1,2, on choisit une famille ordonnée
B; d’éléments de V; N O™ dont I'image B; sous 7", une fois jointe a C, constitue une
base de V; N S. Comme

UnsS=(WVins)n(VanSs),

la famille ordonnée d’éléments de S qu’on obtient en joignant C, B; et B, est linéairement
indépendante sur K. Par suite, il existe une famille ordonnée B d’éléments de O" dont
I’'image B sous 7", jointe a cette dernire, constitue une base de S. On définit simplement
R comme le sous-espace de K™ engendré par C, B, By et B. Alors,ona S C R mais aussi

dimg (R) = dimg (R) < dimg(S),

d’ob I’égalité S = R. De plus, pour i =1,2,sionpose W; = V;NR,ona W, 2 Vi NS car
W, contient B; et C, mais on a aussi W; C V; NS car R = S. On en déduit W; = V; N S.
Donc R possede toutes les propriétés annoncées.

LEMME 4.8. — Soit dy un entier positif, soient T1,..., Ty, des entiers > 0, soit Gy le
groupe G4 plongé dans A% de la maniére usuelle, soit Hy un sous-groupe algébrique de
G incomplétement défini dans Gy par des polynomes de C[Y1,...,Yy ] de degré < T; en
Y; pour i = 1,...,d; et soit ®, le sous-groupe de Z% constitué des éléments ¢ de Z4
pour lesquels le mondéme Y ¥ induit le caractere trivial sur Hy. Alors, ®; posséde une base
constituée d’éléments (a1, ...,aq,) avec |a;| < diT; pour i = 1,...,d;.

Démonstration. — Soit E 1’ensemble des éléments (ay,...,aq, ) de Z%4 qui vérifient
0 <a; <T;, pour i = 1,...,d; et soit J I'idéal de K[Y;,...,Y,,] engendré par les
polyndmes Y — Y# avec a,3 € E et a — 3 € ®;. On observe d’abord que J contient
tout polyndme de K[Yi,...,Yy, | qui s’annule sur H; et dont le degré en Y; est < T;
pour ¢ = 1,...,d;.

En effet, soit P un tel polyndme et soit R un sous-ensemble maximal d’éléments de F
incongrus modulo ®;. Modulo .J, on peut écrire P = _ . poY*. Or, les monomes Y *
avec o € R définissent des caracteres distincts de H;. En vertu d’un théoréme d’Artin, ces
caracteres sont linéairement indépendants sur K. Comme P et les éléments de J s’annulent
sur Hy, on en déduit que tous les p, sont nuls, c’est-a-dire que P € J.

Soit H I’ensemble des zéros de J dans GG;. Comme H; C H, le résultat ci-dessus
implique que les groupes H; et H ont la méme dimension. Donc ®; est de méme rang
que son sous-groupe ¢ engendré par les points « —  avec o, € E et o — 8 € ®4. Soit
r le rang commun de ces deux groupes et soit

C= {(.Tl,...,l'dl) ERdl; liL’l‘ STl,...,l.'IZdll Sle}.

Comme @ est engendré par des €éléments de C, ses minima successifs par rapport a ce
convexe sont tous < 1. Alors, les minima successifs de ®; par rapport a C' sont aussi < 1
et, d’apreés un argument de K. Mahler (voir thm. 1 de [15] ou §10.2 de [10]), on en déduit
que 7C contient une base de ®; en tant que Z-module.

Démonstration du théoréme 4.1. — On note comme d’habitude 7y: Adtd — Ado |g
projection sur les dy premiéres composantes et 77;: A td1 — A4 celle sur les d; dernidres
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composantes. Alors, le groupe H s’écrit Hy X Hy ot Hy = no(H) et H; = w1(H) sont
respectivement des sous-groupes algébriques de Gy = G% et G; = G4 définis sur K.
De plus, H; est incomplétement défini dans G, par des polyndmes de K[Vi,...,Yq ]
de degré < T; en Y; pour ¢ = 1,...,d;. On démontre 1’existence du groupe L par des
réductions successives.

1) On choisira le groupe algébrique L de la forme Ly x H; ol Lg est un sous-groupe
algébrique de G défini sur K de méme dimension que H, et qu’il reste a déterminer.
La condition (i) sera alors vérifiée.

2) On désigne par ¥’ ’ensemble des produits v§~! avec v,8 € X. Alors, pour tout
v € Y, on a

m1(y) € Hy < m1 (%) € H;.

En effet, soit ®; le sous-groupe de Z?* constitué des éléments ¢ € Z% pour lesquels le
mondme Y¥ € Z[YF, ..., Ydjfl] induit le caractere trivial sur H;. Le lemme 4.8 montre
que ®; posséde une base {¢1,..., ¢} constituée d’éléments de la forme (ay,...,aq,)
avec |a;| < diT; pour ¢ = 1,...,d;. Alors, le groupe H; est I’ensemble des zéros dans
G des fonctions Y¥: — 1 aveci=1,...,7. Or, pour tout y € X ettouti = 1,...,7, le
nombre ()% — 1 est un élément de O de hauteur < 2d; Zf;l T;log A < D. Donc,
grice au lemme 4.2, on trouve

m(v) € Hi(K) <= m ()" —
= m(y)-1=
— m(7) € Hy(K).

3) On choisira aussi le groupe Lg de telle sorte que Lo(K) contienne 1’ensemble

E={m(7);v€Y, mo(7) € Ho(K)}.
Alors, la condition (ii) sera elle-aussi satisfaite.
En effet, pour tout v € ¥’ tel que ¥ € H(K), on a d’une part m;(5) € H,(K), donc

m1(y) € H1(K) en vertu de 2), et d’autre part mo(5) € Ho(K), donc mo(y) € E C Lo(K);
en conclusion v € L(K). On en déduit que, pour tout couple d’éléments v, 6 de 3, on a

4 =6 mod H(K) = v = § mod L(K)

en appliquant cette derniere observation a 1’élément v§~! de ¥'. Cela démontre (ii).

4) Avant de poursuivre, on observe que {wy, ..., wy, } est une base de W N O et que,
par suite, la définition de W donnée dans I’énoncé du théoreme 4.1 coincide la définition
de W pour un sous-espace quelconque W de Tg(K) = K.

En effet, soit M la matrice d x ¢, dont les colonnes sont wy, ..., wy,. Alors, M est de
rang ¢, et, si A désigne un mineur non nul d’ordre ¢, de cette matrice, on a

Lo
hl(A) < Zhl(wj) < E() lOgBQ < D,

j=1
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donc ordp(A) = 0 en vertu du lemme 4.2. Cela montre ord,(w; A ... Awg,) = 0, et
I’affirmation a vérifier découle du lemme 4.3.

5) En vertu du lemme 4.3, on a dimg (W) = dimg(W). La condition (iii) sera donc
remplie si on choisit Ly de telle sorte que

(4.5) dimg (W NTy(K)) > dimg (W N Ty (K)).

6) On pose V = W N (K% x Ty, (K)). Alors, la condition (4.5) sera remplie si on
choisit Ly de telle sorte que

En effet, on a
h(W) < fylogB; et h(K™ x Ty, (K))=0

car K% x Ty, (K) est un sous-espace de K? défini sur Q. Comme la somme de ces deux
hauteurs est < D, le lemme 4.5 donne

h(V) < /fylogB, et V =Wn (K% x Ty, (K)).
On obtient donc les égalités
WNTL(K) =W N (Lo(K) x Tg, (K)) =V N (Lo(K) x K™)
WﬂTH(f{) = Wﬂ (H()(f() X THl(k)) = Vﬂ (Ho(K) X Kdl),

indépendamment du choix de Lg. On en déduit que les conditions (4.5) et (4.6) sont
équivalentes.

7) Soit V; = mo(V'). L’inégalité (4.6) est vérifiée si on choisit Lg tel que
(4.7) dimg (Vi N Lo(K)) > dimg (Vi N Ho(K)).

En effet, soit Vo = V N (0 x K%) le noyau de la restriction de 7o a V. On obtient
la suite exacte

0 — VooV N (Lo(K) x K“) 2%V, N Lo(K) — 0

qui montre que, quel que soit Ly, le membre de gauche de (4.6) est la somme des
dimensions de Vj et de V; N Lo(K). Comme h(V) < D et h(0 x K%) = 0, le lemme 4.5
donne Vo = V N (0 x K d1), c’est-a-dire que Vy est le noyau de la restriction de mp 2
V. Le lemme 4.6 donne aussi h(V;) < h(V) et, comme h(V) < D, il donne en plus
Vi = mo(V). Donc, on a aussi une suite exacte

0 — Vo—oV N (Ho(K) x K4) 25V, N Ho(K) — 0

qui nous apprend que le membre de droite de (4.6) est la somme des dimensions de Vo

et de Vi N Hy(K). Comme dimg(Vp) = dimk(ffo), les conditions (4.6) et (4.7) sont
équivalentes.
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8) En vertu de 7), il suffit, pour conclure, de montrer I’existence d’un sous-espace R de
K%, de méme dimension sur K que Ho(K) sur K, qui contient E et qui vérifie

dimg (Vs N R) > dimg (Vi N Ho(K)).

On définira alors Ly, comme étant le sous-groupe algébrique de G défini sur K pour
lequel Lo(K) = R.

Pour montrer I’existence de R, on désigne par V5 le sous-espace de K% engendré par
E et on pose U = V; N V5. Comme h(V;) < h(V) < {ylog Bs et h(V,) < 2dylog By, on
trouve h(V;) + h(V3) < D ce qui, suivant le lemme 4.5, entraine U = V; N V,. En vertu
du lemme 4.7, il existe donc un sous-espace R de K% avec R = Hy(K) et

(4.8) dimg (V; 0 R) > dimg (V; N Ho(K))

pour i = 1,2. On en déduit dimg (R) = dimz (Ho(K)). Pour conclure, il reste seulement 2
montrer E C R, ¢’est-a-dire V, C R. Pour le voir, on choisit dans E une base {z1,...,Z}
de V5. Puisque cette base est contenue dans O% et vérifie

hl(ml AL /\.’Em) S 2d010gB1,

les lemmes 4.2 et 4.3 montrent qu’il s’agit d’une base réguliere de V3. Ainsi, {Z1,...,Zm}
est une base de V,. Comme Z € Hy(K) pour tout z € E, cela implique V2 C Hy(K).
Donc, pour ¢ = 2, I'inégalité (4.8) devient dimg (V2 N R) = dimg(V3). Onen tire V, C R
comme requis.

5. Construction d’un sous-groupe algébrique

Reprenons les notations du paragraphe 2. Nous allons combiner les résultats des
paragraphes 2, 3 et 4 pour montrer :

THEOREME 5.1. — Soit K C C un corps de type fini et de degré de transcendance 1
sur Q, soit W un sous-espace de Tg(K), soit Y un sous-groupe de T (C) de type fini dont
I’image T sous exp; est contenue dans G(K), et soit Y, un sous-groupe de Y dont I’'image
', sous expg est contenue dans Go(K) x G1(K N Q). On désigne par X le rang de T
et par n la dimension du sous-espace de T (C) engendré par W et Y. Alors, il existe un
sous-groupe algébrique connexe L de G, distinct de G et défini sur K, tel que, si on pose

d = dim(G/L), d,=dim(Go/mo(L)), d; = dim(G,/m(L)),

by = dimg (W + T (K))/To(K)),
N = rang (T + L(K))/L(K)) et X, =rangz((Ta + L(K))/L(K)),

on ait
(5.1) ((d —2n) + e(n — do)) (dy + N') < di((d' — £) + e(ty — dfy) — €*),),
pour tout nombre réel positif € < (2d(d + \) + 1)L
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Au paragraphe suivant, on montrera comment, par des manipulations algébriques, on
en déduit le théoréeme 1.1.

Rappelons que nous utilisons ici deux notions de hauteur. L’une est la version affine
de la hauteur logarithmique absolue de Weil sur Q, qu’on note h;, et 1’autre est son
analogue pour le corps K vu comme corps de fonctions en une variable sur Q, qu’on
note h; (voir §2 et §4).

Démonstration du théoréme 5.1. — Soient £y la dimension de W, /; le rang de Y et /, le
rang de Y;. Quitte, par exemple, a remplacer Y, par I’ensemble de tous les points 1) € Y
tels que exp(n) € Go(K) x G1(K N Q), on peut supposer que le quotient Y/Y, est sans

torsion. Cela permet de compléter une base {n,...,m, } de Y, en une base {ny,...,n, }
de Y. Fixons un tel choix de bases de Y et Y, et choisissons aussi une base {w1, ..., wy, }
de W en tant qu’espace vectoriel sur K. On pose 7v; = expg(n;) pour j = 1,...,¢;.
Alors, {71,...,7, } constitue un systeme de générateurs du groupe I, et {y1,...,7,, } un

systeme de générateurs de son sous-groupe I',. Notons qu’en vertu du choix de Y,, on a

()55 m(ve,) € G1(Q).

On peut aussi supposer

\

d>2n>0, n>dy et d; >0.

En effet, si n < do, alors W et Y sont contenus dans 77,(C) ot L est un sous-groupe
algébrique de G défini sur K de la forme Ly x Gy avec Ly # Gy. Pour ce choix de L,
le théoréme 5.1 est vérifié car les entiers d}, £;, A’ et A, sont nuls et 'inégalité (5.1) se
résume & 0 < (1 — €)d;dj. Cela permet de supposer n > do. Sin =0 ou si d < 2n, le
théoreme 5.1 est vérifié avec L réduit a I’élément neutre. Pour le montrer on distingue
trois cas. Si d < 2n, le membre de gauche de (5.1) est < 0O tandis que celui de droite
est > edy(dy —1/2) > 0.Sid=2n,onan>0etd > 0;le membre de gauche de
(5.1) est < 1/2 et celui de droite est > din/2 > 1/2. Enfin, si n = 0, on a dy = 0 et
les deux membres de (5.1) se réduisent a d3. Cela permet de supposer n > 0 et d > 2n.
Alors, on a aussi d; > 0. ;

On observe encore que si Y C Tg,x1(C), alors le théoreme 5.1 est vérifié avec
L = Gy x {1}. En effet, pour ce choix de L, on a bien L # G car d; > 0, et on obtient
A =X =dy =0etd] =d;. De plus, comme ¢, < n et dy < n, on trouve que le
membre de gauche de (5.1) est < dy(d; —n) et que celui de droite est > d;(d; —n). Cette
remarque permet de supposer que 7y, ..., 7, ne sont pas tous contenus dans T, x1(C).

Le théoréeme 3.1 montre qu’il existe une constante ¢ > 1 qui ne dépend que de K, des
w; et des «y;, et qui possede la propriété suivante :

Soit £ un nombre réel > c. Pour une infinité d’entiers D, il existe une place p de K de

degré D et un plongement de son corps résiduel K dans C tels que si O désigne I’anneau
de valuation de p, alors, pour i = 1,...,d, les nombres w'”,.. .,wg) et 1\, ... ,'yéf)

appartiennent a O et, si ﬁ;gi), el wﬁz) et :ygi), e ,’yX) désignent leurs images respectives
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sous I’homomorphisme de réduction 7: O — K associé a 7, alors on a :

(5.2) h(@$P, . 0P <k (1< 5 < k),
mGP,. A0 <k (1<i<d),
wi” — "] < exp(—c'kD?) (1<i<d, 1<j<b),

et |7\ =3 <exp(~c'kD?) (1<i<d, 1<j<b),

](i) :'yj(-i) pour i =do+1,...,det 5 =1,...,4,.

Fixons donc le choix d’un nombre réel x > c tres grand, et choisissons une place p,
comme ci-dessus, de degré D > exp(exp(x)). En vertu du lemme 4.2, non seulement les
points 7i,...,7e, mais aussi leurs inverses dans G(K) ont leurs coordonnées dans O,
et aucune des d; dernieres coordonnées de ces 2¢; points ne s’annule sous 7. Il en va
donc de méme de tout point de T'. Pour tout v € I, on désigne par 4 le point de K¢
dont les coordonnées sont les images sous 7 de celles de . Alors, chacun de ces points
% appartient 2 G(K) et leur ensemble forme un sous-groupe I' de G(K). De plus, en
vertu du choix de p, on a

avec en plus 7

m(y) =m(y) (1<) <L)

On pose aussi w; = (1?1](-1), ey ﬁ)J(-d)) pour j =1,...,¢y et on note W le sous-espace de
Te(K) engendré par ces £y points. En vertu des inégalités (5.2), on a

llw; — ;]| < exp(=c'kD?) (1 <7< b

et on observe que, si x est assez grand, alors, pour j = 1,...,/;, il existe un point 7);
de T¢(C) tel que

expg(f;) =7 et |l — 7|l < exp(—(2¢)"'kD?).

On définit des entiers So, S1,...,S, et To,T1,...,Ty, en posant

kD
S s\=7Th=|——M
e [(log n)aogm}’
Ty = =Ty = [((logk)ik"% (log D)%~ p2n—do)l/di],
kD
! fa [(log /i)ZTJ.
D
S == S, = |
S =S e

Comme d > 2n > 0 et n > dg, on trouve que, pour k assez grand, on a
DY/ @) ~ T, < pi-1/(2di)
On pose N = (S1+1)---(Se, +1) et

S={y 9, 50< 8 <S8h,...,0< 8, <8y}
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Comme X est un ensemble de cardinalitt < N qui contient 7,...,7,, on peut

.numéroter ses éléments en écrivant, avec des répétitions possibles, ¥ = {v1,...,7n}.

Soit ¥ = {#1,...,9n}. Pour chaque j = ¢; + 1,..., N, on choisit une écriture de ~;
s1 Sgl . . , .

sous la forme v; = 7' ---7, ' avec des entiers sy,..., s, qui Vérifient 0 < s, < Sy

pour m = 1,...,¢;, et on pose

N =S1m + -+ SeMe, et T; = 8171 + -+ S, Te, -

Alors, pour j = 1,...,N, on a y; = expg(n;), ¥; = expg(n;) et, si k est assez grand,
on trouve

lIn; — 751l < exp(—(4c)"'kD?).

On définit aussi des nombres réels positifs Aq,...,Aq,, A},..., A, B1, By, E, U et
1 1 dy
V en posant

kD D
Al — "':Adl :exp(Tllog/{,)’ A; = ... :A:il :eXp(Tllog/{),

B, =By, =E =D, V = (4c) 'kD? et U= (12d +13)"'V.

On peut vérifier que, pour « assez grand et pour le choix de parametres établi ci-dessus,
toutes les hypotheéses du théoréme 2.1 sont remplies. Par exemple, le sous-espace de
Tc(C) engendré par wy,...,wy, et n,...,ny est de dimension n car il coincide avec
celui engendré par W et Y. Nous allons encore vérifier les trois inégalités concernant la
hauteur, les autres contraintes étant plus ou moins immédiates.

Pour x assez grand, on trouve en effet, pour : = 1,...,d,,
(37, AR <log(Si+ -+ o) + Ma(EY, ., 3D)
< log(4yx D}~/ @)y 4 ¢
<log D,

pour j = 1,... 4o,
hl('zI)J(-l), e ,@;d)) <k <logD,

et, pour ¢ = 1,...,dy et 5 =1,...,N,

d0+l) ZS ha( (d0+z))

La 15
<Y Smhi (TN + D Sk

m=1 m=~L,+1
l
&D °
(do+1)
< Gogn’hy (mz::h (™) + )
<log A;
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et

E | (dori), _

~(do+i -

it < 3 Sl
m=1

< D i(ﬂ I+1)
= (log k)*T1 “—~ .

De méme, les conditions du théoréme 4.1 sont remplies pour ce choix de parametres,
en prenant pour groupe H le sous-groupe algébrique de G' que fournit la conclusion du
théoréme 2.1. En effet, pour i = 1,...,dg et j = 1,..., ¥, les quantités hl(fy§1), e ,’y](\l,))

et hl(wﬁl), e w§d)) sont bornées par des constantes qui ne dépendent que de wy, . .., wy,
et v1,...,7,. Ces quantités sont donc respectivement majorées par log B; et log By pour
k assez grand. De méme, pour s = 1,...,dy et ) =1,..., N et k assez grand, on a :
£ D £y
(do+1) (do+i) (do+1) ’
(") < D0 Sl ) < ot DL ) Slog 4
m=£,+1 m=0,+1
car 7§d°+i), . ,7550“) € Q. Ici aussi, les autres contraintes n’impliquent qu’un peu de
calcul.

Soit L le sous-groupe algébrique de G que livre le théoréme 4.1. Il est connexe car H
I’est, et distinct de G car sa fonction d’Hilbert-Samuel est égale a celle de H et que H
est distinct de G. Il est aussi défini sur K et, en employant les notations du théoréme 5.1,
on trouve, grace aux théoremes 2.1 et 4.1 :

5S¢0 Card((S + L(K))/L(K)) - H(L; To, Ty, ..., Tu,)
< ¢ Card((2 + H(K))/H(K)) - H(H; Ty, Ty, ..., Tuy)
d!
< d_O!TOdOTl Ty,

On a d’une part
H(L; Ty, Th, - .., Tyy) > T:O—%Tldl—d’l,
et d’autre part
Card((S + L(K))/L(K)) > S}° S, .
On en déduit
d!

£ AL oA =L o dl d
So° 518y, < EJTO T".

En tenant compte du choix des parametres, on peut réécrire cette derniere inégalité sous

la forme
D N +d} e D dy
= < (1 =A% %o
(mogep) < tomm M1 ()
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avec l'introduction d’un facteur log s pour s’affranchir des constantes. Si on prend les
logarithmes des deux membres de cette inégalité et qu'on les multiplie par d;/log D,
on trouve

(5.3) ((d—=2n) + e1(n — do) + e2(do — n) — e3(d + 2dy))(dy + \)
< di((d = L) + ex(b — dy) + ea(dy — £y — X,) + e3(1 4 £p)),

loglog D log k ot loglog x
€L = €) — ——— €q = ——— .
7 logD 7 ? logD >~ TlogD
Or, les coefficients des ¢; dans les deux membres de (5.3) sont des entiers de valeur absolue

< 3d(d + A). Donc, si on choisit « suffisamment grand pour que les nombres €1, €3/¢€; et
€3/ €2 soient tous < (6d(d + \) + 1)~ alors (5.3) implique

(5.4) (d—2n)(d] + ) < di(d — £)
et, en cas d’égalité dans (5.4),
(5.5) (n —do)(d} + X') < di(by — dy)
et, en cas d’égalité dans (5.4) et (5.5),

(do —n)(dy +N') < di(dy — £y — A,)

c’est-a-dire A/, = 0, par comparaison avec (5.5). Comme A/, et chacun des nombres
apparaissant dans les deux membres de (5.4) et (5.5) sont des entiers de valeur absolue
< d(d + A), ce résultat est équivalent a I’inégalité (5.1) du théoreme quelque soit € avec
0 < e < (2d(d+ A) + 1)t Le théoreme est démontré.

6. Démonstration du résultat principal

Le but de ce paragraphe est de montrer comment le théoreme 1.1 se déduit du
théoréme 5.1. Pour cela, on utilise un résultat général qui s’énonce en termes de catégories
(proposition 2.1 de [19]). On rappelle d’abord le contexte dans lequel il s’inscrit.

Soit C une catégorie qui posséde un objet nul. Dans cette catégorie, on dit qu'un
morphisme est un noyau (resp. un conoyau) s’il est noyau (resp. conoyau) d’un morphisme
de C. On dit que la catégorie C est admissible si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(i) tout morphisme de C admet a la fois un noyau et un conoyau;

(ii) la composée de deux noyaux de C (resp. de deux conoyaux de C), lorsqu’elle est
définie, est encore un noyau de C (resp. un conoyau de C).

On note Ob(C) la collection des objets de C, et N I’ensemble des entiers rationnels
> 0. Enfin, on dit qu’une fonction a: Ob(C) — N est additive (resp. sur-additive, resp.
sous-additive) si elle vérifie

a(X) = a(X*)+a(X’), (resp. a(X) > a(X*)+a(X"), resp. a(X) < a(X*)+a(X')),
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pour toute paire de morphismes i: X* — X et s: X — X’ de C qui vérifient les conditions
équivalentes suivantes :

(1) ¢ est un noyau et s est un conoyau de i,

(ii) s est un conoyau et ¢ est un noyau de s.

La proposition 2.1 de [19] assure I’équivalence de six énoncés dans une catégorie
admissible. Si on ne retient que les premier et sixieme de ces énoncés, ce résultat s’énonce
ainsi :

PROPOSITION 6.1. — Soient C une catégorie admissible, et a, b, c, d, r des fonctions définies
sur Ob(C) a valeurs dans N. Supposons que r soit additive, que a et d soient sur-additives,
que b et ¢ soient sous-additives et majorées par des fonctions sur-additives, et que a, b, ¢, d
s’annulent en tout objet en lequel v s’annule. Alors, les énoncés suivants sont équivalents :

ENONCE 1. — Pour tout objet X de C tel que b(X) # 0, il existe un conoyau s: X — X'
vérifiant
a(X’) + c(X') < a(X)

(X)) +d(X") ~ b(X) "

ENONCE 2. — Soit X un objet de C. Supposons b(X) # 0. Alors, la famille des conoyaux
s: X — X' qui vérifient b(X") # 0 et qui minimisent le rapport a(X')/b(X") est non vide.
Soit s: X — X' un membre de cette famille pour lequel r(X') est minimal. Si ¢(X") # 0,
alors on a

b(X')+d(X)#£0 et

a(X) _ a(X') _ (X"
b(X) = X))~ dX)

N

Remarque. — Le lecteur qui n’a pas acces a [19] pourra consulter le théoreme 3 de [20].
Ce résultat suppose que les fonctions b et ¢ sont additives mais le lecteur vérifiera qu’il
suffit de les prendre sous-additives et majorées par des fonctions sur-additives. De plus
le résultat en question établit I’équivalence de quatre énoncés au lieu de six. Le premier
d’entre eux est I’énoncé 1 de la proposition 6.1. Un peu de travail montre que le quatrieme
est équivalent a ’énoncé 2 de la proposition 6.1.

dX')#0 et

On va maintenant construire des catégories admissibles munies de fonctions qui satisfont
les hypotheéses de la proposition 6.1. Pour celles-ci, on montrera que 1’énoncé 1 de
la proposition 6.1 est vérifié, en s’appuyant sur le théoreme 5.1. On déduira alors le
théoréme 1.1 du fait que I’énoncé 2 est vérifié pour les mémes catégories et les mémes
fonctions.

(i) Construction de la catégorie C

Soit K un sous-corps de C de type fini et de degré de transcendance 1 sur Q. On forme
une catégorie C de la maniere suivante :

Un objet de C est une famille
(6.1) X = (dp,d1,W,Y}Y,)

ot dgy,d; sont des entiers > 0, W un sous-K-espace vectoriel de K% x K%, Y un
sous-groupe de C% x C% de type fini contenu dans K% x (Lx ), et Y, un sous-groupe
de Y contenu dans K% x L%,
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Un morphisme de X dans un objet X' = (dp,d}, W', Y’ Y/) est la donnée d’une
application linéaire

g:C% x ¢t — % x Ch
qui vérifie
g(K%* x0) C K% x0, ¢(0xQ%)C0x Q4.
gW)CW’, g(Y)CY' et g(Ya) CY,.

On note m(g, X, X'): X — X’ le morphisme correspondant de X dans X’ et on dit que g
est ’application linéaire sous-jacente a ce morphisme. On définit enfin la composition des
morphismes par la composition des applications linéaires sous-jacentes.

Cette catégorie admet un objet nul, a savoir la famille dont toutes les composantes
sont nulles. De plus, étant donné un objet X* = (df,di, W*,Y*,Y*) de C et des
morphismes m(f, X*, X) de X* dans X et m(g, X, X’) de X dans X', on peut montrer
que m(f, X*, X) est un noyau de m(g, X, X’) si et seulement si 1’application linéaire f
est injective, d’image égale au noyau de g et vérifie

(6.2) W*=f1(W), Y*=f1Y) et Y=fYY,).

On peut aussi montrer que m(g, X, X’) est un conoyau de m(f, X*, X) si et seulement
si g est surjective de noyau égal a I'image de f et vérifie

(6.3) gW)y=w'; g¥)=Y" et g(Y,) =Y,

On en déduit d’une part que tout morphisme de C admet a la fois un noyau et un conoyau
et d’autre part que les noyaux de C sont les morphismes de la forme m(f, X*, X) pour
lesquels f est injectif et vérifie 6.2 et que les conoyaux de C sont les morphismes de la
forme m(g, X, X') pour lesquels g est surjectif et vérifie (6.3). Par suite, la catégorie C
est admissible.

(ii) Fonctions sur Ob(C)

On définit des fonctions de Ob(C) dans N en posant, pour tout objet X de C de la
forme (6.1),

d()(X):d[), dl(X):dl, d(X):d0+d1,
Uo(X) =dimg (W), £(X)=rangz(Y), L.(X)=rangy(Y,)
n(X) = dimc(CW + CY),
k(X) = rangz (Y N (0 x wZ4)) et kq(X) = rang, (Y, N (0 x wZ™)),

oll w = 2mi. Les fonctions dy, dy, d, £, ¢1 et £, sont additives car, si m(f, X*, X) est
un noyau de m(g, X, X’) et si m(g, X, X’) est un conoyau de m(f, X*, X), alors f et g
induisent des suites exactes d’applications linéaires

0— K% x0— K% x0— K% x0—0,
0—0xQ4 —0xQh — 0x Q4 — 0,

0— W — W —W —0.
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et des suites exactes d’homomorphismes de groupes
0—Y" —Y —Y —0 e 0—Y —Y, —Y —0.

De son coté, la fonction n est sur-additive car, dans la situation ci-dessus, g applique
surjectivement CW 4+ CY sur CW' + CY” et le noyau de la restriction de g 8 CW + CY
contient I'image de CW™ + CY™ par f. Par ailleurs, la fonction « est sous-additive car,
pour tout objet X de C de 1 a forme (6.1), on a

K(X) = dimg(QY N (0 x wQ™))

et, dans la situation présente, g applique QY N (0 x wQ?) dans QY’ N (0 x wQ™h) et le
noyau de la restriction de g 4 QY N (0 x wQ%) coincide avec I'image de QY *N(0 x wQ%)
sous f. De méme, la fonction k, est elle-aussi sous-additive.

LEMME 6.2. — Pour tout objet X de C, il existe un objet X' de C et un conoyau
s: X — X' tels que

do(X') = do(X), du(X') = di(X) = h(X) et n(X') = n(X)— r(X).
Démonstration. — Ecrivons X = (dg,dy, W,Y,Y,) et posons x = x(X) et n = n(X).
Le sous-espace de C% x C% engendré par Y N (0 x wZ31) est de la forme 0 x Ty ou T} est
un sous-espace de C% défini sur Q de dimension «. Il existe donc une application linéaire
g:C% x Ch — % x Ch*
de noyau 0 x T} qui applique K% x 0 sur K% x 0 et 0 x Q% sur 0 x Q% ~*. On pose
W =g(W), Y =g(Y) et Y =g(Y,).

Alors, X' = (dg,dy — s, W',Y',Y]) est un objet de C et le morphisme s = m(g, X, X') de
X dans X’ est un conoyau. Comme CW + CY contient 0 x 77, on a bien n(X’) = n — .

(iii) Les catégories C.

Pour tout ¢ > 0 avec ¢! entier, on désigne par C. la sous-catégorie de C dont les

objets sont les objets X de C avec
24(X)(d(X) + (X)) +1<e!

et dont les morphismes sont les morphismes de C entre ces objets. C’est aussi une catégorie
admissible car tout morphisme de C qui est un noyau ou un conoyau d’un morphisme de
C. est aussi un morphisme de C..

On définit des fonctions a., b, ¢, d. et r. de Ob(C.) dans N en posant, pour tout
objet X de C.,

a(X) = € *(di(X) - K(X)),
be(X) = € ? max{0, (1 — €)do(X) + d1(X) — (2 — e)n(X) + k. (X)},

ce(X) e_zél(X),
de(X) = e 2((2 — On(X) = (1 — )bo(X) — €24,(X)),
ro(X) = e?d(X).
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Alors, on obtient :

LeEMME 6.3. — Les fonctions . et c. sont additives, tandis que a. et d. sont sur-additives
et que b, est sous-additive et majorée par r.. Toutes ces fonctions s’annulent en chaque
objet en lequel r. s’annule. De plus, on a r.(X) = 0 pour tout objet X de C. tel que

be(X) + do(X) = 0.

Démonstration. — La premigre affirmation découle des observations faites en (ii). La
seconde est claire. Pour vérifier la derniére, supposons que X soit un objet de C. pour
lequel b.(X) + d.(X) = 0. On a d’une part b.(X) = 0, donc d(X) < 2n(X), et d’autre
part d.(X) = 0, donc 2n(X) < £y(X). Comme 4y(X) < n(X), cela implique n(X) =0
et par suite d(X) = 0, donc 7.(X) = 0.

LeEMME 6.4. — Soit X un objet de C. avec b.(X) # 0. Alors, la famille des conoyaux
s: X — X' qui vérifient b.(X') # 0 et qui minimisent le rapport a.(X')/be(X") est non
vide. De plus, si s: X — X' est un membre de cette famille pour lequel r.(X') est minimal,
alors on a k(X') = 0.

Démonstration. — La famille F' des conoyaux s: X — X’ avec b.(X') # 0 est non
vide car elle contient le morphisme identité de X dans lui-méme. De plus, pour tout
conoyau 5: X — X’ de F, on a b(X’) < r.(X’) < r(X). Les quotients a.(X’)/b.(X")
associés a ces morphismes appartiennent donc a un sous-ensemble discret de R. Par
suite, il existe dans F' un conoyau s: X — X' pour lequel le rapport a.(X’)/b.(X")
soit minimal. Fixons un tel choix de s avec r.(X’) minimal. Le lemme 6.2 montre qu’il
existe un conoyau s": X' — X" tel que do(X") = do(X'), di(X") = d1(X') — k(X") et
n(X") = n(X’) — k(X’). Si k(X') était positif, on aurait

re(X") <r(X'), adX")<al(X') et b(X")>0b(X"),

et la composée s o s: X — X" serait un membre de F' avec a.(X")/be(X") <
ae(X")/be(X") et r.(X") < r.(X'), en contradiction avec le choix de s.

(iv) Démonstration du théoréeme 1.1

Soit € un nombre réel positif dont I’inverse e¢~! est un entier. Le lemme 6.3 montre

que la catégorie C. munie des fonctions a., b, c., d. et . vérifie les hypothéses de la
proposition 6.1.

(a) Soit X = (do,d;,W,Y,Y,) un objet de C. avec b.(X) # 0. On va montrer que X
vérifie I’énoncé 1 de la proposition 6.1.

Supposons d’abord k(X ) = 0 et appliquons le théoréme 5.1 a4 W, Y et Y,. Dans les
notations de ce théoréme, on a n = n(X). De plus, la condition sur ¢ est remplie. Soit
L le sous- groupe algébrique de G = G% x G4 que fournit le théoréme 5.1. On pose
G = Gg" X Gm Puisque L est connexe et défini sur K, il existe un morphisme de
groupes algébriques h: G — G’ qui est surjectif, défini sur K et dont le noyau est L. On
identifie Tg/(C) avec C% x C% de la maniére habituelle et on note exp,, I’application
exponentielle correspondante de C% x C% dans G'(C). Soit g I'application linéaire de
Cd x Ch dans C% x C% pour laquelle h o expy = expqs og. On pose W' = g(W),
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Y' = g(Y) et Y = g(Y,). Alors X' = (dy,d}, W', Y',Y]) est un objet de C. et g
détermine un morphisme s = m(g, X, X’) de X dans X'. Par construction, ce morphisme
est un conoyau de C.. Avec les notations du théoréme 5.1, on a X = £1(X’) — w(X’)
et A\, = £,(X’) — kq(X"). Comme on suppose k(X) = 0, on a k,(X) = 0. Comme on

suppose aussi b.(X) > 0, I'inégalité (5.1) fournit
(6.4) be(X)(ae(X') + ce(X')) < ac(X)(be(X') + de(X7)).

Enfin, puisque L # G, on a r.(X’') # 0. Donc, en vertu du lemme 6.3, on a aussi
be(X') + de(X') > 0 et I'inégalité (6.4) se réécrit

ac(X') +c(X") _ a(X)

b(X7) + d(X)) = b(X)°

Ainsi, I’énoncé 1 de la proposition 6.1 est vérifié pour X lorsque x(X) = 0.

En général, le lemme 6.4 montre qu’il existe dans C. un conoyau s’: X — X’ qui vérifie
be(X’) > 0, k(X') = 0 et

Pour l’objet X', les considérations précédentes montrent qu’il existe un conoyau
s": X' — X" qui vérifie

ae(X") + c(X") < ae(X")
be(X") + de(X") = be(X')

bo(X") + de(X") >0 et

L’énoncé 1 de la proposition 6.1 est donc vérifi€é pour X en prenant pour morphisme s
la composée s” o s: X — X",

(b) Puisque I’énoncé 1 de la proposition 6.1 est vérifié dans la catégorie C. pour les
fonctions a., b, c., d. et r., ’énoncé 2 de cette proposition est lui-aussi vérifié dans cette
catégorie pour les mémes fonctions.

Placons-nous maintenant dans les hypothéses du théoréme 1.1. Le cas général ou K
est un corps quelconque de degré de transcendance < 1 sur Q se rameéne sans trop de
peine au cas ol il est de type fini et de degré de transcendance 1 sur Q. Dans ce cas,
la famille X = (do,d:,W,Y,Y,) constitue un objet de C. Pour 1/e¢ entier suffisamment
grand, c’est donc un objet de C.. Fixons un tel choix de e. Dans les notations de ce
théoréme, on a d(X) = d et n(X) = n. Donc ’hypothese d > 2n implique b.(X) > 0.
L’énoncé 2 de la proposition 6.1 s’applique donc a X . Il montre d’abord que la famille des
conoyaux s: X — X' qui vérifient b.(X’) # 0 et qui minimisent le rapport a.(X")/b.(X")
est non vide. Soit s: X — X’ un membre de cette famille pour lequel 7.(X’) est minimal.
L’énoncé 2 montre aussi que, si c¢.(X’) # 0, alors on a

a(X) | a(X") _ cdX")

(6.5) d(X')£0 et o) 2 0% 2 %)

Le lemme 6.4 fournit quant a lui xK(X') = 0, et par suite £,(X’) = 0.
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Ecrivons X' = (dj),d}, W', Y, Y/). Désignons par g I’application linéaire de C% x C%
dans C% x C% qui est sous-jacente a s, et définissons d’, £}, ¢, ¢\ et n’ comme dans
I’énoncé du théoreme 1.1.

Puisque d’ > 0, on doit avoir n’ > dj et n’ > 0. En effet, si une de ces conditions
n’était pas vérifiée, W’ et Y’ seraient tous deux contenus dans un méme sous-espace de
C¥, distinct de C%, de la forme T} x T/ ot T} est un sous-espace de C% défini sur K et
T un sous-espace de C défini sur Q. Alors, W et Y seraient contenus tous deux dans
g~ Y(T} x T7). Or, ce dernier serait lui-méme un sous-espace de C¢, distinct de C?, de la
forme T x T, o Ty est un sous-espace de C% défini sur K et T} un sous-espace de C%
défini sur Q. C’est impossible en vertu des hypotheses du théoreme 1.1.

Puisque x(X’) = K4(X’) = 0, la condition b. # 0 signifie (d' — 2n’) + e(n’ — dj) > 0,
donc d' > 2n/. Comme n’ > dj, on en déduit d; > n’ > 0. D’autre part, comme n’' > £,
on a aussi 2n’ > £, donc d.(X’) > 0. Cela nous apprend que (6.5) est vérifiée sans
restriction sur c.(X’). On obtient donc

d, dy 4
> >
(d=2n)+e(n—do) — (d —=2n')+e(n —dy) — (2n' — £) + e(£y — n') — €24,

ol les dénominateurs sont tous positifs. En vertu du choix de €, puisque d} > 0, I’inégalité
de gauche entraine d’ > 2n’ et
dq S dy
d—2n — d —2n'"

D’autre part, comme €(n’ — dj) > 0 et €(£y — n') — €2£,, < 0, celle de droite livre

dy S 14 7
d —2n' ~ 2n' - ¢

avec I’inégalité stricte si n’ > df, ou n’ > £{ ou £, > 0. Le théoréme 1.1 est démontré.

7. Applications

Dans ce paragraphe, nous montrons comment le théoreme 0.2 se déduit du théoreme 7.1
ci-dessous. Nous donnons quelques applications de ces deux résultats et concluons par la
démonstration du théoréme 7.1.

THEOREME 7.1. — Soit n un entier positif, soit
W= {(:L'lw oy Ty Y1, - 7yn) € C2n y T1U1 + - +xnyn = 0}7
et soit w un point de W. Supposons que le corps K engendré par les coordonnées de w
et leurs exponentielles soit de degré de transcendance < 1 sur Q. Supposons aussi que les
n premiéres coordonnées de w appartiennent a L. Alors, w appartient @ un sous-espace

vectoriel de C? défini sur Q et contenu dans W.
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Démonstration du théoréme 0.2. — Soit b: C>* — C la forme quadratique donnée par

(71) b(xlrnamnayla-",yn):$1y1+"'+xnynv
et soit §: C" — C2" une application linéaire définie sur Q telle que P(z) = b(f(x)) pour
tout z € C™. On pose v = (A1,...,A,), w = 6(v), et on désigne par K le sous-corps

de C engendré par les coordonnées de w et leurs exponentielles. Alors, w est un point
de W a coordonnées dans £ et K est contenu dans une extension algébrique du corps
Ko = Q(A1,...,A). Dong, si K est de degré de transcendance < 1 sur Q, il en va de
méme de K, et le théoréme 7.1 montre qu’il existe un sous-espace vectoriel U de C?" qui
est défini sur Q et qui vérifie w € U C W. Alors, §~1(U) est un sous-espace vectoriel de
C™ défini sur Q avec v € §~1(U) C V, comme requis.

Remarque. — 11 serait tres intéressant de supprimer 1’hypotheése d’homogénéité pour le
polyndme P dans I’énoncé du théoréeme 0.2. Cela donnerait la transcendance de nombres
tels que e pour £ € L, £ # 0. On ne sait pas actuellement démontrer la transcendance
du nombre €™ .

(i) Autres conséquences

Plus généralement, la conclusion du théoréme 0.2 s’étend a tout sous-ensemble algébrique
fermé V de C™ défini par des polyndmes homogenes de Q[X1,..., X,] de degré < 2.
Par exemple, on sait que la grassmannienne des sous-espaces de C™ de dimension k est
une intersection de quadriques définies sur Q, donc le théoreme 0.2 s’étend au cone affine
sur ces variétés (comparer avec [21]).

Pour les courbes, on a le résultat suivant :

COROLLAIRE 7.2. — Soient n un entier positif et V. C C™ une courbe algébrique irréductible
définie sur Q. Supposons que le degré d de V vérifie 4d + 2 < n(n + 1) et que V ne soit
contenu dans aucun sous-espace de C™ défini sur Q autre que C". Alors, ona VNL™ C {0}.

Démonstration. — Soit E le sous-espace de C[Xi,...,X,] constitué des polyndmes
homogenes de degré 2. On pose N = 2d + 1 et on choisit N points distincts vy, ..., vy
de V. Puisque F -est de dimension n(n + 1)/2 et que ce nombre est > N, il existe un
élément non nul P de F qui s’annule en chacun de ces points. On a V' C Z(P) sinon
V N Z(P) serait une réunion finie d’au plus 2d points, en contradiction avec le choix de
P. Comme V est défini sur Q, I’'idéal de définition de V contient donc un polyndme non
nul Py € ENQ[Xy,...,X,]

Soit v € V' N L™, Puisque Py(v) = 0, le théoréme 0.2 montre qu’il existe un sous-espace
U de C™ défini sur Q tel que v € U C Z(F). En vertu de ’hypothése, on a V ¢ U.
Donc, V N U est une réunion finie de points a coordonnées dans Q. Comme v est I'un de
ces points, le théoreme d’Hermite-Lindemann donne v = 0.

COROLLARE 7.3. — Soit ¢ € Q[X,Y] une forme quadratique de discriminant non nul, et
soit A un élément de L qui n’est ni réel ni imaginaire pur. Supposons que \ et son conjugué
complexe \ soient algébriquement dépendants sur Q. Alors le nombre

exp ( q(m))
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Démonstration. — En effet, supposons au contraire qu’il existe X' € L tel que
q(\,A) = (V)2 Soit V le lieu des zéros dans C* du polynéme P = ¢(X,Y) — Z2.
Alors, v = (A, A, \) est un point de V dont les coordonnées appartiennent a £ et
engendrent un corps de degré de transcendance < 1 sur Q. Selon le théoréme 0.2, il existe
donc un sous-espace vectoriel U de C® défini sur Q, avec v € U C V. Comme ¢ n’est
pas un carré, le polyndme P est irréductible, donc U est de dimension < 1. C’est une
contradiction car, selon I’hypothése, A et A sont linéairement indépendants sur Q.

Ce dernier énoncé a quelques applications intéressantes; en voici une qui ne semble
pas figurer explicitement dans la littérature, quoiqu’on puisse aussi la déduire de la partie
(¢) du corollaire 1.2, avec

dl = el = 2a Iy = l)‘I’ T2 = /\a Y1 = l’ Y2 = |/\|/)\

COROLLAIRE 7.4. — Soit A un élément de L qui n’est pas réel. Alors I'une au moins des
deux propriétés suivantes est vraie :

(i) Les nombres ) et X sont algébriquement indépendants sur Q.
(i) Le nombre e est transcendant.
Par exemple, on peut affirmer que si log2 et 7 sont algébriquement dépendants sur Q,

le nombre exp(4/(log2)2 4+ n2) est transcendant.

Etant donné un hyperplan H de C", on sait que la dimension sur Q de H N L™ est
finie si et seulement si H N Q™ = 0. De plus, lorsque cette dimension est finie, on sait
qu’elle est < n(n — 1) (thm. 2 de [8], thm. 1.1 de [32]). On conjecture toutefois qu’elle
est < n(n —1)/2 (voir [18]). Le théoréme 7.1 permet d’établir cette borne dans un cas
particulier :

COROLLAIRE 7.5. — Soient ay, ..., a, des nombres complexes linéairement indépendants
sur Q, soit H I’hyperplan de C™ donné par

H:{(Zla...,zn)EC";a1z1+...+anzn___0}7

et soit K un sous-corps de C de degré de transcendance < 1 sur Q. On considére
E=LgNK et E = L.NE comme espaces vectoriels sur Q. Alors,

@) si ay,...,an € & on a dimg(H N (&)™) < n(n—1)/2;
(i) si ay,...,a, € &, on a dimg(HNE™) < n(n—1)/2.

Démonstration. — On se borne au cas ol aq,...,a, € £ car Iautre cas est similaire.
On pose a = (aq,...,a,) et on choisit z € H N (&)". Alors, le point w = (z,a) remplit
les conditions du théoréme 7.1. Dans les notations de ce théoréme, il existe donc un
sous-espace U de C?" défini sur Q tel que w € U C W. Comme la forme quadratique b
donnée par (7.1) est non dégénérée et qu’elle s’annule identiquement sur U, on doit avoir
dimU < n. Comme les n coordonnées de a sont linéairement indépendantes sur Q, on
en déduit que U est de dimension n et qu’il existe une application linéaire ¢: C* — C™
définie sur Q telle que U consiste des points (p(y),y) avec y € C™. On a z = p(a) et
le fait que b s’annule identiquement sur U signifie que ¢ est antisymétrique par rapport a
la forme bilinéaire standard de C”. Comme les endomorphismes antisymétriques de C”
définis sur Q constituent un espace vectoriel sur Q de dimension n(n — 1)/2, on obtient
bien dimg(H N (&)™) < n(n — 1)/2.
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(ii) Algebres de Clifford

La démonstration du théoréme 7.1 utilise 1’algébre de Clifford A attachée a une forme
quadratique ¢: C™ — C (voir §8, chap. XIV de [12] et chap. 5 de [11]). C’est une algebre
simple, de dimension 2™ sur C, qui contient C™ comme sous-espace vectoriel, qui est
engendrée par C™ en tant que C-algebre, et qui vérifie

v? =q(v) -1 pour tout v € C™.
De plus, si {v1,...,v,,} est une base de C™ sur C, alors les produits v;, ...v;, avec
i1 < -+ < 1, constituent une base de A sur C, en interprétant le produit vide comme étant
€gal a 1. Cette algebre permet la construction suivante :

LEMME 7.6. — Soient m un entier positif, ¢ € Q[X1, ..., X] un polyndme homogéne de
degré 2, et V = Z(q) I’ensemble des zéros de q dans C™. Alors, il existe une application
linéaire injective définie sur Q

9: Cm — MatQ'm X 2m (C)

telle que, pour tout v € C™, le rang de 0(v) soit un multiple de 2™~ et telle qu’on ait

(7.2) V={veC™,;detf(v) =0}.

De plus, si m est un entier pair et si ¢ = Y ., X;Xn4; avec n = m/2, alors on peut
choisir 6 de telle sorte que, pour tout v = (x1,...,T,) € C™, les coefficients de la
premiére colonne de 6(v) appartiennent a {0,21,...,2,}.

Démonstration. — Soit A 1’algebre de Clifford de ¢ considéré comme forme quadratique
sur C™, et soit Ap la sous-Q-algebre de A engendrée par Q™. Comme ¢ définit par
restriction une forme quadratique go: Q™ — Q, cette sous-algebre A, est isomorphe a
I’algebre de Clifford de qo. En particulier, elle est de dimension 2™ sur Q et toute base de
Ap sur Q est une base de A sur C. On fixe le choix d’une base de A dans Ag et, pour tout
v € C™, on désigne par M, la matrice de I’application linéaire L,: A — A donnée par la
multiplication a gauche par v, relative & ce choix de base. Si v € Q™, alors L, applique
Ag dans lui-méme, donc M, est a coefficients dans Q. Cela signifie que 1’application
linéaire 0: C™ — Matgm xom (C) qui 2 v € C™ associe M, est définie sur Q.

Soit v € C™. Puisque M? est la matrice de la multiplication a gauche par v? = q(v) - 1,
on a

ol I est la matrice identité d’ordre 2™. En prenant le déterminant des deux membres de
cette égalité, puis en extrayant la racine carrée, on trouve
2mv1

(7.3) det M, = £q(v) ,

donc (7.2) est vérifié. Si q(v) # 0, la formule (7.3) montre que M, est inversible, donc
de rang 2™. Si v = 0, alors M, est nul, donc de rang 0. Enfin, si v # 0 et si g(v) = 0,
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la relation L? = 0 signifie que 'image de L, est contenue dans son noyau. Donc le rang
de M, est < 2™~1. D’autre part, si on compléte {v} en une base {v,vs,...,v,,} de C™,
on trouve que L, est injectif sur le sous-espace de A engendré par les produits v;, - - - v;,
avec 2 < 4; < --- < 4,. Donc le rang de M, est aussi > 2™~ ! et par suite il est égal a
2m=1 Ainsi, dans tous les cas, le rang de M, est un multiple de 2™~1.

Enfin, supposons que m soit pair et qu'on ait ¢ = ., X; X, 4; avec n = m/2. Dans
ce cas, on désigne par {ey,...,e,} la base canonique de C™ et on choisit pour base de
A I’ensemble formé des produits e;, ---e; avec 7; < --- < 4, en faisant en sorte que le
produit @ = e, 41€,42 - - - €2, sOit le premier élément de cette base. Soit U le sous-espace

de C™ engendré par €,,41, ..., €2,. Comme ¢ est identiquement nul sur U, la sous-algebre
de A engendrée par U est isomorphe a 1’algébre extérieure de U et on a e; - & = 0 pour
i=n+1,...,2n. Donc, pour tout v = (z1,...,%,) € C™, on trouve

n
Ly(@) =) zieien 1€nsa- - eon.
=1

Cela démontre la derniére assertion du lemme.

Remarque. — Dans le cas de la forme quadratique b: C** — C donnée par (7.1), on peut
raffiner le lemme 7.6 et montrer I’existence d’applications linéaires injectives

Pn: CZ'n. — M&tgn—l xzn—l(C) et Q/Jni CQTL — Matzn-l xon—1 (C)

qui sont définies sur Q et possédent les propriétés suivantes.
Pour tout n > 2 et tout v = (T1,...,Tn,Y1,---,Yn) € C>", on a
(1) @n(V)Pn(v) = Yu(V)Pn(v) = (T1y1 + - + Tuyn ) Ion-1;
(i) det on (v) = det ¥, (v) = (T191 + -+ + Tnyn)?
(iii) les rangs de ¢, (v) et de 9, (v) sont égaux et ce sont des multiples de 2"~2;

(iv) tous les éléments de la premiere colonne de ¢,(v) appartiennent 2a
{0, £xq,...,x2,}.
On construit ces applications par récurrence sur n. Pour n = 1, on définit

oi1(z1,y1) = (z1) et Yi(z,y1) = (v1)-

En général, pour n > 1 et pour tout v’ = (T1,.. ., Tnt1,Y1,--->Ynt1) € C2"F2, on pose
Ipn— /¢ (7}) Y 1_[2n—1 —’()[) (’U)
nt1 (V) = Tnt1t2 n et it (V') = n+ n
praav) ( —on(v)  Yni1len Yata(v) 0n(v)  Tpgpilan—a

o v = (%1,---,Zn,Y1,---,Yn). On laisse au lecteur le soin de vérifier que les applications
ainsi définies vérifient les propriétés (i) a (iv), pour n > 2.

Le rapport de cette construction avec les algebres de Clifford est le suivant. Soit n un
entier > 2 et soit ,, I'application linéaire de C?" dans Matgn » 2= (C) donnée par

gn(v):( 0 wno(v)>

@n(v)
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pour tout v € C?". Alors, 6,, est injective, définie sur Q et vérifie
0,(v)? = (T1y1 + - + Ty ) on

pour tout v = (T1,...,Tn,Y1,---,Yn) € C?™. Donc, si A désigne 1’algebre de Clifford de
la forme quadratique x1y; + - + - + Z, Yn, il existe un homomorphisme d’algébres de A dans
Matgn w2 (C) qui coincide avec 6, sur C?". Comme 6, # 0 et que A est une algebre
simple de dimension 22", cet homomorphisme est en fait un isomorphisme.

(iii) Démonstration du théoréeme 7.1

Soit b: C?* — C la forme quadratique donnée par (7.1). On pose N = 22"~1 et on
considere 1’application linéaire §: C?" — Matonxon (C) associée par le lemme 7.6 2 cette
forme quadratique. On considere aussi la matrice M = 0(w). Comme det(M) = 0, son
rang est < N. Comme 6 est définie sur Q, ses coefficients appartiennent 3 Lx N K. De
plus, les coefficients de sa premiére colonne appartiennent a L. Si cette colonne n’est pas
nulle, alors K n’est pas algébrique sur Q et le théoreme 0.1 montre que M appartient a un
sous-espace T' de Matonxon(C) qui est défini sur Q et qui consiste de matrices de rang
< 2N. C’est bien siir encore le cas si cette colonne est nulle. On pose U = 6~1(T'). Alors,
U est un sous-espace de C?" qui contient w, qui est défini sur Q car 6 est défini sur Q,
et qui est contenu dans W car la fonction déterminant s’annule identiquement sur 7.
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