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Notations

En sus des notations introduites au fur et a mesure de ’exposé, nous emploierons les suivantes :
— D(a,r) : disque ouvert de centre le point a et de rayon r > 0 dans C.

A* = A\ {0}.

— My 4(A) : ensemble des matrices de taille p X ¢ & coefficients dans un anneau A.
— GL,(A) : ensemble des matrices de M,,(A) inversibles.

GL(A) : ensemble des éléments de GL,,(A) de déterminant positif (A C R).

— (n,m) : plus grand commun diviseur de deux entiers n et m.

|| : partie entiére d’un réel x.

— |X| ou Card(X) : cardinal d’un ensemble X.

— P : ensemble des nombres premiers.

SLy(R) (resp. SLa(Z)) : matrices de Ma(R) (resp. de M2 (Z)) de déterminant 1.






Introduction

En 1996, Y.V. Nesterenko déduisait I'indépendance algébrique des trois nombres 7, €™ et I'(1/4)
d’un théoreme plus général qui faisait suite a un série de résultats de transcendance exploitant la
féconde complémentarité entre les points de vue modulaire et elliptique.

Nous nous proposons d’explorer et d’approfondir cette démarche afin, non seulement de pré-
senter le raisonnement de Y.V.Nesterenko permettant d’aboutir & son résultat, mais aussi d’en
proposer un autre. Il s’agira également d’appliquer ce résultat a diverses situations pour en dé-
duire des conséquences variées qui en illustreront la portée.

Dans cette perspective, nous établirons dans les deux premiéres parties — d’un niveau assez
élémentaire — un dictionnaire permettant de relier les propriétés des fonctions elliptiques a celles
de certaines formes modulaires, et réciproquement. Si nous supposons quelques légers prérequis
concernant la théorie des courbes elliptiques dans le cadre complexe, 1’essentiel des notions utiles
a cette fin sera introduit au fur et & mesure de I’exposé. En application de cette correspondance,
nous étudierons le théoreme stéphanois — ainsi nommé car démontré par une équipe stéphanoise —
ainsi que quelques corollaires. L’intérét de ce théoréme est tout particulier dans notre perspective
puisqu’il s’agit du résultat dont la preuve a directement inspiré Y.V.Nesterenko en vue de la
démonstration de son propre théoreme. Nous tacherons par la suite d’introduire dans les deux
parties suivantes ’ensemble des outils nécessaires a une démonstration alternative d’un résultat
général impliquant 'indépendance algébrique de 7, €™ et I'(1/4), que nous proposerons & la suite
de I’étude de quelques corollaires du théoreme de Y.V.Nesterenko : cette preuve alternative passe
par une mesure d’indépendance algébrique due a G.Philibert, mesure que nous essaierons de
déduire d’un critere d’indépendance algébrique mis au point par P.Philippon et dont la preuve
nécessite de fait I’étude des variétés algébriques et de quelques unes des grandeurs qui leur sont
attachées (hauteur, degré,...). Enfin, dans une derniére partie, nous déduirons du résultat ainsi
démontré divers corollaires, plus ou moins directs, et, dans la droite lignée de cette démarche,
nous apporteront une démonstration conjecturale de I'indépendance algébrique d’au moins trois
des quatre nombres 7, e™® T'(1/5) et I'(2/5), probléme encore ouvert & ce jour.






1 Fonctions modulaires

Les résultats d’indépendance algébrique a venir feront essentiellement intervenir des valeurs de
fonctions modulaires. Une étude préalable permettra de cerner quelques unes de leurs propriétés.

1.1 Définitions et premieres propriétés

Notation. $ = {z + iy/z,y € R,y > 0} désignera l'ensemble des nombres complezes de partie
imaginaire strictement positive. C’est le demi-plan de Poincaré.

Définition 1.1.1. Le groupe modulaire est le groupe G=SL4 (Z) /{il}’ image du groupe SLy (Z)
dans PSLy (R).

Sig = (Z Z) est un élément de SLy(Z), on notera encore g son image dans le groupe
modulaire. Le groupe modulaire agit de facon naturelle sur $) :
pour z € £, on pose g (z) = %is-

Le demi-plan $) est stable par I’action de GG, puisque I'on vérifie aisément que, en adoptant les
notations précédentes, on a :

Im(z
Im (gz) = \CZJﬁd)P :

De plus, I'action est fidele.

Définition 1.1.2. Le domaine fondamental D pour l’action du groupe modulaire G sur $ est

l’ensemble )
D:{zeﬁ/|z|21/\|Re(2)|§§}.

L’intérét d’une telle dénomination est donné par le lemme suivant :

Lemme 1.1.3. Pour tout z € 9, il existe g € G tel que gz € D. De plus, si z et z' sont deuz

points distincts de D congrus modulo G, alors soit Re(z) = +1 et z = 2/ £ 1, soit [2| = 1 et

2
2 =-1
z

Démonstration. Soit G le sous-groupe de GG engendré par S = ((1) 0

) (matrice d’inversion) et

T = (é D (matrice de translation). A ng € N fixé, le nombre de couples (c,d) € Z? tels que

lcz +d| > ng (i.e. Im (gz) < I‘;’Lﬁ en posant g = (Z Z), avec a et b entiers quelconques) est fini.

2
0

11 existe donc go € G tel que Im (goz) soit maximal.

Soit alors n € N tel que 3 < Re(T"goz) < 3. Posons ¢/ = T"go : g’ € G et 2/ = g'z est
un élément de D par maximalité de Im (goz) (si on avait |z/| < 1, on perdrait la maximalité de
Im (goz) en considérant =}).

Pour le résultat d’unicité partielle, soit z € D et g = (Z Z
a remplacer (z,g) par (gz,¢g~!), on peut supposer que Im(gz) > Im(z), i.e. |cz + d| < 1. Ceci
est évidemment impossible si |¢| > 2. Reste les cas ¢ = 0,1, —1, qui se traitent «& la main» sans
difficulté et qui conduisent au résultat. O

) € G tels que gz € D. Quitte

Remarque 1.1.4. On peut en fait montrer que le groupe modulaire G est engendré par les matrices
d’inversion S et de translation T .

Du lemme précédent, on déduit immédiatement le corollaire qui suit :



Corollaire 1.1.5. L’application canonique D — \$) est surjective; sa restriction d lintérieur
de D est injective.

Définition 1.1.6. Soit k un entier. Une fonction faiblement modulaire de poids 2k est une fonc-
tion méromorphe f sur le demi-plan $ qui y vérifie la relation

—2k az
F(2) = (e +d) 2 1 (228)
a b
pour tout (c d) € SLy (Z) et tout z € 9.

En particulier, f (z+ 1) = f () pour tout z € $. On peut donc exprimer f a partir de son
développement de Fourier comme une fonction de g = €2¥"#, fonction que I'on notera f. Par le
caractere holomorphe de la surjection

$— D(0,1)"
2imz

Zrre ,

f est méromorphe dans le disque unité ouvert privé de Dorigine. Si f se prolonge en une fonction
méromorphe (resp. holomorphe) & l'origine, f est dite méromorphe (vesp. holomorphe) da l'infini.
Cela signifie que f admet un développement de Laurent au voisinage de ’origine de la forme

~ JFOO
Flo= Y auq",

ol les a,, sont soit nuls pour n < 0 si f est holomorphe en lorigine, soit nuls pour n assez petit si
f est méromorphe en 'origine.

Définition 1.1.7. Une fonction faiblement modulaire est modulaire si elle est méromorphe a
Uinfini; on pose alors f (00) = f(0) : ¢’est la valeur de f & l'infini.

Définition 1.1.8. Une forme modulaire est une fonction modulaire partout holomorphe (y compris
a linfing) ; si une telle fonction s’annule a infini, il s’agit d’une forme parabolique 2.

Une forme parabolique est donc une forme modulaire telle que le terme constant dans son
développement en série entiere de ¢ = ™ est nul.

Les principaux exemples de fonctions modulaires seront étudiés aux sections 1.3 et 1.4 : ce sont
les séries d’Eisenstein, la fonction A et I'invariant modulaire j.

Remarque 1.1.9. L’ensemble des formes modulaires de poids k forme un espace vectoriel; le
produit de deux formes modulaires de poids respectifs k et | est une forme modulaire de poids k+I.

1.2 Réseaux

Définition 1.2.1. Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie. Un réseau de V est un
sous-groupe Q de V tel qu’il existe une R-base (e1,...,e,) de V qui soit une Z-base de Q (i.e.

Q = @?:1 Zei)'

Soit R l'ensemble des réseaux de C, vu comme R-espace vectoriel. Soit M D’ensemble des
couples (w1,ws) d’éléments de C* tels que wq/wa € $. A un tel couple, on associe le réseau

Q (wl,wg) = Zw1 D ZCLJQ

de base (w1, w2). On obtient de la sorte une application surjective M — R.

2. Spitzenform en allemand, cusp form en anglais



Proposition 1.2.2. Pour que deux éléments de M définissent le méme réseau, il faut et il suffit
qu’ils soient congrus modulo SLo (Z).

Démonstration. Soit g = (Z b) € SLy (Z) et soit (w1, ws), (w,wh) € M tels que

d
wy a b\ (w
wh ¢ d) \ws)’
La famille (w],w)) est clairement une base de € (w1, w2). En posant par ailleurs z = wi/wy et

' =wi/wh, on a :

! _ az+b __
z 7cz+d7gz.

Par conséquent, 2z’ € § et donc (w],w}) appartient & M : la condition est suffisante.
Réciproquement, si (w1,ws) et (w},w)) sont deux éléments M définissant le méme réseau, il

existe une matrice entiere g = d de déterminant +1 qui transforme la premiere base en la
seconde. Si det (g) était négatif, le signe de Im (w]/wh) serait 'opposé de celui de Im (wy /w2), ce
qui n’est pas. Par conséquent, det (g) = 1 et la condition est aussi nécessaire O

On fixe dorénavant un réseau complexe ) = Zwy @ Zws pour lequel on supposera, sans perte
de généralité, que 7 = wy/wo est dans .

Définition 1.2.3. Un parallélogramme fondamental du réseau ) = Zwy ® Zws est un parallélo-
gramme de sommets (a,a + w1,a + w1 + wa,a + wa) avec a € C, dans lequel on dte a+ wi, a + ws
et les cotés adjacents d a + wy + wo.

1.3 Séries d’Eisenstein

Notation. On notera Q* = Q\{0}.

Voici tout d’abord un lemme qui nous sera tres utile pour systématiquement justifier de l'exis-
tence des séries que nous considererons par la suite :

Lemme 1.3.1. Si s est un nombre réel >2, alors la série

1
2 ToF

weN*

est convergente.



Démonstration. On identifie C & Rwy ® Rws. Comme, sur C, la valeur absolue usuelle et la norme
infinie sont équivalentes, il existe une constante C telle que 'on ait :

1 1
2w SC X (el

wen* (m,n)e(z?)*

St Z Y

mezZ n<m mEZn>m
m#0 n#0

1
§2CZZW’

n€EZ m>n
m#Q

qui converge des que s > 2. O

Définition 1.3.2. Si Q est un réseau complexe, on définit, pour tout entier k > 2, la série
d’Eisenstein d’indice 2k du réseau Q en posant® :

1
Gar ()= ) E
wen*

Cette série converge absolument en vertu du lemme 1.3.1. On peut également considérer Gog
comme une fonction définie sur $) en posant, pour 2 =7Z @ Z1 avec T € ),

1
)= Y — L
(mm)e(Z2)* (mt + 71)21c

Lemme 1.3.3. Soit k > 2 un entier. Alors Gaoy, (1) et we déterminent Gay, ().

Démonstration. On a successivement :
Gk () = Gag (Zw1 ® Zw:)

= wy 2 Gy, (Z ® Z%)

2
—2k w1
= w2 GQk (w—)
2

4 — W
car on a supposé que 7 = £ € 9. O

Remarque 1.3.4. Une fonction de réseaux F de poids 2k (k € 7Z) étant définie comme une
fonction définie sur R (ensemble des réseaux complexes) et vérifiant :

VI eR, YAeC* FOD)=\2*F(D),

ce lemme illustre le fait que les fonctions modulaires de poids 2k s’identifient a certaines fonctions
de réseaux de poids 2k. Cette remarque fait sens d’aprés le résultat qui suit :

Proposition 1.3.5. Soit k > 2 un entier. La série d’Eisenstein Gy est une forme modulaire de
poids 2k.

3. Certains auteurs ’appellent série d’Eisenstein d’indice k.

10



b
d

at+b at+b
Ga (c¢+d) = G ( © +dZ)
= (et +d)* Gop ((cr +d) Z.& (a7 +b) Z)

=(cr+d)** G (Z® 77)
= (et + d)*" Gor (7).

Démonstration. Soit T € § et (Z ) € SL2(Z). On a Im (L*b) = 1m0~ 0, done, d’apres

ct+d ) T |er+d|?
la proposition 1.2.2,

Montrons & présent que Goi est holomorphe sur §). On rappelle que D désigne le domaine
fondamental pour 'action du groupe modulaire sur §. Pour z € D et (m,n) € Z*, on a :

|mz +n|> = m?2z + 2mnRe (2) + n? > m? — |mn| +n? = |mp £ n|?,
ou p = exp (2”) Le lemme 1.3.1 garantit alors la convergence de la série

1
Z mp £ n|?k

(m,n)e(z?)"

pour k > 2. Par conséquent, Gof converge normalement sur D, donc aussi (en appliquant le
résultat a Gaog (g’lz), g € G) dans chacun des transformés gD de D par G, qui recouvrent $)
d’apres le lemme 1.1.3.

Reste a démontrer que Gai est holomorphe a Uinfini, chose qui sera faite dans la proposition
1.3.8. O

Définition 1.3.6. Pour k> 1 et 7 € $), on pose

n?

By,

B =14 (— k4kz

C(2K)2(2k)!

en notant B = )

(k > 1) le k*™¢ nombre de Bernoulli*, ot ¢ désigne la fonction zéta de
Riemann.

Remarque 1.3.7. Pourn > 1 et p >0, on pose o, (n) = Zd‘ndp. On a alors pour tout k > 1,
par simple interversion des sommations,

+oo +oo nkqn
n o __
S =Y oL
n=1 n=1

Par conséquent, on peut aussi écrire

4k
Egk—].+ k ZUQk 1

Proposition 1.3.8. Soit k>2et7€$H. Ona :

ng (T) = 2C (2k’) Egk (T) .
En particulier, Gay, (00) = 2¢ (2k).

4. Les nombres de Bernoulli (By)x>0 se définissent plus naturellement comme étant les coefficients du dévelop-
pement de Laurent en l'origine de la fonction z% :
—+o0

z z
I B, ——
er —1 Z 2k

11



Démonstration. La seconde assertion résulte simplement de la définition de Eo. Pour la premiere,
établissons tout d’abord un résultat préliminaire. On part de la formule bien connue suivante,
valable pour tout z € C non entier :

1
7rcot 7rz *—Jrz (Z—i—m z—m>

m=1

Par ailleurs, on a aussi :

1 29
meot (mz) = WC?S (m2) = ind i =qm T i — 2 Z q".
sin (7z) g—1 11—

En égalisant les deux expressions, il vient :

1 X1 1 =
- =i — 2% "
z+mz_:1(z+m+zm) X0 Zﬂ'Zq

n=0

En dérivant successivement cette formule, on obtient, pour tout k > 2,

1 -1 : — -1 n
Z = =] (QZﬂ)k;nk q".

k
meZ (Z + m)

Il suffit & présent de développer Gai et d’appliquer la formule que I'on vient de démontrer :
1

Gk (T) = T
(m )22(22)* (m7 + n)2k

¢ (2k) +2ZZ

ne1meZ mT+n

2k 400 oo

ZQC(Qk) 2k2_”r1' ZZ 2k—1 ln

n=1 =1

—2 (2im
=2¢ (2k) + 2k—1 Z 2’”

k +oo n
= 2( (2k) <1+_4ké%) Z 2%— 11q )

n=1 _q
O

Remarque 1.3.9. La convergence de Eq permet de poser Go = 2¢ (2) Ea, ce qui étend la définition
de Gog a tout k> 1.

Notation. On note go = 60Gy et g3 = 140G5. On emploiera de plus les notations de Ramanujan :
les fonction P, Q) et R désigneront respectivement les séries Es, E4 et Eg.

A Taide de la définition 1.3.6 et de la remarque 1.3.7, on obtient les formules suivantes :

+oo
P(2) =By (2 _1—242 ne’ S =1-24) o)
n=1
—+oo
Q(2)=Es(z —1+240203 2"
n=1

+oo

Z

—— =1-540> o5(n)z
n=1

12



En remarquant par ailleurs que gs (00) = 120¢ (4) et que g3 (00) = 280¢ (6), les valeurs connues
C(4) = g—é et (6) = % permettent d’écrire

4 8
g2 (00) = §7T4 et g3 (00) = 5776-

On définit alors la fonction A en posant

g3 — 2793

Il résulte de cette définition que A (00) = 0, 'ordre d’annulation étant de plus simple; A est donc
une forme parabolique de poids 12. On peut en fait montrer que

+oo
A=q]]a-g*.
n=1

Certaines propriétés de la fonction A demeurent encore inconnues. Mentionnons par exemple la
conjecture suivante, due a Lehmer :

Conjecture 1.3.10 (Lehmer). Soit le développement de A en série entiére de q :

(oo}
A= "r(n)q",
n=1
T ainst défini étant la fonction de Ramanujan. Alors
Vn>1, 7(n)#0.
Démontrons a présent un premier résultat qui contribuera a établir un dictionnaire entre la

théorie des fonctions modulaires et celle des fonctions elliptiques.
Si € désigne encore un réseau complexe Zwi @ Zws,

»@-2a (“i)

w1 w1

120 w2
= CAE 2
e (5).

d’ou, connaissant la valeur de ¢ (4),

1 . 1 X pdam
— g2 (02 =— | 14240 .
(22’77)492( Jer=35 (1 > 1—2n

n=1

De la méme manieére, on obtient :

1 1 IX poan
— g3 (D wl = — [ -1+540 .
(2m)6g3( Jen 216( + ;1—z”>

On a donc démontré le résultat suivant :

Proposition 1.3.11.



Le fait que P ne définisse pas une forme modulaire de poids 2 rend I’établissement d’une formule
analogue la concernant plus compliquée. Cependant, P est « presque» une forme modulaire de
poids 2, comme le montre la formule suivante, dont on trouvera mention dans [9] :

, , 67
V7 € 9, P (6—2171'/7') _ T2P (62””—) + L.
i
On peut de ce fait exprimer P (q) en fonction de wq, mais aussi de la pseudo-période associée,
comme nous le verrons plus loin.

Terminons ce paragraphe en énoncant sans démonstration deux résultats classiques qui seront
fondamentaux dans la démonstration de I'indépendance algébrique de 7, €™ et I' (1/4). Le premier
a été établi par Ramanujan en 1916 a la suite de la définition des fonctions P, @ et R :

1 d

Théoréme 1.3.12 (Ramanujan, 1916). En introduisant l'opérateur © = qd% = 5-7-, les fonc-

tions P, @ et R vérifient le systéme d’équations différentielles

OP = (P?-Q)
0Q = 3 (PQ - R)
OR=1(PR-Q)

Démonstration. On pourra soit se référer a l'article [23] de Ramanujan lui-méme, soit trouver une
démonstration utilisant des outils plus sophistiqués dans [12], p. 159-162. o

Théoréme 1.3.13 (Mahler). Les trois fonctions P, Q et R sont algébriquement indépendantes
sur le corps C (z).

Démonstration. On pourra consulter I'article [15] de Mahler, ol sont également exposés des résul-
tats plus généraux d’indépendance algébrique de fonctions. O
1.4 L’invariant modulaire

Définition 1.4.1. L’invariant modulaire j est défini par

1728 g3 95
j=— 22 = 1728 2
2m)2 A 95 — 2793

Proposition 1.4.2. La fonction j est une fonction modulaire de poids nul. De plus, elle est
holomorphe sur $) et a un pole simple a l’infini.

Démonstration. La premiere assertion provient du fait que la fonction go est modulaire de poids
4 et A modulaire de poids 12. Etant donné que gs est non nulle & I'infini, pour établir la seconde
assertion, il suffit de montrer que A ne s’annule pas sur $). On peut, pour démontrer ce fait, faire
appel a la théorie des courbes elliptiques, bien qu’il existe une démonstration utilisant des outils
plus élémentaires. Les propos présentés ci-apres seront repris dans la section 2.2.

La cubique projective d’équation y? = 42° — gox — g3, ol g2 = ¢2(Q) = 60G2 (Q) et g3 =
g3 (©2) = 140G3 () (pour Q réseau de C) est isomorphe & la courbe elliptique C/q) ; en particulier,
elle est non siguliére, donc A, qui est a un facteur numérique pres le discriminant du polynéme
4X3 — g2X — g3, est non nul. O

Le coefficient 1728 = 123 a été introduit pour que Iinvariant modulaire ait un résidu nul en
I'infini. Plus précisément, en posant ¢ = e?™7 pour 7 € §, on a le développement suivant :

“+o0
1
j(r) = .t 744+ 196884q + 21493760¢° + Y _ ¢(n) q",

n=3
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ou les ¢ (n) sont des entiers jouissant de remarquables proprités de divisibilité (cf.[26], p.147).

L’importance de 'invariant modulaire réside notamment dans le fait que I’on peut montrer que
toute fonction modulaire de poids nul s’écrit comme fonction rationnelle de j (cf.[26], p.146). On
peut également citer le résultat suivant, qui énonce en substance qu’un réseau est complétement
caractérisé par son image par j :

Théoréme 1.4.3. Soit ' et A deux réseauz de C. Alors j (I') = j (A) si, et seulement si, T et A
sont des réseauxr homothétiques.

Démonstration. Ceci est démontré dans [11], chapitre 3, paragraphe 3. Le résultat découle préci-
sément du fait que j établit par passage au quotient une bijection de 7\ sur C. O

Nous serons amené a établir au fur et & mesure de 'exposé d’autres propriétés relatives a
I'invariant modulaire.

15
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2 Fonctions elliptiques

L’étude des principales fonctions elliptiques que sont les fonctions p, ¢ et 0 de Weierstrass
permettra de peaufiner la correspondance entre le point de vue modulaire et le point de vue
elliptique, correspondance déja entrevue a la section précédente. Nous commengons par quelques
généralités sur les fonctions elliptiques.

On fixe un réseau () = Zwi @ Zw-, de C.

2.1 Généralités

Définition 2.1.1. Une fonction elliptique f (relativement au réseau Q) est une fonction méro-
morphe sur C qui est Q-périodique, i.e.

VzeC, Ywe, f(z+w)=7/[(2).
Du fait de sa périodicité, f peut étre vue comme une fonction définie sur C/q).

Remarque 2.1.2. Toute fonction elliptique et holomorphe est constante.

En effet, une fonction elliptique et holomorphe est bornée sur l’adhérence d’un parallélogramme
fondamental, donc sur C tout entier par Q-périodicité. Un théoréme de Liouville permet alors de
conclure.

Théoréme 2.1.3. Soit f une fonction elliptique non nulle. Si l’on considére un parallélogramme
fondamental P = (a,a + w1, a + wy + wa,a + wa) dont les bords ne contiennent ni les poles ni les
zéros de f (ce qui est possible puisque ces derniers sont isolés), alors le nombre de zéros de f dans
P est égal au nombre de poles de f dans P comptés avec multiplicité.

Notation. Pour une fonction elliptique f, on notera Zy l'ensemble de ses zéros et Py l'ensemble
de ses poles. On posera également Ey = ZyUPy. Enfin, OP désignera le bord d’un parallélogramme
fondamental préalablement fixé.

Démonstration. D’apres le théoreme des résidus, on a :

1 !
21~ 1P = 5= [ £
- 1 atwi f/ (Z) 1 atwitws f/ (Z)
"2, f(z)d”%/w 7"
1feres f(z) L f(2)
% a+wi+wsz f(Z) a * % a+w2 f(Z) az
_ L (f’ (2) [ <z+w2>) "
2im J, fz) flztw)
L[ (L sy,
24w a+tws f(Z) f(Z +w1)
=0,
en invoquant la périodicité de f. O

Notation. M (C/q) désignera ’ensemble des fonctions méromorphes sur la surface de Riemann
Cla.

Définition 2.1.4. Le diviseur d'un élément f € M (C/q)" est la somme formelle a support fini

div(f)= > w(f)=,
zeC/Q)
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ot vy (f) désigne Uordre de f en x. Le degré du diviseur de f est alors l’entier naturel
deg (div(f)) = Y va(f)
zeC/Q)

Le théoreme 2.1.3 revient donc a affirmer que, pour tout élément f de M (C/Q)*, on a
deg(div(f))=0.

Définition 2.1.5. Le nombre de péles (ou de zéros) d’une fonction elliptique f de réseau €2
contenus dans un parallélogramme fondamental est le degré de f.

Lemme 2.1.6. Soit f une fonctions elliptique. Alors

> va(f)acq.

acEy

Démonstration. Soit P un parallélogramme fondamental (ag, ag + w1, g + w1 + wa, o + wo) dont
le bord ne rencontre ni zéro ni pole de f. On fixe une détermination du logarithme sur le bord 0P
de P, de sorte que 'on a :

S w(a= [ G,

acE; 2im Jop  f(2)
1 aptwi (Z) f/ (Z 4 w2)
= %in ( f (2 —(z+w) f(erwg))dZ
aptws2 f/ f/ (Z + Wl)

" 3im SRy )
7 wg Otoerl f (Z aptwa2 f/ (Z)
T 2im f(z ) 227r f(2) dz
o flogf(ao+w1)+10gf(ao) e log f (o + wa) —log f (ao)
- 2im ! 2 ’

€L €7
donc ZaeE Ve (f)a €L O

Voici enfin un résultat qui vient conclure ce paragraphe et qui nous sera utile dans le suivant :
Lemme 2.1.7. Si f est elliptique de degré au plus 1, alors f est constante.

Démonstration. Si f n’est pas constante, alors elle a un unique zéro a dans C/p), qui est simple,
et donc un unique pole b. D’apres le lemme 2.1.6, a — b € £, donc a et b sont a la fois pdles et
zéros de f, ce qui est absurde et acheve la preuve. O

2.2 La fonction elliptique p de Weierstrass

Théoréme 2.2.1. Il existe une unique fonction elliptique (relativement a Q) de degré < 2, ayant
un pole double en zéro et pas d’autres pdles, et de développement de Laurent en zéro égal a Z%—i—O(z).
On note cette fonction pq. Elle est de plus paire.

Démonstration. On procede en trois temps :
Unicité : Si f et g sont deux fonction elliptiques de degré < 2 vérifiant au voisinage de 0
f ~ g~ 2, alors f — g est constante. En effet, cette derniére fonction est elliptique, sans
0 0o *

pole en dehors de zéro (car elle est de degré < 2 et a un pole d’ordre 2 en zéro), et vérifie
f—g=0(z) au voisinage de zéro. On en déduit qu’elle est de degré < 1 et donc constante
d’apres le lemme 2.1.7. De plus, par hypothese, le terme constant de son développement de
Laurent en zéro est nul, ce qui entraine la nullité de la constante.
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Existence : On définit, pour z € C,

NE <#i>
Z weN* (wa) w

Si z est dans un compact et w suffisamment grand, on a :

of2)

Le lemme 1.3.1 donne alors la convergence uniforme sur tout compact. Montrons que g est
elliptique. Soit z € C et wy € ) :

1 1
S —

—2wz + 22
(z —w)

w?| = w? (w— 2)?

p'<z>=2(2_—i)3,

weN

d’ott on déduit que ¢’ (z + wp) = ¢’ (2) puis p (z + wo) — p (2) = ao, avec ag dépendant a
priori de wo. De méme, ag = o ((—z —wo) +wo) — p(—2 —wo) = p(2) — p(z +wo) = —ao
par parité de p, d’out ag = 0. De plus, on a (p (z) — Z%)|z=0 = 0, donc le développement de
@ en zéro a bien la forme souhaitée. Finalement, o est de degré 2 car ses pdles sont dans {2
et zéro est un pole d’ordre 2.

Parité : p comme précédemment construite est I'unique solution au probléme et est paire. On

peut aussi remarquer que, si f elliptique vérifie les conditions du théoréeme, alors la fonction
z +— f(—z) aussi, donc, par unicité, f est paire.
O

Définition 2.2.2. La fonction pq (souwvent notée o s’il n’y a pas d’ambiguité) est la fonction de

Weierstrass du réseau €.

Proposition 2.2.3. Pour tout z € C, la relation suivante est vérifiée :

+oo

1
p(z)= = + Z (2n 4 1) Gopy22?

n=1

Démonstration. On rappelle tout d’abord que, pour tout k& > 2,

Soit z € C\Q et w e N :

Deés lors :

1
Goy, = Zﬁ

1 1 1

O XRk+1,
*Zwsz '
k=1

+oo
1 k+1
pE =3t 2 D

weN* k=1

n

111 (#Q
(Z*CLJ)Q w2 w2 (175)2

L’absolue convergence de cette série double permet d’intervertir les sommations. La parité de @

permet alors de conclure :

1
p(Z):Z—2+3G422+5G6Z4++(2n+1)G2n+222n+
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La fonction g vérifie une équation différentielle du premier ordre fondamentale en ce sens qu’elle
détermine bon nombre de ses propriétés. Si go et g3 sont les invariants du réseau €2 définis a la
section 1.3, on a en effet la proposition qui suit :

Proposition 2.2.4. Pour tout z € C, [’égalité suivante est vérifiée :
2 3
0 (2)" =4 (2)” — g2 (2) — gs.

Démonstration. Rappelons que go = 60G4 et g3 = 140G¢. On a :

1
p(2) = =T 3G42® +5Ggz" + o(2"),

3 1

1 2
p(2) :;+9G4Z—2+15G6+O(z ),

-2
o (2) = =+ 6G4z + 20Gez" + o(2°) ,

s 4 1
= 5 — 24Ga— — 80Gs +0(z%),

et donc

1
o (2)° —4p(2)° = —606’42—2 — 140G + O(z?)
= —60G4p (2) — 140Gs + O(2%) .

On en déduit que la fonction différence est elliptique et holomorphe (puisque 0(22) désigne une
fonction dont le développement de Laurent commence avec un terme en z2), donc constante puis
nulle (car en O(z%) en l'origine). O
Proposition 2.2.5. Modulo Q, la fonction ¢’ a trois zéros simples en “3-, “% et ‘3, ot w3z = %
En outre, les points e = p (%), ey = p( 22) et es3 = p (%) sont deuz a deua: distincts et la
fonction @ vérifie l’équation différentielle

o' (2)° =4(p(2) —e1) (p(2) — e2) (p (2) —e3) . (1)

Démonstration. En tenant compte du fait que la fonction g’ est impaire et qu’elle est doublement
périodique, on obtient, pour k =1,2 :

(3)=(7)
AN P
R ) )
= —f ( 5 + wg
(%)
2
d’ou ¢’ (%) = 0. De la méme maniere, on a :

pfwitw) Wit w
v 2 v 2

, w1 + wa
— [ ———=

+w1+w2)
, [ w1+ w2
T2 )
doup(

Pour montrer que e, es et es sont deux a deux distincts, on remarque tout d’abord que la
fonction p (2) —e; (j = 1,2, 3) est de degré 2 comme p (ses poles sont ceux de p). Or, les relations

© (%J) —e; =0et o ( ) = 0 impliquent que le ﬁ est un pole double pour p(z) —e;. Si 'on

w1+w2) =0.
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avait e; = ey pour j # k dans {1,2, 3}, alors le degré de p (z) — e; serait strictement supérieur a
2.

La derniére assertion résulte quand a elle du fait que les deux membres de ’égalité 1 définissent
des fonctions méromorphes qui ont, d’apres ce qui précede, les mémes diviseurs. Ils different donc
d’une constante multiplicative qui peut étre déterminée en faisant tendre les deux termes vers O :

comme p’ (z)2 v (;—22)2 et que le second membre est équivalent en 0 & 4 (Z%)B, la constante vaut
1. O

Remarque 2.2.6. La démonstration montre en particulier que, d’une part,
. w1 w2 w3
dvie' () = (F)+ (F) + (F) -30
iv (¢ (2)) 5) (%) (5 (0)

et que, d’autre part, pour j =1,2,3,

e (o0 (%)) 2(3) 201

On déduit alors des propositions 2.2.4 et 2.2.5 que e1, es et eg sont les racines distinctes du
polyndme 4X3 — go X — g3. Le discriminant de ce polyndme est donc non nul, ce qui est exactement
traduit par le fait que, comme mentionné a la section 1,

g5 — 2793 # 0.
Donnons une réciproque partielle a ce résultat, démontrée dans [11] (corollaire 2, p.39) :

Théoréme 2.2.7. Soit cy et c3 des nombres complexes tels que ¢ — 27c3 # 0. Alors il existe un
réseau complexe Q tel que ca = g2 () et c3 = g3 ().

De plus, g2 et g3 caractérisent le réseau (& homothétie pres). Ceci est une conséquence du
théoreme 1.4.3.

Le théoreme 2.2.7 est le premier pas vers la paramétrisation de ’espace des modules des courbes
elliptiques complexes a ’aide des fonctions o de Weierstrass, paramétrisation établissant une cor-
respondance univoque entre courbes elliptiques sur C et réseaux complexes. Cette correspondance,
qui est en fait un isomorphisme de groupes abéliens, permet de trés aisément démontrer, par trans-
port de structure, les formules d’addition pour la fonction p que nous mentionnons ici simplement
en renvoyant & [11], p.12 pour une preuve détaillée.

Proposition 2.2.8 (Formule d’addition pour la fonction p). Soitui, ug € C/y tels queus # =+ ug
modulo Q. Alors

1 <@’ (u2) — ¢ (u1)

0w tu2) = 3\ )~ o a)

: ) bt - o)

Par passage a la limite lorsque u; tend vers us et a I’aide de I’équation différentielle vérifiée
par p, on obtient une formule de duplication :
Corollaire 2.2.9 (Formule de duplication pour la fonction p). Soit v € C/q) tels que 2u ¢ C/q.
Alors )
__ Bew?-4%)
dp(u)? — g2p(u) — g

La formule de duplication est un cas particulier d’un résultat plus général dont on trouvera la
preuve dans [8], p.209 :

p(2u) —2p(u).

Proposition 2.2.10 (Formule de multiplication pour la fonction p). Pour tout n € N*, p(nz)
est une fraction rationnelle de p(z) d coefficients dans Q(g2, g3).

Toutes ces formules seront d’'un grand secours dans la section 7.2.
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En sus du dictionnaire établi entre courbes elliptiques et réseaux complexes, I'importance de la
fonction g réside dans le fait qu’elle constitue en quelque sorte la fonction elliptique «de basey, en
un sens précisé par le théoreme qui suit :

Théoréme 2.2.11. Le corps des fonctions elliptiques (par rapport au réseau ) est engendré par
p et

Démonstration. Si f est une fonction elliptique, on peut ’écrire comme somme d’une fonction
elliptique paire et d’une fonction elliptique impaire en la décomposant sous la forme

JE+f(=2)  [f&)-f(=2)
2 + 2 '

f(z) =

Or si f est impaire, % est paire : il suffit donc de prouver que, si f est paire, alors f est une
fonction rationnelle de .

Lemme 2.2.12. Soit f une fonction elliptique paire. Il existe alors Q € C(X) tel que f = Q (p).

Démonstration. On considére les ensembles Z¢ et Py modulo €2. Supposons dans un premier temps
que f n’admette ni zéro ni péle en 'origine. Comme f est paire, Z; et P; sont invariants par
z — —z modulo Q. Il s’ensuit que div (f) est une somme formelle & support fini de la forme

div (f) = Z mq ((a) + (—a) — 2(0)),
acC/Q

a#0

ou les coefficients m, sont entiers. Or on montre de la méme maniére que dans la preuve de la
proposition 2.2.5 que l'on a, plus généralement,

Va € (C/Q)",div (p (2) — o (a)) = (a) + (—a) = 2(0).

Par conséquent, f et le produit
II wE-e@)™
ae(C/Q)*

ont méme diviseur, donc difféerent d’'une constante multiplicative.

Dans le cas ou f admet un pdle ou un zéro en l'origine, il suffit d’appliquer le raisonnement
précédent au produit g = fp" pour n entier choisi de telle sorte que g, qui est encore une fonction
elliptique paire, n’ait ni pdle ni zéro en l'origine. o

Le théoréme 2.2.11 est ainsi entiérement démontré. O

Nous terminons ce paragraphe par ’étude des variations de la fonction g restreinte a un
intervalle réel : ceci nous permettra de justifier par la suite plusieurs changement de variable.

Proposition 2.2.13. Soit ) = Zw; & Zws un réseau compleze tel que wy soit réel. On dispose
alors du tableau de variations suivant :

t 0+' %ﬁ w1
o'(t) - 0 +
€1

Démonstration. On a ©'(z) ¥ =#. La fonction ¢’ est donc strictement négative dans un voisinage

réel de 0. Sur lintervalle ]0;w], elle ne s’annule qu’en - qui est de plus un zéro simple. D’ott

le signe de g’ dans cet intervalle. Les limites aux bornes de 'intervalle résultent du fait que ces
bornes sont des pdles pour . O
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En remarquant que, pour tout A € C*, pg = A2pq, on obtient une variante de la proposition
précédente :

Corollaire 2.2.14. Soit Q = Zwy ® Zws un réseau complexe tel que wo soit imaginaire pur. Alors
la fonction s — @(is) est d valeurs réelles sur |0; —iws| et l'on dispose du tableau de variations
suivant :

s ot “"72 —iwo
©'(is) + 0 -
@(13) / €2 \
— 00 —00

2.3 La fonction ( de Weierstrass

Définition 2.3.1. La fonction ¢ de Weierstrass est définie par :

('=-p
lim (¢(z) —27') =0

z—0

D’apres l'expression de définition de la fonction g (cf. démonstration du théoréme 2.2.1), on a

donc
1 1 1 z
) =2+ 2 (zwa*ﬁ)

weN*
Par la proposition 2.2.3, on a également :
_ 1 - 2n+1
((z) = P ;G2n+22 :

¢ apparait ainsi comme une fonction impaire pour laquelle la périodicité de g assure l'existence
de quasi-périodes m et 1y telles que, pour tout z € C\Q,

C(z +wi) = C(2) +m,
((z +w2) = ¢(2) + 72

—wo
2

L’évaluation de ces relations respectivement en —* et en
m =3¢ () et = 3¢ (%),

Remarque 2.3.2. Les coefficients du développement de (, tout comme ceux du développement de
p, sont dans Q (g2, g3).

En effet, pour tout k > 4, Gay, s’écrit comme une fraction rationnelle en go et g3 d coefficients dans
Q. Ceci se voit facilement en remplagant les développements de o et @ dans I’équation différentielle
vérifiée par p et en identifiant.

ainsi que I'imparité de ¢ donnent

Le théoréme de Legendre fournit une relation entre les périodes et quasi-périodes :

Théoréme 2.3.3 (Legendre). Si (w1, ws) est une base du réseau associé a la fonction o de Weiers-
trass, base choisie de telle sorte que T = Z—f € %, alors on a la relation :

MW — Nowi = 24T.

Démonstration. Soit un parallélogramme fondamental du réseau de sommets A, B, C et D tel que
I’origine soit en son centre.
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En remarquant que ¢ a un pole de résidu 1 en l'origine, le théoréme des résidus permet d’écrire

que
/ C(z)dz = 2im.
ABCD

D’autre part, les relations de quasi-périodicité donnent

(2)dz = C(z 4+ wo)dz = (2)dz + / Nadz = (2)dz — nawn,
CcD BA BA BA BA
d’ou
(2)dz + (2)dz = —nawy.
AB CcD
On montre de méme que
(z)dz + (z)dz = nwa,
BC DA
ce qui fournit la relation recherchée. O

2.4 Le produit canonique ¢ de Weierstrass

Définition 2.4.1. La fonction o de Weierstrass, dite aussi produit canonique de Weierstrass, est

définie par :
= =C
lim 2&) —

z—0 %

La premiere expression de ¢ suivant la définition 2.3.1 permet alors de définir explicitement la
fonction o comme étant le produit

w1 (1 2) et iCr

weN*

La fonction o apparailt ainsi comme étant une fonction impaire admettant un péle simple en chaque
point du réseau €.

La relation de quasi-périodicité vérifiée par la fonction ¢ admet naturellement un équivalent
pour la fonction o.
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Notation. Nous désignons par w ['une quelconque des périodes fondamentales du réseau ) et
n(w) (parfois simplement notée n) sera la quasi-période associée.

Proposition 2.4.2. Avec les notations ci-dessus,
VzeC, o(z+w)= —U(z)e”(”%).

Démonstration. Par définition de o et par quasi-périodicité de ¢, pout tout z € C\,

d% In (%) =n(w),

d’oti Pexistence d’une constante c(w) telle que

In (%) =n(w)z + c(w).

En prenant 'exponentielle de chacun des termes de cette égalité et en posant ¥(w) = ecW—nw)s
on obtient
0(z +w) = o(z)e"@te@) = \Il(w)e"(ZJr%).

Comme w est une période fondamentale du réseau 2, & ¢ et la premiére égalité évaluée en
z = =* donne immédiatement W(w) = —1 par imparité de o. O

Comme pour la fonction p, nous établissons & présent des formules d’addition (en fait de
conjugaison) et de duplication pour la fonction o qui nous seront utiles dans la section 7.2. Elles
font intervenir la fonction p :

Proposition 2.4.3 (Formule de conjugaison pour le produit canonique de Weierstrass).

et =)o)

Vz,a € C\Q,

Démonstration. On travaille & a € C\Q fixé. Comme rappelé dans la démonstration du lemme
2.2.12,

div (p(2) — p(a)) = (a) + (—a) — 2(0),
qui correspond exactement au diviseur de la fonction
o(z+a)o(z —a)
o(z)?

d’apres les propos qui suivent la définition 2.4.1. Les deux fonctions difféerent donc d’une constante
multiplcative C; qui se détermine en multipliant les deux membres de 1’égalité

o(2) — pla) = €, 28 +;();r)(2z —a)

par 22 et en faisant tendre z — 0 : comme % — 1 et 22p(z) — 1, il vient C, = 02_—(2)’ ce qui
prouve le résultat.
Corollaire 2.4.4 (Formule de duplication pour le produit canonique de Weierstrass).

Vz e C\Q, 0(22) = —¢'(2)a(2)

Démonstration. Pour a,z € C\(, la formule de conjugaison permet d’écrire :

oz+a) _pla)—p(z) z-a
o(z2)%0(a)? z—a o(z—a)

On obtient le résultat voulu lorsque a tend vers z, d’apres la seconde propriété définissant o
(définition 2.4.1). O
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2.5 Multiplication complexe

On s’intéresse a I'ensemble des a € C tels que af) C €); ces nombres complexes induisent
exactement les endormorphismes du tore C/qy. Un tel endomorphisme est dit trivial s’il est induit
par un entier.

Notation. En identifiant les endomorphismes du tore C/qy et les nombres complezes laissant
invariant le réseau €2, on notera

End(C/q) ={a e C/a) C O}
Définition 2.5.1. Le réseau Q est ¢ multiplication complexe s’l existe « € C\Z tel que af) C Q.

D’apres le dictionnaire existant entre courbes elliptiques sur C et réseaux complexes, une
courbe elliptique sera dite & multiplication complexe si le réseau auquel elle est attachée est a
multiplication complexe.

La situation est résumée dans la proposition suivante :

Proposition 2.5.2. Soit (w1,w2) une base de Q telle que 7 = L ef. Alors :

Z st [Q(1): Q] > 2
_ _ ar’+br4+c¢=0
End(c/ﬂ)iEnd(C/(Z@ZT))i O=Zar+7Z si a,b,c€ Z,a >0
(a,b,c) =1

En particulier, dans le second cas, O est un ordre dans Q(17) = Q (\/ b2 — 4ac) .

Dans le cas ou 2 est a multiplication complexe, on dit parfois que Q(7) est le corps de multi-
plication complexe de Q.

Démonstration. La premiere égalité est évidente, de sorte que ’on peut se restreindre, sans perte
de généralité, au cas ot Q =Z & Z7 avec 7 € . Il est de plus clair que Z C End (C/q).
Supposons qu’il existe A € (End (C/) \Z) : la condition AQ C  assure 'existence de A, B, C
et D eZ, A#0, tels que
AM=Ar+B
{ AM=Ct+D

On en déduit que A7?> + (B—-C)r— D =0 (1).
Quitte & diviser par +d = £pged(A, B — C, D), on obtient lexistence de a, b et ¢ € Z premiers
entre eux tels que a > 0 et ar? +br +¢=0 (2).

Reste alors & montrer que, pour A € C\Z, AQ2 C  si, et seulement si, a|A, i.e. si, et seulement
si, A € Zat + Z en adoptant les notations précédentes.

Pour 'implication directe, en écrivant \.1 = AT 4+ B avec A, B € Z, A # 0, et en remarquant
que lon passe de 'égalité (1) a 1'égalité (2) en multipliant par +d, on a, au signe pres, A = ad,
donc A =dat + B € Zat + Z.

Pour la réciproque, A2 sera inclus dans  des lors que a7 sera inclus dans €2 = Z + Z7. Ceci
découle du fait que

ar.l =ar € Q
{ arT=ar?=—-br—ceN
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3 Le théoreme stéphanois

Nous présentons dans cette section un théoreme établi en 1995 par une équipe stéphanoise :
K.Barré-Siriex, G.Diaz, F.Gramain et G.Philibert dans [2]. Répondant & une conjecture formulée
par Mahler et Manin, il est le résultat dont la démonstration a inspiré Y.V.Nesterenko en vue de
la preuve de son propre théoréme, étudié a la section 6.

Avant d’en formuler le contenu, nous introduisons quelques résultats préliminaires dont les
énoncés et/ou les preuves font intervenir des idées récurrentes en théorie des nombres transcen-
dants.

3.1 Résultats préliminaires
Définition 3.1.1. La fonction J est définie par j(1) = J(€2*™) pour tout T € .

Il découle de la définition 1.4.1 de 'invariant modulaire et de la proposition 1.3.11 que l'on a

1

_ - 3 _ 2
J_1728(Q )

On peut associer a la fonction J une famille de polynémes a deux variables jouissant de
propriétés fondamentales en vue de la démonstration du théoreme stéphanois :

Proposition 3.1.2. Pour tout entier n > 2, il existe un polyndome irréductible ®,, € Z[X,Y] tel
que, pour tout z € C* de module < 1, on ait @, (J(z),J(z")) = 0.

Ce polynome, appelé polynéme modulaire d’ordre n, est symétrique en X et en' Y, son coeffi-
cient dominant en l'indéterminée X (ou 'Y ) est 1 et son degré partiel par rapport ¢ chacune des

variables est )
w(n)an (1—1—]—)).

pEP

De plus, il existe une constante réelle ¢ > 0 telle que la somme des valeurs absolues des coefficients
2
du polynome ®,, soit inférieure ou égale da e .

Démonstration. Le résultat est démontré dans [11] (chapitre 5, paragraphe 2, théoréme 3). La
derniére majoration se déduit d’un résultat de K. Mahler (qui donne pour borne 65"3/2) que 'on
trouvera dans [16]. O

Nous poursuivons en énongant un résultat d’indépendance algébrique dont 1’élégante démons-
tration est un exemple de preuve de 'indépendance algébrique de fonctions. Si ladite démonstration
est beaucoup plus simple que pour le théoreme 1.3.13 que nous avons admis, elle n’en demeure
pas moins profonde.

Proposition 3.1.3. Les fonctions z et J(z) sont algébriqguement indépendantes.

Démonstration. Soit P € Q[X,Y] telle que la série de Laurent P (z,.J(z)) soit nulle. On a alors
P (7,j(1)) = 0 pour tout 7 € 9.
1 0
1
les nombres exp(2iTa.(it)) (c € Z) sont distincts. En effet, I’égalité a.(it) — ol (it) = k € Z s’écrit
(c—c +ked )t? —ik(c+ )t —k =0, et la transcendance de ¢ implique k = ¢ — ¢/ = 0. La fonction
modulaire j étant invariante sous l'action de PSLs(Z), il en résulte que le polynéme P(X, j(iT))
admet une infinité de zéros, donc est nul.
Si l'on écrit & présent P(X,Y) = >""  P,(Y)X*, on a Py(X,j(it)) = 0 pour tout k € [0,m]
et tout ¢ > 1 transcendant. Mais j est injective sur {it/t > 1}° (qui est contenu dans le domaine
fondamental de PSL2(Z)), donc Py a une infinité de zéros et P est nul. O

Pour ¢ € Z, notons a, = ) € PSLo(Z). Sit > 1 est un nombre réel transcendant, tous

5. Ceci résulte du corollaire 1.1.5 et du résultat (admis) selon lequel j établit par passage au quotient une
bijection de ;;\$ sur C.
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La méthode de transcendance, dont le théoréeme stéphanois et le théoréme de Y.V.Nesterenko
en sont des illustrations, nécessite de construire des polynémes satisfaisant des contraintes portant
sur leurs coeffcients. A cette fin, le lemme suivant est trés utile : il permet essentiellement de
trouver des solutions entiéres «pas trop grandes» a un systeme d’équations linéaires a coefficients
entiers ou le nombre d’inconnues est strictement supérieur au nombre d’équations.

Lemme 3.1.4 (Lemme de Thue-Siegel). Soit B = (b”) gigu une matrice entiere de taille M x N
<j<N
1

telle que N > M. Alors il existe un vecteur non nul X = € ZN tel que BX = 0 et vérifiant

TN

1
M N—M
max |x;| < HBi
1<j<N 1
i

ot l’on a posé B; = max {1,254\]:1 |sz|}

la contrainte

Démonstration. Quite a rajouter des composantes nulles au vecteur solution, on se ramene au cas
R ) N . . . ,
ou, pour tout i € [1, M], B; = > i |bsj| (i.e. aucune des lignes de la matrice B n’est nulle).

La preuve du lemme consiste en une application du principe des tiroirs : en posant B =
+ - N
{(H%l Bi> " MJ , il existe (B + 1) vecteurs distincts x = *(z1,...,zn) & coordonnées enticres

vérifiant

Vjie[1,N], 0<uz; <B.

A un tel vecteur x on associe un second vecteur y = *(y1, ..., yar) € ZM défini pour tout i € [1, M|

par
N
Yi = ZbijIj.
j=1
Soit, pour i € [1, M],

ni =3 1<i<n bij| €N
i <0
Pi = Y i<j<n |bij| €N
i >0
11 est des lors clair que, pour tout ¢ € [1, M], fnZB Sy < sz et que B; = n; + p;. Chaque
coordonnée y; de y peut donc prendre au plus mB + sz +1= BB + 1 valeurs distinctes. Par
conséquent, il existe au plus (BBy + 1) ... (BB + 1) vecteurs y distincts.
Or par définition de B,

B+1)N=B+1D)MB+1)YM > (B+1)MB,...By > (1+BiB)...(1+ ByB),

la derniére inégalité résultant de la relation (1 4+ a)b > 1 + ab valable pour tous a,b € N*.
Il existe donc deux vecteurs x et =’ distincts ayant méme vecteur y associé, i.e. deux vecteurs

x et 2’ vérifiant les relations
x—a' #0
Bzx—2')=0

{0<IJ<B

et, pour tout j € [1, N],

OSIJ-SB

Le vecteur = x — 2/, dont les coordonnées sont comprises entre —B et B, répond alors au
probleme. O
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3.2 Enoncé et schéma de preuve

Théoréme 3.2.1 (Théoréme stéphanois). Soit o une nombre algébrique vérifiant 0 < |of < 1.
Alors le nombre J(a) est transcendant.

Nous exposons de ce théoreme les grandes lignes de la preuve pour constater ’analogie avec le
raisonnement de Y.V.Nesterenko dans la démonstration de son résultat.

Schéma de preuve. Dans la démonstration originale [2] des stéphanois, le point de départ était
une estimation de la croissance des coefficients du développement de Laurent des puissances de J.
Cette majoration peut cependant étre avantageusement remplacée par une estimation, plus simple
4 obtenir, des coefficients du développement de Taylor & l'origine de A2V J*¥ pour N et k entiers
naturels (cf. [28], lemmel).

On procede en quatre étapes :

Premiere étape : Construction d’'une fonction auxiliaire.
On construit un polynéme non nul A(X,Y) € Z[X,Y] de degré < N en chaque variable tel que la
fonction analytique
F(z) = A(2)V A2, J (2))

ait un zéro d’ordre au moins L = N?2/2 & I'origine. On utilise pour ce faire le lemme de Thue-Siegel
3.1.4, qui permet de borner les coefficients de A en fonction de N, de telle sorte qu’en posant

AXY)= Y ai; XY,
1<i,j<N

on ait

Z |ai,j| < N25N
1<i,j<N

pour N suffisamment grand.

Deuziéme étape : Majoration de |F(z)|.
Les fonctions z et J(z) étant algébriquement indépendantes d’aprés la proposition 3.1.3, la fonction
F n’est pas identiquement nulle. On désigne alors par M = ordgF' sa multiplicité en I'origine. On
majore les coefficients du développement en série entiere de F' sur le disque unité. En adoptant
la démonstration d’un théoréme de Hecke donnée dans [26] (théoréme 5, paragraphe 4.3, chapitre
VII), on obtient que, pour tous entiers N et k tels que N > 0 et 0 < k < N, la fonction A2V J* a
un développement de Taylor a ’origine

—+oo
AN(2)J(2)F =Y enr(m)z"

m=1
dont les coefficients sont majorés en valeur absolue par CVm!2Y ot C' > 0 est une constante abso-
lue. En utilisant le fait que L > M d’apres la premiere étape, ceci permet d’obtenir la majoration

|F(2)] < |2M MY
Trosiéme étape : Définition et majoration du parametre S.

C’est a ce stade qu’entre en jeu a. En adoptant les notations de la proposition 3.1.2, pour tout z
et tout entier n > 2, ®,(J(z),J(z™)) = 0. Si Pon suppose la conclusion du théoréme fausse, on

en déduit que, pour tout entier naturel k, J(a*) est algébrique. Comme F est non identiquement
nulle, il existe un plus petit entier naturel S tel que

F(a®) #0.
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En appliquant le principe du maximum a la fonction

S—1

F(z) r? — 2g°
H(z) = ,
-t
on arrive a la majoration
63
5% < N log M.

Quatriéme étape : Minoration de |F(a)|
La majoration de la somme des modules des coefficients de ®,, couplée a une série d’autres majo-
rations assez fines utilisant le fait que « et J () sont algébriques permet d’arriver & la minoration
suivante, ou C est une constante pouvant dépendre de « :

|F(a)] 2 05" N(stiog ),

Conclusion
En utilisant la majoration de S donnée a la troisieme étape, on vérifie que la minoration de
|F (aS ) | de la quatriéme étape n’est pas compatible avec la majoration établie a la deuxiéme
étape (cette majoration étant évaluée en z = o). L’hypothese d’algébricité de J(a) se trouve
ainsi contredite. O

Comme on le voit, la démonstration repose tres fortement sur les propriétés des polyndmes
modulaires. Plus généralement, 'apport majeur de ce raisonnement réside dans le fait qu’il s’agit
la de la premiere preuve de transcendance ne faisant intervenir que les propriétés des fonctions
modulaires. Mais les conséquences du théoréme sont aussi d’«ordre elliptique» :

Corollaire 3.2.2. Soit p la fonction elliptique de Weierstrass d’invariants go et gs algébriques.
Soit Zwy & Zws le réseau des périodes de p, avec T = Z—; € 9. Alors pour tout nombre algébrique
non nul a et toute détermination log a de son logarithme, le déterminant

2im log«
w9 w1

ne s’annule pas.

Comme mentionné au chapitre 2 de [18], aucune démonstration de ce résultat reposant sur les
fonctions elliptiques et exponentielle (et non sur les fonction modulaires) n’est connue a ’heure
actuelle.

Démonstration. On raisonne par ’absurde en supposant que le déterminant considéré s’annule.
Cela revient exactement & affirmer que o = €*77. Dés lors, J(a) = j(7). Mais, par le théoréme
stéphanois, J(«) est transcendant alors que, par définition de l'invariant modulaire (définition
1.4.1), g2 et g3 étant supposés algébriques, j(7) est algébrique. L’égalité précédente ne peut donc
étre. O

Ce corollaire est un analogue du probléme bien connu suivant, dont les conséquences en théorie
des nombres sont colossales (cf. par exemple [27] ou [28]) :

Conjecture 3.2.3 (Conjecture des quatre exponentielles). Soit une matrice
loga; logas
logas logay
dont les coefficients sont des logarithmes de nombres algébriques. Si les deux lignes sont linéaire-

ment indépendantes sur Q et si les deux colonnes le sont aussi, alors le déterminant de la matrice
ne s’annule pas.
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4 Théorie de 1’élimination

Dans cette section, nous présentons quelques résultats d’élimination homogene et nous les
appliquerons ensuite & la définition d’un degré, d’une hauteur et d’une distance sur les variétés
dans la section suivante. Ces résultats serviront a la démonstration du critéere d’indépendance
algébrique de P.Philippon dans la partie 6.2.2.

On travaillera dans 'anneau L[X] = L[Xy,...,X,], ou L est un corps de nombres. A tout
idéal homogene I (i.e. engendré par des polynémes homogenes) de L[X], on associe des idéaux
éliminants €4(I) puis, lorsque ces idéaux sont principaux, des formes éliminantes, suivant une
construction que nous détaillons ci-dessous.

4.1 Décomposition primaire

Nous commencons par quelques résultats d’algebre commutative : le but de cette sous-partie
est précisément d’établir ’existence, puis un résultat partiel d’unicité de la décomposition d’un
idéal comme intersection d’idéaux dits primaires. Cette décomposition nous sera utile par la suite.

Notation. Nous désignons par A un anneau commutatif, par M un A-module et par Spec(A)
sera lensemble des idéaux premiers de A. Enfin, si p € Spec(A), M, sera le localisé de M en le
systéme multiplicatif S = A\p, i.e. My, = S™1M.

On travaillera de plus avec la topologie de Zariski sur Spec(A4), pour laquelle les fermés sont
de la forme
Z(I) = {p € Spec(A)/I C p}

pour [ idéal de A.

Définition 4.1.1. Le support du A-module M est le sous ensemble de Spec(A) défini par
Supp(M) = {p € Spec(A)/M, # 0} .
Définition 4.1.2. L’annulateur d’un élément m € M est l’idéal Ann(m) de A tel que
Ann(m) ={f € A/fm =0}.

L’annulateur Ann(M) du module M est alors Uintersection des annulateurs de chacun des élé-
ments de M, i.e.
Am(M)={fe A/fM =0}.

De ces définitions découlent une premiere série de propriétés :

Proposition 4.1.3. On adopte les notations précédentes :
1. Si M est engendré en tant que A-module par un élément x € M, et si l’on pose I = Ann(z),
alors Supp(M) = Z(I)
2. Si M peut s’écrire comme une somme .
UiesSupp(M;).
3. Si M est de type fini sur A, alors Supp(M) = Z(Ann(M)), qui est un fermé de Spec(A)
pour la topologie de Zariski.

seg Mi de A-modules, alors Supp(M) =

Démonstration.

1. Par définition d’un anneau localisé, on a, pour p € Spec(A), les équivalences :
T
M,=0 < I:OGMP & dseA\p,sz=0 < (A\p)NAnn(z) #0
11 suffit alors de remarquer que I'on peut obtenir la négation de ces équivalences comme suit :

M, 20 & %7&061\4,3 s I=Am(@) cp o pez()
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2. Pour tout i € J, M; C M, donc, pour p € Spec(4), (M;), C My, ce qui prouve une inclusion.
Pour lautre, il suffit de remarquer que, si, pour tout ¢ € J, (M;), = 0, alors tout élément
de M est annulé par un élément s & p, i.e. M, = 0.

3. Si M est engendré par k éléments my, ..., my, alors, d’apres les deux points précédents, on
a les égalités :

k k

k
M= ﬂ Supp(Am;) = ﬂ Z(Ann(m,;)) = Z <U Ann(mi)> = Z (Ann(M)).

i=1 i=1
(]

Définition 4.1.4. Un assassin de M ¢ est un idéal premier p de A tel que M contienne un sous-
module isomorphe au quotient A/}J ou, de maniere équivalente, tel qu’il existe x € M wvérifiant
p = Ann(z). On désigne alors par Ass(M) ensemble des assassins de M.

Si le sens réciproque est évident (il suffit de choisir le sous-module de M engendré par x),
I’équivalence résulte, pour le sens direct, de ce que 'on peut prendre pour x un élément non nul
quelconque de A /p'

Remarque 4.1.5. Au vu de cette définition, il est clair que tout assassin contient Ann(M).

La encore, une série de propriétés peuvent étre déduites de cette définition. La troisieme est la
plus importante pour 'usage que ’on en fera :
Proposition 4.1.6. Soit p € Spec(A) :
1. Six € M est tel que p = Ann(x), alors, pour tout élément non nuly du A-module engendré
par z, p = Ann(y). En particulier, Ass (A/p.) = {p}
2. Tout élement mazimal de Uensemble d’idéaux {Ann(x)/0# x € M} est un idéal premier,
donc est dans Ass(M).

3. Si A est un anneau neethérien et M un A-module non nul, alors Ass(M) est non vide.

Démonstration.

1. Le sous-module Az C M est isomorphe & A/}J qui, en tant qu’anneau, est intégre. La premiere
assertion s’ensuit. La seconde en découle clairement puisque p = Ann(1), ou 1 € A/p.

2. Soit x € M tel que P = Ann(z) soit maximal parmi les annulateurs d’éléments. Supposons
que le produit fg d’élements de A soit dans P. Deux cas de figure se présentent : si gxr = 0,
alors g € P. Si, en revenche, gz # 0, alors Ann(z) C Ann(gz) et, par maximalité, Ann(z) =
Ann(gz). Dés lors, I'égalité fgz = 0 implique f € P.

3. M est non nul donc 'ensemble d’idéaux (de A) {Ann(z)/0 # x € M} est non vide. A étant
neethérien, cet ensemble admet un élément maximal qui, d’apres le point précédent, est dans
Ass(M).

O

Nous admettrons le théoreme qui suit, dont la démonstration est tres technique :

Théoréme 4.1.7. Si l'anneau A est neethérien, alors tout élément minimal de P € Supp(M) est
dans Ass(M).

Démonstration. 1’idée consiste & montrer, dans un premier temps, que Asss,(Mp) = {PAp}
puis de remonter de ce cas local au cas global. Ce dernier point constitue la partie difficile du
théoréme. On trouvera les détails de la démonstration dans [24] (chapitre 7, paragraphe 5). O

6. Une illustration du sens de ’humour bourbakiste.
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L’ensemble des notions jusqu’ici abordées dans ce paragraphe sert a ’exploitation des objets
introduits par la définition suivante :

Définition 4.1.8. Un idéal primaire Q de A est un idéal strictement inclus dans A tel que pour
tous €éléments f, g de A tels que leur produit est dans Q, soit f est dans @, soit une puissance
non nulle de g est dans Q.

Autrement dit, le quotient A/Q est non nul et les diviseurs de zéros de A/Q sont nilpotents.

Remarque 4.1.9. [l découle trivialement de cette définition que, si @ est un idéal primaire de
A, alors son radical est un idéal premier.

Définition 4.1.10. Un idéal Q de A est P-primaire si (Q est primaire et si P est un idéal de A
tel que P=rad(Q)= () P
P’/ €eSpec(A)
QCP’
Voici a présent un théoreme qui établit un lien entre idéal primaire et assassin :

Théoréme 4.1.11. Soit A un anneau neethérien et @ et P des idéauxr de A. Alors @ est P-
primaire si, et seulement si, Ass (A/Q) = {P}.

Démonstration. Supposons ) P-primaire. Alors les diviseurs de zéro de A/Q sont contenus dans
P =rad(Q), de telle sorte que, pour tout élément non nul z de A/Q7 on a :

QcC AnnA/Q(:E) C P =rad(Q).

Dot P = rad (Ann(z)). Ann(z) n’est alors premier qu’a la seule condition qu’il soit égal & P.
On conclut en invoquant le troisieme point de la proposition 4.1.6 pour justifier du fait que

Ass (A/Q> # 0.

Réciproquement, supposons que Ass (A/Q) = {P}. Etablissons tout d’abord un résultat préli-

minaire en montrant que, si 0 # M C A/Q, alors rad(Ann(M)) = P. A cette fin, remarquons que
I’on a tout d’abord :

radAm(M))= () P'= N 7= () P= (] P,

P’ € Spec(A) P'eZ(Ann(M)) P’eSupp(M) P'eAss(M)
Ann(M)CP’

la troisieme égalité résultant du dernier point de la proposition 4.1.3 et la derniere du théoreme
4.1.7. Comme Ass(M) est ici encore non vide (proposition 4.1.6), on déduit de I’hypothese que
Ass(M) = { P}, ce qui prouve le résultat intermédiaire.

On applique a présent ce résultat au cas ou M = A/Q : 'idéal Q = Ann (A/Q) est donc tel
que rad(Q) = P. Soit alors f, g € A tel que fg € Q avec f & Q. Posons f=f mod Q. On obtient

g € Ann(f) C rad(Ann(f)) = P, i.e. g¢" € Q pour un n > 1. O

Définition 4.1.12. Une décomposition primaire dun idéal I C A est la donnée d’un entier
naturel n et de n idéaux primaires Q1,...,Q, tels que

I={Q:
=1

Une telle décomposition est minimale, ou normale, si aucun des QQ; n’est redondant et si Q); est
Pi-primaire avec P; # P; pour i # j.

Remarque 4.1.13. Etant donné une décomposition primaire d’un idéal, il est toujours possible
d’en déduire une décomposition primaire normale en regroupant les termes redondants et en re-
marquant que lintersection de deux idéaux P-primaires est encore un idéal P-primaire.
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Dans un anneau noethérien, il y a toujours existence d’une telle décomposition :

Théoréme 4.1.14. Tout idéal I d’un anneau neethérien A admet une décomposition primaire
normale.

Démonstration. En vertu de la remarque 4.1.13, il suffit de démontrer I’existence d’une décompo-
sition primaire pour tout idéal I de A. On procede en deux temps.

Premiére étape :
Un idéal sera dit indécomposable s’il ne peut pas s’écrire comme intersection de deux idéaux qui
lui sont tous les deux strictement plus grands. On a alors la proposition suivante :

Proposition 4.1.15. Tout idéal I de A s’écrit comme intersection d’un nombre fini d’idéaux
indécomposables.

Démonstration. Soit ¥ ’ensemble des idéaux qui ne s’expriment pas comme intersection finie
d’idéaux indécomposables. Supposons par I'absurde que ¥ # (). Par le caractére noethérien de A,
3 admet un élément maximal J, qui est décomposable : on peut écrire J = K N L avec K et L
des idéaux strictement plus grands que J.

Par maximalité de J, K et L ne sont pas dans Y, donc sont intersection d’un nombre fini
d’idéaux indécomposables, et donc J aussi, ce qui est exclu. O

Deuzieme étape :

Proposition 4.1.16. Tout idéal indécomposable QQ de A est primaire.

Démonstration. Comme @ est indécomposable (resp. primaire) si, et seulement si, I'idéal nul de
A /Q est indécomposable (resp. primaire), il suffit d’établir que, si I'idéal nul d’un anneau noethérien
B est indécomposable, alors il est primaire.

Soit donc z,y € B tels que zy = 0 : alors y € Ann(z). La chaine croissante Ann(z) C Ann(z?) C
-+» C Ann(z™) C ... étant stationnaire, il existe un entier n > 1 tel que Ann(z") = Ann(z"*1).

Dans ces conditions, (z™) N (y) = (0). En effet, si a € (™) N (y), alors, d'une part, az = 0
(puisque a est aussi multiple de y). D’autre part, a = bz"; mais alors axz = bax"™! et donc
b € Ann(z"*) = Ann(z"), d’ott @ = ba™ = 0.

Ainsi donc, si I'idéal nul est indécomposable et quun produit xy est nul, alors z” =0ouy =0:
I’idéal nul est primaire. O

Les deux étapes démontrent le théoréme 4.1.14. O

Nous terminons par un résultat partiel d’unicité qui sera essentiel a la démonstration du théo-
reme de Bézout géométrique et dont la preuve est le but de ce paragraphe.

Théoréme 4.1.17. Soit A un anneau neethérien et I un idéal de A admettant pour décomposition

k
primaire minimale I = () Q;, ot Q; est Pi-primaire. Alors Ass (A/7) ={Pi,..., P}
i=1
En particulier, ’ensemble des idéaux premiers {Py,..., Py} est déterminé de maniére unique

par 1.

Démonstration. On dispose de I'inclusion canonique
k
Al = @ A/Q;-
i=1

k
Ainsi Ass(A/f) Cc I = |JAss (A/Qz) ={Py,..., P} d’aprés le théoréme 4.1.11.
i=1
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Réciproquement, par la condition de non-redondance,

vjielL,kl, 0#N=(\Qi/1C Al
i)

Or sous l'inclusion précédente, N s’envoie sur 0 en chaque composante A/Qi pour i # j. Par

conséquent, 0 # N < A/Qj . Mais d’aprés le théoréme 4.1.11, Ass (A/Qj) = {P;} : A/ contient
ainsi un sous-module N vérifiant ) # Ass(N) C {P;}, donc P; € Ass(A/7). O

4.2 Idéaux éliminants

Soit n € N un entier naturel fixé et Xg,..., X, des indéterminées, dont on notera X la collec-
tion. Soit B un anneau noethérien. On introduit 'anneau A = B[Xj, ..., X,] des polynémes en
n + 1 variables a coefficients dans B. Pour k € N, on note 1 'ensemble des mondémes unitaires
de degré k :

My, = {X5° ... X" Jag+ -+ ap =k}

Cet ensemble est de cardinal C”,j Tk

On fixe un entier r > 0 et un r-uplet d = (di,...,d,) € N". Si r = 0, on notera Blu] = B et
Alu] = A. Sir > 1, Blu] (resp. Alu]) sera anneau des polynomes & coefficients dans B (resp. A)

en les indéterminées ub® = {ufﬁdl me zmdl}, oul<I[<r. Onpose pourl <[<r,

Ua, = Z ughm € Alul.
megﬂdl

Lorsque I est un idéal de A, on désigne par I[u] I'idéal de A[u], soit égal & I si r = 0, soit égal a
I'idéal engendré par I et les éléments Ui 4,,...,Urq, sirT > 1.

Définition 4.2.1. Soit I un idéal de A. On définit ’idéal caractéristique d’indice d de I par

Ya(1) = {f € A[u]/3k € N, f0 C Ifu]} = | J {f € Alu]/fO% C I[ul]}

k>1
et [’idéal éliminant d’indice d de I par
¢q(I) = 4y(I) N Blu).

Plus concrétement, I'idéal éliminant d’indice d de I est donc 'idéal de Blu] formé par les
éléments a € Blu] tels que, pour tout i € [0,n], il existe N; € N tel que aXiN“ € Iul.

Remarque 4.2.2. Du fait du caractére nethérien de Alu|, les réunion infinie d’idéauz définissant
Ug(I) est en fait finie. Comme les idéaux sont de plus emboités, on obtient l'existence d’un entier
N € N tel que

Ua(I) = {f € Alu]/fMy C I[u]}.

On s’intéresse au comportement des idéaux éliminants par rapport a la décomposition primaire ;
la proposition qui suit nous sera en particulier utile pour la démonstration du théoréeme de Bézout
géométrique.

Proposition 4.2.3. Soit I un idéal homogéne de A.
1. Si 9y C VI, alors Ug(I) = Alu] et €4(I) = Blu].
2. Si I est premier et My ¢ V1, alors Ug(I) et €4(I) sont premiers.
3. Si I est primaire et My ¢ VI, alors Ug(I) et €4(I) sont primaires et, de plus, \/Ua(I) =

Ug(VT) et donc \/€Eq(I) = €4(V/T).
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h h
4. 8i I = (1I; est une décomposition primaire normale de I, alors $4(I) = (LUa(;) et
i=1 i=1

¢ (I) = _(h]lﬁd(li).

Démonstration. La démonstration, technique et peu intéressante dans notre perspective, se trouve
dans [21] (proposition 1.3). O

Le théoreme suivant donne une interprétation géométrique de l’'idéal éliminant en termes
d’équations polyndmiales; c’est le théoréeme fondamental de la théorie de I’élimination et 1'on
s’y réferera par (TE) dans la suite :

Théoréme 4.2.4 (Théoreme fondamental de la théorie de I’élimination). Soit p : Blu] — L un
morphisme d’anneaux (fizant B) dans un corps L. On note encore p son prolongement d Alul,
obtenu en posant p(X;) = X; pour tout i € [0,n]. Alors, pour tout idéal homogéne I de A, les
conditions suivantes sont équivalentes :

i) p(€q(I)) =0.
ii) Il existe une extension de corps K/ et un zéro non trivial de p(I[u]) dans K", ie. il
existe z € K"\ {0} tel que pour tout P € Iu], on ait p(P)(z) = 0.

iii) Il existe une extension de corps finie K/ et un zéro non trivial de p (I[u]) dans KTt

Démonstration. L'implication ¢4¢) = i) est évidente.

Démontrons que i) = ) : si a € €4(I), alors il existe N € N tel que a. My C I[u]. Par
conséquent, si (zg,...,T,) est un zéro non trivial de p (I[u]) dans K1 on écrit pour un indice
io # 0 tel que x;, # 0 que p(aX))(zo,...,2n) = p(a)zy =0 pour conclure que p(a) = 0.

L’implication %) = ¢) est la plus délicate : nous n’en donnerons que les idées directrices
permettant de comprendre le raisonnement amenant la conclusion, en renvoyant & [21] (propo-
sition 1.4) pour les détails, qui allongeraient inutilement le propos étant donné les perspectives
poursuivies. Si p est le morphisme nul, tout point non nul de L"*! répond au probléme. On peut
donc supposer le morphisme non identiquement nul. Sous cette condition, il apparait que, pour
tout N > 0, My ¢ p(I[u]). Des lors, il existe ig € [0,n] tel que X7 & p(I[u]) L[Xo, ..., Xn]
pour tout N > 0. Ceci permet de montrer que 1 — X,;, € L[Xj,...,X,] n’est pas inversible mo-
dulo p (I[u]) L[ Xy, ..., X,], donc appartient & un idéal maximal M de L[Xy, ..., X,] contenant
p (I[u]). Par conséquent, p induit un morphisme

7 Alu] - K =L[Xo,..., X,/
Xy 140

On vérifie aisément que l'extension K ainsi définie est finie sur L. Comme p(p) = 0 pour tout
p € I[u] et que p(p) = p(p) (p(Xo),-..,p(Xn)), (7(Xo),-..,p(Xy)) apparait comme un zéro non
trivial de p(I[u]) dans K™*!, ce qui conclut le raisonnement. O

4.3 Formes éliminantes

On rappelle la définition suivant :

Définition 4.3.1. La hauteur ou dimension de Krull d’un anneau B, notée ht(B), est le su-
premum des longueurs des chaines d’idéaux premiers dans B, ot la longueur d’une chaine P, C
P._1 C -+ C Py est choisie comme valant r. Si I est un idéal premier de B, la hauteur ht(I) de
I est le supremum des longueurs des chaines d’idéaux premiers décroissantes commencant en I :

P.CP_,C---CP=1.

Théoréme 4.3.2. Soit L un corps infini, r un entier, I un idéal premier homogéne de L[ X] et d
un élément de (N*)". On a alors :

1. &4(I) = (0) = ht(I) <n—r+1.
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2. Siht(I) =n—r+1, alors E4(I) est principal.
Démonstration. On se réferera a [18] (théoréme 2.13, p.65) O

L’intérét d’un tel résultat de principalité est de remplacer la manipulation d’un idéal par celle
d’un élément de I'anneau, son générateur. Celui-ci n’étant défini qu’a une constante multiplicative
pres, il est commode de privilégier arbitrairement un générateur. Pour cela, on fixe un ensemble
Irr(L[X]) de représentants des irréductibles de L]u] modulo les inversibles (on peut par exemple ne
retenir que les irréductibles dont le coefficient dominant est 1 dans un certain ordre lexicographique
sur les variables).

Définition 4.3.3. Soit I un idéal homogéne de L[X], r € N, d € N". Une forme éliminante
d’indice d de I est un p.g.c.d. quelconque des éléments de lidéal €4(I). On note en particulier
élimg(I) lunique p.g.c.d. qui s’écrit comme produit d’éléments de Irr(L[X]).

L’intérét d’une telle définition est essentiellement résumé dans cette conséquence immédiate
du théoreme 4.3.2 :

Corollaire 4.3.4. Sous les hypothéses et notations du théoréme 4.3.2, notons f = élimgy(I). Alors :
1. f=0&ht(I)<n—r+1.
2. Siht(I) =n—r+1, alors f engendre €4(I).

Remarque 4.3.5. On peut montrer que, si ht(I) >n—r+1, alors f = 1.
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5 Géométrie Diophantienne

Dans cette section, K désignera, sauf mention du contraire, un corps algébriquement clos. On
pose A = K[Xy,...,Xp], qui est un anneau gradué de maniére naturelle pour une décomposition
que l'on écrira @ ;- Aq. On notera enfin A, = @, Aqg, qui est un idéal maximal homogene de
A.

Si I est un idéal homogene (i.e. engendré par des polynoémes homogenes) de A, on notera 3(I)
I'ensemble des zéros de I dans P, (K). De maniére duale, si X est un sous-ensemble de P, (K), on
note I(X) I'idéal homogene formé des polyndmes qui s’annulent en tout point de X.

On rappelle le théoreme suivant :

Théoréme 5.0.6 (Version homogene du Nullstellensatz). Pout tout idéal homogéne J de A tel
que 3(J) # 0, 1(3(J)) = V7.

Il est bien connu que la condition 3(.J) = @ équivaut a ce que VJ=AouVJ= Ay, ce qui
revient encore & affirmer de maniére équivalente qu’il existe un entier d > 0 tel que Ay C J 7.
Nous définirons comme suit une variété projective :

Définition 5.0.7. Soit n un entier. Une variété projective de P, (K) est un sous ensemble X de
P, (K) tel qu’il existe un idéal premier homogéne I de K[Xo,...,X,], I # Ay, tel que X = 3(I).

En particulier, et il est important de garder ce point a I'esprit pour certains résultats qui
suivront, la condition I # Ay assure que My ¢ I.

Une hypersurface est une variété V qui s’écrit V' = 3(I) pour I idéal premier homogene principal.
SiI=(F), F € Ahomogene irréductible, on notera plus simplement V' = 3(F).
On définit la dimension d’une variété de maniere analogue a la dimension de Krull d’un anneau :

Définition 5.0.8. Soit V une variété. La dimension de V est la borne supérieure des entiers n
tel qu’il existe une chaine Zo C Z1 C --- C Z, de sous-ensembles fermés de V' (pour la topologie
de Zariski) irréductibles (i.e. me s’écrivant pas comme réunion de deux sous-ensembles fermés
propres) 8.

Le lien entre cette définition et la hauteur d’un idéal I est donné par la proposition suivante :
Proposition 5.0.9. Pour tout idéal premier homogéne I de A,
ht(I) 4+ dim3(I) = dim(A4) = n.

Démonstration. On se reportera au besoin a [17], chapitre 5, paragraphe 14. O

Dans toute la suite, on se fixe un entier r, un r-uplet d € (N*)" d’entiers strictement positifs
et une variété projective V' de dimension r — 1. L’idéal I = I(V') est donc de hauteur n —r + 1 et,
en vertu du théoreme 4.3.2, €;4(I) est principal.

Notation. On garde celles des parties précédentes, en posant de plus w = (ub¥ ... u™%). On
notera fy.q la forme éliminante d’indice d associée d la variété V, i.e. fyq = élimg(I(V)). Si
d=1=(1,...,1), fva est une forme de Chow de V.

Pour i € [1,7], on note N; = C% __ le cardinal de 9.

Définition 5.0.10. La variété caractéristique C(V') de V est définie par :
C(V) ={(z,u) € Pp(K) x Pp, (K) x - x Py, (K)/(z € V) A (Ur,4,(2) = -+ = Upa, (x) = 0)}.

A Taide du Nullstellensatz, on vérifie alors que I(C(V)) = I(V)A[u] + Uy g, Alu] + -+ +
UhydhA[u].

7. On pourra touver une démonstration de tous ces résultats dans [10].
8. On odopte la convention supf = —1
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Donnons deux exemples d’utilisation du théoréme d’élimination (TE) avec d = (1,...,1) :

Exemple 1
Supposons que la variété V soit réduite & un point : V = {z}. Alorsr =1 et U = Uy 1 = uoXo+
-+ 4+ upXp. Le polynéme fyv ;1 est alors dans K[u] = Kluo, ..., uy] et I(C(V)) = I(V)K[X][u] +
UK[X][u], avec I(V) = (X — x). Comme K est algébriquement clos, fy,1 a toutes ses racines dans
KntL,
Appliquons maintenant (TE) : pour tout morphisme de K-algebres p : Klu] — K, on a
I’équivalence

p(fra) =0 <= FyeK"N\{0}, VFeI(C(V)), p(F)y)=0.

Comme p(K[X][u]) = I(V)p(K[u])[X] + p(U)p(K[u])[X], pour que 'image par p de tout élément
F € I(C(V)) soit nulle, il faut et il suffit que p(U(y)) = 0 et que p(F)(y) = F(y) = 0 pour tout
F € I(C(V)). Puisque I(V) = (X — x), on a nécessairement y = p(z) = .

On a ainsi montré que, pour tout morphisme p : Klu] — K, on avait p(fv,1) = 0 si, et
seulement si, (p(U))(p(z)) = p(U(z)) = 0. En choisissant successivement pour p le morphisme qui
envoie w sur une racine de fy,; dans un sens et sur une racine de U(z) dans l’autre, il apparait
que fy1 et U(z) ont exactement les mémes racines, et sont donc proportionnels (le coefficient de
proportionnalité étant un scalaire).

Toute forme de Chow de V est donc proportionnelle & U(zx).

Exemple 2
Supposons que V = 3(F) soit une hypersurface. Comme dim(V) = n — 1, on a ici r = n. Par
ailleurs, I(C(V)) = FK[X][u] + 327, U;j 1 K[X][u].

En adaptant sans difficulté le raisonnement tenu dans 'exemple 1, le théoréme de I’élimination
fournit une élément y € K"+1\{0} tel que, pour tout morphisme de K-algebres p : K[u] — K,
p(fv1) = 0 si, et seulement si, F(y) = 0 et pour tout j € [1,n], p(U;1)(y) = 0. Autrement
dit, p(fv,1) = O si, et seulement si, il existe y € V tel que, pour tout j € [1,n], p(U;1)(y) =
>ro p(ui’l)yk = 0. Or en fixant provisoirement p, ce dernier systéme d’équations linéaires s’écrit
matriciellement sous la forme :

p(ug") o () (o

1
p(ui') - o) iy
p(7) o)\,

ZAO(u)EMn,n+1(K)

En posant, pour i € [0,n], A; = (=1)%.p [det (ujal) 1<j<n |, A est solution du systéme
0<a<n,a#i
linéaire puisqu’il traduit la nullité du déterminant de la matrice A,(u) & laquelle on a rajouté une
derniére ligne nulle. La solution proposée est de plus non nulle si, et seulement si, A,(u) est de
rang plein — cas auquel on se rameéne facilement — et, dans ce cas, il s’agit 1a de 'unique solution
au systéme a la multiplication par un scalaire pres (par le théoréme du rang).

On a donc montré que p(fy.1) = 0 si, et seulement si, a [p(uw)] = F [p(Ao), ..., p(A,)] = 0. Par
le méme raisonnement que celui tenu dans ’exemple 1, on en déduit que toute forme de Chow de
V' est proportionnelle & la forme multi-homogene F' [Ao,...,A,] (le facteur de proportionnalité
étant un scalaire).

On va a présent définir différentes quantités attachées a une variété projective a travers sa forme
éliminante d’indice d, que ’on a définie au paragraphe précédent.
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5.1 Degré d’une variété

Si fyq est un générateur de I'idéal €4(I), le polynéme [V, 4 obtenu en permutant les arguments
de fv.q selon une permutation o de [1,r] apparait comme un générateur de €4o(I) (avec des
notations évidentes). En particulier, si d est invariant par permutation de ses coordonnées, fy,q
est symétrique. Ceci justifie la définition suivante :

Définition 5.1.1. On définit le degré de la variété V' a partir de sa forme de Chow en posant
d(V) = degyia; fv,1,...1)-

Remarque 5.1.2. Cette définition coincide avec la définition habituelle du degré d’une variété,
qui est le nombre d’éléments contenus dans Uintersection de V avec v — 1 hypersurfaces dont les
positions sont suffisamment générales. Pour plus de détails, on se reportera au chapitre 6 de [18].

On cherche a présent a caractériser le degré de V' en fonction du degré d’une forme éliminante
d’indice d quelconque de V.

Posons L = K(ubd1, ... u"=bdr=1) et, pour i = 1,...,h — 1, H; = 3(U; 4,) (dans L). Si T est
tel que V= 3(I), on a

Eq(I) = €4, (I[dy, ..., dr1]) = €q, (Liay,....d_1)) ().

D’apres la proposition 4.2.3, U, ... 4, ,))(I) est un idéal premier de A[(dy,...,dr—1)] que 'on
associe & une variété W. Par (TE) appliqué a l'extension L de K et en raisonnant de la méme
maniére que dans les exemples 1 et 2 ci-dessus, fy,q = fw,q, s’annule sur le méme ensemble que
[Levamn..am, , Und,(x); comme fyq est irréductible (€4(I(V)) est premier), elle est propor-
tionnelle a cette derniere forme, le facteur de proportionnalité étant dans IL*.

Posons ' = (ub, ... u "Y1 y"l) et d' = (dy,...,d._1,1) et considérons le morphisme
d’anneaux

i Ku] = Klu/]
Unay = (Ura)®

Ce qui précéde montre que fy 4 (resp. fv,ar) est proportionnel & HzevammmH,.,l Ur.q, () (resp.
[L.evhmn..am,_, Uri(x)). Comme le premier produit est envoyé par p’ sur le second élevé a la

puissance dp, p'(fv,q) est proportionnel & ( fv,d/)dr via une constante multiplicative dans LL*. Le
lemme suivant, qui découle de (TE) et qui se place dans un cadre plus général que celui qui nous
intéresse, prouve que le facteur de proportionnalité est en fait dans K* :

Lemme 5.1.3. K n’est plus supposé algébriquement clos. Soit P est un élément de
Klubdt . ur=bdr=1] qui divise fy.q. Alors P € K*.

Démonstration. On consideére le morphisme p : Flu] — F, ot F est une extension de K dans
laquelle P a une racine, qui envoie les u»%, 1 < ¢ < r — 1, sur une racine de P et Up,q, sur 1.
Alors p(P) = 0, donc p(fv,a) = 0; par (TE), il existe une extension F’ de F et x € (F')"*! tel que
2 soit un zéro de p[I(C(V))]. Ceci implique en particulier que p (U 4,.) (x) = 0, ce qui est absurde
puisque p(Uy q,) = 1. Donc P n’a pas de racines, i.e. P € K*. O

1,ds r71,d,.,1]
.

Le lemme montre de méme qu’aucun élément non constant de Klu
diviser fV,d’; donc (fv,d/)dr.

En itérant le méme raisonnement, il apparait que, si I’on considere le morphisme p qui envoie
chacun des U, 4, sur (U; 1)% pour 1 < i < r, alors p(fy.q) est proportionnel & (fy,1)%%.

Ainsi,

N 7) ne peut

d(V) = degyia; fv,a,..1) = ‘ degyia; (fy,1)™

dy...d,

1
= m degui,di p(f\/7d).
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Comme p préserve ’homogénéité et est de degré d; en u%i, et comme fy 1 est symétrique en
chaque ensemble de variables, on a finalement montré que

dy...d
deguivdm p(fvad) = d(V)%

5.2 Hauteur d’une variété

Dans cette section, I désigne un corps de nombres

On veut définir la hauteur h(V') d’une variété définie sur un corps de nombres IL. Dans la méme
logique que ce qui précede, on posera h(V') = h(fy.1) pour h une hauteur convenable sur Lu].

Afin d’introduire au mieux la définition de la hauteur d’une variété, nous commencons par
quelques rappels sur les valeurs absolues de corps de nombres.

5.2.1 Eléments de théorie de la valuation

Définition 5.2.1. Une norme sur L est une application |.| : L — Ry vérifiant, pour tous x,y € L :
V1. |z|=0 < z=0;

V2. |zy| = |zllyl;

V3. |z 4yl < ||+ Jyl.

Si ’on fixe un nombre premier p et que 1’on pose ‘p”% p = p~ " pour a, b € Z non nuls premiers
apet |O|p =0, alors |.|p définit une norme sur Q : la norme p-adique.

Définition 5.2.2. Une valeur absolue sur L est une application |.| : L — Ry vérifiant (V1) et
(V2) et telle qu’il existe une constante C > 0 satisfaisant |z + 1| < 1 pour tout x € L tel que
|z] < 1.

Un corps muni d’une valeur absolue est un corps valué.

La constante d’Artin de la valeur absolue |.| est alors Uinfimum des C > 0 satisfaisant la
condition précédente.

Un corps admet toujours au moins une valeur absolue qui, en 'occurrence, est aussi une norme :
I’application qui vaut 0 en 0 et 1 en toute autre valeur. On la qualifie de norme triviale.
Voici un lemme presque évident mais tres utile :

Lemme 5.2.3. On munit L d’une valeur absolue |.|. Soit C € [l;+o0[. Les deux assertions
sutvantes sont alors équivalentes :

i) Veel, |z|<l=z+1<C.

i) Vo,y e L, |z+y| <C.max(|z|,|y]).

Démonstration. L’implication i7) = i) résulte du choix y = 1.

Pour la réciproque, on peut supposer sans perte de généralité 0 < |z| < |y|. Comme <1

)

z
Y

% + 1’ < C et le résultat s’ensuit en multipliant cette derniére inégalité par y. O

Lemme 5.2.4. On munit L d’une valeur absolue |.| de constante d’Artin C. Alors |.| est une
norme si, et seulement si, C' < 2.

Nous figurons ci-dessous la démonstration dans son intégralité pour donner un archétype de
preuve d’un résultat liant valeur absolue et norme.

Démonstration. Le sens direct ne présente aucune difficulté et découle de la simple inégalité tri-
angulaire vérifiée par la norme. Intéressons-nous a la réciproque : soit z, y € I que I'on supposera
tels que 0 < |z| < |y|. Alors

Hgl . ‘1+£‘§C§2 a4yl < 2yl = 2max (|a], |y])
) )
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Par récurrence, on en déduit que, pour tous xi,...,zan € L tels que 0 < |z1]| < -+ < |zan|,

|z1 4+ a2m| < 2”11<n%>2< x;|. Pour r € N tel que n < 2" < 2n, il vient alors :
Zi<on

lz1 4+ Fan| =1+ -+ 2, +0+---+0| <2" max |z;| < 2n max |z;].
N———— 1<i<2r 1<i<n
(27—n) fois

En évaluant d’une part cette inégalité en 27 = --- = x,, = 1, on a |n| < 2n. D’autre part, on a aussi
|1 4+ 4 a,| < 2n1r£1a<x |z;] < 2n3",_;|zi|. Ces deux derniéres relations permettent finalement
<i<n
d’écrire que, pour tous z, y € L tels que 0 < |z| < |y| et pour tout entier naturel n,
n
Z Ci iy
n
k=0

o+ y|" = <2(n+1) Y [Co[a"| [y~

k=0

<4d(n+1))_Chla'| |y = Aln+1) (2] +y)"
k=0

En prenant la racine n°™ des deux inégalités extrémes et faisant tendre n vers I’infini, on obtient
bien |z +y| < |z| + |y|. O

Le principal intérét des valeurs absolues par rapport aux normes est exposé dans le lemme
suivant dont la démonstration est triviale des lors que 1’on fait appel au précédent énoncé :

Lemme 5.2.5. Soit |.| : L — Ry une valeur absolue sur L de constante d’Artin C > 0. Soit
a>0 et
[ L — Ry
x = |z|®
Alors :

1. |.|* est une valeur absolue de constante d’Artin C*.

2. Méme si |.| est une norme, |.|* n’est pas toujours une norme.

Définition 5.2.6. Une valeur absolue |.| sur L est non archimédienne ou ultramétrique si sa
constante d’Artin est égale a 1. Elle vérifie alors I’inégalité ultramétrique :

Vae,y €L, |z 4yl < max(|zl,|y]).

Une valeur absolue dont la constante d’Artin est strictement supérieure d 1 est archimédienne.

Remarque 5.2.7. D’aprés le lemme 5.2.5, une valeur absolue sur L est archimédienne (resp. non
archimédienne) si, et seulement si, toute valeur absolue qui lui est équivalente est archimédienne
(resp. non archimédienne), ot l’équivalence entre valeurs absolues est définie comme suit :

Définition 5.2.8. Deuz valeurs absolues |.|1 et |.|2 sont équivalentes s’il existe a > 0 tel que
[-l2 = |-

On notera alors |.|; ~ |.|2, ~ ainsi définie étant clairement une relation d’équivalence.
Remarque 5.2.9. D’aprés le lemme 5.2.4, toute valeur absolue sur L est équivalente d une norme.
Définition 5.2.10. Une place sur L est une classe d’équivalence de valeurs absolues.

Le résultat qui suit prouve que deux valeurs absolues équivalentes et non triviales sur L y
déterminent un méme espace topologique : on peut donc choisir des représentants quelconques des
classes d’équivalence des places pour parler du complété de L, le corps obtenu étant indépendant
du choix effectué.
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Théoréme 5.2.11. Soit |.|; et |.|2 deuz valeurs absolues non triviales sur L. Les propositions
sutvantes sont équivalentes :

) |l ~||2

i) Pour tout x € L,

1 <1 & |zla<1
]t >1 & |zl >1
|LL‘|1 =1 =4 |l‘|2 =1

Démonstration. L’implication i) = 4i) est immédiate. Supposons donc 4i). Soit a € L tel que |a|;
soit non nul et différent de 1 (ce qui est possible puisque la valeur absolue est non triviale). Quitte

a remplacer a par a~!, on peut supposer |a|; < 1. Par hypothese, on a alors |als < 1. Posons
log|al2

= fog7al, > 0. On va montrer que [1$ = ]2

Soit « € L et, pour i € {1,2}, v; = %. 11 suffit de montrer que 73 = 2. On prend % € Q,
avec ¢ >0 :
p x4 x4
= >y & ploglali < qloglzf1 & |a”[1 < |27y & — =21 <:)> — =21 & ploglalz < glog|z|>
q ar |, i) |aP |,

. > e,
q

ce qui acheve la preuve. O

Nous terminons ces rappels par I’évocation d’un résultat fondamental dont la preuve, méme
si elle n’est pas tres difficile, requiert 'introduction d’outils qui ne nous seront pas utiles par la
suite. Nous 'admettrons donc, en renvoyant a [6] (chapitre 1) pour en trouver la substance.

La valeur absolue usuelle sur C sera notée |.|oo.

Théoréme 5.2.12 (Théoréme d’Ostrowski pour les corps de nombres). Soit L un corps de
nombres. Ecrivons L = Q[X]/(p(X)). Alors :

1. Toute valeur absolue ultramétrique |.| de L, lorsqu’on la restreint 4 Q, est équivalente ¢ une
valuation p-adique pour un certain p € P. On dit alors que p est le nombre premier sous |.|.

2. A équivalence pres, toute valeur absolue archimédienne de L est de la forme x +— |1(z)|o0 00
t L — C est un plongement de corps.

3. Siry est le nombre de racines réelles de P et ro la moitié du nombre de racines complexes de
P, alors le nombre de plongements de . dans C, donc le nombre de places archimédiennes
de L vaut r =r1 +1ro.

5.2.2 Définitions et premieéres propriétés

A la lumiere des propos tenus dans le paragraphe précédent, si v est une place de L, on notera
L, le complété de L pour une valeur absolue |.|, associée a v.

Pour chaque place, on fixe une valeur absolue représentant v : dans le cas archimédien, cela
revient a fixer un plongement o, : L — C tel que le valeur absolue normalisée soit simplement
|0, ()] ; dans le cas ultramétrique, on impose |p|, = p~! pour le nombre premier p sous v. On
désignera alors par My, (resp. M°) 'ensemble des représentants normalisés des places de L (resp.
des places archimédiennes de L). On rappelle la formule du produit : en notant n, = [L, : Q,]
pour v € Mg, on a?, pour tout x € L\{0},

IT lalz =1.

veMy

9. On trouvera une démonstration de cette propriété dans [29], chap.3, paragraphe 1.

44



Pour z € L% on poselz|, = +/|z1]2+ -+ |zs]2 si v est archimédienne et |z[, =
max(|z1]y, ..., |Ts|,) si v est ultramétrique.
On peut a présent définir la hauteur invariante d’un élément f € L[u] :

Définition 5.2.13. Awvec les notations précédentes, on pose

I
veMy

ot M, (f) est le mazimum des valeurs absolues v-adiques des coefficients de f siv est ultramétrique
et, st o, :L — C est le plongement associé a v dans le cas archimédien,

Ni

. 1
log My (f) = / logloy (F)lnyye1 A Avyer + ) degyia (f) ) 5=

SNi+1X X SN 41 i=1 j=1 J

ot 0, (f) se déduit naturellement de f, Sny1 est la sphére unité de CN+L ¢t NN+1 la mesure de
Haar sur la sphére Sy41 de masse totale unité1?.

On rappelle que, dans cette définition, N; (1 <i <r) est le cardinal de ;.

Remarque 5.2.14. A z € L fizé, le cardinal des valeurs absolues v telles que |x|, # 1 est fini.
Ceci justifie existence de h(f) telle que définie ci-dessus. Par ailleurs, on vérifie a Uaide de la
formule du produit que h(f) est indépendant du choix du corps contenant les coefficients de [ (pour
approfondir ces deux remarques, cf. [29], p.74-75).

Dans le cas archimédien, le terme additif correctif est étudié pour que la hauteur ainsi définie
soit toujours positive. On remarquera également que, par application directe de la formule du
produit, h(Af) = h(f) pour tout A € L*.

Il est évident que, dans le cas ultramétrique, log M, (U; 4, (x)) = d; log ||z||,. Ceci est encore vrai
dans le cas archimédien puisqu’un petit calcul montre que

’i,di %
My (Uig, (@) =M, | Y uw®m@) | = [ 37 [m@) = |l
meimd% meimd%

En réitérant le résonnement tenu dans le paragraphe 5.1, la prise en compte de 1’égalité précédente
permet finalement d’aboutir a la relation :

h(fy.a) =di...dy.h(V)

Remarque 5.2.15. SiV = 3(F) est une hypersurface, la formule donnée dans la définition 5.2.13
se sitmplifie sous la forme

V) = h(F) +degFi:Z %

i=1 j=1

10. Dans [21], P. Philippon utilise dans le cas archimédien une mesure légérement différente :

1 1
log M, (f) :/ dum.../ duq log|U(f)(62i7”‘1,...,62”"’")‘ .
0 0

Les deux points de vue sont essentiellement équivalents.
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5.3 Théorémes de Bézout arithmétique et géométrique

Dans ce paragraphe, I désigne encore un corps de nombres et K une extension algébriquement
close.

Il est fréquent en approximation diophantienne, lorsque I’on souhaite démontrer une propriété
pour une variété V, de se ramener a un probleme de dimension dimV — 1 en considérant l'intersec-
tion avec une hypersurface H convenablement choisie. Il est alors important de pouvoir majorer
le degré et la hauteur de V N H en fonction des quantités correspondantes pour V et H. Un tel
résultat porte le nom de théoréme de Bézout. On peut dans les faits établir de tels théorémes pour
une intersection de variétés V et W quelconques, mais la situation est alors trés compliquée. Nous
nous restreindrons donc, et cela nous sera suffisant pour les objectifs poursuivis, au cas ou W est
une hypersuface 3(F).

Définition 5.3.1. Un cycle est une combinaison linéaire formelle Z de variétés a coefficients
dans N : Z = 2;21 m;V;. Un cycle est équidimensionnel de dimension | € N si toutes les variétés
concernées sont de dimension [.

On étend naturellement par linéarité les notions de degré et de hauteur a un cycle.

En général, si p est un morphisme de L[u™%"] dans L, bien que 'on vérifie aisément que p(fv.q4) €

Cay....d._, (p(I[dr])), il n’est pas vrai que p(fy,q) soit une forme éliminante d’indice (dy,...,dr—1)
de p(I[d,]). Cependant, le lemme suivant permet de caractériser p(fv,q) comme une forme d’-
éliminante associée a un cycle, ot d’ = (dy,...,dp—1) :
Lemme 5.3.2. Soit un morphisme p : Lju™%] — K tel que p(fv.a) #0 (i.e. p(Uyra,) & I(V) par
(TE)). Soit f1, ..., ft les formes éliminantes d’indice (dy,...,dr_1) des idéaux premzers minimaus
contenant l'idéal J = (I(V'), p(Uy.q,)) de K[X].
Alors il existe des entier naturels non nuls ly,...,1l; et un élément \ € K tels que
p(fv.a) = A H i
h=1

Remarque 5.3.3. Le résultat est encore vrai si p(fv,a) = 0 puisqu’il suffit de choisir A =

11 revient plus généralement d affirmer que l'on connait la forme des spécialisations des formes
éliminantes, i.e. la valeur des formes éliminantes par un morphisme d’anneau non nul a valeurs
dans un corps.

Démonstration. Notons q1,...,q; les idéaux premiers minimaux contenant J ordonnés en choisis-
sant t' € [0,1] tel que 9 C q; < i > t'. En particulier, v/.J = ﬂ g

Soit un morphisme de K-algebres p/ : K[d'] = K. On note P le morphisme L[u] — K obtenu
a partir de p et de p’. On a donc p(fv,q) = p'(p(fv.a)). Or par (TE), en posant I = I(V), p(fv.q)
est nul si, et seulement si, p(€4(I)) est nul, chose équivalente a 'existence d’un zéro non trivial
de p(I[d]) dans K*+1,

Mais par définition de I[d] et de p, p(I[d]) = (J,p'(U1,d,);---+ 0 (Ur—1,dr—1)) = p/(J[d']). En
outre, on a clairement

(Jv pl(U17d1)7 s 7pl(UT*1,dr71)) - (\/7; pl(Ul,dl)a ceey pl(UT717d7'71))

- \/(Ja pl(U17d1)7 s 7pl(UT*1,dr71))a

ce qui prouve que p'(J[d']) et p'(v/J[d']) ont méme ensemble de zéros.
En appliquant le théoréme de I’élimination & p’, il vient, d’apres ce qui précede :

o (p(fv.a) =06 p' (J[d]) =0 pf (ﬁm) 0o (@d, (\/j)) _0.
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Ceci étant valable pour tout morphisme p’, 3 (p(fv.q)) =3 (Qfd/ (\/j )), puis, K étant algébrique-

ment clos, par le Nullstellensatz (théoréme 5.0.6), \/p(fv.a) = 1/ € (\/j)

En invoquant a présent la proposition 4.2.3, il vient :

(S (\/j) =&y <ﬂqz> = mefd’ (qz) = med/ (qi)v

la derniére égalité étant justifiée par le fait que, si i > ', alors My C q;, d’ou €4 (q;) = K[d'].
Toujours d’apres la proposition 4.2.3, chaque €4 (g;) est premier pour 1 < i < ¢/, donc

\/ p(fv,a) = n@d' (g4) -

Or pour 1 < i < #, ht(g;) = ht(J) par minimalité de q; et !* ht(q;) = n — r + 2. Par conséquent,
Ea(q;) (1 <i <t') est engendré par f; = élimg (q;) (d’apres le théoréme 4.3.2). Par factorialité,

on a alors (x/p(f)) =+/(f1,..., frr) puis p(f) = )\Hzlzl fil* avec A € K et [; > 1 entier.

Enfin pour ¢ > t/, on a M, C q;, de sorte que €4 (q;) = K[d'] et f; = élimg (q;) = 1. En posant
par exemple [; = 1 pour 7 > ¢’, on a donc

O

Sous les hypothéses du lemme, on dira que p(fy,q) est une forme éliminante d’indice
(dv,...,dr—1) associé au cycle équidimensionel Z = Z;Zl 1;V; o Vj est une variété (de dimension
r — 2) associée & f; # 1.

On consideére l'intersection V N W comme un ensemble algébrique : en général, ce n’est pas une
variété. Il est néanmoins possible de lui associer une forme éliminante comme suit : si Py, ..., P; sont
les idéaux premiers minimaux associés a une décomposition primaire normale de I'idéal I(V NW),
on pose d' = (dy,...,d-—1) et

t
fvaw,a = H fi avec f;=élimg (F;).

i=1

Il est ainsi possible de définir le degré de V N W de maniere analogue a celui de V', comme il a été
vu précédemment.

Théoréme 5.3.4 (Théoréme de Bézout géométrique). Si VNW £ (, alors
dV W) <d(V)d(W) =d(V) deg(F).

Démonstration. En utilisant la caractérisation du degré donnée au paragraphe 5.1 et le second
exemple introductif & la section, on constate tout d’abord que 1’on a bien d(W) = deg F'.

On considére ensuite 'homorphisme de K-algebres prp : K[u] — K[u'] (ot Pon rappelle que
u = (ubd, .. " ~bdr-1)) défini comme le prolongement naturel du morphisme pr : K[u™9] —
K vérifiant pp(Uy,q.) = F. Par le lemme 5.3.2, il est possible d’associer un cycle Z = Z§‘=1 m;V; a

pr(fv.a) de telle sorte que pr(fv.a) = )\H§=1 f@fd/. Dans toute la suite, on notera V.W ce cycle.

11. On utilise ici le caractére caténaire de ’anneau K[X]
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Comme m; > 1 pour tout j € [1,t], par définition de fyrw,a, il est clair que fynw,qa divise
pr(fv,a). Posons des lors d = (1,...,1,deg F') : en utilisant une fois encore la caractérisation du
degré donnée plus haut, il vient :

d(V)A(W) = d(V) deg F = deg,1.1 (fv.a) = degyi1(pr(fv.a)) = A(V.W) > degyia (fvaw,ar)
=d(Vnw).

Remarque 5.3.5. On a en particulier montré que d(V.W) = d(V)d(W).

On s’intéresse maintenant au comportement de la hauteur définie a la section précédente par
rapport a l'intersection.
. PR . . 1 1
Si a = (ap,...,an) € N"! est un multi-indice et k un entier, on note Cg = CpP o et

la] = Z?:o ;.

On définit une hauteur légérement modifiée h; sur les polyndémes homogenes P € L[Xj, ..., X,,]
en posant

v Lo
(P = 3 Sigr el

ou ||P||, est le maximum des valeurs absolues des coeflicients P, de P si v est ultramétrique et

. 1/2
(Za|=d°P (C{‘}P> |al,(Pa)|2) si v est archimédienne associée au plongement o, : L — C.

Remarque 5.3.6. Dans ces conditions, pour x € Po(C,), |F(z)l, < |[F| |, le résul-
tat étant évident dans le cas ultramétrique et provenant de l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans
le cas archimédien. On en déduit que M,(F) = ||F|l, si v est ultramétrique et M,(F) <

|Fllvexp (deg .52, &) sinon.

A Vinverse'?, on a |F||, < M,(F).(n+ 1)\4°8F)/2 dans le cas archimédien.

Les outils introduits servent a 1’énoncé du théoreme suivant dont la preuve, qui dépasse le
cadre des propos ici tenus, figure dans [18] (chapitre 6) :

Théoréme 5.3.7 (Théoréme de Bézout arithmétique). En adoptant les mémes notations que
ci-dessus, si VW # 0, alors

h(V A W) < h(V)deg F + hy(F)d(V).

5.4 Distance d’un point a une variété

On se restreint dans ce paragraphe au cas d’une variété projective V définie sur K = C.

Soit « € P,,(C). On veut d’abord définir des formes générales qui s’annulent en = € P,(C). On
posera a cet effet fy g = f pour simplifier les notations.

Soit le morphisme de K-algebres :

0; : Clu] — CJs]
’L d;
SY s (),
mEMa,
ol (sff&,) est une collection de nouvelles variables liées par les seules relations sfndm, + sm ‘m = 0.

On remarquera que le morphisme 0, ainsi défini dépend du choix des coordonnées homogenes de
x.

12. Toutes ces inégalités, et notamment la derniere, restent valables dans le cas ou 'on définit dans le cas archi-
médien M, (F') comme dans la note de bas de page n°10. On trouvera la (difficile) preuve de la derniére inégalité
pour les deux choix de M, (F') dans le lemme 3 du chapitre 7 de [18].
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Du fait des relations d’antisymétrie, les formes 0, (U; 4,) (1 <4 < r) s’annulent en z :

0o(Uia) =0 | D widim(z) | = Y mx) Y sh% w'(2)

meimdj meimdj m’eimdj
1 - -
Js Js
=5 > m@w'@) (s + ) =0
m,m’eimdj
=0

On déduit alors de (TE) que x est dans V si, et seulement si, 9, f = 0.
La «taille» de 0, f va mesurer la distance de z a V. Plus précisément, on pose :

. M0
Disty(z, V) = E ( ”fd)ideg —,
M(f)[Tiz lz v
ot pour P(X)=>a;, ;X" ...X" onanoté M(P)= max {|a;, . i |}etou]|.|estlanorme

euclidienne canonique.

Il convient de noter que cette définition est indépendante du choix du représentant homogene
de x.

Si Z = Zle m;V; est un cycle équidimensionnel de dimension r — 1, on définit de méme la
distance de x a Z pour l'indice d par :

P
Disty(x, Z) = [ [ Dista(, Vi)™
i=1
Remarque 5.4.1. Si W = 3(F) est une hypersurface, alors Dist(xz, W) = % Ceci se
déduit d'un calcul a partir de Uexpression de fy,q en fonction de F' donnée dans 'exemple 2 en
préambule d la section.

Sid=(1,...,1), on note plus simplement Dist(x, V') pour Disty(x, V). De méme, si V = {y},
on pose Dist(x, {y}) = Dist(z,y). On a alors le résultat suivant, qui nous servira par la suite et
dont on trouvera la preuve au chapitre 6 de [18] :

Théoréme 5.4.2 (Propriété du point le plus proche). Avec les notations précédentes, il existe
y €V tel que

i=1

n
h
Dist(x,y) < Dist'/4") exp < E —,) i
i

5.5 Théorémes métriques de Bézout

Les deux théoremes qui suivent joueront un réle fondamental dans la démonstration du critere
d’indépendance algébrique de P.Philippon. Une démonstration en est donnée dans [18], chapitre
6.

Théoréme 5.5.1 (Premier théoréme métrique de Bézout). Soit V' une sous-variété projective de
P, (C) définie sur un corps de nombres L, F € L[Xy, ..., X,] un polynome homogéne de degré d,
x € P,(C) et T € N*. On fize un plongement . — C et l’on pose A = [L : Q] si L est réel et
A =1L:Q]/2 si L est imaginaire. Soit W = V.3(F). On a alors :

T—1
F®)
Dist(z, W)T + E 12 @)l |F(|T)|

+an (V) +aw) () +

1 1
— log Dist(z, W) + h(W) <—log

; t
A A Dist(z, V)

log(n + 1)} ,
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ol

(M) (z)|2

(t) _ |[F () ()|

R D e

TeNn+1
|T|=t

|-l étant ici la norme euclidienne cononique (pour x) et F7(x) le coefficient de Y™ ... Y™ (7 =

(T1,...,7n)) dans le développement de F(x +Y).

Théoréme 5.5.2 (Second théoréme de Bézout métrique). Soit o > 1 un réel, V une sous-variété
projective de P, (C) définie sur un corps de nombres L, F' € L[Xy, ..., X,] un polyndéme homogeéne
de degré d, x € P,,(C) et T € N*. On fize un plongement L. — C et l'on pose A =[L: Q)] si L est
réel et A =[L:Q]/2 si L est imaginaire. Soit W = V.3(F).

Alors, st
| F® ()] . . (T—t)/
Vie [0,T — 1], ———— < min (Dist(z, 7,
(0.7 =11, < i, (Dt ) ™07)
on a :
1 . T .
X log Dist(z, W) 4+ h(WW) S—A log Dist(z, V) + d.h(V)
o

+d(V) (hl(F) + (g + Sd) log(n + 1)) .
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6 Théoreme de Y.V. Nesterenko et indépendance algé-
brique de 7, €™ et ' (1/4)

Nous présentons dans cette section le théoréeme de Nesterenko pour en déduire quelques corol-
laires, dont I'un qui nous donnera l'indépendance algébrique de 7, e™ et I'(1/4). La mesure d’in-
dépendance algébrique de G.Philibert, que nous chercherons a déduire du critere d’indépendance
algébrique de P.Philippon, nous permettra dans un second temps de proposer une démonstration
alternative de ce résultat.

6.1 Quelques corollaires du théoréme de Y.V. Nesterenko

Y.V.Nesterenko a démontré en 1996 dans [19] le résultat suivant, dont nous donnons trois
corollaires :

Théoréme 6.1.1 (Nesterenko, 1996). Soit ¢ € C satisfaisant 0 < |q| < 1. Alors le degré de
transcendance sur Q du corps

Q(q,P(q),Q(q), R(q))

est supérieur ou égal d trois.

La démonstration passe par la preuve d’'un lemme des zéros (majoration de lordre en zéro
d’une fonction auxiliaire) difficile.

Notation. Dans toute la suite, on fize un réseau ) = Zwy B Zws. On note n1 et n2 les quasi-
périodes de la fonction ( correspondant ¢ wy et d we, et on pose T = z—f € 9. On notera parfois
w=wi etn=mn.

Corollaire 6.1.2. Soit ¢ un nombre complexe vérifiant 0 < |q| < 1 et tel que J(q) soit algébrique.
Alors les trois nombres q, P(q) et A(q) sont algébriqguement indépendants.

Démonstration. (& partir du Théoréme 6.1.1) D’apres la proposition 1.3.11,

Q=2 ()0 o R@=2(2) s

d’ott 'on déduit que
A= (32)" -2 = o (@ = )
o 2 371728 '

D’apres les propos suivants la définition 3.1.1, la fonction J est également liée aux fonctions @ et
R par la relation
QS
J==_.
A

Si on suppose J(q) algébrique, alors Q(q) et R(q) sont algébriquement dépendants, et donc les trois
nombres algébriquement indépendants donnés par le théoréme 6.1.1 sont soit ¢, P(q) et Q(q), soit
q, P(q) et R(q). Dans les deux cas, on obtient I'indépendance algébrique de ¢, P(q) et A(q). O

Les deux corollaires suivants se déduisent du corollaire 6.1.2 :

Corollaire 6.1.3. Soit p la fonction elliptique de Weierstrass attachée au réseau €2, d’invariants
go et g3 algébriques. Alors les trois nombres

62i7r‘r

w
— et
T

3|3

)

sont algébriguement indépendants.

Nous donnerons une preuve directe de ce corollaire dans le paragraphe 6.3.2, qui elle n’utilise
pas de lemme de zéros mais passe par une mesure d’indépendance algébrique de £ et 2 due a

G.Philibert et qui sera exposée au paragraphe 6.3.1.
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Démonstration. On note ¢ = e*™7. Afin de parfaire le dictionnaire entre fonctions elliptiques et
formes modulaires initié par la proposition 1.3.11, il est nécessaire d’établir une formule exprimant
P a laide des invariants attachés au réseau Q. Démontrée dans [11](chapitre 18), ladite formule

fait intervenir la pseudo-période 7, :
wim

T2

P(q) =3

D’apres 'expression de A en fonction de @ et R donnée dans la démontration du corollaire 6.1.2,
et en invoquant le fait que les nombres algébriques forment un corps, cette formule et le théoréeme
6.1.1 entrainent de suite que ¢, £ et I sont algébriquement indépendants. O
Corollaire 6.1.4. Sous les hypotheses du corollaire précédent, et en supposant de plus que le
réseau ) est & multiplication complexe par le corps'® M, les éléments

7, w et 27T

sont algébriquement indépendants sur Q.
Démonstration. Nous aurons tout d’abord besoin du lemme qui suit :

Lemme 6.1.5 (Relation de Masser). Si la fonction o de Weierstrass (attachée au réseau ) est
& multiplication complexe, alors il existe k € M(ga,93) (ot M = Q(7)) et des entiers A et C tels
que

Am — Crny = kwa.

Démonstration. D’apres la proposition 2.5.2, dans le cas de la multiplication complexe, 7 est un
nombre quadratique : il existe A, B et C € Z tel que le polynéme minimal de 7 soit A+ BX + CX?
(avec C #0).

Soit f € M(C) définie par

VzeC, f(z)=-A¢(Cz)+C7¢(CT2)+ CTkz,

ot k = Am=Cm12 1] 9agit de montrer que k € M(ga, g3).

w2
Par pseudo-périodicité de la fonction ¢ et par définition de k, on a, pour tout z € C :

fz4+w)— f(z) = —ACn + C?tny + Crkw, = 0.
De méme, de la relation Ctwy = —Awy — Bws, on tire :
VzeC, f(z+w2)— f(z)=—ACn2 + C1(—Am — Bnz) + Ctkws = 0.

f a donc mémes périodes que la fonction p de Weierstrass : d’apres le théroreme 2.2.11, elle est
rationnelle en p et '

Soit o un automorphisme de M(gs, g3, k) qui fixe M(ga, g3) et soit f¢ la fonction obtenue en
appliquant ¢ au développement de Laurent de f a I'origine. Alors o fixe p et ¢’ car leurs dévelop-
pements & Vorigine ont leurs coefficients dans Q(gs, g3) d’aprés la remarque 2.3.2. La fonction f7
est donc rationnelle en p et en ©'. De méme, ¢ étant fixé par o, on a :

VzeC, f(z)— f7(z)=Cr(k—k%)z.

Or f — f7 est une fonction elliptique, d’ott f — f7 = 0 puis k — k7 = 0. Ceci étant vrai pour tout
automorphisme d’extension o, le nombre k est dans M(gs, g3). O

Ce lemme prouve que, si I'on suppose les invariants go et g3 algébriques, wy et 72 sont, dans
le cas de la multiplication complexe, algébriques sur Q(w,n). En utilisant & présent la relation de
Legendre (cf. théoréme 2.3.3)

Mwz — Nawi = 24T,

7 apparait comme étant algébrique sur Q(w, 7). Le résultat découle alors du corollaire 6.1.3. O

13. M = Q(7) d’aprés la proposition 2.5.2.
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Remarque 6.1.6. Sous les hypotheses du corollaire 6.1.4, la relation de Legendre montre aussi
que n est algébrique sur Q(w, ) (en invoquant également le fait que wo et n2 sont algébriques sur
Q(w,n) par la relation de Masser). On obtient donc également, dans ces conditions, l'indépendance
algébrique des éléments de l'ensemble {w,n, ™ }.

Corollaire 6.1.7. Les trois nombres

1 1
m,e™, I’ (Z) (resp. ﬂ',e”‘/g,l’ (§>)

sont algébriquement indépendants. En particulier, m et e™ sont algébriquement indépendants.

L’indépendance algébrique de 7 et de T’ (%) a été démontrée en 1976 par G.V. Chudnosky.
En revanche, celle de 7 et de e™ n’était pas connue. On rapprochera ce résultat de la curieuse
approximation suivante :

e’ —m~19,999099979189.

Démonstration. On considére la courbe elliptique donnée par I’équation y? = 42® — 4z que l'on
parametre a ’aide de la fonction o de Weierstrass attachée au réseau complexe correspondant. On
a alors g = 4 et g3 = 0, qui sont bien algébrqiues. Les racines de I’équation 4¢p(2)® — 4p(z) = 0
étant, d’apres la proposition 2.2.5, p(%4), p(%*) et p(““;“"? ), en appliquant éventuellement une
transformation unimodulaire, on se rameéne au cas ot (%) = 1. D’apres les variations de g
restreinte a l'intervalle réel ]0; w/2] (proposition 2.2.13), on peut effectuer le changement de variable

u = p~1(t), de sorte que

dt
du
En intégrant cette équation pour ¢ allant de 1 a Uinfini, il vient

—2/t(t +1)(t - 1).

Foo dt

L VAP —at

Pour calculer cette intégrale, on effectue le changement de variables ¢t = z~'/2. On obtient alors :

1! 1. /11
w:—/ a3 — ) VA = =B (=, =),
2 Jo 27 \4’2

w=2

ou

1
Ya,b>0, B(a,b)= / 5771 = s5)P s = ———7-
0

Le formule des compléments

(2)[(1 —x) =

sin(mx)

évaluée en r = i permet alors de déduire

D(1/4)?

V8T

Reste a montrer que le réseau () attaché a la courbe elliptique considérée est a multiplication
complexe. Comme go (resp. g3) est homogene de degré —4 (resp. —6), g2 (2) = g2(iQ2) et g3 (iQ2) =
—9g3(2) =0 : les réseaux ) et i), ayant mémes invariants, sont, d’aprés la remarque succédant au
théoréme 2.2.7, homothétiques. On en déduit que Q est & multiplication complexe par 1'ordre Z[i].
On peut des lors appliquer le corollaire 6.1.4 pour obtenir I'indépendance algébrique des éléments

) —27 F(1/4)2
de I’ensemble {e e ,7'(}.

Pour l'indépendance algébrique de m, e™v3 et I'(1/3), on procéde de méme avec la courbe
elliptique y? = 423 — 4, qui est & multiplication complexe par 'ordre Z[p], ot p = e2im/3, o
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6.2 Le critere d’indépendance algébrique de P. Philippon

Nous établissons dans ce paragraphe le critere d’indépendance algébrique de P.Philippon, du-
quel nous essaierons de déduire par la suite le corollaire 6.1.3 a ’aide de la mesure d’indépendance
algébrique de G.Philibert.

Nous désignons par L un corps de nombres.

Rappelons que, pour tout polynéme @ € L[Xy, ..., X,], on note ||Q| = />, |C%’|2 , 11 (Q) =

log||Q]| et [|Q(x)] = ‘x”degQ Ces définitions ont été données dans le paragraphe 5.3.

On suppose une série d’hypothéses notées (H) :
— Pour z € P,(C), il existe k € [0,n] et des réels §, 7, o, U tels que

§>1, o>1, ol <r<U.

— Pour tout S réel satisfaisant = < 5 < ,C T, il existe une famille de polynémes homogenes
Q1,...,Qm € L[Xo,...,X,] Verlﬁant pour tout i =1,...,m :

H1. degQ; <9, hi(Qi) <7;

H2. —”Cilg&;j‘)” < exp (—SakH) ;

H3. Les polynoémes ); n’ont pas de zéro commun dans la boule

B (x,exp(=S0"*?)) = {y € P(C)/Dist(x, y) < exp(=So")} -

On suppose encore une hypotheése (ﬁ ) : il existe une sous-variété projective de P,(C) de
dimension d définie sur L telle que, en adoptant les notations de I’hypothese (H),

U

[Bh(V) + ((k + 1)7 + 38 log(n + 1)d(V))] 6% < T Do

On peut alors énoncer le lemme suivant, qui constitue de fait ’étape clé dans la démonstration
du critere d’indépendance algébrique :

Lemme 6.2.1. Sous les hypothéses (H) et (ﬁ), on suppose que log Dist(x, V) < =U. Alors pour
h=d+1,...,max(0,dy), il existe une variété projective Zj de dimension h — 1 définie sur L
vérifiant :

1. d(Zy) < 84V ;

2. h(Z) < [h(V) + (d — h+ 1)7d(V)] 69" ;

3. log Dist(x, Z) < =W o [6h(Zy) + (W1 4 38 log(n 4+ 1))d(Z,)] 6" 1, ot b/ = h + k — d.

La preuve fait intervenir I’ensemble des outils mis au point dans la section 5 pour obtenir
Pexistence de Zp et les majorations annoncées. Etant donné le nombre de parametres entrant en
jeu, le détail de ces majorations, méme si elles ne sont pas compliquées, n’est pas treés éclairant
de prime abord. Aussi proposons-nous dans un premier temps de dégager les idées sous-jacentes
a la démonstration ainsi que le réle des théoremes établis a la section 5 dans cette derniére. Nous
exposerons dans un second temps ladite démonstration en détail.

La preuve se fait par récurrence descendante sur h, le cas h = d + 1 étant résolu en posant
Zgy1 =V.

Si Zj, est construit et que 'on veut construire Zj_1, la propriété du point le plus proche (théo-
réme 5.4.2) montre que U'intersection de Zh((C) avec la boule de centre x et de rayon exp(—S’c k+2)
est non vide pour un S’ dans I'intervalle } —T % +1] On considere astucieusement la borne supé-
rieure S des réels S’ vérifiant cette propriété, de sorte que I'hypothése (H) assure lexistence d’un
polynéme homogeéne Q; non nul sur Z,(C).
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L’idée essentielle consiste alors & considérer le cycle W = 7,3 (Q;), équidimensionnel de di-
mension h — 2 : les théorémes de Bézout arithmétique (théoréme 5.3.7) et géométrique (théoréme
5.3.4) permettent aisément d’obtenir les conclusions du lemmes relatives a la hauteur et au degré
pour le cycle W. On obtient plus difficilement la majoration de log Dist(z, W) en distinguant le cas
S = k — ducas S < k — : dans la premiére situation, la conclusion est apportée par le premier
théoreme de Bézout metrlque (théoréme 5.5.1) tandis que, dans la seconde, elle résulte du second
théoréme de Bézout métrique (théoréme 5.5.2).

Il suffit finalement de considérer une composante idoine du cycle W pour achever la récurrence.

Dans le détail, la preuve prend la forme suivante :

Démonstration. (du lemme 6.2.1) Sans perte de généralité, on peut tout d’abord supposer que
U= (k+1)o* [6h(V) + ((k + 1) + 46 log(n + 1)d(V))] 6%, qui permet encore de vérifier (H) et

On procede par récurrence descendante sur h : pour h = d + 1, on pose Zg4+1 = V, qui vérifie
clairement les conclusions du lemme relatives au degré et a la hauteur. Z;,; = V vérifie également
la troisiéme condition puisque, d’une part, log Dist(xz, V) < —U par hypothése et que, d’autre
part, U > (k + 1)o*1 [Sh(V) + ((k + 1)7 + 38 log(n + 1)d(V))] par (H).

Supposons Dexistence de Zj, et cherchons & établir celle de Z_1, avec h > max(l,d — k + 1).
Par la propriété du point le plus proche (théoréme 5.4.2), il existe y € Z,(C) tel que

log Dist(z, y) < log Dist(z, Zp,) + Z -

d(Z ) —
L’hypothese de récurrence appliquée au second terme de I'inégalité donne
" h
log Dist(z,y) < —ha" 4" (hr 4 35 log(n + 1))d* 41 4 Z -
1
i=1

< —oT,

la derniére majoration résultant de Pinégalité 31" | + <log(n + 1).
Il existe par conséquent S” > —r tel que y € Bs: = B (ac exp(—S'c k+2)) On peut sans perte

de généralité supposer S’ < k . Soit alors S la borne supérieure des réels S’ € ]#, %]
tels que Z, N Bgr # . L’hypothese (H3) fournit lexistence d’un polynéme homogene Q;, €
L[Xo, ..., X,] tel que Q;,(y) # 0. On pose W égal au cyle Z;,.3(Q;,) équidimensionnel de dimen-
sion h — 2 et défini sur L.

Les théoremes de Bézout arithmétique (théoréme 5.3.7) et géométrique (théoréme 5.3.4) per-
mettent de suite d’obtenir les majorations

d(W) < 8d(Zy) < 647" 24(V),
h(W) < (5h(Zh) + Td(Zh) < [(5h(V) + (d —h+ 2)Td(V)] 5dh+1.

Reste a majorer Dist(x W). On distingue & cet effet deux cas :

— Premier cas : S = k+1
D’apreés (H2), (H) et le premier théoréme métrique de Bézout (théoréme 5.5.1 avec T' = 1),
on obtient :

log Dist (z, W) < max[—(h o™ (60(Z1) 4 (h'1 4 20log(n + 1)) d(Zy)) 6" 1
T (Sh(V) + ((k 4+ 1)7 4 38 log(n + 1)) d(V)) 6¥]
< —(h = 1)o" 71 (Sh(W) + (W — 1)1 + 36 log(n + 1)) d(W)).
— Second cas : S < % N
Par maximalité de S, pour tout S > S, Z, N By # (0, et donc

1 K1
—log Dist(x,y) > —So" ™! > log <|Q o )|) .
VEZn(C) Qi l
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On peut alors appliquer le second théoréme de Bézout métrique (théoréme 5.5.2 avec T = 1) :

1
log Dist(z, W) < —log Dist(z, Zp) + 6h(Zy) + (7 + 3d1log(n + 1)) d(Z4)
o
< —(K —1)a™ 1 (8h(Zp) + (W7 + 38 log(n + 1)) d(Zp,)) 6"
< — (W = 1)o" 1 (Sh(W) + (B'7 + 361og(n + 1)) d(W)) 6" 2,
ouh'=h+k—d.
Dans les deux cas, on a vérifié que W satisfaisait les conclusions du lemme. Comme les fonctions
degré, hauteur et logDist(x,.) sont additives sur les cycles, il en résulte qu’au moins une des

composantes irréductibles de W satisfait les mémes conclusions : on pose Z;_; égal a une telle
composante. O

De ce lemme découle directement le critere d’indépendance algébrique :

Théoréme 6.2.2 (Critére d’indépendance algébrique, P.Philippon). On suppose (H) et (H) sa-
tisfaites. Dans ces conditions, si d < k, alors logDist(z,V) > —-U.

Démonstration. Lorsque d < k, la conclusion du lemme 6.2.1 est fausse. En effet, Z; serait dans le
cas contraire un cycle de dimension —1, i.e. le cycle vide admettant pour forme de Chow f =1 :
Zy serait alors de hauteur et de degré nul. Le fait que Dist(z, Zy) = 1 est alors contradictoire avec
la troisieme inégalité du lemme, qui affirme que log Dist(z, Zy) < 0.

Ceci prouve que les hypotheéses faites dans le lemme 6.2.1 sont contradictoires lorsque d < k et
que, sous (H), on a nécessairement log Dist(x,y) > —U pour toute variété V de dimension d < k
définie sur L et vérifiant (H). O

L’appellation de critére d’indépendance algébrique est justifiée par le fait que, si I'hypothese
(H) est satisfaite pour une famille de parametres (0, 7,0,U) tels que (H) peut étre vérifié pour
toute variété projective de dimension < k définie que Q, alors Dist(z, V) # 0 pour toutes ces
variétés. Ceci implique que le degré de transcendance du corps de définition de x est > k (pour
plus de détail, on pourra consulter [18], p.136).

6.3 Une démonstration alternative de 1’indépendance algébrique de T,
e™ et I'(1/4)

Nous introduisons dans ce paragraphe une mesure d’indépendance algébrique des deux nombres
et 2 établie par G.Philibert puis nous en déduisons une démonstration alternative du corollaire
1.3, donc en particulier de 'indépendance algébrique de 7, ™ et T (1/4).

6.

6.3.1 Mesure d’indépendance algébrique de G.Philibert

En toute généralité, mesurer I'indépendance algébrique de m nombres complexes w1, ..., wWn
consiste a définir une fonction ¢ de deux variables telle que, pour tout polynéme non nul
P(X1,...,X,,) a coefficients dans un corps de nombres fixé, de degré < d et dont les coefficients
sont de module majoré par H, on ait

|P(w1, .- wm)| > o(d, H).

La quantité d + H majore alors la taille de P, définie comme la somme de son degré et de sa
hauteur usuelle H(P), & savoir le maximum des modules de ses coefficients. L’existence d’une
mesure d’indépendance algébrique implique évidemment 'indépendance algébrique (sur Q) des
nombres considérés.
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Le résultat de G.Philibert s’énonce avec une définition de la hauteur d’'un polynéme différente
de celles mentionnées jusqu’a présent :

Définition 6.3.1. Soit L un corps de nombres et P € L[X1,...,X,]. La hauteur logarithmique
absolue du polynome P est la quantité

1
[L: Q]

h(P) = > Ly : Q) max [0,log M, (P)],

veMy,

ot M, (P) est le mazimum des valeurs absolues des coefficients de P si v & MF° et

Eu égard a cette définition, il est évident que h(P) < h(P), ot h(P) est la hauteur invariante
introduite au paragraphe 5.2.13.
On définit également une nouvelle notion de taille :

1 1
M, (P) = exp (/ diiy, . . / duy log |UV(P)(62”“1, . )€2i7ru")
0 0

si v € Mg° correspond au plongement o, :L — C.

Définition 6.3.2. SilL est un corps de nombres et P € L[ X1, ..., X,], on définit sa taille modifiée
par la quantité _
¢(P) = degP + K(P),

ot degP désigne le degré total de P.
Nous sommes & présent en mesure d’énoncer le résultat de G.Philibert :

Théoréme 6.3.3 (Mesure d’indépendance algébrique, Philibert, 1988). On fize comme précé-
demment un réseau complexe Q = Zw ® Zw' a invariants go et g3 algébriques et de fonction de
Weierstrass associée g, avec T = % €n. Soit K=Q (gg, 6 (%))

Pour tout € > 0, il existe alors deux constantes c et ¢ dépendant de Q, w et de € telles que

pour tout polynome P € K[X,Y] non constant et de taille supérieure d ¢’ on ait

‘p (f, ﬂ)‘ > exp [f (o.t(p))“ﬂ ,

T w
ot 'on note ici encore n = n(w) la pseudo-période associée ¢ w.

Démonstration. Toute la démarche de G.Philibert figurée dans [20] consiste & construire une suite
(@Qn,i)n,i de polynémes de K[X, Y] permettant d’appliquer le théoréme suivant de P.Philippon :

Théoréme 6.3.4 (Philippon, 1986). Soit I un corps de nombres et § = (61,62) € C2. Soit
t1 : Ry — Ry une fonction croissante et v : Ry — Ry une bijection croissante. Soit € € [0;1].

On suppose qu’il existe une suite d’idéauzr (In)n>o telle que, pour tout N > 0, l'ensemble
des zéros de In dans la boule B (0, exp(—t3(N)v(N)'He/2)) soit vide et telle que l'idéal In soit
engendré par des polynomes Qn 1, ..., QN mn) de taille majorée par t1(N) et vérifiant

Qxs®] _
1<i<m(N) |Qn <exp [—t}(N + 1)v(N +1)].

1l existe alors des mombres réels ¢ et ¢, ¢ ne dépendant que de L, tels que pour tout polynome
non constant P € L[X,Y] de taille supérieure d ¢, on ait, en notant w la fonction réciproque de

C_l’Ul_a,

[P (@] = exp |~ (c:t(P) ™% & (w (+(P)))]
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Ce cas particulier correspond a n = 2, k = 1 et J idéal principal dans I’énoncé du théoréme
général de P.Philippon que 'on trouvera avec la démonstration qui s’y rapporte dans [22].
G.Philibert utilise ce théoréme dans le cas L. = K et montre que, pour la suite (Qn,i)n,i

construite, les fonctions t(N) = N'¢ et v(N) = N'"® avec ¢ € |0;5[ et o € }25;%[

conviennent. Par suite, pour P € K[X, Y] non constant de taille supérieure & ¢/, on a, en choisissant
6= (3' ﬂ) et en adoptant les notations du théoreme de P.Philippon,

w?w

|P(8)| > exp |— (c.t(P))ﬁ (w (t(P)))2+2€i| '

Comme w(N) = (cN)Ufa)l(lfe), il vient |P ()] > exp [f (c.t(P))ngel] avec €1 = %

Puisque o € }25; 25% [, €1 %O 0, ce qui permet de conclure. O
E—

Nous proposons de déduire le théoreme 6.3.4 de P.Philippon présenté dans la démonstration
précédente a partir du critére d’indépendance algébrique établi par le théoréme 6.2.2. A cette fin,
nous adoptons les notations du théoreme 6.2.2.

Démonstration. (du théoréme 6.3.4)
On travaille naturellement dans P2(C) et 'on note identiquement un polynéme de K[ X, Y] et son
homogénéisé dans K[X,Y, Z]. Cette convention est étayée par le fait que z désignera indistinc-
tement 1’élément (61,6;) de C? ou le point (6 : 02 : 1) de P2(C) dont on fixe le représentant
(61,02,1) de C3. En particulier, dans ces conditions, ||z| > 1.

Au vu du résultat & montrer, on pose (pour P € K[X,Y] fixé)

V =3(P)

et

U = (e.t(V))TF t1 [w(t(V)))?,

ou c est une constante ajustable ne dépendant que de K et ¢; et w des fonctions qui restent & définir.
Plutot que de travailler avec t(P), on considérera sans perte de généralité t(V) = degV + h(V)
qui, d’aprés la remarque 5.2.15, s’exprime en fonction de h(P) et de degP.

Montrons d’abord que la conclusion du critere d’indépendance algébrique 6.2.2 permet d’aboutir
a celle du théoreme 6.3.4. On suppose donc que

log Dist(z, V) > —U.

On établit dans cette perspective un lemme :

Lemme 6.3.5. Avec les notations précédentes, pour tout v € My,

M, (P) > exp (%E(P)) :

Démonstration. Si M, (P) > 1, le résultat est évident. On suppose donc M, (P) < 1. Comme
h(P)>0,ona:

K, : Q)log My, (P) > = > [K,, : Q] log M, (P)

HAV
2 = Z[Ku : Q) max (0, log M,,(P))
HAV
>~ Y [Ky: Qumax (0,log M,(P)) = —[K : Qh(P),
HEMy
la derniére inégalité résultant du fait que max (0,log M, (P)) = 0. O
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A Taide de ce lemme et du fait que Dist(z,V) = %

lexistence d’une constante v ne dépendant que de K telle que

(cf. remarque 5.4.1), on déduit

exp [4B(P)] |P(2)] > 'P%)' P(@)|

> 50) 2 Taerarep) 2 O - V)T A lwev]. ()

Or d’apres l'expression de h(V) (remarque 5.2.15), il existe une constante x absolue dés lors que
n est fixé (ici n = 2) telle que t(V) = deg(V) +h(V) < k(degP +h(P)) = x.t(P). Quitte & choisir
¢ suffisamment grand en fonction de v et de x, la minoration du théoreme 6.3.4 de P.Philippon
découle de 'inégalité entre les termes extrémes de la série d’inégalités (1).

Voyons a présent comment vérifier les hypotheses du critere d’indépendance algébrique en les
listant une & une : nous le ferons en supposant de plus que ¢ (N) > v(N)®. On peut en fait
montrer que si cette condition n’est pas vérifiée, les hypotheéses du théoreme 6.3.4 sont trop fortes
et irréalisables.

La marge de manceuvre réside essentiellement dans le choix de NV :
— Etant donné les hypotheses, la relation

[GR(V) + ((k + 1)7 + 33 log(n + 1)d(V))] 6* < Ufﬂ%

sera satisfaite des lors que I'on aura

t(V)(k + 1)85 "L [(1 4 31og3)6 + (k + 1)7] < (c.t(V)) ™= ¢ [w(t(V))]?. (2)
Un choix naturel consiste a prendre
k=1
et 7 = §. De plus, on posera
o= U(N)a/2

ainsi que 7 = ¢ = ¢1(N). Nous modifierons légérement ce dernier choix par la suite. La
relation (2) se réécrit alors

RE(V)E(N)?0(N) < (et(V) Tt [w(s(V))?, (3)
ou k est une constante absolue. Une valeur judicieuse de N consiste a prendre
N = [w(t(V))].
En effet, de ce choix découlent les encadrements

et (V)] 7% < (N +1), (4)

v(N) < [e.
t [w(t(V)] <t (N +1), (5)

<

t1(N) <
de sorte que (3) est vérifié si 'on choisit ¢ suffisamment grand en fonction de «. Il convient de
remarquer — et cela sera important dans la suite — que ’on peut également remplacer x par
toute autre constante dépendant uniquement du corps K quitte a modifier ¢ en conséquence.

— Drapreés 'hypothese t1(N) > v(N)¢ et le choix de N, la condition 02 < 7 < U est clairement
vérifiée.

— Quitte & choisir t(V), et donc N suffisamment grand, on peut supposer 6 = t;(N) > 1 et
o=v(N)2>1.
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Soit & présent S € | %; ] : d’apres les inégalités (4) et (5), So? < U < t3(N +1)v(N +1). 11

0-27 0-2

existe donc un entier M < N tel que t1(M)?v(M) < So? < t1(M + 1)?v(M + 1) : on consideére
la famille de polynomes Qas,1, ..., Qn,m(a) fournis par le théoreme 6.3.4. Il s’agit des lors de
satisfaire les hypothéses suivantes :

— Pour tout ¢ € [1,m(M)], I\Cfg]\; Hl < exp (7502). II suffit pour cela que So? <

t1(M + 1)%v(M + 1), relation vérifiée par définition de M.

— Les Qi (pour 1 < ¢ < m(M)) ne doivent pas avoir de zéro commun dans la boule
B(z, exp(—Sc?)). Cette condition sera vérifiée dés que l'on aura t1(M)?v(M)'*T5/2 < 10 =
t1(N)v(N)=/2. Comme t; (N )v(N)=/? NI +00, quitte a imposer t(V') suffisamment grand,

on peut trouver un entier M satisfaisant cette contrainte additionnelle.

— Pour tout i € [[1, m(M)], les hypothéses et le choix des parametres permettent d’obtenir les
majorations deg Qar; < t1(M) < 6 = t1(N).

— Il nous faut également nous assurer que hy(Qnr;) < 7 pour tout ¢ € [I,m(M)]. En fai-
sant appel a la minoration de M, (Qas,;) fournie par la remarque 5.3.6 ainsi qu’au fait que
le nombre de places archimédiennes d’un corps de nombres est fini (théoréme 5.2.12), on
obtient aisément l’existence d’une constante 8 ne dépendant que de K telle que l'on ait
successivement

h1 (Qari) <h(Qari) + B.-deg Quri < h(Quryi) + B.deg Quri < B4(Quryi) < Bt (M),

la derniere inégalité étant vraie par hypothese. On modifie en conséquence légerement le
choix de 7 en posant

T = ﬁtl(N),

de sorte que 'on a & présent h; (Qar;) < 7 pour tout ¢ € [1, m(M)]. On vérifie par ailleurs
aisément que ce choix ne modifie pas les inégalités précédemment établies.

Toutes les hypotheses du critéere d’indépendance algébrique sont ainsi vérifiées : le théoreme
6.3.4 est démontré. O

6.3.2 Démonstration de I’indépendance algébrique de 7, ¢™ et I' (1/4)

Avant d’exposer une démonstration alternative du corollaire 6.1.3, donc de l'indépendance
algébrique de 7, €™ et I'(1/4), nous proposons une reformulation plus faible de la mesure d’in-
dépendance algébrique de G.Philibert, reformulation qui sera celle que nous utiliserons et qui
nécessite le lemme suivant :

Lemme 6.3.6. Soit L un corps de mombres admettant o1,...,0, pour plongements réels et

Ori 415+ Ory4ros Ory 415+ -+ Opy 4y POUT plongements complexes, de sorte que r1 + 2ro = [L : Q).

Soit P(X,Y) =32, ;a; X* YJ € LIX,Y]. Pour v € My, on note H,(P) = max|a;;|, et H(P) la
: i,J

hauteur usuelle de P.
1l existe alors une constante p > 0 ne dépendant que de 1L telle que

L, Ql, T1472
B @) 0,10 ()} + 5w (010s (P} |

i=1

h(P) < u [ degP + Z [
vgMP®

ot les polynomes o;(P) se déduisent de maniére évidente de P.
En particulier, si P € Z[X,Y] est non nul, alors

h(P) < pu(degP + log H(P)).

Démonstration. La seconde assertion est évidente des lors que 'on garde a l'esprit que toute
valeur absolue ultramétrique normalisée sur Q est & valeurs dans [0; 1] lorsqu’elle est restreinte a
Z (théoréme 5.2.12) et que le seul plongement de Q dans C est réduit a 'identité.
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Dans le cas général, nous allons montrer que pour tout v € Mp°, on a M, (P) < H,(P)(1+
degP), ot M, (P) est défini comme dans 1’énoncé de la mesure d’indépendance algébrique de
G.Philibert (théoréme 6.3.3). Soit donc v € Mf® associé a un plongement o : L — C. Remarquons
tout d’abord que, dans ce cas, H,(P) = H(o(P)). Par ailleurs, d’aprés I'inégalité arithmético-
géométrique,

1,1 1,1
exp (/ / 10g‘P (62”“,@2””)|dudv) S/ / |P (eQi”“,eQi””)‘dudv.
o Jo o Jo
En utilisant cette majoration pour o(P)?, il vient :
(/ / ‘ 217ru 2’L7T7J)| dudv>
(/ / 217ru 621'7711) O‘(F) (e—2i7ru, —2171'1)) dudv)

Or un calcul aisé utilisant le fait que, pour n € N, I'intégrale fol e2™t gt est nulle si, et seulement
si, n = 0 montre que

/ / 2imi, ¢2im) (P (27, =27 dudv = 3 Jo(ai) I

4,J

< Z lo(a; ;)|* < H (6(P)) (1 + degP) = H, (P) (1 + degP).

WP = > Lo Qo 10,108 M, (P))

1/2

1/2

veEML []L : Q]
< UQZMEC % max {0,log H,(P)} + Uez/\;lﬁc % max {0, log(1 + degP) + log H,(P)}
[]Lll . Ql/] []LV : QV]
S Ve%x W max {0, IOgH,/(P)} + 10g(1 + degP) DE;EQ W
+ Z L Q” max {0, log H, (P)}
vEM®
L, : Q]
< V;Mw 7[]14 ] max {0, log H,(P)}
[Lu . Q]/] r1+ra
+ VGXM:EO ol <degP + ; max {0, log H(ai(P))}> :
Le résultat s’ensuit en posant p = max {1, ZyeMEQ [L[H‘:zg]"] } O

La mesure d’indépendance algébrique de G.Philibert couplée a ce lemme permet alors d’affirmer
que, pour tout polynéme P € Z[X,Y] non constant de taille suffisamment grande étant donné
€ > 0, il existe une constante ¢ > 0 telle que

‘P (%, %)‘ > exp [— (c. (degP + log H(P)))BJFE} .
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En définissant la longueur L(P) du polynéme P comme la somme des modules des coefficients de
P, on a encore :

‘P (w ﬁ)‘ > exp {— (c. (degP + log L(P)))**<| .

iy
C’est sous cette forme que nous utiliserons le résultat de G.Philibert dans la démonstration
alternative du corollaire 6.1.3 que nous proposons présentement.

La preuve passe tout d’abord par la proposition suivante :

Proposition 6.3.7. Soit q € C tel que 0 < |q| < 1. Il existe alors deux constantes positives ¢ et k
(dépendant de |q|) ayant la propriété suivante : pour tout entier N suffisamment grand, il existe
un entier M > N* et un polynome non nul Ax € Z[z, X1, Xo, X3 tels que

1. degAn < cNlog M,

2. log L(An) < e¢N(log M)?,

3. 0 < |An(g, P(q), Q(q), R(q))| < e™M.
Démonstration. La preuve suit les grandes lignes du paragraphe 2 de [19] que nous détaillons
et adaptons a nos objectifs. En fait, la démonstration qui suit permet essentiellement a Y.V.
Nesterenko de réduire le théoréme 6.1.1 & un lemme de zéros qui constitue la partie difficile de sa
preuve, et que nous esquivons. C’est P.Philippon qui a repris ces arguments pour envisager une

démonstration directe du corollaire 6.1.3 (cf. [28]).
Commencons par démontrer deux lemmes :

Lemme 6.3.8. Soit N € N. Il existe un polynome non nul A € Z[z, X1, X2, X3] de degré < N
par rapport & chacune de ses variables tel que la fonction

F(z) = A(z, P(2), Q(2), R(2))

4
ait, a lorigine, un zéro de multiplicité au moins L = L%J et dont la hauteur H(A) soit
magorée par NN,

Démonstration. Pour k> 1, on a :

or(n) = de < nk21 < phtl,

d|n d|n
De plus,
+oo +oo k!
1+anz"<<Z(nJrl)...(nJrk)z":m, (1)
n=1 n=0

ol Y. apz" << > byz™ signifie que |ay| < |by| pour tout n. D’aprés les développements des
fonctions P, Q et R en séries entiéres dont les coefficients s’expriment en fonction des oy (n) (cf.
formules qui suivent la remarque 1.3.9), on a :

Pl2) < 24.2! (2) < 240.4! (2) < 540.6! «
TSy WS ooy S T2
11 s’ensuit que, pour tout vecteur k = (ko, k1, k2, k3) € [1, N]]47

k k k k — e

ZOP(2)1Q(2) R(2)% = d(k,n)2" < A en (2)
n=0

ot ¢; = 504.6! et d(k,n) € Z. De (1) et de (2), on déduit que

(k)] < ¥ (n+16N)'N < (nN)'™ (0> 1) (3)
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pour N suffissamment grand, et que |d(k,0)| < 1.

Posons A = 37 iy npt a(k)zFoah ak2 2% ot les a(k) sont choisis comme étant une solution

non triviale du systeme d’équations linéaires

> d(k,n)a(k) =0, ne Ho; {WJ - 1ﬂ .

ke[1,N]*

Ici le nombre de variables est u = (N + 1)* et le nombre d’équations est v = LMJ D’apres

(3) et le lemme de Thue-Siegel (lemme 3.1.4), le systéme admet une solution entiére non triviale
vérifiant I'inégalité

N 1 4 17N
max_ Ja(k)| < (N + 1)t (DTN < s (4)
ke[1,N]* 2
pour N suffisamment grand. O

Soit NV un entier naturel suffisamment grand. On considere le polynéme A donné par le lemme
précédent et I'on note M = ordgF 'ordre de F' en 0. La construction de A donne M > L > N4/2.

Posons r = Min {H'qu', 2|q|} de sorte que |¢| < r < 1. Prouvons un deuxiéme lemme :

Lemme 6.3.9. Si N est suffisamment grand par rapport a |q|, alors pour tout z € C tel que
|z| <7, ona
[F(2)] < |2 AV,

Démonstration. Le développement de Taylor de F a l'origine s’écrit sous la forme

ol by = 3 pcpi vt Ak, n)a(k) € Z. D’apres (3) et (5), il vient :

|bn| S Z (nN)17NN85N S n17NN103N (n Z M)
ke[1,N]*

Ainsi dong, si |z| < r,on a:

—+oo —+oo
IF) < Y Iballzl® = > Ionsarllz
n=M

n=0
+oo
< |Z|MN103N Z(H+M)17N|Z|n

n=0

+oo
< |Z|MN103N(M+1)17N <1+Zn17N|Z|n>

n=1
(17N)!

< [ MNN (M + )TN (1 — 1IN+l

S |Z|MN103N(M + 1)17NN17N

S |Z|MM48N

pour N suffisamment grand. O
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-1
L’étape suivante consiste & montrer que T' = ord,F' < alNlog M, ou o = 48 (log ﬁ) . On

considere pour cela la fonction

He =2 (2T

r(z—4q)
Le principe du maximum permet d’affirmer que |H(0)| < |H|, = sup |[H(z)|. Or le nombre by =
z|<r

FOM () . .
~—~ est un entier non nul : en minorant sa valeur absolue par 1, on trouve

IHwNz<é>é

T
(ﬂ) < |H|, <7 M|F|, < MO,
q

d’ou la majoration annoncée pour T

Finalement,

On exploite a présent le systeme d’équations différentielles vérifiées par les fonctions P, @ et R
et mentionné au théoréme 1.3.12 en introduisant 'opérateur de dérivation

1 0 1 9
+ g(X1X2 7)(3)6—)(2 + §(X1X3 7X2)

9
DX

91, 9
D—Z@Jrﬁ(leXg)a—X,l

L’opérateur D est spécialement étudié pour que, pour tout polynéme B € C[z, X1, X5, X3], on ait
Iégalité

d
27 B(z, P(2), Q(2), R(2)) = (DB)(2, P(2), Q(2), R(2))- (5)
Pour N suffisamment grand, on définit ensuite le polynéme Ay en posant

An(z, X1, X0, X3) = (122)T (271 D)T A(2, X1, X2, X3),

ou A est le polynéme construit au lemme 6.3.8 et T Dentier ci-dessus défini. Une récurrence
immédiate sur T" montre par ailleurs que

T-1
D) =" TT(D - k), (6)
k=0

ce qui prouve que Ay € Z[z, X1, X5, X3]. Par (5), il vient de plus
An(z, X1, X2, X3) = (122)TFT) ().

Pour obtenir la majoration annoncée, on utilise la formule de Cauchy :

F(T)(q) - i'/c (&dz

2w z—q)TH 7

ou Cy est le cercle {z € C/|z —q| = r — |q|}. En utilisant les inégalités |z| < |z — q| + |g| = r ainsi
que le lemme 6.3.9 et la majoration de 1" établie plus haut, on obtient

|An(q, P(q),Q(q), R(q))| < 127T(r — |q|)~"rM M*SN < ="M,

q k=41 1
ou k= ylog ;.
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Pour montrer les majorations sur le degré et la hauteur, on utilise 1’égalité (6). Si B €
Clz, X1, X2, X3] est tel que B << a.(1 4+ 2z + X; + Xo + X3)° (o1 a € R, S € N), alors, pour
tout entier k, on a :

(D+k)B < |kl.a.(1+ 2+ X, + Xo 4+ X3)° +a.5.(1+ 2+ X1 + Xo + X3)°71
X (24 (X7 + X2) + (X1 X2 + X3) + (X1 X5 + X3))
< Jkla.(1+24+ X1+ Xo+ X3)% +a.5.(14 2+ X1 + Xo 4+ X3)° 1!
< a.(S+k)A+ 2+ X1+ Xo + X3)H,

d’oti, par une récurrence immédiate,
T—1
12" T] (D = k)B(z, X1, X, X3) << 127.a.(S + 2T)" (1 + 2 + X1 + Xz + X3)57.
k=0

Par le lemme 6.3.8, on a
A< NN (142 4+ X1+ Xz + X3)'V,

d’on
An(1,2, X1, Xo, X3) << NN [12(4N + 21" (1 4 2 + X1 + Xo + X3)*N+T,

ce qui implique que

degAny <AN+T < (a+1)Nlog M,
L(Ay) < NSN5INFT (48N + 24T)T < exp(2aN (log M)?)

et acheve ainsi la démonstration. O

Nous pouvons désormais nous lancer dans la démonstration du corollaire 6.1.3 a proprement
parler.

Démonstration. (du corollaire 6.1.3)

On notera CD(B) le coefficient dominant d’un polynéme B. On raisonne par l'absurde en
supposant ¢ = e, % et 1 algébriquement liés, avec go et g3 algébriques par hypothese.

D’apres les formules permettant d’exprimer P(gq), Q(q) et R(q) en fonction de w et de 7
(cf. la premiére démonstration du corollaire 6.1.3 et la proposition 1.3.11), chacun des quatres

19 777
A; € Z1X;, Y1, Yz]. L’idée de la démonstration consiste & éliminer dans ’anneau des polynémes a six
variables Z[Xo, X1, X2, X3, Y7, Y3] les quatre variables Xy, X1, X5 et X3 entre les cing polynémes
A, Ay, Ay, As et As, ou A sera I'un des polynémes Ay fournis par la proposition 6.3.7 pour un
entier N > 0 a déterminer.
On calcule ainsi en premier lieu le résultant en X, de A et de A1, résultant qui est un polynéme

en X17X2,X3,% et 1.

nombres ¢, P(q), Q(q) et R(q) est racine d’un polyndéme non nul 4; (X @ %), 0 <i <3, avec

1{68){0 (AQ,A) <X1,X2,X3, g, g) = CD(Ao)dEgA X H A(Oé,Xl,XQ,Xg).
n aEC/AO(a,%,%):(J

On itére en prenant le résultant du polyndéme obtenu avec A;, puis As et As. On obtient ainsi
lexistence d’un polynoéme B € Z[Y1, Y] tel que, en notant

Z= {(ao,oq,az,ozg) € (C4/Vi € [0,3], A; (a, %7 ﬁ) — 0},
m
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on ait

B (U_ﬂﬂ) et T Alas,ansas,a5)
7] v
(ao,a1,02,a3)€EZ
= 54 A (q, Pl0), Qa), Rla)) x II Aloo, 01,02, 0a),
(a0,a1,02,03)€2\{q,P(q),Q(q),R(q)}

ou b est un entier naturel.
Soit C' > 1 une constante qui majore tous les modules des racines complexes des A; (Xi, %, %) ,

0 < i < 3. A l'aide de la proposition 6.3.7, il vient alors :

s

3
_ . 2 Hi:O degA;
o R M (CcN log M ,cN (log M) )  peNlog M

IN

e~ FM+C'N(log M)?

IN

e~ "M +C' M/ % (log M)* (car N* < M).

IN

Quitte a multiplier B par un entier idoine et a modifier C' en conséquence, on peut le supposer
de taille suffisamment grande pour qu’il soit redevable de la mesure d’indépendance algébrique de
G.Philibert : pour tout £ > 0, il existe une constante ¢’ = /() > 0 telle que

‘B (% g) ‘ > exp (—c’. (degB + 1ogL(B))3+f) .

Or en écrivant le résultant comme un déterminant, on constate l’existence de trois constantes 9,
0" et 0” telles que :

degB < §.degA
L(B) < (8/)*54L(4)"",

d’ou il résulte que

(57)
n

> exp <fc” (Nlog M + N(logM)2)3+€)

> exp (—E (M1/4(1og M)2>3+E) .

La minoration ainsi obtenue est incompatible avec la majoration précédente lorsque N, donc M est
suffisamment grand. L’hypothese faite, a savoir I’existence d’une relation algébrique non triviale
entre e2¥"7 % et Z, est ainsi contredite, ce qui termine la preuve. O

En conclusion de cette démonstration, on peut remarquer que la preuve de la proposition 6.3.7
que nous avons donnée ressemble beaucoup a la preuve du théoréme stéphanois esquissée a la
section 3. Dans les deux cas, on considere en effet une fonction F dont on minore la multiplicité
en Porigine, puis on essaie de majorer, soit la valeur de F en un point o, soit I'ordre de la dérivée
Teme de F en un point q. Ce type de démonstration est essentiellement le seul dont on dispose
actuellement pour des preuves d’indépendance algébrique. Hermite a introduit en premier ce genre
d’argument lors de la démonstration de la transcendance de e en 1873.
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7 Preuve de quelques résultats a 1’aide du théoreme de
Y.V.Nesterenko

Nous exposons a présent différents résultats qui se déduisent plus ou moins directement du
corollaire 6.1.4. Nous proposerons également dans la derniere sous-partie, comme prolongement
naturel de cette perspective, une démonstration conjecturale portant sur 'indépendance algébrique
d’au moins trois des quatre nombres 7, e™V5, ' (1/5) et I (2/5).

7.1 Transcendance de quelques valeurs de séries

L’indépendance algébrique de 7 et de €™ permet de déduire la transcendance de quelques
valeurs de séries. Nous illustrons ce propos par la proposition qui suit :

Proposition 7.1.1. Les nombres

+oo +oo
1 T o (=™ T
— =2 _Tcoth t =
7;2 n4 -1 8 4CO (7T) € nz:; Tl2 + 1 2Sh(ﬂ')

sont transcendants.

La démonstration consiste évidemment en un petit exercice de calcul de somme de série.

Démonstration. L’ingrédient de base de la preuve est le développement eulérien de la cotangeante,
rappelé dans la démonstration de la proposition 1.3.8. De la relation coth(z) = icotan(iz), on
déduit le développement eulérien de la cotangeante hyperbolique :

1
Ve € R*, th( -
x T CO ﬂ'ac —|—Z m2+12

T
On a alors :
4_q 2 _
—n 1 n=2(n +1)(n—1)(n+1)
—+o0 —+oo
1 1 1
-5 i (T

n=2

=1+

=

On conclut en évaluant le développement eulérien de la cotangeante hyperbolique en x = 1, ce qui

nous donne
+o0o

1 U
> m T~ 3 ooth(m -
n=
Pour le calcul de la seconde somme, on considere la somme partielle d’indice 2n :

2n 2n n—1

1
ZkQ—i—l Zk2+1 Z(2k+1)2+1’

k=0 k=0 k=0

d’ot, par passage a la limite,

+oo (71)n “+o0 1 “+o0 1

= —2 S
DB ) Bbre s S D DY ;varey v
n=0 n=0 n=0
—+oo “+o0
1 1
=— § +2 § .
2 2
n=0 n+1 n=0 (271) +1
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En évaluant le développement eulérien de la cotangeante hyperbolique en z = 1/4, on obtient

—+o0 —+oo
1 1 1 1< T
LI L N eom (D) ).
7;0(271)24—1 4;n2+i 4 2

d’ou 'on déduit

+§ ig:_)z = (72 coth(r) + 1) +2 (% coth (g) — i) = g (coth (g) - coth(w)) +%'

n=0

O

Remarque 7.1.2. Comme on le justifiera avec le théoreme 7.8.5 du paragraphe 7.3.1, le développe-
ment eulérien de la cotangeante hyperbolique permet plus généralement d’affirmer la transcendance
des nombres

= 1 1
mz::l 2D D <7rcoth(7r\/5) - ﬁ) ,

pour tout entier D > 1.

Le résultat de la proposition 7.1.1 est moins anecdotique qu’il n’y parait : elle a trait a la
fonction de Golomb ~, définie pour tout entier n > 2 par v(n) =Card{(a,b) € N?/a® = n}. Sa
série génératrice de Dirichlet est

“+o00 +oo
3 r(n) _ >y 1

ns ns —1’
n=2 n=2

qui converge pour tout complexe s de partie réelle > 1. P.Bundschuh, ayant remarqué dans [4]
que la série était télescopique de valeur % en s = 2, émet la conjecture selon laquelle elle prend
des valeurs transcendantes en tout s > 4 entier pair. Dans le cas s = 4, le théoréme de Nesterenko
permet donc d’apporter une réponse affirmative 4.

Dans le cas s entier naturel impair, P.Bundschuh remarque que la situation est sans doute bien
plus compliquée au égard au fait que I'on est naturellement amené a travailler avec les valeurs de

la fonction zeta de Riemann en ces points, chose que I’ «on sait étre difficile», précise-t-il.

7.2 Transcendance de quelques valeurs du produit canonique de Weiers-
trass attaché au réseau gaussien

L’indépendance algébrique de 7, e™ et T'(1/4) énoncé par le corollaire 6.1.7 permet de prouver
la transcendance de quelques constantes numériques. A cet égard, le résultat suivant est particu-
lierement significatif :

Proposition 7.2.1. On note oz, le produit canonique de Weierstrass attaché au réseau gaussien.
Alors la constante de Weierstrass

1 25/4\/Eew/8
074 = T 1.9

- ~ 0, 4749493799
r(3)?

2
est un nombre transcendant.

Démonstration. Le calcul de la constante de Weierstrass se fera en trois étapes. On notera o
le produit canonique de Weierstrass relatif & un réseau générique Q = Zw; @ Zws et oz celui
relatif au réseau gaussien. On utilisera les formules d’addition et de duplication pour les fonctions o
(proposition 2.4.3 et corollaire 2.4.4) et p (proposition 2.2.8 et corollaire 2.2.9) ainsi que la formule
de quasi-périodicité vérifiée par la premiere fonction (proposition 2.4.2) et ’équation différentielle
satisfaite par le seconde (proposition 2.2.4).

14. Dans le cas général, le résultat est vrai si ’on admet la conjecture de Schanuel. On se référera a ’article initial
pour plus de détails.
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Premiére étape : Formule de triplication pour la fonction o.
Soit z & % U % Les formules de conjugaison et de duplication pour la fonction o permettent
d’écrire
a(32) = 0(22)%0(2) (p(2) — p(22)) = '(2)%0(2)" (p(2) — p(22))
La formule de duplication et I’équation fonctionnelle vérifiées par la fonction g impliquent alors
légalité (entre fonctions méromorphes définies sur C) :

2

o(32) = o(2)° (?m(z)“ - 292@(2)2 — 3939(2) — %) '

Deuzxieme étape : Application au cas du réseau gaussien Z & Zi.
Nous allons a présent calculer les invariants propres a ce réseau en vue d’exploiter la formule de
triplication précédente. Dans le cas considéré, w; = 1 et wy = ¢. Des formules exprimant 7; et 7
en fonction de wy et de wy (cf. propos qui suivent la définition 2.3.1 de la fonction (), on déduit
immédiatement que 1y = ing, d’ol, par la relation de Legendre (théoréme 2.3.3), n; = 7. Par
ailleurs, comme le réseau considéré est invariant par multiplication par 4, gs (Z[i]) = g3 (iZ[i]) =
(—1)°gs (Z[i]) = —g5 (Z[3]), i-e. g3 (Z[i]) = 0.

Le calcul de g (Z][i]) est plus astucieux : on considére la courbe elliptique £ : y? = 42 —4x pour
laquelle on a vu lors de la démonstration du corollaire 6.1.7 que 'une des périodes fondamentales
était

o T()

L VIt —zx 287

A Taide du tableau de variations de p(i.) sur |0; —iws| (cf. corollaire 2.2.14), wy étant lautre
période fondamentale de £, on montre de la méme maniére que pour le calcul de Wi que

w1 =

. 1 dr
w2:/,00 /—x3—$7

i.e. Wy = iw,. Par conséquent,

pE =0 Y — -9 L _ (i)

e e )4 \4
ey ML TE)T G0 (L S, (ot i) w1

Comme ¢2(&) = 4, il vient finalement 1°

Troisiéme étape : Déduction du résultat.
Dans le cas d’un réseau Q = Zw, @ Zws quelconque, la combinaison des formules de pseudo-
périodicité et de triplication pour la fonction o permettent d’écrire

3w w w
o(B) <o o) = o ()
w1 w1\ ? w14 3 w1\ 2 w1 95
<o(59) = (3) (3 - (5)' om0 (3) - )
U( 2) 7\ 2 (p 2 292972 BY\2) " 16

15. On a montré au passage que

DRSS
(m +mni)* ~ 26.3.5.72
(m,n)e(z2)*

Un calcul similaire avec la courbe elliptique y2 = 423 — 4 montre que, en posant p = e2¢™/3,

18
Y e
(m+np)*t  28.5.7.76

(m,n)€(Z2)*
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d’ou il résulte

w1 8 76”71(‘)1
g (7) - 3 w1 4 3 Wi 2 3 Wi gg . (1)
0 (%) — 3920 (%) — 3030 (%) — B
Or dans le cas du réseau gaussien, I’équation fonctionnelle satisfaite par la fonction p s’écrit
p’Zm (2)? = 471 (2)® — g2 (Z]d]) -pz[i](2). Remarquant que % est racine de p’Zm sans annuler oz,
ao 2 Z[i
i vient g (3)° = 220,
Apres simplification, (1) se réécrit

ou (3) -

i.e., avec la valeur de go (Z[i]) précédemment calculée,
1
oz (5) = 04825/471'1/26W/SF(1/4)_2,

ou ag est une racine huitieme de 'unité.

Comme la conjugaison complexe réalise une bijection de Z[i] sur lui-méme, oz; est & valeurs
réelles des que son argument est réel. Ainsi, ag € {#1}. Comme o7[; ne s’annule qu’en 0 et en 1
sur l'intervalle [0; 1], elle y est de signe constant. Enfin, le fait que o7[i] (x) o x > 0 montre que

ag = 1, d’ou le résultat recherché. O

Remarque 7.2.2. Un raisonnement en tout point identique au précédent avec le choix de wy =1
pour période du réseau gaussien (associée a la pseudo-période ny = imw) plutét que wy = 1 conduit
a établir la transcendance de

oz (%) =284/ 2e7 /8T (1/4) 72

Le fait que 7, €™ et I'(1/4) apparaissent de maniére si peu triviale dans I'expression de oz (%)
laisse & penser qu’il est possible d’envisager une démonstration de I'indépendance algébrique de
ces trois nombres par I’étude des propriétés du produit canonique de Weierstrass.

En creusant cette idée, on est amené a émettre la conjecture suivante, qui ne peut cependant
suffire & elle seule & proposer une preuve alternative a 'indépendance algébrique de 7, e™ et I'(1/4) :

Conjecture 7.2.3. Soit Q) un réseau complexe admettant w comme période non nulle. Soit n la
pseudo-période associée et u € C\Q linéairement indépendant de w sur Q. Alors

Tr degQQ (927 gs, p(u’)a C(U), U(U’)a m, 677U7 e"]"-’) > 2.

La proposition 7.2.1 constitue de fait un cas particulier d’un énoncé plus général :

Proposition 7.2.4. oz, prend des valeurs transcendantes aux points de Q @ 1Q qui ne sont pas
dans 7. ® i7Z.

Remarque 7.2.5. I est intéressant de noter que ce résultat ne subsiste pas en dimension 1 : le
produit de Weierstrass pour le réseau Z de R correspond au développement eulérien de la fonction
sin(mz). On pourrait donc s’attendre a ce que les valeurs aux éléments de Q(i) de la fonction oy
de Weierstrass aient une analogie avec les valeurs aux points rationnels de la fonction sin(rz). Or
il n’en est rien : pour la fonction sinus interviennent des nombres algébriques (liées aux racines
de l'unité) alors que pour la fonction oz);) ce sont des nombres transcendants.

Démonstration. Les notations précédentes sont conservées.

La démonstration de la proposition 7.2.4 se fera en deux étapes : dans un premier temps, nous
établirons un résultat général sur la nature arithmétique de la fonction ¢ d’un réseau complexe
lorsqu’elle est évaluée en un multiple rationnel d’une période non nulle. Dans un second temps,
lapplication de ce résultat au cas du réseau Z[i] fournira la conclusion recherchée.
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Premiére étape
On se fixe un réseau complexe 2 = Zw, & Zws. Sans autre précision, w désignera indifféremment
w1 ou we et n sera la pseudo-période associée.
Voici tout d’abord un lemme dont la démonstration par récurrence est sans difficulté des
lors que l'on dispose de la proposition 2.2.10 et des formules usuelles relatives a la fonction o
(proposition 2.4.3 et corollaire 2.4.4) :

Lemme 7.2.6. Soit m € N*. Il existe une fraction rationnelle Z,, € Q(g2,93) (X,Y) telle que,
pour tout z € C, on ait

2

a(mz) = (—=1)""a(2)™ Em (p(2), ¢/ (2)) -
La formule de duplication pour o donne par exemple Z5(Y) = Y, alors que la formule de
2
triplication nous conduit & poser Z3(X) = 3X* — gggX2 — 392X — 2.
L’objectif de cette premiere étape est d’établir le lemme suivant, par ailleurs intéressant en
lui-méme :
Lemme 7.2.7. Soit p,q € N*, p et q premiers entre euzx. Alors o (%w) . exp (%gnw) est algé-
brique sur Q(gz, g3).

Démonstration. Supposons tout d’abord p = 1. En écrivant o (% + w) =0 ((q + 1)%), les for-

mules de pseudo-périodicité et le lemme 7.2.6 impliquent

(D)) e ) ()

q(g+2) ex ( in‘l)
(2) =
q

=i (0 (3) 9 (3))

Si p est quelconque, on se ramene au cas précédent en remarquant que, d’apres le lemme 7.2.6,

(7)o () =506 ()

Le probléme revient donc & montrer que pour tout ¢ € N*, o (%) et (%
sur Q (g2, g3). D’aprés 1’équation différentielle vérifiée par g, il suffit encore de le vérifier pour

d’ou

) sont algébriques

© % . On procede en trois temps :

1. Le nombre p (%) est tout d’abord algébrique sur Q (g2, g3) d’aprés I’équation différentielle

vérifiée par p et le fait que § est racine de @'

2. Supposons ensuite que 2|q : en écrivant g (%) =9 (%%), la proposition 2.2.10 permet de
voir @ (%) comme une fraction rationnelle en p (%) a coefficients dans Q (g, g3). Le nombre
w

© (5) est donc en particulier lui-méme algébrique sur Q (g2, g3)-

3. Si, en revanche, 2} ¢, on se rameéne au cas précédent a l'aide de la formule de duplication :

@) (59 - g (@) 4t <6@(%)2%>2
p(q) p(m) p(m) Lo (2) — 0o (2) -0

ou l'on sait & présent que p (;—q) est algébrique sur Q (g2, g3)-

Le lemme 7.2.7 est ainsi démontrée. O
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Deuziéme étape :

On applique dans un second temps le lemme 7.2.7 au cas du réseau Z[i] pour lequel les différents
invariants ont été calculés lors la démonstration de la proposition 7.2.1.

Soit r € Q\Z. Le lemme 7.2.7 de la premiére étape prouve, en choisissant w = 1 et donc 7 = ,

8

que oz (). exp (—gﬂ') est algébrique non nul sur Q (g2 (Z[i])) = Q (F(;#)

En choisissant a présent ws = ¢ pour période, qui est associée a la pseudo-période 1, = i,

; s o a Ay r(/4)*

oz (is). exp ( 57 ) apparait de méme comme un nombre algébrique non nul sur Q ( =% ) pour

s € Q\Z.

Or par la formule de conjugaison,
07]i] (r+ Si)-UZ[i] (r—si) = O7[4] (7")2 X 074 (25)2 X (@Z[i] (is) — Qz[4) (7")) . (1)

Comme @z; (%) et oz (é) sont algébriques sur Q (gz2 (Z[i])) pour tout g € Z* d’apres I'étape 1
et que gz (nz) est une fraction rationnelle en pz(;) (2) & coefficients dans Q (g2 (Z[4])) pour tout
n € N*, oz (is) et pz(;) (r) sont algébriques sur Q (g2 (Z[1])).

Des lors, en multipliant (1) par exp ((52 - 7"2)7r), on constate que

og[i) (1 +i8).077:) (1 — is). exp ((s* = r?)m)

est algébrique non nul sur Q (g2 (Z[7])) = Q (F(;—/ff)s) Par indépendance algébrique de m, e™
et I'(1/4), on déduit la transcendance du produit oz (r + is).0z};)(r — is). Comme par ailleurs

oz (r + is) = oz};)(r —is), I'un des termes du produit est transcendant si, et seulement si, 'autre
Iest. Ceci prouve la proposition 7.2.4, puisque les nombres algébriques forment un corps. O

7.3 Un essai de démonstration de 'indépendance algébrique d’au moins
trois des quatre nombres 7, ¢™V?, T'(1/5) et ' (2/5)

Nous cherchons maintenant a déduire du corollaire 6.1.4 la conjecture ci-dessous :

Conjecture 7.3.1. Trois des quatre nombres

w,e’fﬁ,rl,rg
5 5

sont algébriguement indépendants.

Nous serons amenés a introduire un nouvel outil, la notion de distribution universelle, pour
proposer une démonstration conjecturale du résultat.
7.3.1 Théoréme de Chowla-Selberg et périodes de courbes elliptiques

Nous déduisons dans un premier temps du corollaire 6.1.4 quelques autres résultats d’indé-

pendance algébrique impliquant 7 et e™P pour D > 1 entier. Nous aurons pour cela besoin du
lemme suivant :

Lemme 7.3.2. Soit T € $ un nombre quadratique. Alors j(T) est un entier algébrique.

Remarque 7.3.3. En 1937, T.Schneider a prouvé dans [25] que la réciproque était également
vraie sous l'hypothése que T est un mombre algébrique.

Démonstration. Notons K = Q(7) et Og anneau des entier de K. Ok étant un anneau de Dede-
kind, il existe z € Ok tel que z et 1 engendrent Ok '6.

16. On trouvera la démonstration de ce fait, caractéristique des anneaux de Dedekind, en annexe 2.
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On peut toujours trouver A € Ok tel que la norme de A soit sans facteur carré : si K = Q(7),
il suffit de prendre A = 1 + ¢ (qui est de norme 2) et, si K = Q(y/m) avec |m| > 1 sans facteur
carré, il suffit de prendre A = /m (de norme —m).

Ecrivons
Az=az+b
A=cz+d
b . o
avec a, b, c,d € Z, de telle sorte que ad —bc = n. Alors o = (Z d) est une matrice primitive telle
que z = ‘;szr's = .z

Montrons que j(z) est un entier algébrique : soit 7 € £, L = Z @ Z7 un réseau complexe. On
consideére le sous-réseau M = (a7+b)ZP (ct+d)Z de L. Par le théoréme des diviseurs élémentaires,
il existe une base (w1,w2) de L et une base (w},w4) de M telles que

wi = ejwy

wh = eaws
avec e1, ez € N et e|eq. La condition pged(a, b, ¢,d) = 1 impose e; = 1. Comme par ailleurs deux
bases d’'un méme réseau sont congrus modulo SLy(Z) (proposition 1.2.2), il existe une matrice

v € SLy(Z) telle que ya = ((1) 2 = [%] Les propriétés du polynéme modulaire (proposition

3.1.2) et la modularité de j permettent alors d’écrire :

B0 (12,(2) = 0 (7(02).5()) = @0 00203 = 8 (3 (| 1] ) i) =0,

ce qui prouve bien que j(z) est un entier algébrique.

Comme Q(7) = Q(2), il existe 8 € GL3 (Z) de déterminant p € N tel que 7 = Bz. Alors
j (B) est racine du polynéme unitaire ¢ (X, j) € Z[][X], donc est un entier algébrique sur Z[j]. 11
s’ensuit que j(8z) = j(7) est un entier algébrique sur Z[j(z)], donc que j(7) est aussi un entier
algébrique. O

On déduit de ce lemme la proposition qui suit :

Proposition 7.3.4. Pour tout d € N*, il existe une courbe elliptique complexe da invariants
algébriques admettant Q (\/—d) comme corps de multiplication complezxe.

Démonstration. Soit d € N* et

vV—d sid=-1 (mod 4)
T =
HT‘/:I sid# —1 (mod 4)

On pose Q0 = Z[7], qui est un réseau complexe de corps de multiplication complexe Q (\/—_d)
et d’invariants notés g2 (2;) et gz (7).

D’apres le lemme 7.3.2, j(7) est un entier algébrique. Par ailleurs, pour tout A € C*, le réseau
A, est encore a multiplication complexe par le corps Q (de)

Si g2 (2;) = 0, on choisit A\ € C* tel que g3 (AQ,) = A %93 (Q,) soit algébrique. Sinon, on
choisit A € C* tel que g2 (\Q2,) = A"%g2 (£2;) soit un nombre algébrique (rappelons que g (£2,) et
g3 (£2;) ne peuvent pas étre simultanément nuls comme justifié & la suite de la remarque 2.2.6).
Par homogénéité de j, on a alors :

g5 () 1798 g3 (\2;)
g3 (Q7) — 2793 () g3 (AQ7) — 2793 (\Q;)’

de sorte que g3 (AL);) est un nombre algébrique dans ce cas aussi.
La courbe elliptique attachée au réseau A2, répond donc dans tous les cas au probleme. [

j(r) = 1728
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Cette proposition est particulierement intéressante lorsqu’elle est associée au corollaire 6.1.4
du théoreme de Y.V.Nesterenko puisqu’elle fournit d’emblée le théoreme suivant :

Théoréme 7.3.5. Pour tout entier d > 1, w et e™4d sont algébriguement indépendants.

Un énoncé plus fort consisterait a affirmer I'indépendance algébrique de m, e™d ot de w pour
tout d € N*, ot w est une période intervenant dans les hypothéses du corollaire 6.1.4.

Dans cette perspective, le théoreme de Chowla-Selberg permet de déterminer une expression
de w dans le cas de la multiplication complexe. La formulation n’est pas celle de I'article initial
mais permet une application directe au probleme de la détermination des périodes d’une courbe
elliptique :

Théoréme 7.3.6 (Chowla-Selberg). Soit E une courbe elliptique a multiplication complexe par
le corps K de discriminant —d, d > 0. Soit w le nombre d’unités et h le nombre de classes de K.
Alors toute période de E est de la forme

w(Zt

sme T (5T

0<a<d

ot a est un nombre algébrique et o (%d) est le symbole de Jacobi.

Démonstration. On trouvera la preuve du théoréme dans 'article original [5] des auteurs. Expli-
quons simplement la raison pour laquelle il est indispensable de considérer le discriminant —d du
corps K plutét que Pentier m > 0 sans facteur carré tel que K = Q(y/—m). La démonstration
passe par I'étude de la fonction zéta d’Epstein, définie pour tout complexe o de partie réelle > 1
et pour tous a, b, c € Z par la série

1
Eope(o) = —~
o <m,n§<z2>* (am? + bmn + en?)

Les auteurs montrent que les valeurs de cette fonction dépendent essentiellement du discriminant
—d = 4ac — b a o fixé. Ils exploitent pour cela pleinement l'isomorphisme de groupes entre les
classes d’idéaux du corps Q(v/—m) (m > 0) et les classes de formes quadratiques binaires de
discriminant égal & celui de Q(v/—m). O

Si K est le corps de multiplication complexe d’une courbe elliptique F, en écrivant K sous la
forme K =Q (\/fm), ou m est un entier naturel non nul sans facteur carré, son discriminant —d
vaut —4m si m Z —1 (mod 4) et —m si m = —1 (mod 4).

A T’aide de la proposition 7.3.4, on en déduit 'indépendance algébrique de 7 avec certains
«produits-quotients» de valeurs de la fonction I' aux points rationnels :

Corollaire 7.3.7. Soit d € N* tel que d = 0 (mod 4) ou d = —1 (mod 4). Sid = 0 (mod 4)

(resp. d = —1 (mod 4)), on suppose de plus que %l (resp. d) est sans facteur carré.
Alors les trois nombres (=)
©Vd (a) o
t (-
e € H pi
0<a<d
(a,d)=1

sont algébriquement indépendants.
Pour d = 3 et d = 4, on retrouve respectivement 'indépendance algébrique des éléments des

ensembles {w,e“‘/g,F (%)} et {w,e’r,F (%)}
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Comme 5 n’est ni congru a 0, ni congru a -1 modulo 4, il n’est pas possible de déduire de ce
corollaire une preuve de la conjecture 7.3.1. Puisque I'on impose & d ou a % d’étre sans facteur
carré, le seul moyen de faire apparaitre la racine de cinq en puissance de ’exponentielle est de
traiter le cas d = 20. Calculs faits, on obtient apres simplification (en utilisant la formule des

compléments pour la fonction I" rappelée en anneze 1) 'indépendance algébrique des trois éléments

de I'ensemble {ﬂ, e’“/g, r (%) x T (2%) x T (2—70) x T (%) } La formule de multiplication pour la

fonction I' permet alors de simplifier le troisiéme terme pour aboutir a I'indépendance algébrique
des trois éléments de chacun des deux ensembles

or (@) (G e @)} o foo i)

sans qu’il semble étre possible de supprimer les facteurs additionnels des troisiémes termes pour
disposer la d’une preuve de la conjecture 7.3.1.

g~

On se propose deés lors de fournir une démonstration conjecturale a la question posée, en admet-
tant les conjectures de Rohrlich et de Lang exposées ci-apres. Celles-ci reposent sur les relations
dites standard vérifiées par la fonction I', a savoir les formules de translation, de complément et
de multiplication rappelées en anneze 1.

Conjecture 7.3.8 (Rohrlich). Toute relation multiplicative de la forme
H I'(a)™ €Q, avecm,€Z,
a€Q
le produit étant a support fini, peut étre déduite des relations standard vérifiées par la fonction T'.
S.Lang propose dans [14] un renforcement de cette conjecture :

Conjecture 7.3.9 (Rohrlich-Lang). Toute relation de dépendance algébrique parmi les wvaleurs
I'(a), a € Q\(—N*), est dans le radical de l'idéal engendré par les relations standard sur Q.

L’intérét de considérer le radical de I'idéal sera justifié plus loin & ’aide d’un exemple.

L’exploitation de ces conjectures dans le cadre qui nous intéresse nécessite une reformulation
de ces dernieres afin de les préciser et des les rendre plus «maniables» : c’est 'objet du paragraphe
qui suit.

7.3.2 Distribution sur un systéme projectif et conjecture de Rohrlich-Lang

La notion de distribution sur un systéme projectif est présentée par S.Lang, dans son exposé
[13], comme une «structure algébrique élémentaire» semblable «a la prose de M. Jourdain : nous
en avons tous vu, sans lui avoir donné de nom». Commengons donc par la définir rigoureusement :
on se donne une suite d’ensembles (X,,),>1 et une suite (7,41 : Xp41 — Xp),,~, d’applications
surjectives, de sorte que ’on peut considérer la limite projective X = @Xn. Soit également A un

n
groupe abélien dont la loi est notée additivement et, pour tout n € N*, une fonction ¢,, : X,, — A.

X Xnt1 X X1
¢7l+ll ¢nl/ d)ll
A A A
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Définition 7.3.10. (¢,),~; (parfois notée d¢ ou encore ¢) est une distribution sur X si elle
satisfait de plus la relation de compatibilité :

VneN', VreX, ¢n)= D dnnly

Tn4+1Y=1T

ot la somme porte sur l’ensemble des éléments y € 7,1 ({z}).

Remarque 7.3.11. Si f est une fonction définie sur un X, (@ m € N* fizé) d valeurs dans A,
alors f peut étre considérée comme étant définie sur X, pour tout n > m en la composant avec la
projection naturelle de X,, vers X,,. Une récurrence facile découlant de la relation de compatiblité
satisfaite par ¢ prouve alors que

Vn>m, Y f@)ém(z) = > f@)n(@)
r€EXm Xy,

Une telle fonction est dite localement constante sur X. On peut définir son intégrale par rapport

a la distribution ¢ en posant
[ ra0=3 r@onla

Xy,

quantité qui est donc indépendante du choix de n > m.

Un systéme projectif peut étre indéxé par d’autres indices que les entiers positifs ordonnés
naturellement. A cet égard, ’exemple de l'ordre partiel issu de la divisibilité est fondamental : il
permet en effet d’ordonner le systeme projectif (Z/N7) ;> qui est alors isomorphe au systéme

((%Z) /Z) N1 Pour le méme ordre, et ce selon le diagramme commutatif suivant :

Z) jz -2~ T/N7,

ZIH

l'r‘M (réduction modulo M)

ilz
N-—N

(52) j7 22 yz,

Définition 7.3.12. Une distribution ordinaire ¢ est une fonction définie sur Q/y telle que sa
restriction a chaque (%Z) /7, (N > 1) satisfait la relation de compatibilité :

N—-1
VN eN', VzeQlz é@) =3 ¢ (“Z)

i=0

Nous utiliserons la relation de compatibilité vérifiée par une distribution ordinaire ¢ plutot
sous la forme suivante, qui se déduit de la précédente par simple changement de variable :

N—-1 .
VN eN*, VzeQ/g o(Nz)= qb(x—i—%).

=0

Définition 7.3.13. Une distribution ordinaire ¢ de poids d € N est une fonction sur Q/y, satis-
faisant la relation

N—-1 .
VN € N*, VxecQ/fz, ¢(Nz)=N? ; ¢ (x+ %) .

La distribution est de plus trouée si ces relations de compatibilité ne sont pas satisfaites lorsque
Nz =0 pour x € Qfy, et N € N*,

76



Remarque 7.3.14. Si une distribution prend ses valeurs dans un groupe abélien ou la multipli-
cation par 2 est inversible, on peut former sa partie paire et sa partie impaire.

L’ensemble des distributions ordinaires de poids d € N forme une catégorie, un morphisme
entre deux distributions g : Q/7 — A et h : Q/7 — B étant la donnée d’un morphisme de
groupes @ : A — Btel que h=aog.

Il n’est pas difficile de voir que cette catégorie admet un objet initial, que nous appellerons
distribution universelle ordinaire de poids d € N sur M = Q/z, et qui est la donnée d’un groupe
abélien Uys et d’'une distribution ordinaire § : M — Uy telle que pour toute autre distribution
f : M — A de poids d a valeurs dans un groupe abélien A, il existe un unique homomorphisme
de groupes f. : Uy — A tel que le diagramme suivant commute :

M—2 U M
A
La construction de Ujs se fait comme celle du produit tensoriel de deux modules : il suffit de

définir Up; comme quotient du groupe abélien libre de base M (qui est unique & isomorphisme
prés) par le sous-groupe engendré par toutes les relations de compatibilité, i.e. 'ensemble des

sommes formelles J
(31) Z -6

ou N et M sont des entiers naturels non nuls tels que M|N, et ot z € (+Z) /7.
On définit de maniére analogue la distribution universelle ordinaire paire (resp. émpaire) sur
M a valeurs dans les groupes abéliens ou la multiplication par 2 est inversible.

Cas de la distribution T
Nous nous intéressons plus particulierement au cas de la distribution induite par la fonction I'.
Introduisons dans cette perspective la fonction

I :(QR) = C/g

z LF(z)

V2r

Cette fonction est bien définie en vertu de la formule de translation vérifiée par la fonction I', que
nous rappelons :
Ve e C\(-N), I'(z+1)=al'(z).

Au besoin, nous étendrons la définition de I' & Q/7 tout entier en posant ro)=1.
Voici & présent 'outil de base qui va nous permettre de faire le lien entre la théorie des
distributions sur un systéme projectif et les conjectures de Rohrlich et de Rohrlich-Lang :

Proposition 7.3.15. r définit une distribution (multiplicative) impaire de poids nul.

Démonstration. La relation de distribution satisfaite par f, a savoir
N—-1 .
V2e (@Qfg)', YNeN, [[T(z+%)=Twa)
i=0 N

découle directement de la formule de multiplication vérifiée par la fonction I :

N-1 .
1 J 1 1N
Vz € C\(=N*), VN € N*, — I (z+L) = ——r(Nz)NE-Ne,
v e C\(-N) T 75 (4 %) = 750
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L’imparité de T (i.e. f(m)f(—x) € @*) découle de la formule des compléments, qui, couplée a la
formule de translation, peut s’écrire sous la forme :
T

Vo € C\Z, T@)l(=2) = -y

en remarquant que sin(mz) est algébrique si x est rationnel. O

Nous concluons ce paragraphe par I’énoncé et la démonstration d’un théoreme qui nous sera
trés utile en vu de la démonstration conjecturale du résultat qui nous intéresse.

Notation. On notera dans toute la suite Zy = (%Z) /g, pour N > 1. Par ailleurs, ¢(N) =
(Z/N7)"| désignera Uindicatrice d’Euler.

Pour une distribution ordinaire ¢ & valeurs dans un groupe abélien A dont on considére sa
restriction & Zy, son rang sera défini comme le rang du groupe abélien engendré par ¢(Zy). Si
Apn désigne ce groupe, le rang est aussi la dimension du Q-espace vectoriel Ay ® Q.

Théoréme 7.3.16 (Criteére de Kubert). Soit ¢ : Q/7 — A une distribution ordinaire (de poids
nul) et rn(¢) le rang du sous-groupe An pour tout N > 1. Alors :

(N) . L
1. rn(¢) < @(N) pour tout N > 2 (resp. rn(¢) < £52 si ¢ est une distribution impaire et
N >2).
2. ¢ est une distribution universelle (resp.une distribution universelle impaire) si, et seulement
st, rn(P) = @(N) pour tout N > 1 (resp. rn(¢) = @ pour tout N > 2).

Démonstration.

1. Traitons d’abord le cas ol ¢ est une distribution quelconque. Soit N > 1 décomposé en
facteurs premiers : N = [[;5, p;"*. Alors Zn ~ @ Z et tout élément § € Zn se décompose

i>1
sous la forme a o
N Z 17’ mod Z,
i>1 Dp;

ol a; est bien défini modulo p;* tandis que a est bien défini modulo N. Soit
a .
Vy = {N cZn/ Yi>1, [((aip)=1)A(a; #1)]V[a; = o]},

qui est clairement un ensemble de cardinal ¢(n). On va montrer que 'image de Vi par ¢ engendre
Ap, ce qui fournira la conclusion recherchée.

Montrons tout d’abord par récurrence sur le nombre de facteurs premiers de N que ¢(‘7N)
engendre Ay, ol

Vy = {% eZn/ ¥i>1, [(as,p) =1V ]a= O]}.

Si N est une puissance d’'un nombre premier, le résultat découle simplement de la relation de
distribution.

Supposons N composé et soit 2@1 % € Zn. On écrit by = piai, ot a3 = 0 ou a; est premier
a p1. Si a; = 0, 'hypothese de récurrence appliquée a p% permet de conclure en remarquant que

14 v C V. On suppose donc a; premier avec py, avec 1 < r < ny. On a alors :
1
Py

b; prai b; ay Ci - ;
¢ Z Y Z =0 |pl | = + Z - avec ¢; = py "b; mod pl'*
i>1 p; P i>2 D; D1 i>2 D;
a j C;
= 2 | gmtar 2|
j mod p7 Py P i>2 5t
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la derniére égalité résultant de la relation de distribution. Comme r < m1, on peut écrire

/

ai J a4y ’ _ ’
o p_’{ = P avec (aj,p1) = 1,a] # 1.

Par récurrence, on procéde de méme avec ps, p3, - ..

Il suffit alors de remarquer ce qui suit : lors de la premiere étape de ce raisonnement, lors de
la factorisation par p] et de ’échange de b; en c;, si b; est premier a a;, alors ¢; aussi. En itérant
le méme procédé sur les autres nombres premiers, on conserve ainsi la propriété recherchée pour
les nombres déja traités. Ceci conclut la récurrence.

Dans un second temps, on montre — encore par récurrence sur le nombre de facteurs premiers
de N — que l'on peut «récupérery les éléments ¢ (%) pour lesquels certains a; sont éventuellement
égaux a 1 & partir des éléments de ¢(Vy).

Si N est la puissance d’'un nombre premier, cela découle encore de la relation de distribution.

Dans le cas contraire, décomposons une nouvelle fois N est facteurs premiers - N = [[,~, p;" —
e 12 a . . . o . N

et considérons § = Zz>1 p . Notons i1,...,4;, les indices tels que a;; = 1. Soit N; = i et
1

Yy = Z#“ pn1 € Zn,. D’apres la relation de distribution,

> ¢>< o ) = o(p; 1),

]modp

> 1@6(”

i1

i —1
1 +y1> = d)(pzl yl)a

k mod p:blil

d’oti, par soustraction,

Z d)( "11 1) =0 mod AN1;

jmodp

G.pig)= 1

ol Ay, est le groupe engendré par ¢(Zy, ). Par conséquent,

1
¢ =yt Yoo mod Ay, .
p;, a1#1 i1

(a1,p;y)=1

Autrement dit, ¢ (%1 + yl) est la somme d’un élément de Ay redevable de 'hypothese de récur-
Py
172 N PSRN Uz , ..
rence et d’une somme d’éléments de A ou aucun des facteurs associés a D, ! dans la décomposition
fractionnaire de 'argument de ¢ n’est égal a 1.
On procede de méme pour 'indice iy : ¢ (%) s’écrit alors comme somme d’un élément de Ay,
et d’'un nombre fini d’éléments de Ap,, tous redevables de 'hypothese de récurrence, et d’'une
2,12 N .z \ iy \ U2 4, oy
somme d’éléments de Ay o aucun des facteurs associés a p; " et a p;* dans la décomposition
fractionnaire de 'argument de ¢ n’est égal a 1.

En itérant le procédé jusqu’a 'indice i,,, on obtient le résultat voulu.

Dans le cas d’une distribution impaire, on procede de méme avec le groupe Vi /{:I:l} (de cardinal

@ dés que N > 2) en lieu et place de V.
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2. La encore, on se contentera de traiter le cas ou ¢ est une distribution quelconque. Si I'on
réussit & exhiber une distribution de poids nul dont le rang est ¢(N) pour tout N > 1, alors
I’homomorphisme canonique défini par la distribution universelle est un isomorphisme en considé-
ration du fait que I'image de Vi engendre I'image de toute distribution d’apres le premier point.
Si cette démarche est possible en faisant intervenir la distribution dite de Stickelberger (cf. p.53
de [14]), nous adopterons un point de vue différent qui passe par un lemme, intéressant en soi,
d’ou découle directement le résultat recherché :

Lemme 7.3.17. Soit g : Zny — A une distribution de poids nul. On suppose que la distribution
obtenue en composant g d gauche par le morphisme naturel A — Q est de rang p(N) (i.e. Uespace
vectoriel engendré par limage de Zy est de dimension o(N)).

Alors g est une distribution universelle.

Démonstration. Le rang de I'image est au plus ¢(N) d’apres le premier point. Si I’espace vectoriel
engendré par 'image a un tel rang, alors le systéme générateur g(Viy) précédemment exhibé, libre
car de cardinal égal au rang, reste libre par tensorisation, donc est linéairement indépendant sur
Z dans le groupe engendré par g(Zy).

L’homomorphisme canonique entre la distribution universelle et g est donc un isomorphisme,
d’ou la conclusion. O

Le théoreme 7.3.16 est ainsi démontré. O

Dans le cas d’une distribution universelle impaire, la borne % apparaissant dans le théoreme

précédent ne doit pas laisser penser que les générateurs du groupe image engendré par g(Zy)
(N > 2) sont donnés par les @ quantités ¢ (%), s € |[1, L%H] Un contre-exemple peut par
exemple é&tre trouvé avec N = 24. Pour voir cela, notons = une égalité qui résulte directement
=n
z=y

de la relation de distribution appliquée en N = n et = y (avec les notations de la définition
7.3.12).
Des égalités

la derniere et I'avant-derniére égalités utilisant le fait que, ¢ étant une distribution impaire a
valeurs dans un groupe ou la multiplication par 2 est inversible, ¢(0) = 0.

Dans le cas de la distribution impaire f, cette relation reflete I'identité plus précise suivante,
qui s’établit par ailleurs de la méme maniere :
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7.3.3 Une démonstration conjecturale du résultat

La théorie jusque la mise en place va a présent nous servir & proposer une preuve conjecturale
du résultat 7.3.1.

Dans cette perspective, notons tout d’abord que C* /@* et C* /71'@.@* sont des groupes unique-
ment divisibles et peuvent, en conséquence, étre vus comme des Q-espace vectoriels, point de vue
que nous adoptons dorénavant. Il convient néanmoins de garder a ’esprit que la loi de groupe sur
I’espace vectoriel est alors multiplicative.

Une reformulation de la conjecture de Rohrlich proposée par S.Lang dans [14] est la suivante :
(RT'y) T induit une distribution universelle impaire ¢ valeurs dans C /o
La correspondance entre les deux formulations, si elle pose probleme, apparaitra plus clairement
lors de la démonstration du lemme 7.3.18 & venir.
Nous allons de fait adopter une version de I'assertion précédente a priori 1égerement renforcée :
(RT2) T'induit une distribution universelle impaire a valeurs dans C* /0 "
pour laquelle nous démontrerons 1’équivalence avec plusieurs variantes :
(RT'3) Pour tout N > 2, le Q-sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel (C*/WQ.@* engendré

par les valeurs T' (%), v € [1,N — 1], est de dimension —‘P(QN)~

(RT4) Les seules relations monomiales modulo 72.Q" entre les valeurs I'(a), a € Q\(—N*),
proviennent des équations fonctionnelles de T'.

(RT's) Les seules relations monomiales modulo Q  entre les valeurs T'(a), a € Q\(—=N*),
proviennent des équations fonctionnelles de T'.

L’assertion (RI'5) correspond & ’énoncé de la conjecture 7.3.3 de Rohrlich que nous avions
adopté.
Dans la méme veine, nous proposons une reformulation — en fait une paraphrase — de la
conjecture 7.3.9 de Lang :
(LT) Les seules relations polynomiales modulo Q  entre les valeurs I'(a), a € Q\(=N*), pro-
viennent des équations fonctionnelles de I'.

Par «provenir dey, nous entendons que les relations monomiales (resp. polynomiales) considérées
s’écrivent en des puissances rationnelles des relations standard. Ce point de vue est justifié par
le fait qu’une relation algébrique entre valeurs de la fonction I', méme monomiale, ne s’écrit pas
toujours comme un polynoéme en les relations standard comme le prouve ’exemple suivant, dont
la vérification est par ailleurs immédiate :

Les relations entre les différents énoncés sont données par le lemme suivant :

Lemme 7.3.18.

(LT) = (RT'5) < (RT'4) < (RI'3) < (RI2) < (RI1)
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Démonstration. Les implications (LT') = (RI'5), (RTy) = (RT'5) et (R[';) = (RT'1) sont
claires. L’implication (RT'5) = (RT'4) est tout aussi évidente dés lors que l'on remarque, en
utilisant la formule des compléments, que I’ (%)2 = 7. Enfin, Péquivalence (RT'2) <= (RT'3) est
un cas particulier du critére de Kubert (théoréme 7.3.16).

Pour établir ’équivalence (RI'3) <= (RT4), nous explicitons tout d’abord un dictionnaire
entre les propriétés de la fonction I' et celles de la distribution r qui lui est associée.

|| Propriétés de T’ || Propriétés de T’ ||
Relation de réflexivité Imparité
Relation de translation Définition sur un ensemble
quotienté par Z
Relation de multiplication Relation de distribution

TABLE 1 — Dictionnaire entre les propriété de la fonction I' et celles de la distribution r

Supposons (RI'3) et prouvons (RI'y) : une relation monomiale telle que dans (RT4) se factorise
pour définir une relation monomiale pour I' égale a la classe de I'unité dans le quotient C* /ﬂ-@.@*.
Or, T étant supposé étre une distribution universelle impaire, le groupe engendré par 'image de
I" dans C* /WQ.@* s’identifie au quotient du groupe abélien libre de base (Q/7)" par les relations
de compatibilité et la relation d’imparité. La relation monomiale trouvée pour r appartient donc
au sous-groupe engendré par les relations de compatibilité et la relation d’imparité ce qui, a 'aide
du dictionnaire ci-dessus, permet de conclure.

Supposons a présent (RI'4) et démontrons (RT'2) : il suffit de prouver le caractére universel de
la distribution, que 1'on sait par ailleurs étre impaire. Soit donc A un groupe abélien dont la loi
est notée multiplicativement et f : (Q/7)* — A une distribution impaire. On va montrer que
f s’écrit de maniere unique sous la forme g o f, ou g est un morphisme de groupes de source le
groupe engendré par 'image de I' dans C* /WQ.@* et de but A. Remarquons d’emblée qu’un tel

homomorphisme est univoquement défini par la donnée de ses valeurs sur I'image de L.
On définit de fait g sur I'image de I' en posant

v e @), g(T@) = f)

et on I’étend au groupe engendré par Im(f) en posant, pour tous 1,...,7, € (Q/7)" et tout
monodéme M en n variables (& puissances entiéres),

g [M (f(xl),...,f(xn))] = M[f(z1),..., f(zn)].

Il s’agit alors de vérifier que cette définition a un sens pour pouvoir conclure : soit donc x1, ..., x, €
Q)" yiy-- - yn € (Qf7)" et M et N deux mondmes en respectivement m et n variables tels
que

M [F(:cl), . .,r(xn)] =N F‘(yl), ..., T(yn)] modulo 72.TQ". (1)

D’apres le dictionnaire rappelé dans la figure 1, Uhypothése (RT'4) se traduit par le fait que
les seules relations monomiales entre les valeurs prises par r égales a la classe de I'unité dans le
groupe engendré par Im(f) proviennent de la relation d’imparité et des relations de distribution.

L’égalité (1) impose donc entre les arguments x1,...,Zn,Y1,...,Ym des contraintes de signe
liées & l'imparité de [ et des contraintes de «projectiony» liées aux relations de compatibilité.
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Comme f est supposée étre une distribution impaire, elle vérifie également les relations d’imparité
et de compatibilité, de sorte que 1'on a

M [f(xr), s flan)] = N (Y1), fym)] -

Ceci finit la preuve de 'implication.

Enfin, I'implication (RI';) = (RI'5) résulte d’un raisonnement analogue & celui tenu dans la
preuve de I'implication (RT'y) = (RT4). O

On déduit de ce lemme le théoréme suivant :

Théoréme 7.3.19. Soit N > 2. En supposant vraie (LT),

r pN)

Tr degg {Q(w,F(N),lgrngl)} :1+T~
Démonstration. Comme (LT') implique (RT'3), il existe toujours une relation monomiale non
triviale donnant un nombre algébrique entre m et 1 + @ éléments dans 'ensemble {7} U
{F (#)}1 <p<n_p- Par conséquent, le degré de transcendance de l'extension considérée est au

plus 1 + —‘P(QN)-
Considérons une base {F (%) R (eﬂ%)} du Q-sous-espace vectoriel de 1’espace

vectoriel (C*/WQ_@* engendré par les valeurs F(%), r € [1,N—1] et montrons que

{ﬂ',al :F(%) ey g
dants.

On raisonne par l’absurde et on suppose l'existence de P € @[Z, Xi,..., X | non
2

o =T (e“’(%)} est un ensemble de nombres algébriquement indépen-
2

nul annulateur de <7r =T (%)2,111, .. .,aw). D’apres (LT'), chaque mondéme de P évalué en
2

(7‘(,(11, .. .,aq,m)) peut s’écrire comme un mondme a puissances rationnelles en les équations
2

fonctionnelles de la fonction T' liant des points I' (a), a € Q\(—N*). Or chacune des équations
fonctionnelles de la fonction I' évaluée en des points rationnels fournit une relation a valeur dans

e A 7’ 7’ . . .
72.Q . Chacun des mondmes de P évalué en (7‘(, a, ..., awm) se projette donc en 'origine du
2

Q-espace vectoriel (7r, A1y e ey Qp(N) ) Comme (al, cee awm) forme une base de cet espace vec-
2 2
toriel, les exposants des composantes de ce vecteur dans chacun des monomes de P évalué en

(7r, Aty ... ,awm) sont nuls. Autrement dit,
2

P(w,al,...,aw) — P(n,1,...,1) = P(x).
2

P fournit ainsi un polynéme non nul a coefficients algébriques en une variable annulateur de m, ce
qui contredit la transcendance de ce nombre et achéve la preuve. O

La principale difficulté lorsque I'on cherche a établir, a I’aide de la conjecture de Rohrlich-Lang,
I'indépendance algébrique de 7 avec certaines valeurs de la fonction I' évaluée en des points ration-
nels consiste donc a exhiber une base du Q-sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel C* /WQ.@*
engendré par les valeurs I' (&), r € [1,N —1] (N > 2). A cet égard, 'algorithme LLL (pour
Lenstra-Lenstra-Lovdsz), qui peut étre utilisé pour déterminer des relations de dépendance linéaire
a coefficients entiers entre des constantes numériques 7, peut étre des plus utiles. On en trouvera
une description théorique détaillée au chapitre 2 de [3] : I'idée & retenir est que Ialgorithme LLL,
étant donné des constantes numériques, permet de minimiser les valeurs des combinaisons linéaires
a coeflicients entiers entre ces constantes.

17. Cette derniére utilisation de l'algorithme LLL est précisément implémentée dans la commande PSLQ du
package IntegerRelations de Maple.
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Ilustrons notre propos en expliquant la raison pour laquelle le théoreme de Chowla-Selberg

ne permet pas d’obtenir I'indépendance algébrique des éléments de ’ensemble {ﬂ', e”‘/g, r (%)}
alors qu’il fournit celle des éléments des ensembles {ﬂ', eV D () xT (&) xI'(55) xT (2%)},

{ Vo T I (3) T (55) x F(20)} et {” e, %}

On cherche pour cela des relations de dépendance multiplicatives entre I" (20) r (%), r (%)

et I' (20) modulo WQ.Q : comme l'algorithme LLL ne traite que des relations de dépendance
linéaire, on recense I’ensemble des logarithmes des constantes numériques susceptibles de fournir
une telle relation. A l'aide de la formule des compléments et de la formule de multiplication pour
la fonction I', on voit que 'on est amené a rechercher une relation de dépendance QQ-linéaire entre

les nombres
1 3 7 9
logT ,logTh ,logIl ,logTl

log sin (1) log sin 3_7r log sin 9_7r
&85 o8 gg )8 9 )
log 7, log2, log 3.

L’algorithme LLL fournit une valeur minimale d’une combinaison Z-linéaire de ces constantes pour
la relation suivante :

1 3 9 . T 3T
—17log’ <%) + 17logT’ (2_0> + 16logT’ (2_0> — 2logsin (2—0) + log sin (20)
97
— 17logsin (20) +16logm — 17log2 — log3 ~ —2,2.10~7

On vérifie qu’il ne s’agit pas la d’une approximation numérique de 0 en calculant le produit déduit
de cette relation a 50 décimales pres :

17 16 -
F(QPZ)) F(z%)) Sm(go)ﬁ6

3 ™ 17 s
3217 (55) " sin (§5) " sin (55)

L’algorithme LLL tend donc & exhiber le quadruplet (en fait la classe du quadru-
plet) (F (%) ,T (%) , T (%) ,T (%)) comme une base du Q-espace vectoriel engendré par
{F (%) }1 <,<19 dans C* /ﬂ-@.@*. Supposons ce résultat effectivement vrai.

5 ~ 0,99999978241873670618660753498401834895355347879470

Un (petit) calcul mené a l'aide des formules de multiplication et de complément montre que
lon a

F<l>\/ uees 3 9 : 7 'F(%O)XF(%O)
5 219/5 sin (35) sin (35) sin () sin (5) T (35) x T (55)

] G G TSP

T %)
o T

i 5\ 2 .
Autrement dit, T’ (%) = (%) modulo 7@.Q . Or sous I’hypothése que la famille
(F (210) r (230) ,T (%) ,T (20)) est libre modulo 72.Q (@ il n’est pas possible d’exprimer le quotient

% comme une puissance rationnelle du produit I" (2—10) x T (%) x T (2—70) x T ( ) dans

%))

I (
attaché a F( ) (resp. T (%)_1) lorsque 'on introduit T’ (%) dans le produit I' (20) (21)
r (%) x T (20)

(C*/WQ_@*. Ceci explique la nécessaire présence du facteur I" (%) x T (i) (resp. T (—)
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Ainsi dispose-t-on d’une justification conjecturale de I'impossibilité de déduire du théoréeme de

Chowla-Selberg 'indépendance algébrique des éléments de I’ensemble {ﬂ', e”‘/g, r (%) }

Revenons a présent a la conjecture 7.3.1 que l'on cherche a prouver : si 'on admet (LT"), alors

teagafrr (L).r (2.0 (2) (1)) <10 22 o

On vérifie aisément, en utilisant la formule des compléments, qu’une base de transcendance de
I'extension considérée est donnée par la famille (ﬂ', r (%) ,T (%)) On obtient deés lors le théoreme
suivant, qui fournit le résultat recherché :

Théoréme 7.3.20. Si la conjecture de Rohrlich-Lang est vraie, alors les trois nombres

() ()

sont algébriquement indépendants.
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Annexe 1 : Quelques propriétés de la fonction Gamma

Nous exposons ici quelques résutats classiques ayant trait a la fonction I' en renvoyant par
exemple & [1] pour les démonstrations.

Pour tout nombre complexe z tel que Re(z)>0, on définit la fonction I' par
+oo
' :z— / t*~Le tdt.
0

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ou la partie réelle est strictement
positive. La fonction I' ainsi définie peut étre prolongée analytiquement en une fonction méro-
morphe sur 'ensemble des nombres complexes, excepté en z = 0,—1,—2,—3,... qui sont des
poles, et on désigne encore par I' ce prolongement. Le résidu en —n pour n € N vaut #

Il existe des définitions alternatives pour la fonction I' faisant intervenir des produits infinis.
Citons a cet égard les expressions suivantes, respectivement dues a Euler et Weierstrass, qui ont
un sens pour les nombres complexes z qui ne sont pas des entiers négatifs ou nuls :

nln?

I(z)= li
(&)=t T en)
_ +o00
e % z\ L
I'(z) = (1 —) 2/n
(2) = — n|:|1 to) e

ou 7 désigne la constante d’Euler-Mascheroni.

La fonction I' vérifie trois relations dites standard :
1. Relation de translation
Vz € C\(—N), T'(z+1)==2I(z).

2. Formule des compléments

™

Vz € C\(Z), T()I(1-z) = Sn(re)

3. Formule de multiplication
m—1 k
Vz € C\(-N*), Vm e N7, H r (Z + E) = (2m) (=D 2pp /2= mED (1 ),
k=0

La fonction I' est enfin liée a la fonction béta par la relation

L(x)I'(y)

B(z,y) = T +y)

valable pour tous nombres complexes = et y de parties réelles strictement positives, ou

1
B(:c,y):/ 711 —t)vtde.
0
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Annexe 2 : Un résultat sur les anneaux de Dedekind

Nous démontrons ici un résultat qui joue un réle crucial dans la preuve du lemme 7.3.2.

Proposition 1. Soit R un anneau de Dedekind et T un idéal de R. Soit encore o« € T non nul.
Alors il existe B € T tel que T = («, B), i.e. tel que T soit engendré par « et par 3.

En particulier, dans un anneau de Dedekind, il existe toujours deux élements qui engendrent
un idéal donné. On peut de plus en fixer un arbitrairement a condition qu’il soit non nul. Dans le
lemme 7.3.2, ce résultat est appliqué au cas ou R est I’anneau des entiers d’un corps de nombres,
qui est effectivement un anneau de Dedekind.

Démonstration. 1l suffit en fait de montrer que, sous les hypothéses de la proposition, il existe
dans R tel que Z = pged(a, ) : on aura alors en particulier 8 € Z.

Décomposons Z en produit d’idéaux maximaux : Z = [[;_, P/*". Comme Z|(a), (o) admet une
décomposition en produit d’idéaux maximaux sous la forme

(@ =117 "TI @
=1 j=1

ou l; > n; pour tout i € [1,7] et ol pged (Pil*,Qj) = (1) = R pour tout i € [1,r] et tout

jell,s].

Il s’agit donc de trouver 8 tel que, pour tout j € [1,s], Q; [ (B) et, pour tout ¢ € [L,r],
vp,((B)) = ni (vp,(.) désignant la valuation Pj-adique d’un idéal). Autrement dit, il s’agit de
trouver S tel que

RS

n (Pinq'\PimH)
i=1

N|N®Q)

Or par unicité de la factorisation en idéaux maximaux, il existe pour tout ¢ € [1,7] un élément
Bi € PM\PM*!. Comme, par ailleurs, pged (P[“H,Qj) = (1) pour tout i € [1,7] et tout j €
[1, 5], le théoréme chinois assure l'existence de S € R tel que
Vi€ [1,r], B=p; mod P"*!
Vjie[l,s], B8=1modQ,
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