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INTRODUCTION

Les principaux résultats classiques de transcendance concernant les fonctions ex-

ponentiellk et elliptiques peuvent étre énoncés sous l'une des deux formes suivantes.

Soient G' et G" deux groupes algébriques commutatifs comnexes définis sur le

corps @ des nombres algébriques, et @ : Gé =4 G& un homomorphisme analytique.

(1) - S8i aucune puissance de ¢ n'est rationnelle, alors le graphe de ¢ ne peut
contenir "beaucoup" de points algébriques (sur Q.

(2) - Si la dimension algébrique de @ (c'est-a-dire la dimension algébrique de
1'adhérence de Zariski de 1l'image de ¢) est suffisamment grande, alors 1'image

de ® ne peut contenir '"beaucoup" de points algébriques.

Dans chacune de ces 2 situations, on distinguera deux cas, suivant que l'on sup-
pose ou non que ¢ est "normalisé" pour avoir une application linéaire tangente
3 1'origine définie sur @ .
Illustrons ceci par l'exemple de l'exponentielle usuelle.
(1) Soit ¢ : ¢ » € un homomorphisme analytique mon constant, c'est-&-dire
A N
o(z) = 2 o A€EC, A#£O.

a) Si ¢ est normalisé, c'est-a-dire si A € Q , le théoréme de Hermite-Lindemann
s'énonce : le graphe de ¢ ne contient pas de point algébrique différent de (0,1).
b) Si on ne suppose plus A algébrique, le théorime de Gel'fond Schneider (méthode
de Schneider) s'énonce : les nombres algébriques vy tels que o(y) € @° forment

un Q-espace vectoriel de dimension = 1.
* %
(2) Soit 9:C =» € X C un homomorphisme analytique, c'est-a-dire
Az
1
o(z) = (e

On suppose que la dimension algébrique de ¢ est 2, c'est-a-dire que k1, A

A,z
992 )’ olt ()\1,)\2)602.

2
sont Q-linéairement indépendants.

a) Si ¢ est normalisé, c'est-d-dire si ()\,] , )\2) €_§2 , le théordme de Gel'fond
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Schneider (méthode de Gel'fond) s'énonce : l'image de ¢ ne contient pas de point

algébrique autre que @(0).

b) Si on ne suppose plus )\1 et )\2 algébriques, le théortme des six exponentielles
—% =%
s'énonce : les nombres complexes dont l'image par ¢ appartient & Q*x Q forment

un Q-espace vectoriel de dimension = 2

La premidre formulation du théordme de Gel'fond Schneider (septidme probldme de
Hilbert) correspond 3 la démonstration originale de Schneider en 1934, la deuxidme

4 celle de Gel'fond la méme annéde.

Soient maintenant G' et G" deux groupes algébriques commutatifs connexes défi-
nis sur Q. Supposons que G' soit de dimension 1. Dans la situation (1), on consi-

dére des points Yqreeea¥y de G' ,Z-linéairement indépendants, dont les images
par ¢ appartiemnent & G" , et on suppose qu'aucune puissance de ¢ n'est

rationnelle. Dans la situation (2), on considére des points YqreeesVy de Gé ’

Z-lindairement indépendants, dont les images par ¢ sont dans G" , et on suppose

Q

que la dimension algébrique de ¢ est = 2 . On obtient alors les majorations de

4 indiquées dans le tableau suivant

dim G' = 1 (1) Graphe de ¢ (2) Image de o
a) ¢ normalisé £=0 4=0
b) sans normalisation 452 L=4
Enfin, quand dim G' =n Z 2 , les résultats que l'on connait se déduisent (en

composant avec 1l'exponentielle de G') de 1'étude d'un homomorphisme analytique
(I ¢t - Ga . Si ¢ est normalisé, et s'il existe n points C-linéairement indé-

pendants dans @ dont les images par ¢ appartiennent a G" , alors la dimen-

Q
sion algébrique de ¢ est =n . Quand ¢ n'est pas normalisé, nous introduirvons
une hypoth&se sur 1'indépendance linéaire des points vy € ¢" faisant intervenir
les endomorphismes de Cn .

L'intérét de ces énoncés réside non seulement dans leur généralité, mais surtout
dans les applications nouvelles qu'ils permettent d'atteindre. Ainsi on ne comnais-
sait jusqud présent aucun résultat général sur les intégrales elliptiques de troi-
siéme espice (troisidme probldme de Schneider [s 4]) Jointe & un théordme de Lang
(correspondant & 1'égalité £ = O dans la situation (2) a) du tableau ci-dessus),

la description (qui m'a été fournie par Serre) des extensions d'une courbe ellip-

tique par le groupe multiplicatif permet de combler cette lacune. De manidre géné-
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rale, les applications que 1'on obtient concernent les fonctions elliptiques (ainsi
que les fonctions sigma et zéta de Weirstrass) et les fonctions &béliennes (ou quasi-abé-
liennes), et, par 1l'intermédiaire de la formule de Chowla Selberg, les fonctions

gamma et béta.

Le premier travail sur les propriétés de transcendance des fonctions elliptiques remonte
3 Siegel en 1932 [Si 1], et celui sur les fonctions abéliennes & Schneider en 1940
[s2] L'étape suivante a été franchie par Lang en 1962, ol il débutait 1'étude géné-
rale que nous venons d'esquisser. En particulier c'est & lui que nous devons tous
les résultats ci-dessus dans le cas o ¢ est normalisé [L2]. Son livre [L 2] sur
les nombres transcendants a joué un rdle important dans le développement de cette

théorie. Plusieurs des problémes qui y figurent sont maintenant résolus, notamment:

-[L 2] (p.20 et 30) : représentation de 1'exponentielle d'un groupe algébrique
commutatif connexe par des fonctions méromorphes d'ordre fini, et étude de la hau-
teur sur un tel groupe algébrique (cf. Serre Appendice II).

-[L 27 (p.32) : intersection d'un sous—groupe i un paramdtre d'une variété abélienne

avec une section hyperplane ([Ax] ; of. [L3 ] p. 654).

—[L 2] (p. 41) . La suggestion de Nagata concernant les hypersurfaces algébriques

a fait 1'objet d'un important mémoire de Bombieri [Bom] dont nous parlerons au

§ 5.1 et au § 7.5.

-[L 2] (p.54) Extension des résultats de transcendance aux variétés abéliennes défi-
nies non plus sur un corps de nombres, mais sur une extension de Q de type de trans-
cendance fini (cf. Altman [Al] ; voir aussi Serre, Appendice II).

—[L 2] (p. 103). Les analogues p-adiques des théorémes de Schneider sur la fonction
P ont été tous démontrés par Bertrand [Be 3] ; (voir aussi 1'Appendice I). .

D'autres problémes de [L 2] ont été en partie résolus, en particulier

—[L 2] (p. 29 et 41) celui de la transcendance de chacune des coordonnées d'un point
de €% dont 1'image par une représentation normalisée O : c® - Ac de 1'exponen-
tielle d'une variété abéliemne est algébrique (travaux de Masser et Lang ; cf.

§ 6.1),

-[L2] (p. 54-55) celui de 1'analogue elliptique du théoréme de Lindemann
Weierstrass [C1], [¢3],

—[L 2] (p. 20, 39 et 44) et enfin celui, auquel nous accorderons un intérét particu-
lier, de l'utilisation des fonctions de plusieurs variables dans la théorie des

nombres transcendants.

Le plan de l'ouvrage est le suivant. Dans le premier chapitre, aprés des prélimi-

naires sur les théordmes de transcendance (en une variable) et des généralités sur
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les groupes algébriques, nous introduisons un "coefficient de répartition" w(r,v)
d'un Z-module I' de type fini dans un espace vectoriel V de dimension finie sur
un corps de caractéristique nulle. Ce coefficient jouera un rdle important notamment
dans 1'étude du lemme de Schwarz en plusieurs variables. On l'utilisera surtout aux

chapitres 7 et 8.

Le deuxiéme chapitre consiste en une traduction, en termes de matrices, des énoncés
de transcendance du § 1.1. Nous obtenons ainsi les énoncés sur les groupes linéaires

dont nous aurons besoin dans la suite.

Nous étudions ensuite les sous—groupes & 1 paramdtre ¢ : ¢ = Gc "
¢ant par le cas normalisé (Chapitre 3), qui conduit aux applications les plus inté-

en commen-

ressantes, et en continuant par le cas général (Chapitre 4) ol certains des énoncés
ne semblent pas les meilleurs possibles (ne serait-ce que le théoréme des six expo—

nentielles) .
Le chapitre 5 concerne les homomorphismes analytiques normalisés o : sl Gc

surtout dans la situation (2) (image de ¢). La situation ( 1)(graphe de @) sera

reprise aux § 6.1 et 6.2.

I1 reste alors & étudier les homomorphismes analytiques o : Cn ad GC sans hypo-
thése de normalisation. Si on s'intéresse au graphe de ¢ (situation (1)), on peut

3,

ramener cette étude & un probléme d'indépendance lindaire de points algébriques sur
des variétés abéliennes ; ce probléme n'est résolu que dans le cas de variétés abé-

liennes de type C.M. C'est le sujet du chapitre 6.

Le chapitre 7 est une étude générale du lemme de Schwarz en plusieurs variables,
décrivant les méthodes dont on dispose actuellement ainsi que les résultats que 1'on
peut espérer. Les problémes qui y sont soulevés devraient &tre importants pour le

développement futur de la théorie des nombres transcendants.

Ces lemmes de Schwarz sont appliqués au chapitre 8 pour 1'étude du graphe, puis
de 1l'image d'un homomorphisme analytique ¢ : @ - Gc . Cette étude est 1lide & un
probléme de Weil et Serre - qui est la motivation initiale du présent mémoire - sur
certains types de caractires du groupe des classes d'iddles d'un corps de nombres

algébriques.

Le premier appendice, par Daniel Bertrand, présente une étude du cas p - adique
et de ses différentes applications. Le deuxi®me appendice, par Jean-Pierre Serre,
fournit une démonstration de plusieurs propriétés des groupes algébriques commuta-

tifs qui interviemment dans les démonstrations de transcendance.

Ce texte est une version développée de legons donndes au Collége de France (cours

Peccot) en 1977. Il a été enrichi de nombreuses suggestions et remarques-notamment

10

INTRODUCTION

de D. Bertrand, D.W. Masser et J.P. Serre. En particulier, 1'Appendice II écrit par

Serre, et les exemples qu'il m'a communiqués (notamment la description des extensions
d'une courbe elliptique par le groupe miltiplicatif) sont la source de résultats nou-
veaux dans les chapitres 3, 4 et 5. J'ai bénéficié également, gréce & K. Ramachandra,
d'un séjour trés utile au Tata Institute fin 1976, ol j'ai exposé une version préli-

minaire de ce travail.

J'exprime aussi ma reconnaissance & Madame Goyvaerts et & Madame Renault qui ont

réalisé la frappe de ce texte.

11




CHAPITRE 1

PRELIMINATRES.

Nous commengons par des résultats classiques sur les nombres transcendants (§ 1.1),
puis sur les groupes algébriques (§ 1.2). Nous étuﬁions ensuite une condition de
répartition d'un module dans un espace vectoriel (§ 1.3) qui fera intervenir, outre
de 1'algdbre lindaire élémentaire, un théoréme de W.M. Schmidt sur les approxima-

tions diophantiennes.,

§ 1,1 - Nombres transcendants.

Nous présentons d'abord deux critéres de transcendance selon lesquels des fonc-
tions méromorphes dans C d'ordre fini qui ont beaucoup de points algébriques com-
muns sont algébriquement dépendantes., Le premier (méthode de Gel'fond) suppose que
les fonctions satisfont des équations différentielles, le second (méthode de Schnei-
der) sera utile quand les fonctions satisfont un théoréme d'addition algébrique.
Tous deux ont leur source dans un travail important de Th. Schneider [S3]. Nous
énongons ensuite un théortme de Baker sur 1l'indépendance linéaire de logarithmes

de nombres algébriques. Nous verrons enfin quelques propriétés des hauteurs.

a) Equations différentielles.

s si g est une fonc-

)1/2

n
Pour 2 = (2, yeeey 2 )ECY, on pose |z| = D Iz.]2
1 n i1

tion entidre dans C° , on pose, pour R> 0,

lelg = l:?leg(Z)

Nous dirons qu'une fonction f méromorphe dans ¢" est d'ordre strict inférieur

ou égal & s'il existe deux fonctions entiéres g, , g, telles que f = g./g
e 1 4 8 116z »

et deux nombres positifs C1 ’ 02 tels que

\%

p
log'gle gcj R pour tout R=1 et j=1,2 «

On vérifie que si ‘f est entidre dans c* , alors f est d'ordre strict = p si

et seulement si il existe CG> O tel que

logl fl = cg’ pour tout R = 1

13




CHAPITRE 1

(cf. par exemple [Le2] T.4.10 et T.4.11, et [Wa3] II lemme 3.6). Cette défini-
tion de 1l'ordre strict différe d'un epsilon de la définition de 1l'ordre usuel ; cf.

[B—L]. Elle correspond & la notion d'ordre = p et de type fini (cf [Le 2] chap. 1v).

Le théortme suivant, qui concerne les fonctions méromorphes d'une variable, est
connu sous le nom de critére de Schneider-lang (cf. [S4] th. 12, 13 ; [L2] Chap.
III, § 1, th. 1 ; [Wa2] th. 3.3.1).

THEOREME 1.1.1 - Soient K un corps de nombres, et f1 seeey £ des fonctions mé-

romorphes dans C . On suppose que f_I " f2 sont algébriquement indépendantes

sur Q , et sont d'ordre strict = Pq 2Py respectivement. On suppose de plus gque

la dérivation -a% laisse stable 1'algébre K[f1 sesey fh} .

Alors 1l'ensemble des nombres complexes w , qui ne sont pas pdles de f1 yoonyg Ly 5

et qui sont tels que

fj(w)EK pour 1= j=h

est fini et a au plus (p1 + p2) [K: Q] $léments.

PN

Nous démontrerons au chapitre 5 la généralisation & plusieurs variables de ce ré-
sultat, due & Bombieri. Nous verrons d'autre part au chapitre 3 que 1l'ensemble
des w pourrait &tre infini si la dérivation laissait stable seulement le corps

K(f1 gy fh) , ou encore si on n'excluait pas les pdles (ef § 3.2.e)

Pour f1(z) =z et f2(z) — , on déduit de 1.1.1 le théorime de Hermite-

Lindemann :

COROLLAIRE 1.,1.,2 = 8i « est un nombre algébrique non nul, le nombre ea est

transcendant.

Pour f.](z) =& 3 f2(z) = eEz , on obtient le théoi“eme de Gel'fond-Schneider :

COROLLAIRE 1.1.3 - Soient & et B deux nombres algébriques, «# O, B Q.

Soit log ¢ une détermination non nulle du logarithme de o . Alors le nombre

o = exp(B log @)

est transcendant.

Nous verrons d'autres applications du théortme 1.1.1 au chapitre 3, notamment aux

fonctions elliptiques.

En vue de la démonstration du théordme de Bombieri (Chap. 5), nous donnons ici le

lemme technique que 1l'on utilise pour démontrer le théordme 1.1.1.
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IFMME 1.1.4 - Soient % un ouvert de C , et i‘1 gooey fh des fonctions analy-

tiques dans U . Il existe un entier C > 0 ayant la propriété suivante :

Soient K un corps de nombres, L1 seesy Lh des entiers positifs ou nuls, et

t un entier positif. On suppose que la dérivation % laisse stable 1'algdbre
K[f.I geees fh] .

Alors il existe un pelyndme P € K[x1,..., ,xh] tel gque

d
a) _t f1 XK fh = P(f1 9000y fh) e

de P=1L, +Ct .
ng = 2y

c) Les coefficients du polynéme

ctp

sont des entiers algébriques de K , dont les conjugués sont en valeur absolue
majorés par

2t t
c (L1 +...+Lh+t) .

Ce lemme résulte des arguments de la démonstration de [L2] Chap.III, § 2,
lemme 1, [Bom] lemme 1 et [Wa2] lemme 3.3.2.

b) Ordre arithmétique

Quand o est un nombre algébrique dont le polyndme minimal sur % est

d d-1
aoX +a1X Feoot 85
le nombre
Ho) = max !a.l
O=sj=4d

est appelée "hauteur usuelle" de « . (Nous verrons plus loin d'autres notions de
hauteu:r:.)

Pour des fonctions satisfaisant des équations différentielles, le critdre de trans-
cendance 1.1.1 a une forme agréable, car il n'y a pas d'hypoth®se technique, grlce
au lemme 1.1.4. Quand il n'y a pas d'équation différentielle, pour obtenir un cri-
tére analogue et général, on deit introduire des conditions sur les hauteurs des
nombres que l'on considére, Nous le ferons en utilisant la notion d'ordre arithmé-
tique de Lang [L2] Chap.II, § 2 (1légdrement modifié), que nous donnons tout de

suite pour plusieurs variables.
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DEFINITION - Soient P4 seees Ppg des nombres réels positifs, f = (f1 » inis iy fd)
une application méromorphe de ¢ dans Cd ; et I' un sous-groupe de ¢ e type
fini et de rang 4 sur Z ., On dit que f est d'ordre arithmétique inférieur ou
égal 3 (p1 yeeey pd) sur ' s'il existe

- des fonctions entidres 8y 1000y 8y s d'ordre strict inférieur ou égal 3

Pq seees Pa respectivement, telles que, pour 1= j= d , la fonction gj fj
soit entiére d'ordre strict = p, ;

- un corps de nombres K ; ’

- une base Y1 seeey Yz de T sur 2 ;

- des nombres réels positifs Cy s Cp s c3 " c4 s

- et, pour tout entier N = Cy s Un sous-ensemble SN de l'ensemble

Ty =1y v 4o iy, 5 (B 4.n, hz)ez’& s fhjlgN} ,

avec

Card SN = GZK& pour N = c

1 ’
et vérifiant les deux conditions suivantes

O.A.1, Pour Nzc, et o€S;,ona flo)€ sl

1ogH(ty(0)) = o587, (1z3=0) .

A

0.A.2, Pour N = cy et 1= j=d, la fonction gj n'a pas de zéro dans SN 5
et

0.
log min |g,(c)] = - c, N J,
o€ J

En particulier fj est d'ordre strict = pj o D'autre part si f, est entidre

v 1 J
la condition 0.4.2, est automatiquement satisfaite avec la fonction gj identique
a 1.

Le critére de transcendance en 1 variable est le suivant

THEOREME 1.1.5 - Soient f
quement indépendantes sur Q . Soit ' wun sous-groupe de € , de rang £ sur 3 ;

on suppose que (f1 yeoay fd) est d'ordre arithmétique
Alors

1 2eees fd des fonctions méromorphes dans C , algébri-

1A

(91 yeeos pd) sur I .

4 - P1 +ooot Pd
= ad - 1 .

(voir [83], [L 2] Chap.IT, § 2, Th. 2, [Ra] Th. 1, [Wa2] Th. 2.2.1 et

Th. 4.5.1) Nous en démontrerons des généralisations & plusieurs variables au Cha~
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pitre 8.

On doit & K. Bamachandra la remarque suivante [Ra] (voir aussi [Wa2] exer-

cices 2.2.d et 4.5.a).

REMARQUE 1.1.6 - Sous les hypothéses du théoréme 1.1.5, on suppose que f1 sesey fd

ont une période commune w # 0 , Alors

P Heeot+ P =1

1 a
be——33

L'hypothése 0.A.1. ne peut pas &tre supprimée dans le théordme 1.1.5. En effet,
il existe des fonctions entidres, transcendantes, d'ordre = ¢ pour tout e > 0,

telles que, pour tout o€ @ , on ait f(o)€ Q) et méme

t
Jl; (o) € Qx) pour tout entier t = 0 ,
dz

Le théordme 1.1.5 généralise le théortme 1.1.3 de Gel'fond-Schneider (correspon-
dant & f1(z) =z, f2(z) = o” = exp(z loga) ; pour la vérification de 0.A.1, voir
les remarques ci-dessous sur les hauteurs et la taille). D'autre part, quand on choi-

X, 2 Z

x,2 ¥,% ¥y
L 5 fz(z) =g 2 , ou bien f1(z) = | R fz(z) —e? ,

sit f1(z) = e
f}(z) =e , on obtient le théoréme des six exponentielles, dll & Siegel, Lang
et Ramachandra :

COROLLAIRE 1.,1.7 - Soient x, > deux nombres complexes Q-linéairement indépen-

dants. Soient Y0 ¥y o V3 trois nombres complexes @Q-linéairement indépendants.

s X

L'un des six nombres

et Y (i1=1,23§=1,23)

est transcendant.

.

Le probléme des quatre exponentielles consiste & montrer que 1l'un des quatre

nombres
e td ) (i =123 J= 112)

est transcendant (cf. [S4] probléme 1, [L2] conjecture p. 11).

Remarque sur les pdles. Quand nous utiliserons la notion d'ordre arithmétique pour

des fonctions qui ne sont pas entiéres, les fonctions g. seront toujours composées

d'une fonction théta et d'une application lindaire (cf., lemme 1.2.2), et les sous-
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ensembles Sy seront le plus souvent de la forme T N FN ; ou T est un sous-en-

semble de I’ satisfaisant les conditions suivantes.

LEMME 1.1.8 - Soient I' un sous-groupe de type fini de Cn y de rang 4 sur 2,

et T un sous-ensemble de [' . Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) Il existe un ensemble fini F tel que I soit 1'ensemble des +t + Y ’
teT, YEF .

ii) Soit Y1 5 Wi 8§ Y;g une base de I' sur Z . Il existe un entier c_ = 1 tel

que tout cube dans 1'espace RZ de cdté = 05 contienne un point (h1 yecay hz)é Z£

vérifiant
h1\{1 +ooot hzyze T .
Démonstration.
Pour v€l , Y =h,y, +eest hyy, , posons |[Y]| = max Ihjl .81 (i) est

1= J=

vrai, on prend O = 1+ 2 max ||y|]| . Si (ii) est vrai, on prend pour F 1l'en-
YETF

semble des YET avec ||| = 05/2 ”

On déduit immédiatement de (ii) 1la condition

Card(T N FN) E ole pour N =z c,

requise dans la définition de 1l'ordre arithmétique.

¢) Indépendance de logarithmes.

Le théortme de Hermite-Lindemann 1.71.2 montre que, si loga est un logarithme
non nul d'un nombre algébrique o # 0 , alors loga est transcendant. Le théoréme
de Gel'fond-Schneider 1.1.3 exprime que, si 1ogcx1 ’ logor2 sont deux logarithmes
Q-linéairement indépendants de nombres algébriques, alors ils sont aussi @Q-lindai-
rement indépendants. Gel'fond avait conjecturé un énoncé analogue pour plusieurs
logarithmes, et avait montré 1'importance fondamentale, pour plusieurs problimes
de théorie des nombres, qu'auraient des minorations non triviales des formes liné-
aires de n logarithmes de nombres algébriques (cf. [G] p. 126 et 177 notamment).
Ce programme a été accompli par Baker, dont nous utiliserons le théordme sous 1la
forme suivante [B] (th. 2.1)

THEOREME 1.1.9 - Soient Uy geeey O des nombres algébriques non nuls. Pour

1=J=n, soit 1og<:»zj une détermination guelcongue du logarithme de ozj - On

PRELIMINAIRES

suppose que les nombres 1ogoz1 E— logafn sont Q-linéairement indépendants.,

Alors les nombres

15 logoz1 secoy log‘ozn

sont Q-linéairement indépendants.

On conjecture en fait que les nombres log‘oz‘| geeey logo:n sont algébriquement in-
dépendants. Plus généralement, la conjecture suivante [L2] (p. 30-31) est réputée
contenir toutes les conjectures raisonnables que l'on peut énoncer sur la trans-

PN

cendance et l'indépendance algébrique de nombres liés & la fonction exponentielle,

CONJECTURE DE SCHANUEL, 1.1.10 - Soient Xy peeey X des nombres complexes Q-li-

néairement indépendants. Alors le degré de transcendance sur @ du.corps

X.
Q(x1 seses X 3 € seeey € )

est supérieur ou égal & n .,

Les résultats les plus remarquables obtenus récemment dans cette direction sont

dus & G.V. Chudnovsky [C1], [C3]
d) Hauteurs.

Soit K wun corps de nombres., Notons {v} 1'ensemble des valeurs absolues de K ,

normalisées de telle fagon que l'on ait, pour x€@Q ,

]xlv = 4 si v est archimédienne et x> 0,
|p|v =1/p si v prolonge la valeur absolue p-adique.

Désignons par Nv le degré local en v ., La formule du produit s'écrit

N
ﬂlalvv=1 si aEK,oz}’éO.
v

Si Pe¢ PV(K) a des coordonnées projectives (xo § @ wing xv) , on définit la hautenr

logarithmique absolue de P par

1
h(P) = T&:q] T N log max |x,| ,
K'Q_{v} Voosgsv v
qui ne dépend ni des coordonnées (xj) de P, ni du corps de nombres K les con-

tenant (cf. [L1]).

Soit « wun élément non nul de K ; on note h(e) la hauteur logarithmique abso-
lue du point P = (1,01)6'P2(K) i
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Soit den o le générateur positif de 1l'idéal des m€ Z tels que mo soit en-
tier algébrique. D'autre part soit |&| le maximum des valeurs absolues des con-

jugués de o . On définit la "taille" s(e) de o par
s(¢) = log max {den o , |a|} .
si d=[Q@):Q] , ona
(1.1.11) s(o) = dh(a) .
Démonstration.
Comme f&l est égal au maximum des lo{lv pour toutes les valeurs absolues ar-
chimédiennes v , on a

log |@| = I max {log|oz|v , O}
v

Soit v une valeur absolue ultramétrique prolongeant la valeur absolue p-adique

Posons

m

. = Togp T8 {loglalv » O}

Comme le groupe des valeurs de Q‘p est 2, m, est un entier positif, et le

nombre
m
v
TTTTe
p vlp
est un multiple du dénominateur de o . D'ol

logden @ = %) N, max {1oglcx|v s OF 5
v
ce qui démontre (1.1.11).

On peut montrer d'autre part que h(w) = s(o) , et que la hauteur usuelle H(w)
vérifie
dh(a) - logd = logH(a)= dh(w) + 4 log2
Nous travaillerons toujours avec un degré borné., Dans la définition de 1l'ordre
arithmétique, on peut donc remplacer logH(e) par h(e) ou s(a) . Nous démontre-
rons les critdres avec s(o) , et nous utiliserons h(w) pour en déduire les corol-
laires (cf. 1.1.11).

Signalons le fait que dans les problémes de transcendance ou le degré n'est pas

borné, la notion de hauteur la plus commode est h(w) , grice & sa relation avec
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la "mesure de Mahler" de ¢ définie de la manidre suivante : soit
da .
da
£(X) = a X +eeet a, =a (X=.)
[¢) d [¢) 3=1 J

le polyndme minimal de o sur 2% . La formule de Jensen entraine (cf. [Mah1])

1 "\
2imt \

) |
la | TT mex(1,]e.]) = exp| [ 10g|£(e®™)]at | ;
° j=1 J ‘Jo )

cette valeur commune est notée M(w) ; elle est lide & h(w) par 1'égalité sui-
vante [Be4] (lemme 11) :

h(w)

1
3 log‘M(oz) o

Pour terminer voici un résultat sur les hauteurs de polyndmes, dl & Popken,
Koksma (cf. [S4] lemme 16), Gel'fond ( [G] chap. III § 4, lemme 2) et Mahler
[Mah1] (cf. [Wa2] p. 129), et qui nous sera utile au § 7.3.

La hauteur H(P) d'un polyndme P€ C[X1 e Xn] est le maximum des valeurs

absolues des coefficients de P .

LEMME 1.1.12 - Soient P, ,..., P des polynSmes de c[x1 yeees xn] , et soit d
le degré de P1 oo ¥ Pm . Alors

-nd

H(P1 Pm) = e H(P1) H(Pm) .

§ 1,2 - Groupes algébrigques.

Les variétés algébriques que l'on considérera seront définies sur un corps K de

caractéristique O , le plus souvent plongé dans C .
a) Généralités.

Un groupe algébrique est une variété algébrique G munie d'une structure de

groupe de telle maniére que l'application

Gx G - G

(xy) - x|

bY

soit régulidre (i.e. soit un "morphisme"). La variété sous-jacente & G est alors
non singulidre ("lisse"). On supposera généralement que G est connexe, c'est-i-

by

dire que la variété sous-jacente & G est irréductible.
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Exemple 1. La droite affine, munie de l'addition : c'est le groupe additif Ga .

Exemple 2. La droite affine privée de l'origine, munie de la multiplication : c'est
le groupe multiplicatif Gh B

Exemple 3. Dans 1l'espace Mﬁ des matrices carrées m x m , l'ouvert GLm muni de

la multiplication : c'est le groupe linéaire général de degré m .

Un groupe algébrique est appelé linéaire si la variété algébrique G est affine,

et il est appelé variété abélienne si la variété sous-jacente est projective et ir-

réductible. Un groupe algébrique est linéaire si et seulement si il est isomorphe &

un sous-groupe algébrique d'un groupe linéaire GLm .

Le théortme suivant est dfi & Chevalley [Sha] (Chap.III, § 3.3), [Ba1](Th. 3.2
P. 97)s [Bor] (Th.10.6, p. 244).

THEOREME 1.2,1 (Chevalley) - Soit G un groupe algébrigue connexe. Le groupe G

posséde un sous-groupe linéaire connexe maximal L , et le quotient G/L est une

variété abélienne,

Soit K un sous-corps de € , et soit G un groupe algébrique sur XK . On note

Y

T, son algtbre de Lie, identifiée & son espace tangent & 1'élément neutre, et GK

lg,groupe des points de G qui sont ratiomnels sur K . Le groupe Gc des points
complexes de G est un groupe de Lie complexe d'algdbre de Lie TG(C)=C ®KTG; on
note exp : TG(C) - G son application exponentielle (Cf. Bourbaki, Groupes et
Algtbres de Lie, Chap. III), Si le groupe algébrique G est connexe, le groupe de

Lie Gc est aussi connexe.

Soit o g - Gc un homomorphisme analytique ; soit £ = Lie 0 o TG(G)
l'application linéaire tangente & ¢ & 1l'origine ; alors @ = exp o £ . Comme c*
est commutatif, l'adhérence de Zariski de @(Cn)' dans G, est un groupe algébrique
commutatif connexe,

Pour n=1, si £:0C - TG(C) est une application linéaire, alors = expo £
est un homomorphisme analytique de € dans GC appelé sous-groupe i un paramdtre
de G si £# 0.

Pour n =1, on appellera sous-groupe (commutatif) 3 n paramdtres de G tout

homomorphisme analytique ¢ : ¢® o G, tel que l'application Lieg : [ TG(C)

c
soit injective. Lorsque G est commutatif, si £ : ¢t - TG(G) est une applica-
tion linéaire, alors exp o £ est un homomorphisme analytique de ¢ dans GC B
b) Fonctions et variétés abéliennes.

Soit Q wun réseau de l'espace V = c s c¢'est-a~-dire un sous-groupe discret de V

de rang 2g sur Z . Les quatre conditions suivantes sont équivalentes
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(i) Le groupe quotient Cgﬂl peut &tre plongé analytiquement dans un espace
projectif PV(C) .

(ii) Il existe une forme de Riemann non dégénérée E sur V , relative & Q,
clest-d-dire une forme bilinéaire alternée E : Vx V - R qui prend ses valeurs
dans 2 sur Q x Q et telle que la forme (x,y) P E(ix,y) soit symétrique,
positive et non dégénérée.

(iii) Il existe une base de V telle que le réseau  ait une base sur Z for-
mée de 2g vecteurs Wy seees w2g dont les coordonnées soient les colonnes de la

matrice

‘e'1"| 0 0 .. O 1,0 T2 e T
0 e51 0 0 To,1 To,0 ot Tog
0 0 eg1 0 3,1 T30 et Tz o
0 0 0 & 4 T sos T

g g,1 8,2 g8

oll € yeeey eg sont des entiers positifs, et la matrice T = (Th k) vérifie les
1 ’

conditions de Riemann :

T est symétrique : Th,k = Tk,h H

si on décompose T = T' + iT" en partie réelle et imaginaire, la matrice réelle

symétrique T" est positive ét non dégénérée,

(iv) I1 existe g fonctions méromorphes sur C° algébriquement indépendantes,

et périodiques par rapport & Q .

Sous la condition (iv), le corps ?c des fonctions méromorphes sur c® s pério-
diques par rapport & (Q , est une extension de type fini de € , de degré de trans-

cendance g . C'est le corps des fonctions abéliennes sur cg par rapport & Q .

la condition (i) implique que 1'image de C®/0 est une sous-variété algébrique
fermée de 1l'espace projectif (théorzme de Chow ; cf. par exemple [Sha] Chap., VIII,
§ 3, Th. 3). C'est une variété abélienne, et le corps des fonctions rationnelles

sur cette variété est ?c -

Inversement, soit A wune variété abéliemme définie sur C , et soit X wun plon-
gement de A dans un espace projectif PV . Soit (t1 9 #ru my, tg) une base sur C

2

de 1l'espace tangent TA(C) 3 1'origine de la variété ; on note j : G° TA(C)
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1'isomorphe associé :
j(z1 gawiy zg) =z, by et zgtg .
Alors l'application
@=Xoexpo j: c® - P\)(C)
est un homomorphisme analytique, son noyau Q est un réseau de c® , et ® induit
un isomorphisme entre Cg/Q et AC . Nous dirons que @ est un homomorphisme
théta.

DEFINITION - Soit Q un réseau de C° . On appelle fonction théta relative & Q

toute fonction 6 entidre dans c® pour laquelle il existe deux applications
L:ngQ - 0 et J:Q - C, avec

0(z+w) = 0(z) exp{2in[L(z,0) + J(w]} , (z€ c®, weq) ,

et ol l'application L est OC-linéaire en z . (Cf. [L4], [S.D] , [We2]).

Quitte & changer de coordonnées, on supposera que l'image de A dans Pv n'est
pas contenue dans 1'hyperplan Xo =0 ., Soit D 1le diviseur de A intersection
de A avec cet hyperplan ; son image réciproque sur ¢ est le diviseur d'une
fonction théta © (cf. [We2]Chap, VI, n° 5, Th, 1), Pour 1=1i=v , soit 0;
la fonction théta obtenue en multipliant 90 par la fonction méromorphe déduite

de Xi/Xo 395 vérifie la méme formule de transformation que B, o Pour tout

z€ 08, (eo(z) yeoes ev(z)) est un systéme de coordonnées projectives du point
@(Z) y et
[ 6 6
1 \
ro-oftl )
C 90 90
Pour vérifier l'axiome 0.A.2 de la définition de 1l'ordre arithmétique (§ 1.1),

nous utiliserons systématiquement le lemme suivant (1'application linéaire

b
L s ® . 0% sera de la forme C° % c® x c? ’. c® ol p, est la premiére

projection).

LEMME 1,2.2 - Soient ( un réseau de €% , © une fonction th&ta relative & Q ,
telle que 6(0) 75 o, .S:.[ : 0" o €% une application linéaire non nulle, ' un

sous=groupe de type fini de C]"1 , et Y1 seeey Y, Ume base de ' sur 2 . I1

existe un sous-ensemble T de ' vérifiant les propriétés équivalentes du lemme

1.1.8, et tel gue

log min |9 o .S:.](o)l z - ch pour N = 1

OETﬂFN
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ol ¢ ne dépend pas de N .

On a noté comme précédemment
Ty = {h1y1 teeet My, (h1 g g h}&)e z 3 ]hjlé N} .

Démonstration du lemme 1.2.2.

Soit H 1la forme de Riemann associée & 6 ;3 H est une forme hermitienne posi-

tive semi-définie, et la fonction
¥(2) = |o(2)|exp {~ 3 H(z,2)}

est périodique par rapport & Q (cf. [L4]Chap. IV, § 2, Th, 3, [S.D] Chap. II,
lemme 21, et [We 2] Chap. VI). Soit A wun disque fermé de c® , de centre 0O et
de rayon & > 0 , dans lequel 6 ne s'annule pas. En vertu de la continuité et de

la périodicité de ¢ , il existe oy > 0 tel que, pour tout R= 1, on ait

loginf{|e(z)| ; =z€ Cg , |z =R, s(z)es()} = -, R .

ot s : C& Cg/Q est la surjection canonique.
On définit
T={yel ; s0 £1(Y)€ s(a)} .

Pour o€ FN , on a I£1(U)‘ = 021\T , A'oll la minoration annoncée de |9 o £1(cr)| o

De plus, comme Cg/Q est compact, il existe un nombre fini de disques de c®
de rayon 6/2 dont les images par s recouvrent Cg/Q . Dans chacun de cesdisques,
on choisit (quand c'est possible) un point deg (T), Soit F 1'ensemble fini de
points de I ainsi obtenus. Alors la condition (i) du lemme 1.1.8 est vérifide. ILe

lemme 1.2,2 est ainsi démontré.

c) Problimes de rationalité.

Soit G un groupe algébrique commutatif connexe de dimension D défini sur un
sous-corps K de C . On considére un plongement X de G dans un espace projec-
tif PV , défini sur K . Soit (t‘l yeeny tD) une base sur K de TG , et soit

J CD - TG(C) 1'isomorphisme associé. Les dérivations %- , (1
i

ment une base sur K de l'algdbre de Lie des dérivations invariantes de .G . Nous

1A

i= D) for-

appellerons représentation normalisée de 1'exponentielle de G tout (v+1 )-uplet

(q;o seeey \pv) de fonctions entiéres sur CD tel que pour tout =z€ CD,

(\po(z) geoes wv(z)) soit un systime de coordonnées projectives du point
X o exp o j(z) .

Dans le cas d'une variété abéliemme (avec wj = ej) on dira que 1'homomorphisme
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théta X o exp o j est normalisé. Alors le corps

91 GV
9"K=K(e_,ou-, 'e—)
(o} o

est le corps des fonctions abéliennes définies sur K , et Fo = Fg ®K0 .

Revenons au cas général., Identifions G & une sous-variété de P\) , et notons
H 1'hyperplan Xo =0, et G 1'adhérence de G ., On suppose que la loi de com-

)
position de G se prolonge en un morphisme G x G - G (cette condition est sa~-

tisfaite par les plongements construits explicitement par Serre dans 1'appendice 2).

Les champs de vecteurs sur G définis par l'algdbre de Lie de G se prolongent en

des champs de vecteurs sur G . Comme K[¢—1- seces q,_V] est 1l'algébre affine de
0 o

§-3Cn Ho ,on obtient 1'énoncé suivant

PROPOSITION 1.2.3 = Soit (¢o seeey \VV) une représentation normalisée de 1'expo-

nentielle de G . Alors les dérivations % , (1 =ix=D),laissent stable 1'al-
i

¥
gebre K["i—1 secey '—2] o
o o

Plagons-nous maintenant dans le cas ot K est le corps @ des nombres algé-
briques. Nous dirons qu'un homomorphisme analytique ¢ 3 ¢ - GC est normalisé
sgi p=¢odf ot {§ est une représentation normalisée de l'exponentielle de G
et £: 0 o CD est une application C-lindaire définie sur § . Cela revient &
dire que Iie ¢ : s QN TG(C) est définie sur Q .

Soit o 3 ¢ o GG un homomorphisme analytique de ¢ dans Gc , ou G estun
groupe algébrique défini sur Q . Nous dirons qu'un point ué€ ¢ estun point al-
ébrique de si o(u) appartient & Gz . Quand G est commutatif, les points
gebrique ® ? Q

algébriques de ¢ forment un Q-espace vectoriel.

Considérons le cas particulier oli ¢ est un homomorphisme théta @ : c® - Ac
d'une variété abéliemme A . Soit End A 1l'anneau des endomorphismes de A ;
alors EhdoA =Q ®y, End A est une Q-algdbre semi-simple, appelée algsbre d'endo-
morphismes de A . Tout élément de EndoA induit par @ un endomorphisme de cg ;
on obtient un plongement (cf. [Shi?2] p. 126) :

®: End A - Mg(C)
défini par
@o&(d) = rod

dont l'image est formée des éléments de Mg(C) laissant stable Q® Q o Q= ker @ .
Z
Alors les points algébriques de @ forment un module sur EndoA .
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d) Courbes elliptigues et extensions.

Si Q est un réseau de C , les conditions deRiemann (iii) consistent & écrire
Q=20 + 2w, = (z + er)u)1 , avec T = <1>2/uu1 , In(T) > 0 . Un plongement analytique
de C/Q dans P2(C) est donmé par P : C o P2(C) , P(z) = (1,p(2),r'(2))
pour z¢Q et P(w) = (0,0,1) pour w€Q , ol P est la fonction elliptique de

Weierstrass associée & Q . Elle vérifie une équation différentielle

2
P'=4 PB_gZP—gB 9

avec

gy = 60 5,(0) , &5 =140 5,(Q) ,

et

1

sm(Q) 2 M pour m > 2 ,
we Q,w#0

Une courbe elliptique est une variété abélienne de dimension 1 . Soit € une

courbe elliptique définie sur @ . On peut plonger & dans P2 de sorte que

&g = L(6,%,7) €Ry(0) 5 77t = 42 - gyut’ - gB’cB} ,

avec g, et g5 algébriques, et si © est la fonction elliptique de Weierstrass
d'invariants g, , g3 les homomorphismes th&ta sont les applications z B P(Az) ,

(A€ C, A#0) . Un tel homomorphisme th&ta est normalisé si et seulement si A€ Q .

Compte tenu de la définition donnée plus haut dans le cas général, un nombre com-
plexe u est un point algébrique de P si uw€Q ou P(u)€Q . En particulier les

points de torsion de P , c'est-a-dire les points rw, (1'6 Q, wE€Q) sont des

points algébriques de P .

Si €nd ¢ n'est pas réduit & Z on dit que ® (ou &) admet la multiplication
complexe ; alors 8ndo(e) = Q(T) est un corps quadratique imaginaire appelé corps
de multiplication complexe de € .

Pour 1'étude des extensions d'une courbe elliptique (cf. § 3.2.b), nous aurons

& utiliser les fonctions zéta et sigma de Weierstrass. La fonction sigma associde

4 Q est le produit canonique

>
o(z)=2 T[] (1-2 E+L5) ;
weaugo @ TP 2w2)

sa dérivée logarithmique est la fonction z&ta associée & Q

' 1 11
c(z) =2_(L25).=_+ v T e .2
TN 2 weEQ,uig0 @O 2 #

27




CHAPITRE 1

et la dérivée de - { est la fonction elliptique @ de Weierstrass.
Nous utiliserons la quasi-périodicité de ( : pour w = my Wy +m, o,
et N =my Ny+my Ty o (m1,m2 € Z,'nj = 2g(wj/2)) , on a
t(z+w) =¢(z) +1 .

On en déduit
m, +m, +m, m
1 277172
(-1) w(z) exp (1(z+%)) »

olz+w) =

donc o est une fonction théta relative & Q .

e) Dimension algébrigque.

Soient G wun groupe algébrique connexe défini sur G, o : ¢t o Gc un homo-

morphisme analytique. La dimension algébrique de ¢ est par définition la dimen-

sion de 1'adhérence de Zariski de ¢(C") . Si X est un plongement de G dans un
espace projectif Pv , et Py s000s Py, des fonctions enti®res sur C- , avec
¢, # O 5 telles que pour tout z€C", (@O(z) 5003 wv(z)) soit un systime de

coordonnées projectives de X o ¢ , alors la dimension algébrique de ¢ est égaie

P4 Py
au degré de transcendance sur C du corps C(E— g ong 5— o
o

o
Si o : - Gg est un sous-groupe (commutatif) & n paramdtres de G de di-
mension algébrique n , alors @(Cn) est un sous-groupe algébrique fermé de Gy .
En effet, quitte & remplacer Gc par la cldture de Zariski de ¢(c“) , on peut
supposer que G est commutatif comnexe de dimension n . Alors ¢ = exp o £ ou £

est un isomorphisme de C" sur l'espace tangent, donc ¢(Cn) = Gg o

Soient A wune variété abéliemme, B un groupe linéaire, 9q ¢ [ Ac et
Py ct Bg deux homomorphismes analytiques de dimension algébrique d1 et d2
respectivement., Alors la dimension algébrique de 1'homomorphisme

c® L 4

cx 3B

(]

z = (@1(2)’QP2(Z))

est égale & d1 + d, » On le montre soit en utilisant le fait que toute application

2
rationnelle B - A est constante, soit & partir du corollaire 9 de [Br-K].

§ 1,3 -Exposant de Dirichlet généralisé.

a) Introduction,

Soient K wun corps de caractéristique O , V un K-espace vectoriel de dimen-
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sion finie n , et I’ un sous-groupe de type fini de V , de rang 4 sur 2 . On
définit

w(T,v)
comme le plus petit des nombres

rangzsv/w(l") L - rang g Tnw
A VW T n- dim W

quand W parcourt les sous-espaces vectoriels de V distincts de V et SV/W

est la surjection canonique V - V/W .

On a toujours W(,V) = 4/n . On dira que I est bien réparti dans V =i
wT,V) = 4/n .

Ce coefficient W(I',V) joue un rble important dans plusieurs problimes diophan-

P

tiens & plusieurs variables. Nous allons voir qu'il intervient dans le théoréme de
W.M. Schmidt généralisant aux approximations simultanées le théoréme de Thue-Siegel-
Roth. Nous le verrons apparaitre aussi dans le lemme de Schwarz en plusieurs va-
riables (Chap. 7).

Pour les applications que nous avons en vue, K sera R ou C . Quand I est

un sous-groupe de type fini de c" , On a
2n
wr,c") = 2u (T,2™)
Si T est contenu dans la trace réelle R- de G , alors

w(r,e") = u(r,e") .

b) Généralités sur w(T,7V) .

Remarquons d'abord que si p(F,V) # 0, alors I' contient n éléments K-liné-

airement indépendants, et w(T,V) z 1 .
Si L =n+1 et T = Z\H +ooot ZY!1+ ZYn+1 , avec Y1 seesy Yn K-linéairement

indépendants et Y .4 = C Y teset C oY, (cjé K) , alors I est bien réparti dans

V si et seulement si 1,01 secey Cp sont @-linéairement indépendants.

Si F1 5 F2 sont deux sous-groupes de type fini de V , et V. = Fj le sous-es-

pace vectoriel engendré par Fj , on vérifie facilement que

p,(l_'1+l—'2 , v1+v2) = min p(Yj,Vj) .

On en déduit que si F1 § W 6§ Fs sont des sous-groupes de type fini de V1,..., VS

respectivement, alors F1 GRS Fs est bien réparti dans V1 [CIYS) VS si et seule-

ment si les deux propriétés suivantes sont satisfaites
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i) pour tout J =1 yeeey S, Fj est bien réparti dans Vj

18) Ty 4 Tq) = eee = W, T,) -

Le résultat suivant nous sera trés utile.

IEMME 1.%.1 - Soit I un sous-groupe de type fini de V de rang 4 sur Z . Il

existe un sous—groupe I'!' de I qui est bien réparti dans le K-espace vectoriel

f' qu'il engendre et tel que

u(r,Tr) = 4/n .

Démonstration du lemme 1.3.7,

Si T est bien réparti dans V , on prend I'' =T . Sinon, on démontre le résul-

tat avec 1'inégalité stricte par récurrence sur n .

On peut supposer T =V . Soit W wun sous-espace de V de dimension p < n tel

que
w,v) = L=
9 n_p
L=r 4 i 5 R
avec x:ranng'ﬂw, et nTp<E’ clest-t-dire Lp< nh .

Si T NW est bien réparti dans W, ona I'NW=W et
A4
p(rﬂW,W)=E>H .

Sinon, on utilise 1'hypoth®se de récurrence : il existe un sous-groupe I'' de

I' N W bien réparti dans Tt tel que

p,(f",f') >% >

Bl=

Nous aurons besoin également du résultat suivant,

LEMME 1.3.2 = Soit W un sous-espace de V de dimension p < n tel gque

L=
Wr,v) = =2

ol A= rangZ(F N W) . On suppose A > O . Alors
pTnw,w) = wr,v) .

Démonstration du lemme 1.3.2.

Supposons W N W, W) < W(T,V) . Soit W, un sous-espace de W de dimension

30

PRELIMINAIRES
Py <P tel que
A=)
W 0, W) = —
p_p»]

o Ay = rangz(F n W1) + Par hypothése

iy o 4=k
P‘P1 n-p
donc
N g
<
l'l—p,] n-p

ce qui contredit la définition de w(T,V) .

¢) Lien avec 1'hypoth®se d'un théorime de W.M. Schmidt.

Soient K wun corps de caractéristique nulle, n un entier positif, et I' wun
sous-groupe de type fini de K . Soit Y seees Y, une base de I' sur Z . No-

tons, pour 1= j=4,

Ia définition que nous avons donnée de p(T,Kn) fait intervenir les vecteurs cos

lonnes de la matrice

Yq,4 vree Y q

1 e Yz) =] sesecescscsces

(Y

Y17n coee Yf/,n

Nous allons donner une définition équivalente en terme des vecteurs lignes de cette

matrice, Pour cela, on introduit les formes linéaires

4
L;x1,..” Xﬂ)==§§ Y.  X., (1=s=n) .

Considérons un sous-espace S de Kﬂ , rationnel sur Q (c'est-3-dire défini par

2

des équations lindaires & coefficients dans Q) . Soient d 1la dimension de S
sur K, et r le rang sur K de la restriction & S de L1 — Ln . Nous dé-

montrerons un peu plus loin le résultat suivant.
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PROPOSITION 1.3.3 - Le nombre p(F,Kn) est égal au minimum des nombres %

quand S parcourt les sous-espaces de KL rationnels sur Q pour lesquels r<n .

Par conséquent I est bien réparti dans K® si et seulement si pour tout sous-
espace de Ka ratiomnel sur Q , le rang r de la restriction 4 S de L,l,,,o Ln

vérifie

r d .

v
=B

Gréce 3 ce résultat, le théordme de W.M, Schmidt [Sc] (th. 7.E) s'énonce ainsi.

THFOREME 1.3.4 (W. Schmidt) - Soit I un sous-groupe de type fini de K N G

de rang 4 > n sur 2 . Les deux conditions suivantes sont égquivalentes

a) ' est bien réparti dans i

b) Si Yy seee Y, eStune base de I' sur Z, alors pour tout e > 0 il

existe une constante c(e) ne dépendant que de e , n 5 Yy seees Yy s telle gque

pour tout N = 1 on ait

2
min{|¥] ; eIy, v# O}zo(e)N'"n"°

Ty = (b vy eewt ByYy 5 (B yeeey B)EZ , [Byl =W, (12520)) .

Nous reviendrons sur cette question quand nous aurons introduit la notion de coef-

ficient de densité.

Démonstration de la proposition 1.3.3.

Nous démontrons la proposition 1.3.3 en deux temps. L'inégalité

u(T,E) = min 222

n-xr

résulte du lemme suivant.

IEVMME 1.3.5 - Soient d un entier, 1=d=4, S un sous-espace de K)2 ration-

nel sur Q de dimension d , et r le rang de la restriction de L‘I goeey Ln

by

a4 S . Il existe un sous-espace W de K , de dimension r , tel que

rangz(l" nNwW)=4d.

Démonstration du lemme 1.3.16.

Sur S ona n -1 relations indépendantes
n

Z}1 L L,=0 (1=k=n-x) ,
8=
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avec u_ , €K . Ia matrice (uS k) ayant pour rang n - r , l'application K-li-
H 9

néaire p : &' o K'F Qqéfinie par-

n
oy yeem &) = (D 8, %)
1 n s=1 Byl B 1=k=n-r

a pour noyau un sous-espace W de K , de dimension r , et pour (g,l gesey gz)e S

on a
)
D plv.)e;=0,
=1 79
d'ol

rang, p(l) = 4-4a .

Pour établir 1'inégalité
w(r,K*) = min 2=4 y

on démontre le lemme suivant

IEMME 1.3.6 - Soient W un sous-espace de K~ de dimension p , et }\zrangz (FﬂW).

I1 existe un sous-espace S de KZ, rationnel sur Q , de dimension ) , tel gue

le rang r de la restriction 3 § de L, ,..., L vérifie

r=sop .

Démonstration du lemme 1.3.6.

Soit s : K& — K°/W la surjection canonique. Comme s(I') est de rang 4- 2\

sur Z , il existe A zrelations indépendantes

£
Z, . slvg) =0, (1=t=2) ,

avec a, J.E Z . Soit S 1le sous-espace de KJL engendré par les A éléments
9
(at’1 ,...,at,z)EKZ, (1=t=2) .

Eerivons, pour X = (X‘I ooi 8§ xn)EKn .

=3 D
s(x) = 2 2Du x_e
K=l g1 VK S K

ol € seees en_p est une base de K“/w sur K , et ug kEK o« Alors sur S
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on a

ce qui démontre 1l'inégalité r = p .
Ia proposition 1.3.3 résulte immédiatement des lemmes 1.3.5 et T1e3e60

d) Sous-groupes de R .
Soient T = ZY‘I +eoet ZYL un sous-groupe de type fini de B de rang 4 sur 2,

et # un nombre réel, Nous dirons que I a un coeffici ité = un dans
R® s'il existe deux nombres réels positifs ¢ s C, me dépendant que de
n-, Y'l y veiey YJL et u ayant la propriété suivante : pour tout N = 1 et tout

CER® avec Igl = ¢, N, il existe un élément Y de l'ensemble

T = {8y ¥, #eeet B Yy 5 (B 5, )€ z, |nl =

tel que
1=
|§_YI = 02N " °
I1 est clair que, si cette propriété est vérifiée pour une base Y seees Yy
de- ' sur 2, alors elle est vérifiée pour toute base. D'autre part si I' con-
tient n &léments R-lindairement indépendants, il suffit de vérifier la propriété

pour les gGRn avec lgl =1.

IEMME 1,3.7 - 8i ' a un coefficient de densité = un , alors

"= p.(I“,Rn) .

Démonstration du lemme 1.3.7.

Si p: B - E*P est une application surjective, alors p(T) a un coefficient
de densité = u relativement & R P . Il suffit donc que l'on démontre 1'inéga-

1lité n=4/n avec & = rangzl" . Nous aurons besoin d'un résultat plus précis.

IEMME 1.3.8 = Soit [' un sous-groupe de Rn de rang {4 sur Z , ayant un coef-

ficient de densité =u o Soit Y, seeey ¥, ume base de ' sur 2 . Soit 7 un

nombre réel, O< 1 < 1 . Il existe des nombres réels positifs c3 y 04 ’ c5 s Dne

dépendant que de N , % 5 Y, seees Y, et T , avec la propriété suivante.
1 ¢ 220

Soit N wun entier, N =c Soit

3 .

(B Yy 4t By, 5 (B geee, B)EZ B | =W, 158510},

lHI\T 4
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et soit SN un_sous-ensemble de FN , avec

Card SN = q Card FN ”

Alors il existe un sous-ensemble Ey de Sy Ztel que

CardENg 041\111“

min {|o-o'] 3 0€Ey , o' €E, o # o"}zcs g =B

Démonstration du lemme 1.3.8,

Soient cq 9 Cp les nombres introduits dans la définition du coefficient de den-
sité ; Cg 2eces Oy désigneront des nombres réels positifs ne dépendant que de
n,M,Y1 ""’Yﬂ,'

a) Soit M le nombre de points de [,y dans la boule euclidienne 1E 2c, W,

Montrons que M= c No- . Pour cela on décompose le cube [- 031\1 ) 3 N]n en L?

-1/2
cubes, avec cz =c, n / et I, = [c7 N'] . Soit ( un des centres d'un de ces

petits cubes. Il existe YgE Fl\T tel que

1=u
|Q-Y§]§02N .

. ) o 55 — -
Soient Y1 seees Yy les éléments de [, vérifiant |yg|§2c21\ﬂ % alors

3021\71_%, (1=s=M) .

IIA

(o}
le-ve - vyl
Si

5

; fonisi D5 & A 3 ; o
ce qui est vérifié dés que c7< 3 o , les points Y{; - Ys , (1=s=M s ( cen-

tre d'un des petits cubes) sont deux & deux distincts., Or ils appartiennent 3 FBN s
Dol

L M= (ex + 1),

ce qui donne la majoration de M annoncée (et en particulier x = 4/n) .

b) Dans une boule de rayon c, I\T1 - H y 11 y a au plus M points de FN .

En effet, si Yq seees Yy, o sont des éléments de FN dans une méme boule de
T-u ‘
rayon c, N , alors Yj =Yy s (1=j=h) sont des éléments de T

boule |[¢] = 2c,, g%,

o dans la
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- n n
c) Soit cy= 2 |Y I . On décompose le cube [- c, N, ¢, N]° en L, cubes,
5= Ly g % 2

c
avec L2 = [09 1\1“] , et 09 > 0—8- ,\/E , de telle manidre que chacun des petits cubes
2

1=-n

soit contenu dans une boule de rayon cy N (donc contienne au plus M points
de FN) . Comme Sy est contenu dans le cube [~ cg N, cg N]", le nombre de ces
petits cubes qui contiemnent au moins un élément de S est supérieur ou égal a

N
—-1 >
MCardSN=T]c1ON .

Pour chacun de ces petits cubes on choisit un point o de SN , et 1'ensemble EN

de ces points o vérifie les propriétés requises.

REMARQUE 1.3.9 = Le lemme 1.3.7 exprime que le nombre [.L(F,RI_I) - 1 joue le rdle

de 1'exposant de Dirichlet pour la recherche d'un coefficient de densité. (*)
Quand on étudie la suite

min{lyl ,YQTN,Y% 0}, Nz=z1,

le rdle de l'exposant de Dirichlet est joué.par le nombre

maxg-1=maxl—1
r p

(avec les notations par exemple du § 1.3.c ci-dessus). Dans le cas particulier
r = ZY1 +ooot ZYn+2 , avec Y1 geaey Yn B-linéairement indépendants et

Yn+1 = X, Y1 +ooot ann ’ ‘Yn+2 = .')r‘{1 ’

1,x1 sesey X étant Q-linéairement indépendants et y irratiomnel, on a

1
p(F,Rn)=1+m, max%=2..

I1 existe évidemment des groupes I pour lesquels 1l'inégalité du lemme 1.3.7
n'est pas la meilleure possible (par exemple, pour n=1, [ =2+ Zt ou t est
un nombre de Liouville). Le théorime 1.3.4 de W.M. Schmidt va nous permettre de

montrer que cette inégalité est la meilleure possible quand T c ‘-)‘n ne.

/o~ -
THEOREME 1.3.10 - 8i ' est un sous-groupe de Rn n Qn de type fini sur 2% , pour
tout ¢> 0 I a un coefficient de densité = w(,E") - e.

Démonstration du théortme 1.3.10.

Dans le cas o I' est bien réparti dans B , le résultat découle du théoréme
1.3.4 et du lemme de transfert suivant [Ca] {Chap.V, th.II, VI, VII).

(*) On notera aussi que T est dense dans B® si et seulement si w(l', B°) > 1.
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ILEMME 1.3.11 = Soit [ = Z‘{1 +ooot ZYZ un sous-groupe de Rlrl de rang 4 . Les con-

ditions suivantes sont équivalentes. -

(i) Pour tout ¢ > 0, ' a un coefficient de densité = (4/n)-¢ .

(ii) Pour tout e > 0, il existe c¢ = c(e) > 0 tel que

L
min{ |Y| ; Y€ Iy s Y# 0} = c(e) g m"e,
Le théordme 1.3.10 étant ainsi démontré dans le cas ou [ est bien réparti dans
R , nous allons le démontrer dans le cas contraire par récurrence sur n . Soit W
7 s :
un sous-espace de R~ de dimension p < n avec

bl L=\
p(T,R):nTp, ?\:rangzl"ﬂw.

Soit u = p(F,Rn) - ¢ . Comme 1'image s(I') de I dans Rn/w est bien répartie
dans R°/W , et que

P'(S(F>! Rn/w) = P(Fan) 9

s(I') a un coefficient de densité = u dans Rn/w . De plus 1l'hypothése de récur-
rence et le lemme 1.3.2 montrent que I' N W a un coefficient de densité = »

dans W .

Soit alors (€ R y |g| = ¢y N . I1 existe Y’IEFN/Z tel que

14 _ 1—%
Islc) - s(¥)|=z cpp W .
On en déduit EW, |€2] = Cq3 N , avec
! = T-n
{Q—YT—QZIZO,IAN .
Maintenant il existe Y26 FN/Z , tel que
T-n
IQQ‘Y2I§C15N ’
d'ou
| , T-n
Q—Y‘I_Y2§C‘I6N .

On comnait d'autres exemples de sous-groupes de B ayant un coefficient de den-
6.

1 quand Yj -e! , ©.€Q

(1= j=n+1) gréce 2 un résultat de Baker [B] (Théortme 10.1). D'autre part on a

sité maximal ; c'est le cas pour I = ZY1 +ooot ZYn

la proposition suivante, qui résulte du lemme 1.3.11 combiné & un théordme de
Khintchine (cf. [Iu]).
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PROPOSITION 1.3.12 - Soient #4 et n deux entiers, £ = n . Pour presque tout
in
(V) seees Y,)ER

(au sens de la mesure de Lebesgue), le sous-groupe

I = ZY,] tooot ZY,@

v

de R 2 un coefficient de densité % - ¢ pour tout e > 0 .

e) Hypersurfaces algébriques de ",

Soient S wun sous-ensemble fini non vide de C° , et t un entier positif. On
note wt(S) le plus petit des degrés des hypersurfaces algébriques ayant en chaque

point de S wune singularité d'ordre = t :

wt(S) = min{deg P ; P€ C[z_] awi iy zn], P# 0, DTP(O') = 0 pour
tout c€S et TENY, |7| <t} .

Ces nombres sont utiles dans 1'étude du lemme de Schwarz & plusieurs variables

([wa3]II, § 5 ; cf. Chap. 7), et c'est un problime important et difficile de les

minorer. La majoration est facile.

LEMME 1,3.13 - On a
0,(8) = (bm-1)(Caza §)1/7 _ (n1) .

Démonstration du lemme 1.3.13.

Le syst®me d'équations lindaires homogines

D"P(g) = O (c€ S, Te XN, [7] < %)

dont les inconnues sont les coefficients de P admet une solution non triviale

pour laquelle deg P= A d&s que

(/'A+n) 't +n =1
i >

Card S .
n n

Soit A 1la partie entidre de (t+n-1)(Card S)1/1rl - (n-1) . Alors, pour 1=k
ona A+k> (t+k-1)(Card S)1/n . Donc mt(S) = A . D'ou le lemme.

IIA
B

Nous démontrerons au § 7.5 les inégalités
1w, (8) = 1w (9) = w,(s)
n 1 =t 7t = °

(La deuxi®me inégalité est triviale, alors que la démonstration de la premidre néces-

site -jusqu's présent- de l'analyse complexe.)

Considérons de nouveau un sous-Z-module de type fini [ = ZY,I +ooot ZYl de C" 5
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de rang 4 sur % . Pour N = 1 , notons comme d'habitude

1A

Iy = Yy +eeet Y, 5 (B 5eeny hJ@)EZJé , |hj| N} .

IEMME 1.3.14 - Il existe une constante c“7

telle que pour tout t et N entiers positifs on ait

> 0 ne dépendant que de n,\(1 ge0ey Yj& 7

r,c*
wt(FN) = 017t NH( ) ‘

Démonstration du lemme 1.3.14.

Le lemme 1.3.13 donne immédiatement

mt(FN) = oygt I\T['/n

et on applique ce résultat & l'image de [ dans cn/w , ou W est un sous-espace
de G de dimension p<n tel que
u(r,o®) = L=k A=rang, I N W
9 n_p ? Z L
I1 serait intéressant de savoir si 1'inégalité du lemme 1.3.14 est toujours la

meilleure possible, autrement dit de savoir si

“(T,Cn) -€

> *
m‘l(FN) = 019(e)N pour tout € > 0 . (%)

Cette inégalité est vraie quand I c an RE" : c'est une conséquence de 1'énoncé

suivent, que 1'on déduit du théortme de Moreau [Mo] (cf. § 7.3 ci-dessous).

Soient E wun sous-R-espace vectoriel de ¢" contenant n éléments C-linéaire-
ment indépendants, et I' un sous-groupe de type fini de E , ayant un coefficient

de densité = wu dans E . Alors

N,

(6]

v

@y (FN) 20

ol ¢,y me dépend que de n , E et Y1 ywo oy Y!, .
Si E=C", un résultat de Masser [M1] (Appendice 2) entraine
- 2n
w, (FN) z ¢y, N .

Nous reviendrons sur ces résultats au chapitre 7.

(%) ef §7.6.

39




CHAPITRE 2

MATRICES ET NOMBRES TRANSCENDANTS

1,1

Le but de ce chapiire est de développer les résultats sur les groupes algébriques

lindaires dont nous aurons besoin dans la suite .
Soit @ : ¢t o GLm(C) un homomorphisme analytique ; nous étudions les points
v €C” (ou y€ Q) pour lesquels o (y) € GL (§ Pour =n =1, puis pour

n = 2 , nous commengons par étudier le cas ol ¢ est normalisé. Si 1'on suppose
vy € Qn , il suffit d'une hypotheése sur l'irrationalité de ¢, sinon il faut faire

intervenir la dimension algébrique de ¢ .

Nous montrons que cette étude se raméne a celle de la fonction exponentielle
usuelle, et donc aux énoncés classiques de transcendance du § 1.1. C'est facile
pour les sous-groupes & 1 paramétre ; c'est plus intéressant dans le cas de plu-
sieurs variables, puisque les arguments d'algébre linéaire qui interviennent
nous seront utiles au chapitre 6 dans le cas d'un groupe algébrique (commutatif

connexe) quelconque.

Enfin nous verrons que l'étude des points de ¢ ouum homomorphisme aralytique
@ ¢t a4 Lm (@) prend des valeurs algébriques est 1liée au probléme consistant
4 montrer que, sous des hypothéses naturelles, un déterminant dont les coefficients

sont des logarithmes de nombres algébriques ne s'annule pas.

§ 2.1 - Généralités.

a) Sous-groupes 3 1 paramdtre de G Ly ().

Soit ¢ : C— GLm (6) un sous-groupe & 1 paramdtre, c'est-a-dire un homomor-
phisme analytique z - exp (Mz) dont la dérivée a l'origine M=¢'(0) € M (c)

n'est pas nulle.

Si la matrice M est nilpotente, alors

o(z)= D "
finie °

est une fonction ratiomnelle, chacune des cordonnées ?; 4 de ¢ étant un poly-
9

nome. Dans le cas général, si )\1, bwis )\r sont les valeurs propres distinctesde M,
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alors chaque q)i,j est un polyndme exponentiel

r Az
EPk(z)ek .
k=1

Notons que si A est une valeur propre de M, et t € C, alors e)\t est une

valeur propre de la matrice (%)

b) Homomorphismes analytiques de Cn dans C—LIIl (C) &
Un homomorphisme analytique de ¢® dans GLm (@) n'est autre qu'une application

n
(z,l,..., zn) = exp (j§1 Mj zj)

ol les matrices M,], v o wig Mn commutent deux-a-deux.

Un exemple de sous—groupe commutatif & 2 paramétres de GLg (¢) de dimension

algébrique 3 est

Z,+% Z, + 2 z. 4z
1 2 1 2 1 2 1 72
: ; ( ) 2 212 (2247 zl)2
2.1.1 Z,y Z = z. +z z. 42
1 2 0 9 172 2, P 172
0 0 #1422
avec
log2 1 0 log2 O 1
M= 0 log2 I , My= | O log2 0
L0 0 log?2 0 0 log2

\

S

Tn exemple de sous—groupe commutatif & 2 paramétres de GL3 (¢) de dimension algé-

brique 3 est

Z b4
2! 0 2
(2.1.2) oz, 5 2)) =| © 51 o
o o 2!
avec
log2 0 0 0 0 1
m= | o log3 0 , M= [0 o o
0 0 log2 0 0 0

Dans chacun de ces deux exemples on peut trouver un sous-groupe I' de 5,2 dont

1'image par ¢ soit algébrique, et qui ne soit pas de rang fini :
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r={ (o, r-a) ; 0155. , T€Q}
dans le premier cas, et T'=Q X Q dans le deuxi®me.

D'autre part si Pqreces Py q sont des nombres premiers deux-a-deux distincts,

Z Z, AP z. WD J
5 1 2 1 2 -1
(2.1.3) (21’22) Hdlag(e ) gesey € o )

est un sous-groupe commutatif normalisé & 2 parametres de GLm (¢), de dimension
algébrique m , qui prend des valeurs dans GL (§) aux points (loga,0), «

algébrique # 0 .

§ 2.2 -~ Sous—-groupes & un paramdtre normalisés.

Etant domné un homomorphisme analytique ¢ de C dans GLm (C) , On se propose
d'étudier les u € C tels que o(u) € GL (Q) . Nous commengons par le casol ¢ est
normalisé : ¢'(0) €M Q).

‘IEE/OR‘\EME 2.,2,1=80it ¢ : C = GLm(C) un sous-groupe & un paramétre tel gque

9'(0) € Mm(_Q). S'il existe u € C,u # 0 tel que «o(u) € GL (Q) , alors, la dimen-
sion algébrique de ¢ est égale a1l .

COROLLAIRE 2.2.2 - Avec les notations du théortme2.2.1, si ¢ n'est pas rationmel,

alors u est transcendant.

Démonstration du Corollaire 2.2.2.

(c)

On applique le théor2me 2.2.1 au sous-groupe a 1 parametre ¢ : C - GLm+2

défini par

0 1 0...0

0 0 0...0
$(z) = exp{ | . -

s 9(0)

0 0

Si wu était algébrique, avec o(u) € GL, (Q), on aurait Y(u) € GL_ . (Q), et ¥

m+1

serait de dimension 1, donc ¢ serait une fonction rationnelle

Le corollaire 2.2.2. contient le théortme de Hermite-Lindemarmm 1.1.2 correspondant
% m=1, o(z) = ¢, etle théortme 2.2.1 contient le théortme de Gel'fond-Schneider

1.1.3 avec m=2 et
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Inversement, nous allons déduire le théoréme 2.2.71 des théorémes de Hermite-—

Lindemann et Gel'fond-Schneider.

LEMME 2.2.3 - Soit ¢ : C = GLm(C) un sous—groupe & 1 paramdtre de dimension algé-
brique d, et soit & le rang du sous - Z - module de C engendré par les valeurs

propres )\1,..., )\m de ' (0). Soit 0 un sous-corps algébriquement clos de C

contenant les coefficients de la matrice 9'(0).

a) Si ¢'(0) est diagonalisable, on a

)\12 ?\mz
Q[{CPi’j (Z)}1§i,j§m]=n[e gio v wsg 18 1,

donc d =8,

b) Si '(0) n'est pas diagonalisable, on a

)\1z )\mz
Q[{Cpi,j(z)}‘léi,jém]:()[z’e gecoy € ]v

donc d=8+1.

Démonstration du lemme 2.2.3.

Si ¥(z) = P. o(z) P! avec PE GL, (Q), alors

0L Y 12s, 32nd =00 {9 5} ]

JEm yJ1=1i, j=m

Comme t(z) = exp (P 9'(0) g z), on en déduit a).

Pour b), on est ramené au cas

M, 0...0
?1(0)=[ O My.. 0
0 0...M

r

avec r<m et

J
0 A, 1 soe 0o O
J
M, = B B . e . .
J 9
0 O 0 oo AL 1
J
0 O 0 coe 0 A,
dJ
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et alors
Z2
1 z en e e e
0 1 b4 i A.z
exp (sz) = e

ce qui démontre le lemme 2.2.3.

Démonstration du théoréme 2.2.1.

Si ¢ est une fonction ratiomnelle sa dimension algébrique est 1 . Sinon o' (0)
admet une valeur propre non nulle, et le lemme 2.2.3b) joint au théoréme de
Hermite-Lindemann montre que ¢'(0) est diagonalisable. Alors le théoréme de
Gel'fond-Schneider, gréce au lemme 2.2.3 a), montre que deux valeurs propres de

©'(0) sont Q- lindairement dépendantes, c'est-a-dire 8 =1, donc d = 1.

Les seuls homomorphismes irratiomnels ¢ vérifiant les hypothéses du théoréme

2.2.1 sont donc, aprés un changement de base & coefficients algébriques, de la

forme

b1kz
e 0 . . ‘ 0

b Az

e & . . . 0

9(z) =
bmhz

0 0 # . . e

avec A €@, A #0, et b1,..., bm entiers rationnels non tous nuls. Les u € C

tels que ¢(u) € GL, (q) sont alors les nombres de la forme u = ;\- log o,
0 €Q a#0.

§ 2.3 - Sous—groupes & un paramétre sans normalisation

Nous considérons maintenant un sous-groupe & un paramétre ¢ : C - C»Ln1 (c) pour

lequel nous ne faisons plus d'hypoth®se algébrique sur ©'(0).

a) Points algébriques du graphe.

T1 peut exister un nombre algébrique v # 0 tel que @(y) € GL, (), sans que
¢ soit rationnel (par exemple m = 1, cp(z)=2Z , Y€ Q) . Dans ce cas les seuls

nombres algébriques possédant cette propriété sont de la forme ;5 v ,;& € Q.

TPIéORM 2.3.,1 - Soit @ : C - GLm(C) un sous-groupe & un paramétre non rationnel.

Si vq»Y, sont deux nombres algébriques tels que cp(y1) € GLm(Q) et
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cp(-vz) € GL (Q), alors Yqs Y, Sont Q- lindairement dépendants.

Démonstration du théoréme 2.3.1 .

Ay,
Soit A une valeur propre non nulle de ¢'(0). Alors e J est une valeur

propre de cp(\(j), (§j=1,2), donc le théordme 2.3.1 est une nouvelle formulation
du théoréme de Gel'fond-Schneider.

b) Indépendance lindaire de points algébriques.

Soit ¢ : C = GLm(C) un sous-groupe & un paramdtre non rationnel. Soient

Uggeesy Uy des nombres complexes Q- linéairement indépendants tels que

o(uy) €6, (@, (1=3=4).
Alors Ujseesy Uy sont Q- lindairement indépendants.

Cet énoncé est une conséquence immédiate du théoréme 1.1.9 de Baker.

c) Dimension algébrique.

Soient Uyseeey Uy des nombres complexes Q- linéairement indépendants tels que
cp(uj) €cr (@), (1=554).

S8i on veut majorer &, on doit supposer que la dimension algébrique de ¢ est
supérieure ou égale & 2 (cf. §2.2). On conjecture alors que 4 = 1, mais on ne

connait que le résultat suivant.

7 \
THEOREME 2.3.2 - Soit ¢ : C = GLm(C) un_homomorphisme analytique de dimension
algébrique d, et soit T un sous-groupe de C de rang £ sur Z tel que
o(T) cc.Lm('d). AMlors d22 >4=2 et d=23 24=1.

Démonstration du théordme 2.3.2.

Soient )\1, eeey A des valeurs propres @ - linéairement indépendantes de ¢'(0).

)
Alors

Ai'Y _

e €Q pour 1=is=6,vET,
et le corollaire 1.1.7 donne la majoration £ 6§ = £ + 6, Si d=8, c'est le résultat
désiré. D'aprés le lemme 2.2.3 il ne reste & &tudier que le cas oh ¢'(0) n'est
pas diagonalisable. Nous allons montrer dans ce cas d=2 = 4 =1 comme consé-

quence du théordme de Gel'fond-Schneider.

Soit f 1'une des coordonnées ®; j de o :
9
m v Az
f(z) =2 © a LN
=1 k=t 0K
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Soit u € ' tel que ()\s-)\t) .u ¢ 2inZ pour Ag # Ay (un tel wu existe d2s que
£=2), Comme f(hu)€ @ pour h€'Z, ona

Me

v Au
z (as,k uk—1) el (e ® )h € Q@ pour tout h€ 7,
k=1

fi
-—

d'oll 1'on déduit par un calcul de déterminant [Wa2] (p.175)

s W TER, (1£ssm 15k sv),
s,k

donc
=rz X
f(Z)EQ[E, e yeees ©
ce qui montre que le corps
= Z -1 m
Q( E s © gesoy © )

est une extension algébrique finie du corps

Qo DYygs, yen)

Si A= 2, soit u' €T avec u,u' Q- lindairement indépendants. Alors

A u ksu'
1.1'/u€§,,eS € et e

€Q pour 1=s=m et on déduit du théordme de
Gel'fond-Schneider A =0, (1=s

=m), d'oh d=1.,

Cette démonstration montre que le probléme des quatre exponentielles (efe §1.1)

g'énonce, avec les notations du théoréme 2.3.2,

iz2 >4=1.,

Y

§ 2.4 - Sous—groupes commutatifs & plusieurs paramdtres normalisés.

Quand on étudie les homomorphismes analytiques

®:C =cL (C)

n
z Hexp(D M, z.)
2093

normalisés : Mj €M (@), (1 =j=.n), on se ramdne au cas de sous—groupes commu-
tatifs & n paramdétres de la manidre suivante : si, disonms, M1,..., MV sont

@- lindairement indépendants, et

<

M, = . M 12j=n
3 y sJ,S s ( = J )!

alors @ =¢of oh £: c® 4 ¢ est 1l'application lindaire définie par
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n
COTRER Zn)=(j§1 Pi,s zj)1§s§v

et | est un sous-groupe & v paramétres de GLm (c) :

v
‘v]’(t-]"'ﬂ t\))= exp (E MS ts)-
s=1
D'autre part, si ¢ est normalisé, et si vy € Qn, Y # 0, le sous-groupe & 1

paramdtre 1z & ¢ (Yz) est rationnel si et seulement si o(Y) € GL, (®)

(cf,2.2.2) . Comme 1'ensemble {v€ C" ; o(vz) est une fonction rationnelle de
2z} est un sous-espace vectoriel de ¢” , et que pour v € (_;n dans ce sous—espace

les coordonnées @ 3 (vz) sont des polynbmes en z (& coefficients algébriques
9

puisque Mj € Mo (§), autrement dit ¢(vz) est ratiommelle sur §), il est naturel
de se placer sur un supplémentaire de ce sous-espace, autrement dit de supposer que

pour tout v € C', v#0, le sous—groupe & 1 paramétre z+ ¢ (vz) n'est pas
rationnel.

a) Transcendance des coordonndes de points algébriques.

Un point u € C" est un point algébrique de o si o(u) € GL (). Nous montrons
que les coordonnées d'un tel point sont nulles ou transcendantes. Un exemple typique

est le suivant :
z, +/2 z,
e 0
Wz 1 2,) = 2,
0 e

avec

u= (log2, 0)

ou bien

u = (log2-,21log3 , log3).

THEOREME 2.4.1.- Soit ¢ : € = eL (¢) un sous-groupe commutatif & n paramdtres
tel que, pour tout v € G, v £ 0, le sous-groupe & 1 paramdtre z v o (vz)

ne soit pas rationnel. On suppose ¢ normalisé au sens ol

Mj=alzjcp(o) EMm(Q), (1=j=n).

Si u€ ¢" est tel que o(u) € GL (@), alors toute combinaison lindaire ¥ coeffi-

cients algébriques des coordonnées de u est nulle ou transcendante.
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Démonstration du théoréme 2.4.1

Comme les matrices Mj commutent deux & deux, il existe P € GL (Q) telle que

Comme cp(u) € C—Lm Q) , pour 1 =s =m il existe un nombre algébrique non nul

o et une détermination de son logarithme tels que, si u = (u,],..., un) ’

n
= = =
j§1 )‘j,s ug log o, (1 &s=m)

Lthypoth®se sur 1l'irrationalité de ¢ signifie que la matrice

()‘j,s)‘l =j=n,1=s=n a pour rang n . Il existe donc des nombres algébriques

ﬁj g (f=jSn,1=s=m) tels que
9
m
, = .1 . 1=j=n).
wy =D By logay, (1=£3=n)

Le théoréme 2.4.1 est donc une conséquence du théoréme 1.1.9 de Baker.

b) Indépendance lindaire de points algébriques.

On note Eqrecey € la base canonique de ¢

'ITIF:‘ORﬁME 2.4.2 - Soit @ : Cn -+ GLm (C) un sous—groupe commutatif & n paramdtres,

avec a—az— (0) € Mm(f),), tel que, pour tout v € €7, v £ 0, le sous—groupe & un
J

paramdtre z+ ®(vz) soit irrationnel.

Soient Upgeoey Uy des éléments Q- lindairement indépendants de Cn tels que

q:(us) € GL (Q), (1=s=4), Alors qreees €5 Uypensy Uy sont Q- lindairement
indépendants.

Le cas m=n =1, ¢(z) = e? est le théoréme 1.1.9. de Baker. Le cas général

va s'en déduire, gréce aux lemmes suivants.

LEMME 2.4.3. - Soient B,,..., By € Mm(C) des matrices commutant deux & deux,

telles que exp (Bs) € GL (Q), (1=s=4). 8'il existe des nombres algébriques
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B.,eees B,, non tous nuls, tels que
1 L

ByBy+eeet By By € Mm(f_),),

alors il existe des entiers rationnels b1,..., bz , non tous nuls, tels que la

matrice b1 ]31 +ooot bz Bz soit nilpotente.

Démonstration du lemme 2.4.3.

On peut évidemment supposer B,] =1
On démontre le lemme par récurrence sur £, Pour £ = 1, le lemme signifie que
si BE Mm(é,) vérifie exp(B) € GLm(C_;,), alors B est nilpotente. C'est le

théoréme de Hermite-Lindemann sous la forme 2.2.2.
Supposons le résultat démontré pour £-1 . Si 1'une des matrices B1,..., BL

est nilpotente, le résultat est banal. Sinon il existe des valeurs propres

)\1 gie sieiy }‘L simultandes de B1,..., B, et non toutes nulles. Alors

51 )\1+...+ BZ )‘L est une valeur propre de 51 B1+...+ ﬁz By, » donc

B A 4+eeot+B, A
o1 t g

Comme e ° € @, (1=ss=4), et comme B'I =1, on déduit du théoréme de Baker sous
la forme 2.4.4 l'existence d'entiers rationnels b1,..., bz , non tous nuls, tels

que
b1 B1+...+ b, ﬂ.@ =0.

Disons par exemple b, 4 0. Alors
£ 4-1
b, Z B,B,= 3?1 ej (bJz :5j - bj B, ) appartient & Mm(Q),
et comme
exp (bz Bj - bj BL) €cL (@),
7’
on peut appliquer 1'hypothése de récurrence.

Nous avons utilisé le théoréme 1.1.9 de Baker sous la forme suivante

LEMVE 2.4.4. - Soient B, 50 (1=ish, 1sj=k) des nombres algébriques, et
9

C¥1,..., % des nombres algébriques non nuls. Pour 1=j=k, soit logozj une

détermination non nulle du logarithme de ozj. On_suppose
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1
b

k
> B. . loga.= 0, (1=i=sn).
5= J 4

Alors il existe des entiers rationnels b1,..., bk , non tous nuls, tels que

k
2 B, .b,=0, (1=i=n).
j:

En vue d'une application au chapitre 6 (cf. 6.3.3), nous déduisons cet énoncé

du théordme 1.1.9 & 1l'aide du lemme suivant.

IEMME 2.4.5. - Soient D un corps commutatif ou gauche, A1 et A2 deux sous-

anneaux de D, avec A1 CAZ’ et L un sous-ensemble d'un A2 module qui est

un A, - module libre de rang fini tel que toute famille d'éléments de L libre

1
sur A, soit aussi libre sur A2 . Soient 7\,],..., }‘k des éléments non nuls de
L, et By 57 (1€ish, 1=jSk) des éléments de A,, tels que
;i
k
> B. .A.=0, (1=i=sn).
j=1 13

k
. . b.=0 1=1=h) .
D Py,505=00 ( )
J_
Le lemme 2.4.4 correspond & A‘l =%, A2 =Q, et L estle Z-module engendré
par Aj = loga., (1 =j=k) . L'hypoth®se sur 1'indépendance linéaire est vérifiée

par le théoréme de Baker.

Démonstration du lemme 2.4.5.

Il n'y a pas de restriction & supposer que 11, iwg }\k engendrent le A,]—module L.

Soit D1 le corps des quotients de A1, et )\%,..., )\:'c une base sur D1 de
L® D1 :
A
r
- ' = i=
mA = Dom A, (18351,
s=1
avec m €A1,m 40, et mjseA1 (1=j=k, 1ss=71).
:
Donc
k r m, s
T B, ., =B =g, (1si=h).
i el i, @, s
J=1 8= J
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Comme par l'hypothése 7\1', vy )\i‘ sont A2— linéairement indépendants, on en
déduit

k m,
DB, . =kE_o, (1sigh,1ss=1).
LI o,
J J
On pose enfin
= o § s =Ej=
bj Myees M mJ’s/mJ, (1=j=k)

ol & est choisi de telle manidre que My (seeesy Iy o e soient pas tous nuls.
9 9

Démonstration du théoréme 2.4.2.

- s °
Notons ug (us,j) 15350’ (1 =s=4). Supposons

B1 u, +...+BL u, =y

avec Biy..., B, mnombres algébriques non tous nuls, et y = ('y,‘ Ip— 'yn) €q .

Alors; en posant

n
}3s=__1 Mj Uy, (1=ss=s4),
J_
on a
L n
LB B =2 v.M €M (],
s=1 % 8% 421 9 Y m

et le lemme 2.4.3 montre qu'il existe des nombres rationnels non tous nuls

L

b1,..., b, tels que b3 bs BS soit nilpotente. L'hypothése sur 1l'irrationalité
s=1

de ¢ implique

2 b u .=0, (1=j=n),

c'est-a-dire

‘b1 Uyteoot “b'z u, = 0

¢) Dimension algébrique.

I1 est facile de construire (cf. (2.1.3)) un sous-groupe commutatif & n paramd-

tres normalisé o : o Lm (¢), de dimension algébrique quelconque =n, qui

premne des valeurs dans G L (@) en n-1 points C- lindairement indépendants de
¢®. Mais on ne peut pas en faire autant avec n points C- linéairement indépen-

dants.
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THREOREME 2.4.6. — Soit @ : ¢t GLm(C) un homomorphisme analytique normalisé.

§'il existe n points C- lindairement indépendants de Cn dont 1'image par @

soit dans GLm(Q), alors la dimension algébrigque de ¢ est inférieure ou égale

N

a n

Nous avons vu que le cas n = 1 (théorime 2.2.1) était équivalent aux théorémes
1.1.2 et 1.1.3 de Hermite-Lindemann et Gel'fond-Schneider. Pour démontrer le cas

général il faut utiliser le théoréme de Baker.
La dimension algébrique de ¢ se détermine & partir de 1'énoncé suivant. Pour
x=(x1,...,xn)€(3'n et y=(y1,..., yn)ECn,
n

on note <x,y>=D X Vg e
s=1

IEMME 2.4.7. - Soient Kyseees X des éléments de ¢®. Les fonctions entidres de

n variables complexes z= (z1 yeoes zn)

<x1,z> <x_h,z>

Zyseeey Z e seesy €

n 9
engendrent une extension de C dont le degré de transcendance est n+r, ou r

est le rang sur Z de Zx1+...+th.

Démonstration du lemme 2.4.7.

On se ramdne facilement & montrer que si Wyy..., Wy sont des éléments deux—3a-

deux distincts de Cn, et P1,..., Pq des polyndmes non nuls de
C [z]: C [z,],..., zn], la fonction
q <w 52>
Flz)= D P (z) e
k=1
n'est pas identiquement nulle.

On démontre ce résultat par récurrence sur n . Le cas n=1 est facile (par
récurrence sur q ; cf [Wa2](1.4.2)). Soit z'=(z1,..., Zn—1) ec® !, wotons

Q €C [zn] les polyndmes

Qk<zn)=Pk (Z',Zn) 9 (1§k§q).
Notons de méme W = (w'k y W n) , et soit {v1,..., vt} 1l'ensemble des valeurs
distinctes de w_ (1sh=q). Ona
9
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t <wl'{ y 2! > vz,
P(z)= D (D a (z) e ed B,
J=1 k
ol la deuxiéme somme est étendue aux k tels que L vj .81 F =0, le résul-
9
tat en une variable montre que chacun des polyndmes en Z, -
<w_i: 4 z' >

%Qk (z) e

est identiquement nul. Dans une telle somme, les wl'{ sont deux-a-deux distincts.

En faisant varier 2z', on en déduit que les polyndmes P, sont identiquement nuls,

k
grice & l'hypothése de récurrence.

Le lemme 2.4.7 permet de ramener la démonstration du théortme 2.4.6 & celle de

1'énoncé suivant.

PROPOSITION 2.4.8. — Soient h un entier, 1=h=n+1, 51,..., Bh des éléments

Q- linéairement indépendants de Qn » et uysees, u des éléments C- lindaire-

On

indé =3= =
ment indépendants de ¢" . Pour 1=j=n, on note uj (uj,s)1§s§n . On

suppose que les nombres

us g (1=38n , 1=s=n-h+1)
9

sont algébriques. Alors 1l'un au moins des nombres

<ﬁi,uj>
e 5 (1=is=h,1s=j=n)

est transcendant.

Cela revient & dire que les n+1 fonctions

<B_‘, z > <E§h,z>

Zyseses B , e -

n-h+1

ne peuvent prendre simultanément des valeurs algébriques en n points C-linédsi-

rement indépendants de .

Démonstration de la proposition 2.4.8.

<B, s>
1

Supposons les nombres e tous algébriques. Notons k=n-h+ 1, et

soit Eqaeens € la base canonique de Cn On se raméne facilement (par change-

ment de base définie sur @ et par récurrence sur n) au cas ol ﬁi =8

+1
sont telles que

(1=i=h-1), et ol les coordonndes (\(1,..., \(n) de Eh
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1o Ypqre00 Yo soit une base sur @ du Q- espace vectoriel engendré par

Ty Vyyqreeer Yoo BVEC k+1=r=n.

Pour 1= j=n, soient on. 4 (1=4=n) et ej des nombres algébriques tels
9
que

. = o, 1=s=k
uJ’s aJ’s d ( )'

]
|

—1ogajt, (k+1 =t =n),
9

k n
DL - Y v, loga, , =log 6. .
o1 5 IS gy T BT J

De plus, soient Ci g2 (0sisr,k+1=t= n) des nombres rationnels tels que
9

b g
= .
+ D op,5 Vi 0 (k+1 =1t En)

T %0 Ty
Alors, pour 1=j=n, ona
T n n .
i§<+1 Yit=zl><+1 oy g 108 ¥y 4 = log @. _t-_-zl>c+1 Cyo 108 %y _53 Yo %y ¢

On utilise maintenant le théoréme de Baker : sous la forme 1.1.9, il domne d'abord

T oy @, =0, (1=j=n).

Ensuite, grice & 2.4.4 et & 1'indépendance lindaire sur Q de 1, Yiepq12 oo Yoo
on a

n
. loga, ,=0 k+1 sisr,1sj=n).
E}m oy,q logy =0, ( ,1=j=n)

Comme r =k + 1, la matrice (log aj,t)1§j§n,k+1§t§n a un rang <n-k,

donc Ugseoey Uy sont C- linéairement dépendants.

REMARQUE - Le théordme 2.4.6 [L2] chap. IV § 4Th.2. est plus ancien que le théoréme
de Baker. Mais il contient plus d'informations que les théortmes de Hermite-
Tindemann et GCel'fond-Schneider, puisqu'il entraine, par exemple, la transcendance

de 1'un au moins des 2 nombres
2233 s 25

et plus généralement de 1l'un des nombres
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n Bi
ST (1=j3=n),
i=1 b

quand 1, 51, .oy Bn sont Q- lindairement indépendants et

det (log aij) £0.

§ 2.5 - Homomorphismes analytiques de ¢® dans GL, (c).

S

Nous étudions maintenant la généralisation & plusieurs variables des résultats

du § 2.3.
Soit o : (ol C-Lm (¢) un homomorphisme analytique,

n
cp(z1,..., zn) = exp (33 Mj Zj)'

La seule hypothése que nous faisons sur les matrices M‘I""’ Mn est qu'elles ne

sont pas toutes nilpotentes (et bien sfir qu'elles commutent deux & deux) .
Un exemple de cette situation est donnée par le cas m = 1

[ Cn = C*
?\1 By et ?\nzn

(Z‘I’”" zn) = e ’

ol )\1, <% $6 Kn sont des nombres complexes non tous nuls.

a) Points algébriques du graphe.

On souhaite majorer le nombre de v € E),n, Q- linéairement indépendants, tels que

o(y) € GL (§) . Les deux exemples (2.1.1) et (2.1.2) montrent qu'il faut imposer
une hypoth&se supplémentaire.
L'hypothése la plus naturelle concerne l'irrationalité de . S'il existe

vEQ, v#0, tel que ®(y.z) soit une fonction ratiomnelle de 1z, définie sur
Q, alors o(y.a) € 6L (@) pour tout o« € @ .

J o~
THEOREME 2.5.1 — Soit ¢ : Cn - GLIIl (C) un _homomorphisme analytique. Soit T wun

sous -groupe de 'Qn, de type fini et de rang 4 sur Z . On suppose que pour tout

v € T,y # 0, le sous—groupe & un paramdtre 2z +* ¢(yz) n'est pas rationnel. Si

() CGLm (Q), alors L =n .
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On en déduit par récurrence sur n que des éléments Q- lindairement indépendants

de I sont aussi C-linéairement indépendants.

Pour arriver & ce résultat, nous passerons par un énoncé dans lequel on suppose
seulement ¢ irratiomnel. Comme nous 1l'avons vu, la conclusion ne peut pas &tre
une majoration de 4. Ce sera seulement une majoration du nombre w(T, Cn) tel

qu'il a été aéfini au § 1.3.

PROPOSITION 2.5.2. - Soit @: C° = GL, (¢) un_homomorphisme analytique non ration-
nel. Soit T un sous-groupe de @ de type fini tel que o(T) GL, (Q). Alors

u(r, ¢ =1.

Démonsgtration de la proposition 2.5.2.

Supposons  p(T, Cn) =1, On considére une base Yqseees Yy de T sur 2 avec

Yyreees Yy C - lindairement indépendants. Notons (B les coordonnées

s,,j)1_S_j§n
de Ys dans la base 'v1,..., yn:

n
= Vs 1=584).
Ty JE B 5 Y57 (1=s84)

Soit A = ()\1,..., kn) €€’ une valeur propre simultanée de M1,..., Mn’ avec

A#0 . Ecrivons <A\, Y > le produit scalaire de Aoet vy, (1=s=4). Alors

les nombres

exp (<A, v >)=a, (1=s54)

sont algébriques, et si on pose log o =< A, Yg>» oma

MB

B . log a., (1=s=4)

loga =
o8 = 1 85J d

.
Il

Le lemme 2.4.4. montre 1l'existence d'entiers ratiomnels b1,..., bz , non tous nuls,

tels que

s

= - .
% =1 Ps3 %5 (12s=24)

]

Soit p ¢ ¢t ~+ ¢ 1'application @ - linéaire définie par

1}
o’
~
"

.
I
&

p(vj)

On a évidemment

]
o’
—~
Y
1A
w
A
=
~

p(vy)

donc rang,, p(T)=1, rangp= 1, et, en posant W=kerp, on voit que p(T, ¢ =1,

56

MATRICES ET NOMBRES TRANSCENDANTS

Démonstration du théorime 2.5.1.

Si n=1, 1'énoncé est équivalent au théoréme 2.3.1. (c'est aussi une consé-
quence de la proposition 2.5.2).

On démontre le théoréme par récurrence sur n . Si I ne contient pas n élé-
ments C-lindairement indépendants, le résultat est une conséquence de 1'hypothése
de récurrence appliqué & la restriction de ¢ au C- espace vectoriel engendré par
' Si T contient n éléments C-lindairement indépendants, et s'il n'est pas
bien réparti dans Cn, il contient d'aprés la proposition 1.3.1 un sous-groupe I''

ui est bien réparti dans le C - espace vectoriel T' qu'il engendre, et
q

= 1
W, T'") = rang, T >1;
la restriction de @ & T' contredit alors la proposition 2.5.2.

b) Dimension algébrique

Soit o ¢ (ol GLm (C) un homomorphisme analytique. Sous des hypothdses raison-
nables concernant 1l'irrationalité et la dimension algébrique de ¢, on voudrait
majorer le rang des sous-groupes I de @ tels que o(T) © GL, (Q). Nous
verrons au § 8.2 les quelques résultats partiels que l'on connait sur ce sujet.
Nous donnons ici seulement un exemple (cf(2.1.3)). Soient A =12 Mjteeet BN
et T'=2 Yqteoot Z \7) deux sous-groupes de type fini de Cn, de rang m et 4

respectivement. On considére le sous-groupe 3 n paramdtres

¢ : » 61, (C)

<A, ,2> <)\m, 7>
z - diag (e 5655 O ),

dont la dimension algébrique est m . On suppose o(I) C GL Q).
Le probléme posé peut alors étre formulé des deux maniéres équivalentes suivantes

a) Majorer w(I', C") en fonction de m .
b) Majorer (A, E") en fonction de £ .

On notera que u(A, C) est le plus grand des nombres ratiommels 60 tels que,
pour tout sous-espace vectoriel V de Cn, la restriction de ¢ & V ait une

dimension algébrique = § dimC V.

Supposons m=n+1, p(A, ¢7) =1 +% . On obtient alors des nombres algébriques
non nuls oy o (1=3=4, 1Ss=n+1), et, pour 1=j=4 , 1Ss=n+1, une
9

détermination du logarithme de «o. _, avec
L

n

_ ==
821 x, log T log % et (1=3=4)
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our 1, Xypoees X, sont Q- lindairement indépendants dans C, et les & points

(logaj’1,..., 1ogozj’n), (1=3=4)

sont Q- lindairement indépendants dans c.

On est donc amené & minorer le rang de matrices dont les coefficients sont des
logarithmes de nombres algébriques. Ce probléme important (également en p- adique)

n'est toujours pas résolu.

CHAPITRE 3
E [N A .
SOUS-GROUPES A UN PARAMETRE NORMALISES.

Cartier avait conjecturé que le théoréme de Hermite-Lindemann devait pouvoir
8tre généralisé aux variétés de groupe. Cette conjecture a été résolue en 1962

par S Lang :

Soit G un groupe algébrique commutatif défini sur @, et soit o un &lément

algébrique non nul de 1l'espace tangent & l'origine, tel que 1z # exp(az) ne

soit pas une fonction ratiomnelle. Alors exp(a) & Gﬁ. .

Dans son livre sur les nombres transcendants, [L 2] (Cha.p. 3), Lang donne une géné-
ralisation semblable du théordme de Gel'fond-Schneider : s'il existe t € C, t#0,

tel que exp(at) EG-Q-'

dimension algébrique 1. Il énonce ce résultat avec 1l'hypothése supplémentaire que

, alors le sous-groupe & 1 paramdtre z®™ exp(ez) a pour

1l'application exponentielle de G peut &tre représentée par des fonctions méro-
morphes d'ordre fini, mais Serre montre en appendice (Appendice IT §3) qu'une telle

représentation existe toujours, avec des fonctions d'ordre = 2.

Nous donnons d'abord les énoncés sur les groupes algébriques, puis nous en dédui-
sons les conséquences sur les fonctions P, { et o de Weierstrass {§3.2), et
sur les intégrales elliptiques (§3.3). Le théordme principal 3.1.1 de ce chapitre

est démontré au § 3.4.

Nous complétons ce chapitre par quelques énoncés sur 1'indépendance linéaire et

algébrique de périodes et quasi —périodes, dus i Masser, Chudnovsky et Laurent.

§ 3.1 - Enoncés des principaux résultats.

Les résultats de ce chapitre découlent tous de 1l'énoncé suivant

7
‘I’HEOBflME 3.,1.1 = Soit G wun groupe algébrique commutatif connexe défini sur le

corps @ . Soit ¢ : C - GC un_sous-groupe 3 un paramétre, normaligé pour avoir

une dérivée algébrique & 1'origine. S'il existe t € C, t # 0, tel que <p('t) € G=,

alors la dimension algdbrique de ¢ est 1 , donc ©(C) est un sous-groupe

algébrique fermé de dimension 1 de GC .
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Nous démontrerons ce théoréme au § 3.4. En voici quelques conséquences (ef. [12]
Chap.III et [L3] §4).

Si on considdre un sous—groupe & 1 paramdtre ¢ et que l'on applique le théoréme

3.1.1 au sous-groupe & 1 paramétre Y : C -+ C X Gc de G, X G défini par

¥(z) = (z, 9(z)), on obtient le corollaire suivant.

COROLLATRE 3.1.2 — Avec les notations du théordme 3.1.1, si ®(z) n'est pas une

fonction rationnelle de 2z , alors t est transcendant.

Dans le cas d'un groupe lindaire, on retrouve le théordtme 2.2.1. et son corol-
laire 2.2.2. Dans le cas d'une variété abéliemme, les deux énoncés précédents

s'écrivent de la maniére suivante.

COROLLAIRE 3.1.3 — Soient A ume variété abélienne définie sur Q, et

®@: %~ AC un homomorphisme théta normalisé. Soit o € ﬁg , a#0.

S'41 existe t € C, t# 0, tel que O(at)E€ AQ , alors t est transcendant,

et 1'image du sous-groupe & 1 paramétre z - @((_yz) est une courbe elliptique.

Le fait que t soit transcendant donne un résultat intéressant sur les points

algébriques de @,

COROLLAIRE 3.1.4 - Soient A wune variété abélienne définie sur 9, 0: Cg - Ac

un homomorphisme théta normalisé, et u £ 0 un point algébrique de ® . Alors

1'une au moins des coordonnées de u est transcendante.

Autrement dit €pseees €, U sont Q-linéairement indépendants, (e,l,..., eg)

g
désignant la base canonique de cg.

Les périodes de ® sont évidemment des points algébriques de ©® , donc si
est une période non nulle de ®, l'une au moins des coordonnées de ® est trans-

cendante.
En appliquant le théordme 3.1.1 au sous-groupe a 1 paramdtre de G X A

* ¥
. C o
Y: cC»C X ¢

z (ez, @(az)).

t .
on voit que sous les hypothéses du corollaire 3.1.3 le nombre e est aussi

transcendant.
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COROLLAIRE 3.1.5 — Soient G' et G" deux groupes algébrigues commutatifs connexes

3définis sur § , G' Stant de dimension 1. Soit VY : Gé - Gé un_homomorphisme

analytique complexe dont 1'application lindaire tangente TG,(C) -+ TG,,(C) est

définie sur @ et non nulle. S'il existe wn point u de Gé distinct de 1'é1é-

ment neutre tel que ‘Y(u) € G“EZ , alors Y(Gé) est un sous-groupe algébrique

fermé de Ga de dimengion 1. Si de plus u € G'E), , alors une puissance de VY

est un homomorphisme rationnel.

La premidre assertion se déduit du théoréme 3.1.1 en composant Y avec 1'expo-
nentielle de G'. Pour la deuxidme, il suffit de montrer que le graphe de ¢ est
algébrique, et pour cela on considére 1'homomorphisme z = (z, ¥(z)) de G

o}
1 "
dans GC X GC .

Pour étudier systématiquement les conséquences du théoréme 3.1.1, nous considérons
un homomorphisme analytique ¢ : C = GC et nous écrivons G (groupe algébrique
commutatif connexe) comme extension d'une variété abélienne A par un groupe

lindaire L . Soit m: Gy~ A, la surjection canonique. Le cas ol ¢(C) C L

tudié au § 2.2. Si la dimension algébrique de mo @ est supérieure ou

c

242 2

a été é
égale & 2, il suffit d'étudier mo®, c'est-a-dire de considérer le cas abélien.
Si la dimension algébrique de mo¢ est égale & 1, on peut supposer que A est
une courbe elliptique. Il suffit alors de considérer les extensions de courbes

elliptiques par Ga ou Gm .

§ 3.2. Application aux groupes algébriques de dimension 2.

Nous étudions les conséquences du théoréme 3.1.1. pour les groupes algébriques

commutatifs comnexes de dimension 2. Le cas lindaire ayant déja été étudié au

§ 2.2, nous étudions successivement les cas suivants

a) Variété abélienne simple de dimension 2.

b) Produit de deux courbes elliptiques.

¢) Extension d'une courbe elliptigque par le groupe additif.

d) Produit d'une courbe elliptique par le groupe multiplicatif.

e) Extension non triviale d'une courbe elliptique par le groupe multiplicatif.
Les résultats des sections b, ¢ et d fournissent des analogues elliptiques
des théorémes de Hermite Lindemann, et Gel'fond Schneider, et sont dus & Schneider

[s1], [s4] (chap 2 §4).

a) Variété abélienne simple de dimension 2.

Soient A wune variété abélienne simple de dimension g = 2, définie sur 2,

®@: ¢ AC un homomorphisme théta normalisé, et u= (u.], - ug) un point algé-
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brique non nul de 8. Alors les coordonnées Ugseces ug de u engendrent sur
@ un espace vectoriel de dimension = 2, En effet, s'il n'en était pas ainsi, on
aurait uy = ajt, (1=j=g), avec o €Q et t€0C, t#0, et le corollaire

3.1.3. fournirait une contradiction & 1'hypothése que A est simple.
Ce résultat est particulidrement intéressant quand g = 2 (cf.[F] Appendice 1).

THROREME 3.2.1 - Soient A une variété abéliemnne simple de dimension 2 définie

sur @, ©: 02 * A, uw homomorphisme théta normalisé, et u = (u1 ’ u2) un

point a;igébrique non nul de ©. Alors Uy Uy sont Q- lindairement indépendants.

Dans le cas particulier o u est une période non nulle de ®, D.W. Masser
[M4]a démontré que les trois nombres 1, uy oy, sont Q- lindairement indépen-
dants. (cf. Th. 5.2.5 ci-dessow).

b) Produit de deux courbes elliptiques.

Quand on écrit le corollaire 3.1.3 pour le produit de deux courbes elliptiques,
on obtient le résultat suivant, dfi & Th. Schneider [S1], [S4] . 16.

THEIORE\}ME 3,2,2 - Soient P, * deux fonctions elliptiques de Weierstrass algébri--
quement indépendantes, dont les invariants 85 g3 et g"é 5 g”s‘ sont algébriques.

Soit t wun nombre complexe qui n'est pdle ni de ©, ni de P*, Alors l'un au moing

des 2 nombres
P(t), P*(t)
est transcendant.

On en déduit un résultat important sur 1'indépendance lindaire de deux points

algébriques d'une fonction elliptique.

COROLIAIRE 3.2.3 - Soit P une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants

85 g3 algébriques. On note k = Endo € l'algdbre d'endomorphismes de la courbe

elliptique € correspondante. Soient Uy Uy deux points algébriques de P gqui

sont k- linéairement indépendantsg. Alors Uy, sont Q- lindairement indépen-

dants

Démonstration du corollaire 3.2.3.

Soit BEQ tel que u, = Bu, . Notons P*(z)= 32 P(Bz). Ainsi P¥ est la

2
fonction elliptique de Weierstrass associée au réseau ﬂ_1 Q, quand 0O est le
réseau des périodes de ®. Le théoréme 3.2.2, avec t= u, montre que P et B

sont algébriquement dépendantes. Si T est le quotient de deux périodes fondamen-—
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tales de P, on a

ol 7% ()
B T
avec M € M, (Q). On en déduit que T est quadratique et B € Q (T) = k.

Le corollaire 3.2.3 montre que le quotient de deux périodes fondamentales est
soit imaginaire gquadratique (ce qui est le cas si et seulement si P admet une
miltiplication complexe), soit transcendant. On en déduit le théor&me de Schneider

sur la fonction modulaire j . (cf. [S4]th 17.) :

COROLLAIRE 3.2.4 - 8i T est un nombre complexe algébrique, de partie imaginaire

positive, tel que j(T) soit algébrique, alors T est imaginaire quadratique

Démonstration du corollaire 3.2.4.

Pour tout réel A>2, notons
-A
8 = 8 ()= D (m+nT)
(m,n) €ZXZ

(m’n) ?é (0 9 O)

Le nombre
a1, T)=(60s4)3-27. (140 s)?

4

= .33

. 52, (2052—4982)

n'est pas nul (c'est le discriminant de la courbe elliptique associde au réseau
de base (1, 7)) et ona

3(n=2"2.355.5.57 /a1, ")

20 sZ
= 1728. 3 > .
20 54— 49 S¢

Soit w, une racine douzime de A(1,7).80it P 1la fonction elliptique associée

au réseau 2 Wy +Z'\'m1 . Les invariants de  sont

 J

g2=6Os4 /wf'1 , g3=140 s6/w?

donc sont algébriques ; comme le quotient T de deux périodes fondamentales de P
est algébrique, il est imaginaire quadratique.

Voici une derniére conséquence du corollaire 3.2.3 dont nous reparlerons au

§3. 3.
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COROLLAIRE 3.2.5 - Soit P une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants

algébriques. Soient A un nombre complexe non nul, et Y40 Yo deux nombres

algébriques Q- lindairement indépendants. Si (A 'Y1) et P(A Y2) sont des nom-
bres algébriques, alors P admet une multiplication complexe, et yz/ y,] appar-—

tient au corps de multiplication complexe

c) Extension d'une courbe elliptique par le groupe additif.

Considérons une courbe elliptique € définie sur § , et une fonction elliptique

P de Weierstrass telle que l'application P : C -+ P, (¢) définie par
P(z)= (1,P(z),P'(z)) paramdtre les points de €q -
Soient a, b deux nombres algébriques, (a,b) # (0, 0). Soit G 1le groupe
algébrique de dimension 2 dont l'application exponentielle est
(z,t)» (P(2) , t+b¢(2))
Ainsi G est extension de € par Ga, et , si b=o, alors G-= Ga X €.
La relation de Legendre
my w2—n2 w1 =2im
montre que les deux fonctions ©(z),az +b ¢(z) sont algébriquement indépen-
dantes, donc que le sous—groupe & 1 paramétre
@ : z# (P(z),az+Db((z))

de G a pour dimension algébrique 2. Si t € C, t £ O, alors o(t) appartient
4 1'ouvert de G situé au dessus de €- {o}, donc dire que (%)

n ' appartient pas & G-Q- revient & dire que 1'un des nombres P(t), at+bg(t)
est transcendant. On obtient ainsi le résultat suivant de Th. Schneider [S1],

[s4] ™. 15.

TEEIORi:IVEE} 3,2.6 - Soient © une fonction elliptique d'invariants 85 s g3 algé-

briques, & la fonction zéta de Weierstrass associée & P, a, b deux nombres

aledbriques. non tous deux nuls, et t un nombre complexe non pdle de P . Alors

1'un au moins des deux nombres.

P(t) ,at+Dbg (t)

est transcendant.

Dans le cas b = o, on en déduit l'analogue elliptique du théoréme de Hermite-
Lindemann : si o est un nombre algébrique non nul, alors o n'est pas pble de

P, et P(a) est transcendant. C'est le cas g =1 du corollaire 3.1.4. que nous
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énongons sous la forme suivante.

COROLLAIRE 3.2.7 - 81 u est un point algébiique non nul d'une fonction elliptique
P d'invariants g2 N g3 algébriques, alors u est transcendant.

Enfin on déduit du théordme 3.2.6 1'indépendance lindaire sur Q des 3 nombres
1, w, my quand ® est une période non nulle de # et m la quasi -période

correspondante de § :
C(z+w) = G(z) +n-

d) Produit d'une courbe elliptique par le groupe multiplicatif.

Si € est une courbe elliptique, le sous-groupe & 1 paramdtre z + (e°, P(z))
de Gmx € a pour dimension algébrique 2. On déduit alors du théoréme 3.1.1 1'é-.
noncé suivant, dd & Th. Schneider [S1], [S4] Th. 18.

rd -
THEOREME 3.2.8 — Soient # une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants

8ps g3 algébriques, et t un nombre complexe qui n'est pas pdle de P . Alors

1l'un au moins des 2 nombres

¢t P(t)

est transcendant.

Si u est un point algébrique non nul de P et P un nombre algébrique non
Bu

nul, on en déduit la transcendance du nombre e . En particulier 1—:; est trans-
cendant.

Comme 1l'a remarqué D. Bertrand [Be 1], le théortme 3.2.8. contient un résultat
de transcendance sur les séries d'Eisenstein normalisées de poids 4 et 6, définies
par

Bpp (=1 + (- 1F D oy q () o,

f=1

pour k=2 et 3, et lql<’l, ol Bk est le k ime nombre de Bernoulli

. 1

4 6
- 4 . - 2k~1
(BZ = 20 9 BB= '4? 9 G(4) =90 ’ G(6) = 945 )9 et cl2k_1 (n) = d?n d

COROLLAIRE 3.2.9 = Pour tout nombre complexe gq vérifiant 0 < lql <1, 1l'un

au moins des deux nombres E4 (a), E, (q) est transcendant.

Démonstration du corollaire 3.2.9.

Soit w€ € avec Re w <0 tel que q = e’ . Considérons le réseau

Q=2 w+2Z22in., L'un des deux nombres s4 (), s6(0) est transcendant d'aprés
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le théoréme 3.2.8 (avec t = i m). Or, pour k=2 et k=3,

5, () =(21 &5E B (o )oK

(m,n) 4 (0,0) 237

=2.(2im) "% (¢ (2K) + 5 s (m s +n)72K)

m= 1 n=—co
En dérivant la relation
+e0 © s
b2 % =ni-27i g~ - T
n=—o 270 V=0

LS L2y op obtient

dgaux & T =%
(les deux membres sont ég Si% B

+o ® .
(_1)21(—1 (21{— 1) ! Z) (z+n)_2k - - (2i ﬂ)Zk Z} V2k—1 621 ™ V2 ,
I N=—c v=1
d'ol
| 8, (0) = (21 ). 2¢(2K) E, (o)

B
(- D 750y By (@

Comme les nombres de Bernmoulli sont rationnels, le corollaire est démontré

I e) Extension non triviale d'une courbe elliptique par le groupe multiplicatif.

Soient & une courbe elliptique définie sur @ , P : z = (1, P(z), P'(z)) une

‘i‘ paramétrisation de ec par une fonction elliptique ® de Weierstrass, u, un
point algébrique de P, et G 1l'extension correspondante de € par le groupe
groupe multiplicatif Gm. Comme nous avons déja étudié 1'extension

“ triviadle Gm x €, mnous choisissons pour u, un point d'ordre infini.

L'ouvert de G situé au dessus de €-{o, uo} s'identifie au produit

Gmx(e— {o, uo}. C'est un ouvert affine. Son algdbre de coordonnées est

3 [P(2), P(2), o B(a), otimad  1/e" 7(a)],

! c(z-uo)
| S orIcw}

| Soit P un nombre algébrique. Comme ug n'est pas de torsion, les deux fonc-

o 26(uy)

H tions P(z), eEZF(z) sont algébriquement indépendantes. On en déduit, gréce au

| 66

SOUS-GROUPE.S‘ A UN PARAMETRE NORMALISES

théortme 3.1.1, que si u est un point algébrique de P tel. que u, u+ug et

u-u_  ne soient pas pdles de P, alors le nombre e Y F(u) est transcendant.

L'hypothése c(u+uo);;4 0 est superflue. Pour le voir, on calcule eBuF(u)
pour 2u+ u, € Q (donc u ¢ O,uiuo €0) oi Q=ker P ; on obtient ainsi la

transcendance du nombre
o(u)? exp {-nu - (u -0) (B+¢ (u))},

grice & la formule de multiplication de la fonction sigma : pour m entier positif,

2
o(mz)= (- 1™ o(2)" ¥, (P(z), P'(2)),

ol ‘i’m (X,Y) est une fonction rationnelle de X, Y & coefficients dans

Q(gz 9 83) .

TH‘EOR:.E‘ME 3.,2.10 - Soient B wun nombre algébrique, # wune fonction elliptique de

Weierstrass d'invariants 8 s g3 algébriques, ¢ le produit canonique de-

Weierstrass associé au réseau 0 des périodes de P, et u, u, deux points
algébriques de P. On suppose que u, n'est pas de torsion, et u ¢ Q, u-ug Q.

Alors le nombre.

a(u-uo) (ﬁ+g(uo))u

egt transcendant

Bz

Le corollaire suivant donne la transcendance de la dérivée de F(z) e aux

points z=cu—u0 , c'est-a-dire aux points o F s'annule.

COROLLAIRE 3.2.11 - Soient w wune période de P, m la pseudo-période correspon-

dante de €, et, comme précédemment, u, un point algébrique de ©, gqui n'est

as de torsion, et B un nombre algébrique. Alors le nombre

o (u)? exp {-nuy - (u -0) (B+E(u)))

est transcendant.

Par exemple le nombre ( _ %uo C(uo)
e(u_) e
o
est transcendant. On ne sait toujours pas si le nombre ¢ (uo) lui-méme est trans-
cendant, méme quand ug est un point de torsion (non pdle) de P. Dans le méme

ordre d'idée, on ne comnait pas la nature arithmétique du nombre
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p5/4 12 o8 piq/p)2

qui est la valeur au point 1/2 du produit canonique de Weierstrass associé au

réseau 2 [1] (correspondant & des invariants €5 g3 transcendants) .

Enfin montrons que les quasi-périodes multiplicatives de la fonction F(z) ea z
sont transcendantes. On choisit (dans le théoréme 3,2.10) pour u un point de

torsion, et on utilise le fait que les nombres

c(u°+%) et ¢ (Q) e_'nw/8

2

ofu,) expln (5> +—£) )

sont algébriques.

COROLLAIRE 3.2.12. Avec les notations du corollaire 3.2.11, pour ;4 0 le nombre

exp{® ¢(u))-nu,+ Buw}

est transcendant.

En particulier le nombre C(uo) ——nw- u, est transcendant. En fait G.V.

Chudnovsky [C1, C3 ] a démontré que ce nombre est algébriquement indépendant de

ﬁ} Nous indiquerons (sans démonstration) d'autres résultats aux § 3.3 et 3.5.

§3,3 . Intégrales elliptiques

Nous interprétons les résultats du § 3.2. en termes d'intégrales elliptiques de

premidre, deuxidme ou troisidme espéce.

a) Formes différentielles sur une courbe elliptique

Soit EC une courbe elliptique dans P2 (¢), d'équation

2 2
yt= 4x3-g2x‘b - g3t3

Soit £ une forme différentielle sur € . Notons (1, X5 yj) , (1235k) 1les
points (t,x,y) de € » distincts de (0, 0, 1), ol les résidus de § sont
non nuls, et c., (1S jék) ces résidus. Comme la somme de tous les résidus de
g€ est nulle, on a k=0 si et seulement si € est de premidre ou de deuxiéme

espéce. Dans tous les cas la forme différentielle

k
1 y+y. ax
g-E\\ E cj _;c__;{.l —
3=1 g ¥
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est de premidre ou de deuxidme espdce. Donc il existe a, b € C, x € C (x,y) tels

que
y+y.
g:% o oe, —i Qz_'_a_dg +bx£+dx.
=1 J X-—Xj y y y

Supposons que & et E sont définis sur @ : les nombres g s g3 s, 8, b, et

TR IR (1=3=k) sont algébriques, et X € @ (x,¥)

Si on paramétre EZC par la fonction ® de Weierstrass, et si, pour
(Xj ’ YJ) = (P(uJ) 9 P'<uj))v on note
U(Z—uj) C(uj)Z,

F'l.l. (Z) = cizsoiujs e

J
1
alors K Fu‘(z)
§=—2- .E cj ?-‘L(Ej—dz+adz+bdc+dx.
J=1 'llj

Nous dirons que E est de troisidme espice si k Z1,b=0 et X=0 (donc &

n'a pas de pdles d'ordre = 2).

b) Intégrales elliptiques de premidre ou deuxidme espice.

Le théoréme 3.2.6 de Schneider s'énonce sous la forme équivalente suivante

(cf. [s1], [s4], [si 2]).

r AN
THEOREME 3.3.1. - Soient € une courbe elliptique définie sur Q, et ‘£ une
forme différentielle de premidre ou deuxi®me espice sur €, définie sur Q, et
qui n'est pas exacte.

a) Si p,,P, sont deux points distincts de €., ol & est holomorphe, et si

v est un chemin sur € d'origine Dy et d'extrémité P alors le nombre

.

v

est transcendant.

b) Les périodes non nulles de & sont transcendantes.

Démonstration du théoréme 3.3.1.

a) L'hypoth®se sur & signifie que

E=adz +Dbdf +dXx

avec (a,b) # (0,0). Soit £ wun chemin dans € dont 1l'image sur €& par

P=(1,P,P') est vy. Notons u, 1l'origine de £, u, son extrémité, avec
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P(uj)=pj 9 (j=1,2) « On a

J, s

[ adm +pd ¢ Fdx
]

a(uz—u»') +b (C (u2) = C(u1)) + XZ-X1
ol les nombres xj= N (uj), P'(uj)) , (=1, 2) sont algébriques (par hypothése

x(x, y) est régulitre en (P (uj) § P'(uj)) v J = 1,2).

D'aprés le théordme d'addition algébrique de la fonction zéta, le nombre
;(uz—u»]) = (C(uz) - C(u-]))
est algébrique, d'ol le théordme en utilisant 3,2.6., pour t = u, - uy .

b) Soient ¥y un chemin fermé sur €, £ un chemin dans C dont 1'image par P
est ¥, et w= ‘f.ﬁ dz, m = ‘r.i‘,dc' Si vy n'est pas homologue & 0, alors

w# 0 et le nombre
=aw+b
fYC m
est transcendant d'aprés 3.2.6.

On peut formuler d'autres résultats du § 3.2. en termes d'intégrales elliptiques
de premidre ou deuxilme espdce.. Par exemple, pour le corollaire 3.2.3, on consi-
dére deux J'nté.grales de premidre espece sur € & coefficients algébriques entre
des bornes algébriques. Si ces deux intégrales ont des valeurs lindairement indépen-
dantes sur #nd €, alors ces valeurs sont .§- lindairement indépendantes. Ainsile
quotient d'une intégrale elliptique de premidre espéce ( & coefficients algébriques
et entre des bornmes algébriques) par une période non nulle est un nombre soit

ratiomnel, soit imaginaire quadratique, soit transcendant

Enfin le théordme 3.2.8 montre que si w est une période non nulle d'une inté-
T = w
grale elliptique de premidre espéce définie sur Q , alors e est transcendant .

Y

Nous allons &tendre cet énoncé & certaines intégrales elliptiques de troisieme
espéce, mais voici d'abord 1'énoncé pour les intégrales de premidre ou deuxidme

espéce.

THEOREME 3.3.2 - Soient € une courbe elliptique définie sur §, et & uneforme

différentielle de premidre ou deuxidme espéce sur € . Alors les périodes non nulles

de E ne sont pas des logarithmes de nombres algébriques
Cet énoncé est équivalent & la transcendance du nombre

exp (a w + b m)
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quand @ est une période non nulle de P, et a;b des nombres algébriques non
tous deux nuls. On ne peut pas appliquer le critére de Schneider Lang aux fonctions
P(z), exp(az +b¢(z)), P'(z)
avec les points ;12_ w+ kw, (k€Z), car la deuxidme fonction n'est pas méromorphe.
Le résultat (3.3.2) ci-dessus est un cas particulier d'un théoréme de D.W. Masser
{M 3] (p.152) qui montre que si loge est un logarithme non nul d'un nombre algé-
brique, alors les nombres
- 1, wy, m, log &

sont @- lindairement indépendants

¢) Périodes de certaines intégrales elliptiques de troisi®me espdce.

Dans [S 4] (probléme 3), Schneider propose le probldéme suivant : chercher & démontrer

des résultats de transcendance sur les intégrales elliptiques de troisiéme espéce.

Nous exposons ici les énoncés que 1l'on peut déduire du critére de Schneider Lang.

THEOREME 3.3.3- Soient € une courbe elliptique définie sur @, et & ume forme

différentielle de troisilme espéce sur € définie sur @ . On suppose que les

résidus de & sont des nombres rationnels.

s £t w cro% N :
Si w est une période de &, alors le nombre e est soit égal & une racine de

1'unité, soit transcendant.

Si e est une racine du polyndme 4X3- gZX-gB, les périodes de la forme diffé-
rentielle
Py &
qa x-e vy’
favec %G @), sont des multiples rationnels de 21i m.

Démonstration du théoréme 3.3.3.

En multipliant € par un entier, on se raméne au cas ol

A O
1 u,
§=53§1 cJ. Wd2+5dz,
J

avec B €Q, et chZ, (1=38k).

Soit v wun chemin fermé non homologue & 0 sur €, £ wun chemin dans C dont

l'image par P est v, et m=I£dZs n= ISdC-

La quasi périodicité de Fu montre que
J

o (2),

'J‘.S_J(_)_Fu. = dz:wC(uj) - My (1=35k),
J
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donc, en posant

on a

k
welg-u D oy tla)-nu-pe.

Or le nombre

k
JORE IR

est algébrique. Si u n'est pas un point de torsion, le corollaire 3.2.12 s'appli-
que, et pour w# o ona e" ¢ Q.81 u est de torsion, il existe un nombre
algébrique B' " tel que w-B'sw soit un multiple ratiomnel de 2im. Si B'= o,
¥ est une racine de 1'unité. Si B' # o, le théordme 3.2.8. montre que o

\J .
est transcendant, donc e aussi.

Notons que la méme méthode montre la transcendance du nombre

e@(IV§)5

quand vy est un chemin sur €, d'origine Py et d'extrémité Py s ol Py Py

sont deux points distincts de €_ ol & est holomorphe, pourvu que ‘YY € ne soit

pas un multiple rationnel de 2im.
D'autre part les périodes d'une forme différentielle elliptique quelconque sont
de la .forme
k :
D e, (wg(u,)-mu.) +aw+bm.
3=1 J J J
Pour supprimer 1l'hypoth®se que E est de troisidéme espéce dans le théortme 3.3.3,

il suffirait que 1l'on montre que le nombre
exp {wg(u)- mu+aw+bn}

est soit une racine de 1'unité, soit transcendant. Seul le cas ou u est de torsion
est résolu (ef.3.3.2).

Les résultats précédents sont ceux que l'on peut déduire du critére de Schneider
Lang, c'est-a-dire de la méthode de transcendance classique de Gel'fond Schneider.
En adaptant les arguments ajoutés & cette méthode par Baker et Masser, M. Laurent
[La2] a obtenu, sous les hypoth&ses du corollaire 3.2.12 (c'est-a-dire pour
période non nulle et ug point algébrique de P mnon de torsion) 1'indépendance

lindaire sur @ des 4 nombres

1, wy, my nug - W C(uo)

72

SOUS-GROUPES A UN PARAMETRE NORMALISES

Par conséquent sous les hypothéses du théoréme 3.3.3 le nombre w lui-méme est nul
ou transcendant. De plus si P admet une multiplication complexe alors les 5
nombres

1, Wy ms nu, - w C(uo) , 21im

sont Q- lindairement indépendants [La2].

§ 2.4 - Démonstration du théoréme 3.1.1.

Comme les objets figurant dans le théoréme 3.1.1 ne font intervenir que des exten—

sions finies de @, on peut y remplacer Q@ par un corps de nombres K.

Soit t€C, t# o0 tel que o(t) € Gy - On choisit un plongement de G dans

Pv(c) , défini sur K, tel que des coordonnées projectives (cpo,..., cgv) de %

soient données par des fonctions P entidres d'ordre = 2 (cf. Serre, Appendice IT §3).

On peut aussi supposer

¢, (nt) #0 pour osh=4[K: ql.

On aura donc

@5

(nt) € K pour O0=h=4[K: q].

[e]
Soit j : ? - ’I‘G(C) un isomorphisme lindaire défini sur K, et soit
(¢'o""’ ‘l'\)) une représentation normalisée de l'exponentielle de G correspondant
& J et au plongement de G dans P (¢) (cf. §1.2). Ainsi 9 =¥y oj_1 of, ol
£:6 TG(C) est une application lindaire définie sur K. Comme les dérivations

Y ¥

partielles -b'az_ , (12isD) laissent stable l'amneau X [ 71— b 5§ ‘YL ], onen
i o
2 d N %y
déduit que la dérivation rry laisse stable 1l'anneau K [ -c;— yis ooy ¢_ ] .
o o

Le critdre de Schneider Lang (Th. 1.1.1.) montre que le sous—groupe & 1 paramdtre

® a pour dimension algébrique 1.

§ 3.5 - Indépendance lindaire et algébrique de périodes et quasi-périodes

Nous indiquons ici, sans démonstration, quelques développements récents de la
théorie des nombres transcendants liés aux énoncés de ce chapitre, et notamment en
ce qui concerne les nombres w1, Wos Mgy Mo 2im. Pour un apergu historique et
des références plus compldtes, nous renvoyons & [M1 ], aux chapitres 6 et 7 de
[B-M], et & [Cc1] et [C3].

Considérons une fonction elliptique ® de Weierstrass d'invariants 85 9 g3
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algébriques, une base (m1 5 wz) du réseau des périodes de P, et les quasi-
périodes correspondantes UER de la fonction zéta de Weierstrass. Nous avons vu
au § 3.2 que Schneider avait démontré en 1936 1l'indépendance lindaire sur @ des
trois nombres 1, Wy My o Aprés des énoncés partiels de Baker: et Coates de 1968 &
1971, Masser & démontré en 1974 1'important résultat suivant M1] (T IIetIII).

THEOREME 3.5.1 - Si P n'admet pas de multiplication complexe, les six nombres

1y Wy w2, Mys Mo 2im

sont lindairement indépendants sur Q. Si P admet une multiplication complexe,

ces six nombres engendrent un espace vectoriel sur Q de dimemnsion 4.

Dans le cas de multiplication complexe, il existe donc entre les six nombres une

relation lindaire & coefficients algébriques indépendante de Wy = TO, = 0. 851

A+BX+C X2 est le polynfme minimal de T sur %, cette relation s'éerit
An,]-CTﬂz:sz,
avec # € @ (g2 . gB 5 'r). I1 y a de nombreuses démonstrations de cette relation

(cf. [M‘I] chap. III et appendice 1 ; [Br-K] appendice B [Be 6] § 3 remarque 3).
On peut aussi la déduire de la formule

2
lo(crz)1? = (cn)?2 [o(z)P*C & Y2 q (R(2)),
ol y=xCr et Q€Q(gy,e5, ™) [X].

Masser [B-M] (chap. 6) a généralisé en partie son théortme 3.5.1 au cas ol

Wy 5 O sont des périodes de deux fonctions elliptiques P1 s P2 respectivement.

2
Remarquons que (ﬂ1 » Wy s Mys O 21im) correspond alors & ume période de 1l'ex-
ponentielle d'un groupe algébrique commutatif G
G.I ‘et ,G2

ment par le groupe additif. En rejoignant ainsi le thime général de notre étude, on

1 X GZXGm de dimension 5,

étant des extensions de deux courbes elliptiques 81 v &2 respective-

pY

constate qu'il y a encore beaucoup de travail a faire.

Les résultats d'indépendance algébrique sont encore plus récents. Les premiers
énoncés utilisaient la notion de "type de transcendance" de Lang (ef. [Wa1] ’
[Br _K]). C'est en utilisant une mesure de transcendance de 7w, due & Feldman, que

Chudnovsky a obtenu ses premiers résultats dans ce domaine. Puis il a réussi a

“appliquer le critére de transcendance de Gel'fond (of [C1], [€¢3]) et il a démontré

1'énoncé remarquable suivant.

TEﬁORﬁME: 3,5.2 - Soient ® une période non nulle, et m 1la guasi -période de §

associde. Alors les deux nombres
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L. I
o’ ow

sont algébriquement indépendants.

On en déduit que si P admet une multiplication complexe, alors les deux nombres
w et © sont algébriquement indépendants. Comme la courbe y2 = 4x3— 4x admet

la période

dx 1 1 1 2
w=2 [ —FE=——— =5B(z,3) =T(1/4)" /2./2n
L A/4x3 - 4x
et a multiplication complexe par i (puisque g5 = 0), on en déduit 1'indépendance

algébrique de 7 et 1"(%) . De méme la courbe y =4 x3—4, qui admet la multi-

plication complexe par p = et /5 et a une période égale &
+
dx 1 1 1 4
ve2 | =2 = Iud, P-r/9? /2P,
3

4x7 -4
montre que les nombres = et T(1/3) sont algébriquement indépendants (ef. [C1],

(c3], [Be2], [Gr], [M8], [si1]).

Nous reparlerons des fonctions gamma et béta au chapitre 5. De 1'équation différen-—
tielle

2
® g
: 1 3,
§'(r) =18 517 S ()
2

(ef. [L3] p. 652, [Be 2], [Be6]), on déduit que si T est un nombre ima-
ginaire quadratique du demi-plan supérieur tel que j'(T) ne soit pas nul, alors

n et j'(7) sont algébriquement indépendants.

Enfin le théoréme 3.5.2 peut s'énoncer de manidre équivalente en termes de la
fonction J(q) définie pour 0<|q| <1 par J(e21 *™) = j(r) pour Im(r)>o0,
diq (ef. [Be6]): si q est un nombre complexe,

0<|q|<1, tel que J(q) soit algébrique différent de O et 1728, alors les deux

et de 1'opérateur D = q

nombres DJ(q), D2 J(q) sont algébriquement indépendants. (On conjecture que dans
ce cas q est transcendant ; cf [Mah 2], [Man] et la remarque suivant le corollaire
4.2.6) .

Chudnovsky a démontré de nombreux autres résultats d'indépendance algébrique,
ainsi que des versions effectives de certains de ses résultats, qui fournissent des
corps de degré de transcendance 2 et de type de transcendance fini. Il est utile
pour cela de connaltre des mesures de transcendance des différents nombres dont la
transcendance résulte du critére de Schneider Lang. Dans le cas des fonctions de
Weierstrass une étude systématique a été entreprise par E. Reyssat [Re1], [Re2].
De maniére plus générale mais moins précise, Brownawell et Masser ont obtenu une

version quantitative du critdre de Schneider Lang [Br-M], [M8].
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SOUS-GROUPES A UN PARAMETRE SANS NORMALISATION

Soient G' et G" deux groupes algébriques commutatifs connexes définis sur §,
G' étant de dimension 1 , et soit ¢ 3 Gé - Ga un homomorphisme analytique
complexe. S'il existe 3 éléments Z-linéairement indépendants de G! dont les images
Q
par { sont dans G: , alors une puissance de { est rationnelle.
Les premiers énoncés dans cette direction étaient dus & Lang [L2] (Chap. II,
§ 4) et [L3] § 4 et concernaient seulement le cas ol G" est une variété linéaire
ou abélierme. De plus, le critdre qu'utilisait lang [L2] (Chap. II, § 2, Th.2) étant
moins précis que celui de Ramachandra [Ra], Lang avait besoin de 7 points au lieu
de 3. En choisissant G' = Ga et en prenant pour G" wune courbe elliptique avec

multiplication complexe, on voit que 2 points ne suffisent pas.

Pour la démonstration, on peut se ramener au cas ou G" est une variété linéaire
ou abélienne. Cette réduction n'est plus possible quand la dimension algébrique in-
tervient, comme dans 1'énoncé suivant :

avec les notations ci-dessus, s'il existe 5 points Z-linéairement indépendants
de Gé dont les images par ¢ sont dans G" , alors l'image de { a une dimen~
sion = 1 . Ainsi, dans une variété abéliengz, les seuls sous-groupes & 1 paramdtre
contenant 5 points algébriques Z-linéairement indépendants sont les courbes ellip-

tiques.

La démonstration utilise les résultats de Severi et Serre (Appendice II) sur la
représentation de la fonction exponentielle de G" par des fonctions méromorphes
d'ordre = 2 , et sur la hauteur pour des groupes algébriques commutatifs comnexes

quelconques.

§ 4.1 - Points algébriques du graphe.

Soient G wun groupe algébrique défini sur Q,et 9 :C = Gc un sous-groupe
3 1 paramdtre. On s'intéresse aux nombres algébriques Y€ Q@ dont 1l'image par o

est encore algébrique :

o(Y)EG_ .
Q
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Nous avons vu dans le théoréme 2.3.1 que si G est une variété linéaire, et si ¢
n'est pas rationnel, il ne peut pas exister deux tels points Y1 ’ Y2 , qui soient

Q-linéairement indépendants.

Ce résultat n'est plus vrai si on remplace le groupe linéaire par une courbe ellip-

tique ayant multiplication complexe.

IFVMME 4.1.1 - Soit € wune courbe elliptique définie sur @ , ayant multiplication

complexe, Soit T le quotient de deux périodes fondamentales, et soit o une pé-

riode non nulle. Alors le sous-groupe & 1 paramdtre

z - Plwz)

prend des valeurs dans &= aux points de Z + Z1 .

Q

Inversement, si € est une courbe elliptique définie sur Q, et p:C - EC

un sous-groupe & 1 paramdtre pour lequel il existe Y1 p YZE Q , Q-linéairement

indépendants, avec

o(Y5) €5, (3=1,2) ,
alors € admet multiplication complexe, et YZ/Y1 appartient au corps de multipli-
cation complexe (cf. 3.2.5). Donc si Y36 Q est tel que @(Y5)658§ , les trois

nombres Y1 . Y2 3 Y3 sont Q-lindairement dépendants. C'est ce résultat que nous

allons étendre aux groupes algébriques quelconques.

VA
THEOREME 4,1.2 - Soient G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur

4, ¢ 2 C - GC un sous-groupe & 1 paramétre non rationnel, et I' un sous-groupe

de Q de rang £ sur Z tel que ¢(T) c G . Alors £ =2 .

Q

Le lemme 4.1.1 montre que 1'égalité 4 = 2 peut avoir lieu quand G est un pro=-
duit de courbes elliptiques, ou quand G est le produit de G par une courbe
elliptique. Nous verrons au § 6.3 que si G est une variété abélienne simple de

type C.M et de dimension = 2 , alors 4 =1,

§ 4,2 - Dimension algébrique.

On considére de nouveau un groupe algébrique G défini sur § , un sous-groupe
4 1 paramétre ¢ : C - Gc , et des nombres complexes t1 §i6 Sy tz , Q-linéaire-

ment indépendants, tels que
o(t5)€ Gg (1=3s4) .

On ne suppose plus que ces nombres sont algébriques, et on voudrait majorer £ .

Une telle majoration n'est évidemment pas possible si la dimension algébrique d
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de ¢ est égale % 1 . Nous avons vu au § 2.3 que si G est une variété linéaire,
ona fd=4+d, et que 1'on conjecture dans ce cas 1'inégalité stricte Ld<i+d .

On ne peut pas conjecturer le méme résultat dans le cas général : avec les nota-

tions du lemme 4.1.1, pour le sous-groupe & 1. paramdtre

Z - (z,P(wz))

.'de G xgj,ona L=4d=2, I1 ne semble pas que l'on connaisse d‘autre cas
a

avec L 22, dz2 (cf. la conjecture de Iang [L3] p. 648).

T_EéORfME 4.2.1 - Soient G un groupe algébrigue commutatif connexe défini suw g,

cp:c—»Gc

sous-groupe de O de rang £ sur 2 tel que o) c G’Q . Alors

un_sous-groupe & 1 paramdtre, de dimension algébrique d , et T um

dd =4 +24 .

La conclusion s'écrit aussi
4z3=ds= 3

L

1112

4=d=2
Lz5=2d=1.

Ia dernidre implication donne le résultat suivant.

COROLLAIRE 4.,2.,2 - Soient G' et G" deux groupes algébriques commutatifs conne-
xes définis sur @ , G' étant de dimension 1 . Soit ¢ : Gé - G& un homomor-

phisme analytique complexe non constant. S'il existe 5 points de G('} , linéairement
indépendants sur 2% , dont les images par | soient dans G , alors l'image de

est un sous—groupe algébrique fermé de dimension 1 de G" &

Dans certains cas particuliers on peut raffiner la conclusion du théoréme 4.2,1.

En voici deux exemples (les démonstrations seront données au § 4.3).

REMARQUE 4.2.3 - Sous les hypoth®ses du théortme 4.2.1, on suppose que ¢ admet

une période w mnon nulle :

oz + w) = o(z) .

Alors
bd < L + 24 .

REMARQUE 4.2.4 - Soient G wun groupe algébrique commutatif connexe défini sur Q ,

(p:G-ch

groupe & 1 paramétre de Gm x G défini par

un sous-groupe i 1 paramdtre de G , et X : C - C¥ x GC le sous-

z B (eZ s 0(z)) .
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Soient d 1la dimension algébrique de X , et 't1 goeey t,(?, des nombres complexes

Q-linéairement indépendants, vérifiant

edeq, (1=

A
o
A

< 2)
et

IA
.
I

olt)ec., (1=3=4).
q

Alors

2d < 4 + 24 .
Si, de plus, X est périodique, c'est-i-dire si ¢ admet la période 2im , alors

L =3=4

1]

1.

La conclusion 4d < & + 24 s'écrit aussi

4

v

3=ds=s 2

1A

L

1

4=d4=1,

Nous allons déduire des énoncés précédents le corollaire suivant

COROLLATRE 4,2.5 - Soient G' et G" deux groupes algébriques commutatifs comnexes

définis sur Q , G' étant de dimension 1 . Soit ¢ Gé - Ga. un_homomorphisme

analytique complexe. S'il existe 3 points algébriques dans G' linéairement indé-

Q

pendants sur Z dont les images par ¢ soient dans G:: , alors une puissance de

est un homomorphisme rationnel,

Cet énoncé améliore un résultat antérieur de Lang [L2] (Chap. II, § 4, Coroll, 2
du Th. 4) o 3 était remplacé par 7 . Le lemme 4.7.71 montre qu'on ne peut pa.s'
remplacer 3 par 2 , donc que le corollaire 4.2.5 est le meilleur possible dans
le cas G' = Ga . Nous allons voir que si G' = Gm s alors on peut remplacer 3
par 2 .

Démonstration du corollaire 4.2.5.

Si G' est une courbe elliptique, Gb est compact, et le résultat est banal.
Si G' =G, , alors { est rationnel d'aprés le théoréme 4.1.2.

I1 reste & considérer le cas ou G' = Gm e« Soit X : C - G* x G'c' le sous-groupe
4 1 paramdtre de Gm x G" défini par

x(t) = (¥, 4(e¥) .

Soient Yy Y2 deux éléments multiplicativement indépendants de €% tels que

Wy,)e e y(Y,)€ G - Ou chotelt &y, % dans O tels que et«j:Yj  (G=1,2) .
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Soit '!:3 = 2im . Alors 'l:,] 3 t2 5 't:5 sont Q-linéairement indépendants, et comme X
est périodique, la remarque 4.2.4 montre que le graphe de | est algébrique., Comme
les seules fonctions méromorphes dans C* qui soient algébriques sont les fonc-

tions rationnelles, { est un homomorphisme rationnel.

Avec les remarques 4.2.3 et 4.2.4, les théorémes 4.1.2 et 4.2.1 contiemment le
théortme de Ramachandra [Ra] sur les fonctions algébriquement additives, ainsi que
des généralisations aux fonctions z&8ta [Wa1] et sigma. Nous donmnons seulement un
exemple, a0 % Ramachandra [Ra] (p. 87).

COROLLAIRE 4.2.6 - Soient a et b deux nombres algébriques multiplicativement

indépendants, loga et logb des déterminations quelconques de leurs logarithmes,

et P la fonction elliptigue de réseau des périodes 2 loga+ Z 2im . Alors l'un

au moins des deux nombres

e o -1/6
5A%8) | (a(10ga, 2in)) P (logh)

est transcendant.

K. Mahler [Mah2] et Yu.I. Manin [Man] ont posé le probléme de la transcen-

dance du nombre j(l—gf;a) (cf. [Beb]).

Démonstration du corollaire 4.2.6.

Supposons le nombre j(l—gfni) algébrique. Avec les notations habituelles (cf. 1a
démonstration du lemme 3.2.4) on pose

Ziﬂ)
)

s 12
A = a(loga, 2ix) = (loga) <a(d, Toae

et on choisit une racine douziéme de A . La fonction

-1/6 -1/12
P*(z) =4  p( z)

est une fonction elliptique de Weierstrass ayant des invariants gg ’ g‘%" algébri-
ques. Soit €* 1la courbe elliptique correspondante, et soit P* = (1, P¥, @*)') .

Comme 2im est période de P*(A1/12 z) , il existe un homomorphisme analytique

complexe ¢ : G =~ E€¥ tel que p(e?) = P*(A1/12 z) . On applique alors la re-

marque qui suitle corollaire 4.2.5, avec les 2 points a et b .

Voici une autre conséquence de la remarque 4.2.4.

COROLLAIRE 4.2.7 - Soient A une variété abélienne définie sur 3] s @ 30 - AC
un sous-groupe & 1 paramétre de A, logoz1 sevey logoz)e des logarithmes Q-linéai-
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rement indépendants de nombres algébriques. Si o¢(logwe.)€ A-Q our 1=j=4,

alors 4 =3 ., De plus, s8i £ = 3 , alors cp(C) est une courbe elliptique.

Ainsi, pour étudier le cas £ = 3 , on est amené & un probléme analogue au théo-
réme des 6 exponentielles (cf. 1.1.7) : soient logoz1 5 logoz2 3 logoz3 des loga-
rithmes Q-linéairement indépendants de nombres algébriques, et Uy oy Uy, u.3 des
points algébriques d'une fonction elliptique (avec 8 » g3 algébriques). Peut-

on avoir

u u

1 Y 3,

logoz1 logoz2 logoz3

Quand on choisit pour G dans le théoréme 4.2:1 un produit de courbes elliptiques,
on obtient 1'énoncé suivant (qui peut aussi &tre déduit des résultats de Ramachandra).
Soient P1 sesey Pd des fonctions elliptiques de Weierstrass, d'invariants algé-
briques. Soit £ wun entier, avec 4d > 4 + 24 , et, pour 1= j=d , soient
u1,j g:0 wieip ull,j des points algébriques Q-linéairement indépendants de P,j . On
suppose que les fonctions @, (u,],,lz) y wieie § Pd(u,',dz) sont algébriquement indépen-

dantes., Alors la matrice

ui.
' 1<24<4, 12 5=4d

a un rang supérieur ou égal & 2 .

1’J-Z) sy 1=3
peut s'exprimer simplement en terme des algdbres d'endomorphismes des P,j 5 of,
[Br-X]).

1A
[N

(La condition d'indépendance algébrique des fonctions Pj (u

Ce résultat est encore loin de ce que l'on espdre, mais les remarques précédentes
conduisent & des améliorations dans certains cas particuliers. Ainsi, d'aprés 4.2,3,
81 P est une fonction elliptique d'invariants 8 g3 algébriques, et si

((.u1 ’ w2) est un couple fondamental de périodes de P , avec T = mz/u)1 , alors les

2 . PR
ST 5 WoT s cuzfr3 sont des points algébriques de  si et seulement si

 a multiplication complexe.

3 nombres w

Pour améliorer ces résultats, il conviendrait de développer les méthodes d'indé-
pendance algébrique. Gréce & Altman [Al] dans le cas abélien, et & Serre (Appen-
dice II) dans le cas général, on peut méme considérer des groupes algébriques défi-
nis sur une extension K de @Q de type fini (cf. [L2]p. 54). I1 n'y a aucune

difficulté & obtenir des .énoncés dans lesquels on impose un type de transcendance

N

& K , mais les méthodes de Chudnovsky [C1], [C2] devraient permettre de se dé-

barrasser de cette restriction.
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Pour 1'énoncé le plus général qu'on puisse espérer, voir la conjecture de
Grothendieck [L2] (p. 42-44), [L3](§ 4) ainsi que les travaux récents de Deligne,
Ribet et Shimura.

§ 4.3 - Démonstrations.

Nous allons démontrer les théorimes 4.1.2 et 4.2,1, et les remarques 4.2.3 et
4.2.4., Grice aux résultats du § 1.1.Db, il suffit que 1'on montre l'existence d'un
plongement de G dans un espace projectif PV(C) , tel que ¢ ait des coordonnées
projectives (cpo o eniy cpv) pour lesquelles les fonctions cpj/cpo soient d'ordre

arithmétique =2 sur T .

Nous énongons ce résultat sous une forme un peu plus générale pour pouvoir 1'ap-

pliquer au chapitre 8.

ILEMME 4,3.1 - Soient G wun groupe algébrique commutatif connexe défini sur q,

@ ¢ < oL Gc un_homomorphisme analytique, et ' un_sous-groupe de type fini de

" tel que o(I) c GQ . Alors il existe un plongement de G dans un espace pro-

A

jectif PV(C) tel que ¢ ait des coordonnées projectives (:po yeoos r.pv) ol

i P
Py seee s @ sont entidres d'ordre =2 et que l'application méromorphe| — ,.es, —vJ

[e] (PO

soit d'ordre arithmétique = 2 sur [ .

Nous vérifierons l'axiome O.A.2 sous la forme plus précise domnée par le lemme 1.1.8.

Démonstration du lemme 4.3.7.

Soit K un corps de nombres sur lequel G est défini, et tel que cp(l") c GK .
D'aprés le théordme de Chevalley 1.2.1, G est extension d'une variété abélienne A
de dimension g définie sur K , par un groupe linéaire L de dimension h défini
sur K . Notons Py ¢ c® X Ch - €% 1a premidre projection, et D =g+ h la di-

mension de G

D'aprds Serre (Appendice II, § 3) il existe une représentation
- . o8 h
b= (4y seees ) : CCx G - PIO)

de 1l'exponentielle de G , telle que ‘J,ro yis s ¢V gsoient des fonctions entidres
dans C° d'ordre = 2 , \po(o) #0, et y,=00pys o 6 estune fonction théta

relative & un réseau de ¢,

Soit £ : G"

ch = \yj of, (0= ;= v) . 8i 1'application 2 of est nulle, alors

- 8 X Ch une application linéaire telle que ¢ = yof , et soit
£(c%) < (o) x ¢,
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donc cp(Cn) c Ly 5 et le lemme est banal. 81 £, = pjof n'est pas mulle, les

lemmes 1.1.8 et 1.2.2 permettent de vérifier 1'axiome 0.A.2.

P ,
D'autre part, comme (') c G, , on a :P‘]-(Y)EK pour Y&TI tel que

K o
o (V#0, (1=5=v).

L'axiome O.A.1 résulte alors de l'équivalence entre les différentes notions de hau-
teur (cf. § 1.1.d) et du fait que la hauteur logarithmique sur C—K relative au
plongement choisi soit d'ordre = 2 (cf. Serre Appendice II, § 2).

Démonstration du théoréme 4.1.2,

On choisit parmi les fonctions cpj/c.po s (1=j=v) , une fonction f qui n'est
pas rationnelle, et on utilise le théordme 1.1.5 avec d=2, f1(z) =z, f2(2)= £(z) ,
PP=€s Pp= 2 . Ia conclusion s'éerit £ = 2 . (Comme la dimension algébrique de ()
n'intervient pas, on aurait pu se contenter de la démonstration dans le cas abélien;
cf, [Wa3]I th. 6.2).

Démonstration du théoréme 4.2.1.

Soient d la dimension algébrique de ¢ , et f,] yeesy fd une base de transcen-

= = P9 Py i ¢ ¢
dance sur Q de Q( — ey (P—V),avec f‘E{-i geeey -il sy 1T=j=d . On utilise
o

Po J | % %)
le théoréme 1.1.5 avec Pp Teoe= pgq = 13 pour d = 2, la conclusion est 4= __d2c11 R

Démonstration de la remarque 4.2.3,

. 2z . s CP'
Si ¢ admet une période u)7£ 0, il en est de méme des fonctions — 5 (1§i§v);

o
la remarque 1.1.6 conduit, pour d = 2 , & 1'inégalité 4 = -261.1_;11 , ce qui équivaut
3 Ld< £ + 24 .

Démonstration de la remarque 4.2.4.

P z 5
On choisit f1(z) = e, et oncompldte par une base de transcendance f

~ | Pq QPV) Py P
de Q e?, — N avec f.€(— ,,... ia) = 9= = S
’ %, ’ ’CPO ’ 3 % ’ "Po ’ (Z:J:d—)s 91—17 92—“'—pd—2'

1,f2 9000y fd
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L LY
S0US-GROUPES NORMALISEIS A PLUSTEURS PARAMETRES.

Soit @ c® - G‘J un sous-groupe & n paramdtres d'un groupe algébrique G défini

sur § On suppose ¢ mnormalisé de telle manidre que sa dérivée & l'origime soit
algébrique : ¢ = exp o £, ol l'application linéaire £ : ¢ Te (C) est définie
sur Q.

D'aprés 1'étude précédente, le premier probléme naturel concerne la nature arith-

métique des coordonnées des points u € ¢ tels que o(u) € Gﬁb I1 est naturel

d'espérer que, sow des hypoth®ses convenables sur 1'irrationalité de ¢, les coor—
dommées non nulles de u soient transcendantes, et méme que toute combinaison

lindaire 3 coefficients algébriques de ces coordonnées soit nulle ou transcendante.
Nous avons vu comment, dans le cas d'une variété linéaire, ce probléme se ramenait
au théordme de Baker sur 1'indépendance linéaire de logarithmes usuels (cf. § 2.4).
Dans le cas général ce probléme est:loin d'8étre résolu et nous verrons au chapitre

suivant 1'&tat actuel de nos comnaissances dans le cas des variétés abéliemmes.

Le deuxi®me probldme, qui est l'objet du présent chapitre, concerne la dimension
algébrique de ¢ : s'il existe n points de c* , O=1lindairement indépendants,
dont les images par ¢ soient dans Ga, alors la dimension algébrique de o
est égale & n. Ce résultat, dl 4 S. Lang, comduit & d'intéressantes généralisa-

tions du théortme de Schneider sur la fonction modulaire.

§ 5.1 - Le critére de transcendance de Bombieri.

Te critére 1.1.1. de Schneider Lang montrequ'un certain sous-ensemble de G
(ensemble des points ol des fonctions méromorphes, satisfaisant des équations diffé-
rentielles, prennent simultanément des valeurs algébriques) est fini. En 1963,

Lang (cf. [L2]chap. IV § 1 Thm 1) a étendu ce critdre & plusieurs variables, mon-
trant que le sous-—ensemble § ocorrespondant de ¢ ne peut pas contenir un produit

S1><...>< Sn, avec Si cC et Card Si =+ o, (1§i§n). Nagata avait conjecturé

que cet ensemble S était contenu dans une hypersurface algébrique ([L. 2] chap.IV)
suggérant ainsi que le rdle du nombre Card S, quand n=1, peut étre joué par le

nombre m1(S) quand n =1 (ol w1(S) est le plus petit degré des hypersurfaces
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algébriques passant par S, cf § 1.3). Cette conjecture de Nagata a &t résolue par
Bombieri [Bom].

THE:OR:E'.ME 5¢.1.1 - Soient K wun corps de nombres, et f1,...,fh des fonctions

méromorphes dans ¢ avec hZn+1. On suppose que f,], "'fn+1 sont algébrique-
ment indépendantes sur Q et sont d'ordre strict = 91,...,Pn+1 respectivement.

On suppose de plus que les dérivations partielles é—az , (1=i%n) laissent stable
i

1'algdbre K[f1,...,fh].

Alors l'ensemble S des w € Cn, ou f1,.--, f, sont régulidres et tels que

h
fj(w) €X pour 1=j=h

est contenu dans une hypersurface algébrique de degré au plus

n(p +eeete ) [K 2 Q.

Nous démontrerons ce théordme au §5.4, ainsi que le corollaire suivant [L 2]

(chap. IV §1 Th. 1) qui en constitue la partie utile pour les applications.

COROLLAIRE 5.1.2 - Avec lés notations du théoréme 5.1.1, si KygeeesX, est une

base de Cn, et si pour 1=£j=n , Sj est un sous-ensemble de C, avec
o - s
S {s1 Xyt eeets X (31,...,sn) € S,]x...xSn} y

alors
min Card S, =n (P ,+eee+p_..,) [K:Q].
15 jsn J L T

En particulier S ne contient pas Zx1 +...+an.

§ 5.2. Applications aux homomorphismes analytiques normalisés de Cn dans ‘GC "

a) Le théordme principal.

Tous les résultats de transcendance que nous déduirons du critére de Bombieri
proviennent de 1'énoncé suivant, qui généralise & plusieurs variables le théoréme
3.1.1 (ef.[L2] chap. IV§4 Th. 2).

THEOREME 5.2.1 - Soient G un groupe algébrique commutatif comnexe défini sur

Q, ©: ¢ - Gc un homomorphisme analytique normalisé, et T un sous-groupe de c®

contenant n éléments C- lindairement indépendants, tel que ¢(T') € G= .

Q

Alors la dimension algébrique de ¢ est inférieure ou égale & n.

Par conséquent si ¢ est un sous-groupe &4 n paramétres de G, cp(Cn) est un

sous~-groupe algébrique fermé de G de dimension n.
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Nous avons déja vu ce résultat dens le cas linéaire (2.4.6). Dans le cas général,
la démonstration est celle du théordme 3.1.1, en y remplagant le théoréme de

Schneider Lang par le corollaire 5.71.2.

Nous allons &tudier des conséquences du théordme 5.2.71 pour des variétés abé-
liemmes, puis pour des extensions de variété abéliemme par le groupe additif ou
multiplicatif. Les premiers résultats dans ce domaine sont aussi dus a Th.
Schneider et concernaient les jacobiennes [S 2] ; nous verrons pour terminer le

théoréme de Schneider sur la fonction béta.
b) Variétés abéliennes.

le résultat suivant avait été démontré par Schneider [S2] (th.I) dans le cas

particulier ol les variétés abélienmes Aj sont des jacobiennes.

COROLLATRE 5.2.2 - Soient A1,..., Ah des variétés abéliennes de dimension &,
définies sur Q. Pour 1=j=h, soit ®j : ¢ + A, un homomorphisme théta nor-

maligé, et soit Oj = ker ®j' 51 q, NeooNQy contient g éléments C- linéaire-

ment ihdépenda.nts, alors le sous-groupe & g parametres
z (@1(2),..., ®h(z))

de A X...x Ah a pour dimension algébrique g.

Ce résultat signifie que g+ 1 fonctions abéliennes dans ¢® aéfinies sur §
et admettant g périodes communes sont algébriquement dépendantes. Nous en verrons
une application au § 5.3. Dans le cas g =1, c'est un cas particulier du théor&me

3,220

¢) Produit d'une variété abélienne par le groupe additif.

Si x = (x1,..., xg) et y= (y1,..., yg) sont deux éléments de €%, on note

<x,y>= Xy ¥y +ooot xg yg.

Considérons dans le produit Ga X A, le sous-groupe & & Dparamétres normalisé

z- (<B,z>; 68z)) ,

dont la dimension algébrique est g+ 71 quand B est un élément non nul de Qg .

COROLLAIRE 5.2.3 - Soient A une variété abélienne de dimension g définie sur

R, 0 : g - AC un homomorphisme théta normalisé, et Wygeees wg des périodes

¢ - lindairement indépendantes de ®. Pour 1=j=g, _soient Wy gmowes wj,g les

coordonnées de mj dens €% . 8i B est un élément non nul de 'ﬁg, alors 1'un
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au moing des g nombres

< ﬁ, (AJj>=ﬁ1 w.

3,1 +...+Bg g g (1=3=¢g)

est transcendant.

En choissant B € §° avec toutes ses coordonnées nulles sauf une, on voit que

dans la matrice

w1,1 co s UJg,,]
(w1,...,wg) = .o ces € s

w soe W

1,8 858

il y a au moins un élément transcendant sur chacune des lignes. D'aprés 3.71.4, il

en est de méme sur chacune des colomnnes (cf. [Be 2]) .

d) Extension d'une variété abélienne par le groupe additif.

Soient A wune variété abélienme de dimension g et m une forme différentielle

de seconde espéce sur A ; m s'étend en une application R- linéaire de TA(C)

dans C dont on considdre les 2g périodes sur le noyau Q de l'exponentielle de
A . On dira que m est triviale si elle est somme d'une différentielle de premiére

espéce et d'une différentielle exacte.

COROLLAIRE 5.2.4 - Soient A une variété abélienne de dimension g définie sur

2, 0c TA(C) le noyau de 1'exponentielle de A, Wiseesy wg des &léments

C-linéairement indépendants de Q, et m une forme différentielle de seconde

- z . . i~ . ] .
espéce sur A définie sur Q, non triviale. Alors un au moins des g nombres

n(v), (125%8)

est transcendant.

Démonstration du corollaire 5.2.4.

On déduit le corollaire 5.2.4 du théordme 5.2.1 de la maniére suivante . Soit
G l'extension de A par Ga associée & m ;3 on décompose l'espace tangent &

l'origine de G :
TG(C) = TA(C) @ c,

et on considére 1'homomorphisme ¢ 3 TA(C) * G, défini par o(z) = expc(z 50 )s

Comme la forme différentielle m n'est pas triviale, 1l'image de ¢ est dense

dans Gc 3 le théoréme 5.2.1 montre que l'image par ¢ de Zw1+...+ Zw n'est
g

pas contenue dans Gﬁ, , d'olu le corollaire 5.2.4.
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Soient LPEREEER g formes différentielles de deuxitme espéce telles que les
extensions G1,..., C—g de A par Ga. forment une base sur € de Ext (A s Ga)'

Si ® est un homomorphisme théta de A, on peut paramétrer, pour 1= j = g,

1'exponentielle de Gj grice & @ et & une fonction Hj méromorphe dans c®
telle que

Hj(z+w)=Hj(z)+nj(w), ( w€ ker 0).
Ces fonctions H1, — Hg sont algébriquement indépendantes sur le corps des fonc-

tions abéliennes par rapport & ker ® On le voit par exemple de la manidre sui-

vente : pour 1= j =g, soit .z 1'homomophisme de Ts (e) = TA(C)e C dans Gj
J
défini par qaj(z , t) = exDq (z,0) ; alors l'image de P, X see X cpg est dense
J

dans G1 X ese X Gg. (Voir & ce sujet [c1] okt se trouvent les premiers éléments
d'une étude de 1'indépendance algébrique des 2g2 nombres

w,j,i ? ’ﬂl(‘”J) 9 (1 519 Jég))'

Quand A est une variété abélienne simple de dimension 2, Masser [M5] a démontré
la transcendance de chacun des nombres considérés dans les corollaires5.2.3 et 5.2.4.

Voici son énoncé sans démonstration.

TTIéOBfE’[E 5.2.5 — Sous les hypothéses des corollaires 5.2.3 et 5.2.4 avec g = 2

1 s
et A simple, soit w = (w 5 ux2) une période mnon nulle de ® ; alors les 5
nombres

1 2
T,w, w, 'ﬂ-] (w)’ 712(“3)

sont lindairement indépendants sur @ -

Si la variété abéliemne A de dimension 2 n'est pas simple (c'est-3-dire est
isogéne & un produit de deux courbes elliptiques), Masser a également déterminé la

dimension du Q- espace vectoriel engendré par ces 5 nombres [MB], [B—M] Chap. 6.

e) Produit d'une variété abélienne par le groupe multiplicatif.

En considérant dans le produit Gn{ X A un sous-groupe normalisé & g paramétres

z (eXP <B,z>, 0 (Z)),

on déduit du théoréme 5.2.1 le corollaire suivant

COROLLAIRE 5.2.6 — Soient A une variété abélienne définie sur Q, 0: c® o4

[+

un homomorphisme théta normalisé, Wygeeos mg des périodes C- lindairement indé-
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pendantes de ©® , et P un élément non nul de @%. Alors 1'un au moins des g

nombres
exp <B, 0>, (1=j=g)

est transcendant.

Ainsi, quand o est un nombre algébrique non nul, et h un entier, 1'un au moins

des g nombres

aw,
e U7, (1Ej=g)
est transcendant (on a noté comme précédemment wy = (wj qreces Oy g)) Dans lecas
{ 9
g =1, on retrouve la transcendance du nombre e5 @ pour w période non nulle

de P et BEQ, P#0 (cf. 3.2.8).

f) Extension d'une variété abélienne par le groupe multiplicatif.

Considérons maintenant un groupe algébrique G de dimension g + 1, défini sur

Q, extension de A par Gm' On peut représenter son application exponentielle &

1l'aide d'un homomorphisme théta (que nous choisissons normalisé) de A et d'une
fonction (z,t) -+ F(z) o méromorphe dans &t , o F est une fonction méro-

morphe dans c® telle que pour tout wEQ = ker ® il existe A (w) €C avec
F(z+u)=TF(z) " .
Nous supposerons que cette fonction F correspond & une représentation normalisé
de l'application exponentielle de G, c'est-a-dire que les fonctions
(-% F) /F, (1sj=g) sont @ ratiomnelles sur A (quand g = 1, cette condi-
J

tion est remplie quand on choisit B € Q@ et

N

o(z-u)  (B+¢(u))
M=) = yele) ©

o

ef. § 3.2, e).

COROLLAIRE 5.2.7 -~ Si G n'est pas isogéne au produit Gm XA, et si Wygoooy wg

sont g périodes C- lindairement indépendantes, alors l'un des g nombres

exp A (wj), (1=j=g)

est transcendant.

L'hypothése que G n'est pas isogéne 2 Gm X A montre que le sous-groupe & g

paramétres

z » (F(z), &(z))

89




CHAPITRE 5

a pour dimension algébrique g+1 (autrement dit a une image dense). Quand G est
isogine & Gm x A, s'il suffit d'ajouter l'hypoth&se que 1l'un des nombres

exp A (mj) , (1 =j=g) n'est pas une racine de 1'unité.

g) Application 3 la fonction béta.

Soit £ une courbe algébrique sans singularité de genre g dans P2 (€). Soient

S 1la surface de Riemann de £, (Cj)'i = une base de 1'espace de son homologie

J=eg
en dimension 1, et (gh)1 shs=g une base de 1l'espace des formes différentielles
de premidre espéce sur S . Pour 1=j=2g, on note wj 1'é1ément de c® ae

omposantes (W, .9 seey W _ . ol
composantes (g 4y -ues O, y)

mh,jz ‘J.‘C,gh 9 (1§h§g).
J

Soit Q 1le réseaun Z w

e tB U, . la variété abélieme ¢/ a est la

jacobienne de £.
On suppose que la courbe £ et les formes différentielles §1,---, !g sont
définies sur Q ; la jacobienne de £ est une variété abélienne définie sur @ .

Soit E une forme différentielle non exacte de premiére ou de deuxidme espece,
définie sur Q. Les corollaires 5.2.3 et 5.2.4 s'énoncent ‘sous la forme suivante

(qui était la formulation originale de Schneider [s2] p. 113).

si Wyseeos wg sont C- lindairement indépendants, alors 1l'un au moins des g

nombres

Jo & (1sj%¢)
J

est transcendant.

En particulier l'un au moins des 2 g nombres -J'C £, 0 sj=2g) - est trans-
cendant. J

En voici une application [S 2] (p.113) concernant la fonction béta.

THEOREME 5.2.8 — Soient a et b deux'nombres non entiers tels que -a -b ne

soit pas un entier > 0. Alors le nombre

T T (b
S - L

Démonstration du théoréme 5.2.8.

est transcendant.

Gréce & 1'équation fonctiommelle de la fonction gamma, on peut supposer

0<a<1, 0<b<1., De plus, comme le nombre
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B(a,1-a)=T(a)T(1-2a) = si;:a‘n

est transcendant (pour a ratiommel, o <a<1 ), on peut supposer a+b#1 . On

2 r S N
éerit a = -Gt s, b=1-= E , Ou P, q, Ty 8, sont des entiers positifs,

(ryp) =1, (s,q) = 1. On considdre la courbe algébrique £ d'équation non homo-

géne
xp + yq = e
Comme

1
_r osa=1 b-1 1 r-1 -s
B(a,b)_Jot (1-1) at=p [ox ¥ °ax,
on considére la forme différentielle

g=xr"1 y—s ax

Elle est de premiére espéce si a+b <1, de deuxidme espéce si a+b>1. On
peut extraire une base de 1'homologie en dimension 1 & partir des chemins joignant
les points o« et Cl; , (0Sk=p-1), ol Gp est une racine primitive p- idme de

1'unité. Par un changement de variable on voit que
Jc £=o B(a, b),

ol o est un élément non nul de @ (gp) . On en déduit le théordme 5.2.8.
Dans cet exemple le théoréme de Schneider qui concerne une forme différentielle

fixe et affirme la transcendance de 1l'un des nombres JC €, (1=j=g), donc,dans

le cas de premidre espéce, la transcendance d'une au moins des composantes sur chaque
ligne de la matrice (031,...,0)2%) = (wh,j) , est plus précis que celui de Lang sur la
transcendance d'une composante au moins de chaque colonne. La démonstration du théo-
réme 5.2.8 de Schneider sur la fonction béta nécessite plusieurs variables complexes
(ef. [Be 2])

Le théoréme 5.2.5 peut étre formuld ainsi [MS]: supposons que la courbe £ soit
de genre 2 et que sa jacobiemne ne soit pas isogéne au produit de deux courbes ellip-
tiques ; soient £ wune forme différentielle non exacte de premidre ou de deuxiéme
espéce, définie sur § , et C wun chemin fermé sur S non homologue % O ;

Jo &

alors le nombre

est transcendant.

En voici une conséquence [M5]: les cing nombres B (-;— y %m) , (1=m=5) gont

lindairement indépendants sur §Q .
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R 2.4, .6 5
Pour le voir, on considdre la courbe £ d'équation y tT+ x - xt”" =0 dans
ax dx

P, (c), les différentielles de premidre esptce & = & =% et les
- s, g b
différentielles de deuxieme espece ;B =X 7’ 4= =

La jacobienne de £ est une variété abéliemme simple de type C.M. et de dimen~-
gsion g=2 (cf. § 6.1 ; si C5 =1, on a un endomorphisme
te 5, xH g x,yH 53 y). On déduit de 5.2.5 1'indépendance linéaire sur Q des

cing nombres 1
1 Jﬂ i yeoey J. g
" o *

et le résultat ammoncé s'en déduit.

Pour de plus amples renseignements sur les propriétés arithmétiques de valeurs de
1a fonction gamma, on pourra consulter [Be 2], [Gr], [M 5], [C1] [La1], et [MB] §11.
Les seuls nombres rationnels entre O et 1 ou l'on sache que la fonction gamma

prend des valeurs transcendantes sont
1/6 , 1/4 , 1/3 , 1/2 4 2/3 , 3/4 5 5/6.

On sait seulement que deux des nombres T, r(1/5), r(2/5) sont algébriquement indeé-
pendants, mais on conjecture [01] que si 4 est un nombre premier impair, les

%‘1— nombres

7y T(1/4), 000y T ((£=1)/24)
sont algébriquement indépendants. Plus généralement, Rohrlich conjecture que les

-1/2 ] .
relations de distribution de la fonction (2m r(z)=G (z) : pour N entier

positif, _— . —x+'32-
TT 6 Ged) =0 2 o)
i=0

(pour x € C tel que N x ¢ Z) et la parité
-1
¢ (-x)=G(x)

engendrent un idéal de définition sur les nombres algébriquespour toutes les rela-
tions algébriques des valeurs de la fonction gamma pour x € Q, X #0 (cf. S. Lang,
relations de distributions et e;cemples classiques, Sém. Delange Pisot Poitou
1977/78) -

Revenons aux intégrales abéliemnes. Soit & une forme différentielle abélienne
de troisitme espdce (sans pbdles d'ordre = 2) définie sur Q dont le diviseur
résidu est & coefficients dans Z. Si Wygeoes wg sont C-lindairement indépen-

dants, et si g mnombres
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exp (fcj§), (1=3sg

ne sont pas tous racines de 1'unité, alors le corollaire 5.2.7 montre que 1l'un au
moins d'entre eux est transcendant

§ 5.3 - Généralisations du théordme de Schneider sur la fonction modulaire.

Nous déduisons du critére de transcendance 5.1.2 des analogues en dimension supé-

rieure du théoréme de Schneider sur la fonction modulaire j (corollaire 3.2.4).

a) Endomorphismes de variétés abéliemnes

Nous commengons par un énoncé sur les endomorphismes de variétés abéliemmes [S2]
(Thm 1'), [L2](ch. IV § 4 Th 4), [Mor] (Th. 2).

Soient A une variété abéliemne définie sur une extension algébrique K de

Q, 0 : € AC un homomorphisme théta normalisé, ?K le corps des -fonctions

K- rationnelles sur A, et ‘3«'0 = ?K ®K C le corps des fonctions abéliennes par

rapport & Q = ker @ On suppose que les endomorphismes de A sont définis sur K.

/ \
THEOREME 5.3.1 = Soit £ un endomorphisme C-linéaire de c€ Les conditions sui-

vantes sont équivalentes.

(i) £ laisse 0 %Q stable, c'est-3-dire £ représente un élément de (EndA)Z® Q.

(ii) si f € 9K, alors fodf est algébrique sur 9‘K :

(iii) Il existe Wygooes wg € Q, C-lindairement indépendants, tels que

£ (wj) €0, (1=j=g). De plus 1'endomorphisme £ est défini sur K.

Démonstration du théoréme 5.3.1.

La seule partie "transcendante" de cet énoncé est l'implication (iii) = (ii), et
cette implication est le théordme I' de [S2]. C'est une conséquence immédiate de
son théoréme I, c'est-&-dire du corollaire 5.2.2. : on choisit h = 2, ®1 =0,
®2 = 0oL, et l'hypothése que £ est défini sur X signifie que 1'homorphisme

théta @0 f est normalisé. Si (60,..., 9\)) sont des coordonnées projectives de O,

le théortme 5.2.71 montre que le degré de transcendance sur K du corps
]

1
ZIK ('q o£,...,'—vo£)

¢
o
est g, donc ce corps est une extension algébrique finie de 9"K.

L' implication (i) = (iii) est banale.

Montrons (ii) = (i). Supposons d'abord qu'il existe un entier d > o tel que
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f 6."r".c=>fo(d£)6 g

Comme 1'ensemble des périodes communes aux éléments de "J'c est Q, on en déduit que
df laisse Q stable. I1 suffit par conséquent que l'on démontre le lemme suivant

[Mor] (lemme 3) .

LEME 5.3.2 - Soit f une fonction méromorphe dans Cg, algébrique sur "ic . Alors
i1 existe un entier d >0 tel que z* f (dz) appartienne & %, .

Démonstration du lemme 5.3.2.
Soient fyyeeey £, des é1léments de 3-'0 tels que

m m-1 _
f +f1f +...+fm_0

Soit V un sous—ensemble analytique propre de ¢® en dehors duquel £, f1, ceny fm

sont analytiques. Soit ® € Q. Pour 1»1 y 1:2 € Z , notons

S ={zECgr—V;f(z+L1 w)=f(z+£2w)}

L1 ’12

Comme, pour chaque z € e® -V, le polyndme

£, (2) X s £ (2)

a au plus m racines, (}g - V est la réunion des S.¢1 1’2 pour O_S_£1<,62§ m,
9
Comme les ensembles 311 "’2 sont analytiques, il existe £, (w) et L, (w) tels
9
que

eg - V= Sz‘] (U.)) , zz(w) et 14_1 ((1)) 74 ;62 ((D)-
Alors

f(z+.¢«1 (w).w):f(z+£2(w).m) pour tout =z € cg.
Si d est un miltiple des nombres £, (w)- L, (w), ® décrivant une base de

Q sur Z, alors f(dz) admet € pour périodes.

On déduit du théordme 5.3.1 le résultat suivant [L2] (chap.IV § 4 Th. 2).

COROLLAIRE 5.3.3 - Soit w,l,..., w2g une base de Q sur Z, avec w1,...,wg

C-linéairement indépendants. On considére les matrices g X &

w,' = (UJ1,..-, U.)g) 9 w2 = (wg+19-0-9 wzg) ’
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Si la matrice T a ses coefficients algébriques, alors elle représente un élément
de (EndA)QS Q.

Dans le cas g =1, on a w1 =w1,w2=w2 ,

que si T est algébrique, alors il est imaginaire quadratique (ef. § 3.2)

A la fin du § 6.3, nous étudierons la matrice wﬂ W, (ef. [L2]p.40-41).

= i, et le résultat signifie

b) Transcendance de valeurs de fonctions arithmétiques automorphes

Le groupe GL; (R) opére sur le demi-plan supérieur Y par
ab 5 = az+b
cd/” " cz+d
Soit T = SL2 (Z) On obtient une surface de Riemann de genre O en compactifiant
5/T et le corps des fonctions rationmelles sur cette surface de Riemann est C(j),

oi j est la fonction modulaire.

Soit T E€f. Il existe un élément non scalaire de GLZ (R) qui fixe T si et
seulement si T est algébrique quadratique. Dans ce cas, la théorie classique de
la multiplication complexe dit que j(7) engendre sur Q('T) 1'extension abélienne
maximale non ramifide de Q(T). Inversement, le théordme 5.3.2 de Schneider montre
que si j(t) et T sont tous deux algébriques, alors T est quadratique.

z

Cet énoncé a été &tendu par Y. Morita [Mor] de la manidre suivante.

Soit B une algébre sur Q telle que
A a A ~
B%Q_MZ(Q) , B%R- MZ(R)

(algébre de quaternions indéfinie). On choisit une représentation irréductible de
B dans M, (R) telle que l'image de B soit contenue dans M, (). Ainsi le
groupe B" des éléments de B de norme réduite positive opére sur Y comme un

sous-groupe de GLE (R).

Soient & wun ordre maximal de B, et I' le sous-groupe des unités de O formé
des unités de norme réduite 1. G.Shimura [Shi1]Thm9 a construit une application
holomorphe ¢ de Y dans un espace projectif vérifiant les deux propriétés sui-
vantes : '

(i) @ induit un isomorphisme birdgulier de y /T sur une courbe projective non

singuligére V.

(ii) si T € b est fixe par un élément non scalaire de 3", alors o (1) engendre

une extension abélienne d'un corps imaginaire quadratique.

La fonction ¢ généralise donc la fonction j, et l'analogue du théoréme de
Schneider est le suivant [Mor] Thm 1 ¢
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THE’ORE\ME 5.3.3 - Si T et @ (r) sont algébriques, alors T est fixe par un é1é-

: +
ment non scalaire de B .

La démonstration de Morita utilise le théordme 5.3.1.

§ 5.4. Démonstration du théordme de Bombieri.

Nous allons effectuer la démonstration du théordme 5.1.1 en utilisant le lemme

suivant, qui sera démontré au § 7.5.

LEMME 5.4.1 — Soit S un sous—ensemble fini de Cn , et soit e un nombre réel,

e >0. Il existe un nombre positif r =/ (S, ¢) tel que pour tout entier

t >0 et toute fonction entidre non nulle f dans Cn satisfaisant

D' £ (6)=0 pour o€S,TEN, |T[<t,
on ait pour RZ r>ro 0.(5)
Log lf‘ = Log lfl - (—1—- - ¢) t Log (R/4nrz).
On a noté comme precédemment (§1.3) w, (8) 1e plus petit des degrés des hypersur—
faces algébriques de Cn passant par S. Pour T= ('r,l, & ajey T )ENn est
1'opérateur
T1 Tn
o 0
™ =
621 oz

d'ordre |'I'l='1'1 Foook T o

Nous utiliserons aussi une version & plusieurs variables du lemme 1.71.4 (cf. [L 2]
Ch. IV §2 lemme 1, [Bom] lemme 1; voir aussi [Wwa3]I1§3 et [B-M] chap.11 §3)

LEMME 5.4.2. — Soient U un ouvert de Cn, et f1,..., fh des fonctions analy-

tiques dans U . Tl existe un entier C,] >0 ayant la propriété suivante

Soient K un corps de nombres, et L1,..., Lh’ t‘l""’ tn des entiers positifs

\t\ ‘b +ooot 't > 0. On suppose que les dérivations

ounuls, avec
-é%. , (1=3j=n) laissent stable 1'algibre K[f1,..., fh] .
J
Tl existe un polyndme P € K [X_], Qg Xh] tel que

L
a) p? (f11 ¢ s fih ) =P (£15000, fh).
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=
degy PE Ly +C |4 ]
J
c) Les coefficients du polyndme

oltlp
1
sont des entiers algébriques de K, dont les valeurs absolues des conjugués sont

majorées par

ﬁhuh+m+%+hDM
Le lemme 5.4.1 nous permet de traiter les sous-ensembles finis de ¢*. Gréce a
un argument de compacité (lemme 5.4.3) nous montrerons que c'est suffisant ici.
Soit 8, = { CIPRRRY cm} un sous-ensemble fini de S :
fj(vk) €X pour 1=j=h, 1=2kEmn

Soit o € Z, 0 >0 un dénominateur commun de ces hm nombres, et 8 = [K ¢ Q].

Pour 1= j=n+1, on considére deux fonctions entiéres gj ’ hj’ d'ordre

strict _-’zpj, telles que fj=gj/hj' Enfin pour 1= j=n=+1,1=k En,

on note 'rj U élément de N~ minimal dans 1'ordre lexicographique (ef. [M2]
9
II p. 63) tel que

DTj’k h, (¢,.) # 0.
J vk

Soit 0<e<1. Soit rj (S1,e) =r
affirmée par le lemme 5.4.1. Soit

5 le nombre positif dont 1l'existence est

r=max { r_ , max le. | ¥.
°©'ygk En ¥

Soit N un entier suffisamment grand ; Coreses c5 désigneront des entiers indé-
pendants de N et facilement calculables, et €qseeey 69 seront des fonctions
positives de N , tendant vers O quand N tend vers 1'infini (N sera choisi

assez grand pour que ces nombres & soient tous inférieurs & e).

a) Montrons qu'il existe un polyndme non nul

]

PN € Z[X‘l""’ n+1

de degré en Xj inférieur ou égal &
—(p./ (Pyteee+p_..))
- [ N J 1 n+1 (LogN)‘]/n] ,
e N
, tel que la fonction

L.
J
(1= 3=n+1), et_de hauteur inférieure ou égale & N

)

Fy = By (f1,..., £

vérifie

DtFN(%)=(), our tEN, |t| <N,k€N, 1sksn.
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% . §
BEn utilisent le lemme 5.4.2, on écrit, pour O= xj = Lj ,(12j2n+1) et tEN,

)\n+1 )

A
[£] 1t o1
c,’'D (f1 cee T3

comme un polyndme en f1,..., fh , de degré total = CZN’ et dont les coefficients
sont des entiers de K dont tous les conjugués ‘ont des valeurs absolues majorées
par
t
cfltl (c3 N + lt|)l |.

On écrit le polyndme inconnu PN gous la forme

L L A A
(x X..)=0 > (A R SLEURE i
PulKppeses Bpyq) S oee B 0 B Ve Tan 1y 041
1 n+1"
n+l AL

= x99,
5® () E 3

et on résout le systéme (dont les inconnues sont les coefficients

p()x1,..., )\n+1) €% .de P)

2N

It] .DtFN(ak)=O , (Jt|<N, 1=k sn).

Cy

C'est un systéme linéaire homogéne, ayant moins de m i équations, et plus de

™ LogN incomnues. Les coefficients de ce systime sont des entiers de K :

N A A
lt] °2° -t ™M n+1
cgol o D (f1 eee £ )(ck),
c 4N
dont les conjugués sont en valeur absolue majorés par N . Le lemme de Siegel

(par exemple [Wa 2] lemme 1.3.1) montre qu'il existe une solution p (\) €z
vérifiant

0 < max |p (k)lsncl5 .
™

b) Soit to e , Minimal dans 1'ordre lexicographique, tel qu'il existe
ko,1§ko§m, avec .
o

D" Fy (ck ) # 0.
(o)
Soit M= |t | . Alors
t
o
Log |D By (cko) |lz-(6-1+ 62) M LogM.
L'existence de to provient de 1*indépendance algébrique de f1,..., fn 1 et

la construction de FN implique M = N. Le nombre
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c,M t e,M t A A
2 o _ 2 o (o1 n+1
yo? p By (o ) =2 p(M 02 D° (0. £231) (o)
o (N o
est un entier algébrique de K , dont tous les conjugués sont majorés en valeur
absolue par exp{(1+ e3) M LogM}. La norme sur Q de ce nombre est un entier

rationnel non nul, donc de valeur absolue = 1, ce qui donne 1l'estimation désirde.

¢) La fonction

3=

est_entidre dans C°, non identique & 0, et vérifie

p® 8y (e) =0 pour |t|<M, 1=k=n

Log |§‘N[r = -(6- e4) MLogM

(ef. M2] 1I).

C'est ici que nous utilisons la minimalité de + et des . ..

n+1 ° 3ok
|
Notons 'to =t +Z} Tj,k Lj . Alors
,j=1 o
! n+1 J.k
o ’ j
D°8 (6, ) =D °F(e ). D °.n. (e )]
N % k 521 3 kg

Comme les nombres
o
D hy (cko)

sont indépendants de N et non nuls, le membre de droite est minord par
exp {-(6-1- 65) M Log M}. D'un autre cdté les indgalités de Cauchy donnent
Al

o
Log |D i, (cko) |= Log I§|r + (1+ e6) M Log M.

Le résultat annoncé s'en déduit.

d Ona
w =
1(8,) =ns (pyteeet Puq)e ot 5 )
On utilise le lemme 5.4.1 pour la fonction QN avec R =M d T
Comme
n+l A, L=\,
ep=5 »(N) ] e nd 9,
(») g ¢
et que les fonctions gj et hj sont entidres d'ordre strict = pj sy on a
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n+1 P.
Log |6N| £ ¢, NIogM +E1 L R J
':]_.

£ €g MLogM.

On en déduit donc

v, (s,)

- eS 6 (p1+...+ pn+1) + &
ce qui donne bien le résultat annoncé.

I1 reste & s'affranchir de 1l'hypothese sur la finitude de S‘I'

LEMME 5.4.3 - Soient S un sous—ensemble de cn , et A un entier positif. On

guppose que toute partie finie S1 de S vérifie w, (S.I) A, Alors S est

contenu dans une hypersurface algébrigue de degré £ A .

Démonstration du lemme 5.4.3.

Notons ﬁ:) 1l'ensemble des polyndmes de C [21,..., zn] de degré = A et de hau-
teur 1. Dans 1l'espace C[”z1,..., zn] muni de la norme de la hauteur des polynbmes,
$ est un compact. Pour toute partie finie S1 de S notons FS 1'ensemble

1
des éléments de T qui s'annulent sur S1. D'aprés 1'hypothése, "m’S est non vide.
1

Comme S est réunion d'une famille croissante {S.]} de parties finies, que ?S
est fermé, et que 1

s,} cs'1' > F 9?31. ’
1'intersection de ces '551 est non vide. Il existe donc un polyn&nfe non identique
%0 de degré £ A qui s'annule sur S.

55

Pour dedu:Lre le corollaire 5.1.2 du théor2me de Bombieri, on utilise le lemme
suivant, dont la démonstration est facile par récurrence sur n (cf. [Wa3 ] II

lemme 5.8). Nous 1'énongons avec des multiplicités, mais le cas t =1 suffit ici.

LEMME 5.4.4 - Soient S1,..., Sn des sous—ensembles finis de C, _et

S = S1 KeooX S:(1 leur produit dans ¢*. Pour tout entier positif t, ona

0, (8) =t min Card S,
1=iEn

REMARQUES - Actuellement, toutes les applications du critére de Bombieri proviennent
du théortme 5.2.1, donc du corollaire 5.1.2. La démonstration directe de ce cordl-
laire 5.1.2 utilise un lemme de Schwarz beaucoup plus facile & démontrer que le

lemme 5.4.1 (cf. § 7.2 Proposition 7.2.1) et qui conduit & la majoration
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min Card S. = (P, +eeot P, ) [E:Q].
1=3jEn J L Tkl

D'autre part les équations différentielles des fonctions f1,..., fh n'ont

&té utilisées que pour la démonstration du lemme 5.4.2 ; par conséquent, de méme

que dans le cas d'une variable (cf. [S3], [S4]Th. 12, [Wa1] Th. A), on peut rem-
placer l'hypothese concernant les équations différentielles par des hypothéses tech-
niques sur la taille des valeurs des dérivées des fonctions [Wa 3], [B-M] Chap 11.
(ces hypothéses sont analogues aux axiomes O.A.1 et 0.A.2. di § 1.1). Voici un
exemple [Wa 3] (I Th.3.1) qui généralise le théorime I de [S2]

THEOREME 5.4.5 - Soient K un corps de nombres, et (w],..., wn) une base de Cn

On note Ep (w‘l""’wn) 1'ensemble des fonctions méromorphes dans €, d'ordre
fini, admettant Wiseoes W

o Rour périodes, anlytiques en O, et dont le dévelop-
pement -de Taylor & 1'origine

f()ENnahz

a i)ou:c coefficients a, des Sléments de K vérifiant, pour tout h € N7, Ih|§2,

Log |a, | = o(£) |n| Log |n]

£
v, (£ N [v, (£) b ]VB( ! a st entier sur Z,

o C(f), v, (£), Vz'(f), V3 (f) sont des entiers positifs indépendants de h .

Alors E (w1, cony wn) est un anneau intégre dont le corps des fractions T _a

un degré de transcendance sur K inférieur ou égal 3 n.

De plus; si les v premiéres coodomnées de chacun des W sont algébriques,
alors ce degré de transcendance est inférieur ou égal & n-v. En particulier si
Wiyees, W~ apartiennent 2 @@, alors By (w1,..., wn) ne contient que les cons-
tantes.

On peut vérifier que les hypothéses techniques sont satisfaites quand on considére
des fonctions & valeurs dans 2 [(Wa3 ]II:. (voir aussi [Sk]). c'est ainsi que
Chudnoveki [C1 ] a démontré 1'énoncé suivant

Vi .
THEOREME 5.4.6. — Soit f une fonction transcendante méromorphe dans ¢ a'ordre

= p. L'ensemble des points algébriques w € Q" o f est analytique et

% :
D f(w) € 2 pour tout k € N est contenu dans une hypersurface algébrique de
degré inférieur ou égal & n P.

101




CHAPITRE 6

VARTETES ABéLIENNES SIMPLES DE TYPE C.M

Pour compléter 1l'étude précédente, il nous reste & étudier les homomorphismes ana-
lytiques de Cn dans un groupe algébrique, sans hypothése de normalisation. Consi~
dérons d'abord les points algébriques du graphe d'un tel homomorphisme. Au chapitre
2, § 2.5, nous avons ramené cette étude, dans le cas d'un groupe linéaire, & un
énoncé d'indépendance linéaire sur @ de logarithmes de nombres algébriques. Au
chapitre 4, § 4.1, nous avons vu que pour un sous-groupe & 1 paramétre d'une courbe
elliptique, on se raménait & 1'indépendance linéaire sur @ de points algébriques

de P .

Nous allons effectuer la méme démarche dans le cas général. On veut montrer que,
sous des hypoth®ses naturelles concernant l'irrationalité de ¢ , si I' est un
sous-groupe de type fini de Qn , de rang 4 sur 2 , tel que Q(F) c GQ , alors
4 = 2n , On ram®ne ce probl2me % celui de 1'indépendance linéaire de points algé-

briques de variétés abéliemnnes simples.

Mois on ne sait résoudre actuellement ce problme d'indépendance linéaire que dans
le cas d'une variété abéliemme simple de type C.M., c'est-a-dire quand (BEnd A) ® Q

est un corps de degré 2g sur Q (ot g= dim 4) .

Nous commengons par regrouper (sans tous les démontrer) les résultats de transcen-
dance actuellement connus concernant les points algébriques de variétés abéliennes
simples de type C.M. : chaque coordonnée d'un point algébrique non nul est transcen-
dante (§ 6.1), et des points algébriques linéairement indépendants sur End A 'sont
linéairement indépendants sur (End A).@ (§ 6.2). Pour le premier énoncé il faut
normaliser "fortement" (cf. § 6.1) la représentation théta, alors que pour le deu-

xidme la normalisation habituelle suffit.

Au § 6.3 nous appliquons le théortme et la conjecture du § 6.2 1 1'étude des
points Y€ ﬁn ol un homomorphisme analytique ¢ : [+ N Gc prend des valeurs

da Gz
ns g .
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§ 6,1 - Transcendance des coordonnées de points algébriques.

Soit A une variété abéliemne définie sur un corps de nombres K . On suppose
que (End A) % Q est un corps de nombres k de degré 2g sur Q . Alors A est
simple, et on dit que A est de type C.M. Nous renvoyons aux travaux de Shimura
cités en bibliographie une étude détaillée de ces variétés. Nous utiliserons seule=-

ment les faits suivants.

Le corps k est totalement imaginaire, extension quadratique d'un corps totale-=
ment réel. On suppose que K contient k ainsi que les conjugués de k . L'anneau
End A est alors isomorphe & un ordre & de k . On peut choisir un homomorphisme
o8

théta normalisé @ : - AC (c'est-t-dire choisir une K-base de l'espace tan-

gent & l'origine de A) de manidre & décrire 1'isomorphisme O - Fnd A de la
fagon suivante : il existe g plongements Oy 000y cg de k dans C tels que

pour YEO 1l'image de Y dans FEnd A corresponde & la matrice diagonale g x g

Autrement dit k opére sur c8 par
kyxC® - ¢f
o4 Gg
(V5 (2g seees 2)) B (Y T2y 5000, ¥ B2

Dans ces oconditions nous dirons que l'homomorphisme th&ta est fortement normalisé.

Cette normalisation, qui intervient dans les travaux de Masser [M2], [M6], et
[B.M] (chap.8), Lang [L6] et Coates Lang [C-L], est définie dans le cas d'une
variété abélienne quelconque par D. Bertrand [Be5] et Appendice I .

L'énoncé suivant est d & Lang [L6] (Th. 1) et Masser [M2] (III Cor.1) qui donne
des exemples de jacobiennes de type C.M. [M2] (III p. 563).

THEOREME 6.1.1 - Soient A une variété abélienne simple de type C.M., @ : Cg - A

c

un _homomorphisme théta fortement normalisé et wu = (u1 yeeey ug) un point algé-

brique non nul de ® . Alors chacune des composantes uj ’ (1; j=g) de u est

transcendante.

Lang déduit cet énoncé du critdre 5.1.1 de Bombieri, Masser déduit un résultat
plus fort que le théordme 6.1.1 de son théortme sur 1'indépendance lindaire de points
algébriques de © (voir § 6.2 ci-dessous). Comme nous ne dornmerons pas la démons-

tration du théoréme 6.2.3 d'indépendance linéaire, nous reprenons ici le raisonne-
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ment de Lang, mais nous utilisons directement le théordme 5.2.1 sur les sous-groupes

abéliens & n paramdtres normalisés.

Démonstration du théortme 6.1.71.

Soit J un entier, 1 = j= g, avec uy algébrique (éventuellement nul).
Pour 1=1i= g, notons
= = i 0
€, = 1 et v= si uy 7—L
ei=0 et vi=‘l si uj_:O

On considére 1'homomorphisme analytique normalisé

o+ 08 ~ Cx Ay

Z - (Zj’®0£(z)) 9

£(Z1 Py, zg) = (e.l By ogeees € zg) :

I1 prend des valeurs algébriques aux points
o o
1
(v v, ,...,ngg)
Or ces points forment un réseau [' de c® , donc I' contient une base de c®

sur C .(On n'utilise donc qu'une version affaiblie de 1'hypothese CoM.).

D'autre part, la variété abéliemne A étant simple, 1l'homomorphisme analytique
‘®odL ¢ et . AC a une image dense dans Ac , donc a pour dimension algébrique g .
On en déduit que la dimension algébrique de @ est g + 1 , ce qui contredit le

théortme 5.2.1.

Démontrer 6.1.1 avec seulement une hypothése de faible normalisation pour ® re-
viendrait & montrer que 1, Uy geeey U sont Q-lindairement indépendants [L6]

(p. 292). Ce problime n'est toujours pas résolu [L5](2.3).

§ 6.2 - Indépendance linédaire de points algébrigues.

la conjecture suivante n'est pas la plus générale possible, mais elle suffit dans

de nombreuses situations.

CONJECTURE 6.2.1 - Soient A une variété abélienne simple définie sur § ,
-
®@:C AC

briques de ® qui sont linéairement indépendants sur End A . Alors Uy seeey Uy

un homomorphisme théta normalisé et Uy seeey Uy deux points algé-

sont linédairement indépendants sur (End A).-Q s
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Le cas particulier suivant est résolu dans le cas d'une courbe elliptique (cf.

3.2.3),

CONJECTURE 6.2.2 -~ Soient A une variété abélienne simple définie sur § ,

® : ¢ . AG un_homomorphisme théta normalisé, et Uy, U, deux points algébri-

ques de ® . On suppose qu'il existe un nombre algébrique BE § tel que u, = Bu1 .

Alors u.,I y Uy gont linéairement dépendants sur End A .,

Le premier cas particulier ol la conjecture 6.2.1 a été résolue est celui d'unme
courbe elliptique ayant multiplication complexe, par Masser [M1] Thm V, Chap VIT.
(S [L 7] Chap., 9). Les minorations les plus fines que 1l'on connaisse sont dues
3 M, Anderson [B-M] Chap 7 et [M8].

Ce résultat a été étendu aux variétés abéliemmes de type C.M. par lang [L6] et
Masser [M2], et les minorations de formes lindaires ont ensuite été raffinées par
Coates et Lang [C-L] puis Masser [M6]

Trés récemment, d'autres cas particuliers de ces conjectures ontété obtenus par D.
Bertrand et D.W. Masser & partir du critdre 5.1.2. En particulier la conjecture
6.2.1 est maintenant résolue dans le cas d'une courbe elliptique.

Comme les énencés 6.2.1 et 6.2,2 concernent en fait 1l'espace tangent & 1l'origine
de la variété, ils sont indépendants du choix de 1'homomorphisme th&ta normalisé,
Si on suppose que A est de type C.M. et que ® est fortement normalisé, alors
Masser [M2]III.a démontré 1'indépendance lindaire sur (End A).R des points.

e1 genny eg , u,‘ 9000y uz

(ot (e_I 9000y eg) est la base canonique de ¢ 5oey n'est pas un point algé-

brique de @ , d'apr®s 3.1.4 ou 6.1.1).

THEOREME 6.2.3 - Soient A une variété abélienne simple de type C.M; définie

sur @, O Gg - AC un_homomorphisme théta fortementnormalisé, et Uygeeey Uy
des points algébriques de ® gqui sont linéairement indépendants sur End A . Alors

&y seeey eg )

sont linéairement indépendants sur (E‘nd A).Q &

Cet énoncé non homoggne conduit & d'intéressants résultats de transcendance sur

les coordonnées des Uy . [M2] III, Coroll. 2 et 3. En considérant des matrices de

la forme

diag(0 yeee 0B 5 04400y 0) , pEQ ,

on peut préciser le théortme 6.1.1.
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COROLLATRE 6.2.4 - Avec les notations du théortme 6.2.3, soient (uj’1 yooey uj,g)
les coordonnées de uj dans C° , (1=j=4).80it r un entier, 1=r=g .

Alors les nombres 1, Uy oseeey Uy sont @-linéairement indépendants.
9 9

Le théordme 6.2.3 péut 8tre considéré comme un raffinement du théorime 5.2.71

(cf. § 2,4.c), mais pour 1l'instant, avec une hypothése restrictive sur le type C.M.

Ie lien entre ces problémes et des questions de géométrie diophantiemnne (que nous
ne considérons pas ici) est la motivation essentielle des articles de Lang, Masser
et Bertrand sur ce sujet. Le rapport entre 1'étude de points entiers sur descourbes
algébriques et des minorations de formes linéaires de logarithmes a été précisé par

Gel!'fond dans le cas multiplicatif, et Lang dans les cas elliptiques et abéliens.

§ 6.3 - Application aux homomorphismes analytiques de Cn dans Gc w

Le but de cette partie est de montrer que la conjecture 6,2.1 donne une descrip-
tion satisfaisante des points algébriques Y€ Qn ol un homomorphisme analytique
9 6 o Gy prend des valeurs algébriques : o(Y)€ Gﬁ_ . On ne suppose pas @
normalisé.

Nous énongons les résultats sous l'hypothése que les variétés abéliennes omt le

type C.M. , mais la propriété essentielle que nous utilisons est le théorime 6.2.3,

a) Sous-groupes & un paramétre d'une variété abélienne simple.

Nous apportons d'abord un complément au théortme 4.1.2.

TEéOBfME 6.3.1 = Soient A une variété abélienne simple de type C.M., définie

DY

sur @, et ¢ : C - Ac un sous—groupe & 1 paramdtre de A . S'il existe deux
nombres algébriques Y1 5 Y2 Q-linéairement indépendanté,. dont les images par o

appartiennent 3 A'C), , alors A est une co{:rbe elliptique,

Démonstration du théordme 6.3.7.

Soit @ ¢ e o AC un homomorphisme th&ta fortement normalisé de A . Nous
allons montrer qu'il existe un endomorphisme de A représenté par YI , oh I est
1a matrice identité g x g , et Y est un nombre algébrique irratiomnel. Pour con-
clure, on peut par exemple considérer une période non nulle w de @ , et poser
o' = Yo ; le sous-C-espace vectoriel OCw de @€ contient alors un réseau Zv+ Zu'

contenu dans ker @ , et l'hypothése sur la simplicité de A entraine g=1 .
Notons ¢ = @of , ou £ :C = c® est une application G+¢linéaire, et

ug = ,r,(yj) y =12 .
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Comme ‘{1 u, = Y2 s et comme End A ® Q est un corps, le théoréme 6.2.3 montre
Z
qu'il existe un entier d > O et un endomorphisme C-linéaire M de c® laissant

ker ® stable, tels que du2 = Mu.] . Soit Y = dY2/Y1 o Alors M admet u

comme vecteur propre. Comme toutes les coordonnées de u

1
4 sont non nulles (dtapres

6.1s1 ou 602.4) et que A est de type C.M.,ona M=YI .

b) Cas général,

Soient G un groupe algébrique défini sur § , I un sous-groupe de @ de
type fini et de rang 4 sur 2, et ¢ : ¢t o GC un homomorphisme analytique

non ratiomnel tel que o(I') ¢ G= . On voudrait majorer 4 ..

Q
On ne peut pas le faire sans hypothése supplémentaire : si, par exemple, 1'homo-
morphisme z, - cp(z1 y Oyeoey 0) de C dans GC est ratiomnel, alors I' peut

étre n'importe quel sous-groupe de 'Q.e.] , Ol ey = (150 500y 0)

L'hypothése la plus naturelle consiste & supposer que ¢ est irrationnel dans
toutes les directions de I , c'est-i-dire que pour tout Y& , Y # O , 1'homomor-
phisme t - ¢(Yt) de C dans Gc est irrationnel. Dans ce cas la meilleure ma-

joration que l'on puisse espérer est
4L =2n,

1'égalité étant atteinte quand G est un produit 61 XoooX 6n de courbes ellip-

tiques ayant multiplication complexe, et
(P(Z1 geoay Zn) = (P,'(U.)1 Z_.]) 9000y Pn(UJnZn)) N

w. étant une période non nulle de Pj s, (1=j=n) . Alors on peut prendre pour T

un réseau dans C° . (Cf. 4.1.1).

L'hypothése d'irrationnalité de ¢ dans toutes les directions présente un incon-
vénient. Si on démontre le résultat £ = 2n pour les variétés abéliemmes (on sait
déjh que £ = n pour les variétés lindaires ; cf. 2.5.1), cette hypothése est un
obstacle pour l'utilisation du théoréme de Chevalley qui permettrait d'en déduire

le cas général.

Pour cette raison on démontrera d'abord un énoncé dans lequel on ne fait pas
1'hypothése que ¢ est irrationnel dans toutes les directions. La conclusion, nous
1l'avons vu, ne peut pas &tre une majoration de £ . Ce sera seulement le fait que I

ne peut pas avoir trop d'éléments dans toutes les directions,

Voici un exemple. Si € est une courbe elliptique avec multiplication complexe,
définie sur §q , s Uy sont deux points algébriques non nuls de la fonction
elliptique § associée & € , et si o : 02 - EC est défini par

np(z1,z2) = P(u1 Zy+ U, z2) .
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on peut choisir pour I' le réseau

22 + 2(0,7) + %(7,0) ,
W,
ou T = = est le quotient de deux périodes fondamentales de § . Si uy s Uy

1
sont @Q(7)-linéairement indépendants, il n'y a essentiellement pas dlautre Y€ 5,2
dont 1l'image par ¢ soit dans EQ . Mais si, par exemple, Uy = TU alors tous

les points
(a + bT - Tory @) , 2€Q, a, beQ

ont cette propriété ; néammoins, si I' est un sous-groupe de type fini de 'QZ tel

que o(T) c EQ , alors l'image de I par 1l'application
(z1,22) B oz, + T2,
est un sous-groupe discret de C (en particulier p(F,Oz) =2.)

Nous résolvons ici un cas particulier de ce probléme, Nous reviendrons sur cette

question au chapitre 8.

THEOREME 6.3.2 - Soient G wun groupe algébrigue commutatif comnexe défini sur @ ,

(O Gn =5 Gc un homomorphisme analytique, et I un sous-groupe de type fini

de @ tel que o(l) c Gﬁ. . On suppose que pour tout YE€T ,Y # O , 1'homomorphisme
t B cp(Y‘t) de C gdans GC n'est pas ratiomnel. On suppose de plus que quand on

écrit G comme extension d'une variété abéliemne A par un groupe linéaire, A

est isogine & un produit de variétés abéliemnes simples de type C.M. Alors I est

discret dans Gn .

On effectue la démonstration du théordme 6,.3.2 en 3 étapes

LEMME 6.3.3 - Soient A une variété abélienne simple de type CeMey o ¢ " oo Ac

un hemomorphisme analytigue non constant, et ' un sous-groupe de type fini de -Q',n

dont 1'image par ¢ soit contenue dans AQ . AMors il existe un sous-espace W de
c* 5 W% c* , tel que 1l'image de ' dans Gn/w soit un sous-groupe discret de

n

c /W .

Démonstration du lemme 6.3.3.

On considdre un homomorphisme th&ta normalisé @ : e . Ac , une application 1li-
néaire £ : G - c® telle que ¢ = @of , et une base Y‘| yesey Y, de I' sur Z.
Il n'y a pas de restriction & supposer \(1 seasy Yn C-linéairement indépendants.

Notons alors

n
Y = 5 Y 1= j=4
3 SZ=>‘]BJ’S g ? ( =J= )1
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ou Bj,s sont des nombres algébriques. Notons uj . .S(Yj) , (1=j=4) ., Ainsi

n

AT (1=3=4)

Comme A est simple, (EndA)® Q est un corps commutatif. Grice 3 1'hypothise
Z

C.M. et au théordme 6.2.3, on peut utiliser le lemme 2.4.5 avec pour D le corps

déduit de (EndA)% Q par extension des scalaires avec 5, , et A, = EndA,

1
A, = (End A).§: il existe des endomorphismes By 5eeey B, de ¢® , non tous nuls,
laissant ker ® stable, tels que

n
B, = . =j=
3 SEZ] EJ,S BS’ (1—3—2’) ]
Soit w€ C® wune période de ® « Notons
wJ.:ij, (1sj=2) .

On choisit w de telle manigre que Wy geeey W, Te soient pas tous nuls. On a

n

w, = 2 B

37 Z P (1=3=4) .

w
s ?

On considdre l'application GC-lindaire p : Cn -~ 0% Qéfinie sur la base

(Y1 —— Yn) par

|
£

o(v,) =

Alors on a

]
e
—~
=
1A

[}
1A
=

N

p(Yj)

donc p(T') cQ . On pose alors W = ker p .

REMARQUE 6.3.4 - On déduit évidemment du lemme 6.3.3

P(F’cn) =2,

Montrons que si n< g, on a
P'(F,cn) <2.

(Dans le cas n =1, cette inégalité équivaut au théordme 6.3.1). En effet, p(C%)

est un sous-espace propre de Cgb (car n < g) , et la simplicité de A entratne
rang, (ker ) N p(C*) < 2 rang p .
Comme p(I') c ker ® , on a

rang, p(I) < 2 rang p .
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LEMME 6.3.5 - Soit G un groupe algébrigue commutatif connexe défini sur q, ex-

a

tension par un groupe lindaire d'une variété abélienme isogéne 3 un produit de va-
riétés abéliennes simples de type C.M. Soient ¢ : ¢ o GC un_homomorphisme ana-
lytique non rationnel, et I' un sous-groupe de type fini de Qn tel que

cp(F) c Gﬁ, o
Il existe un sous-espace W de ®, W#GC", tel que 1'image de I dans C"/W
soit un sous-groupe discret de ¢/,

°

Démonstration du lemme 6.3.5.

Par hypoth®se on a une suite exacte
=
0 - L - G l A - O
o A est isogine & un produit de variétés abéliennes simples de type C.M., et L

est linéaire. On considdre deux cas

a) cp(cn) c Ly  Alors, par la proposition 2.5.2, on a p,(l",cn) = 1 . Le résultat
g'en déduit facilement.

b) L'application T, 0 ¢ = AO n'est pas nulle. I1 existe alors une variété
abéliemme simple de type C.M., soit B , et un homomorphisme rationnel 1:2 : A - B,
tels que 1'homomorphisme T,0M O : ¢ - Bc ne goit pas nul. On lui appliqug

alors le lemme 6.3.3.

Dans cette démonstration il était essentiel que 1'hypothése sur ¢ ait été seule-
ment le fait qu'il n'est pas rationnel., L'argument de passage au quotient n'aurait .
pas pu 8tre utilisé avec 1'hypothdse d'irrationnalité dans toutes les directions,

comme dans 1'énoncé du théorime 6.3.2,

Démonstration du théorime 6.3.2.

On démontre le théordme par récurrence sur n . Pour n =1, le lemme 6.3.5
donne le résultat désiré (qui est un peu plus précis que le théoréme 4.1.2 dans ce

cas particulier).

Pour n=z= 2 , on utilise le lemme 6.3.5 ¢ soit s ¢t - cn/w la surjection ca-

nonique ; on considdre une base Y,l geeey YL de T' sur 2, telle que
s(Y;) eees 8(Y,y)

soient @Q-linéairement indépendants, et que YK+1 9000y Yy appartiennent & W,
D'aprds le lemme 6.3.5, s(Y1) geeey s(‘{)\) sont R-linéairement indépendants, et

Y

1'hypothése de récurrence appliquéé & la restriction de ¢ & W montre que
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Y)\+1 sesey ¥ sont R-linéairement indépendants. On en déduit que Yy veees Y,

sont R-linéairement indépendants.,
Dans le théortme 6.3.2, on a supposé que l'anneau des endomorphismes de A était
le plus gros possible, et on a montré, en particulier, que le rang 4 de T sur 2

vérifiait 4 = 2n ,

Si on suppose qu'il y a moins d'endomorphismes que dans le cas C.M., on ne sait plus
démontrer cette majoration (voir néammoins le chapitre 8) alors que, de manidre pa-
radoxale, la conjecture 6.2.1 conduit & de meilleures majorations. En voici un

exemple,

PROPOSITION 6.3.6 - Soit A une variété abélienne simple définie sur @ et véri-

fiant la conjecture 6.2.1. Soient I' un sous-groupe de Qn de rang 4 = n+l

et o s " oo A, un homomorphisme analytigue tel que cp(l")cAQ et I'Nker ¢ = (0) .

Alors A admet des endomorphismes non triviaux.

L'hypoth®se I N ker ¢ = (0) implique que pour tout YET , Y# 0 , 1'homomor-
phisme t = cp(Yt) de C dans AC est irrationnel (c'est-i-dire ici non cons-
tant) .

Démonstration de la proposition 6.3.6.

On démontre le résultat par récurrence sur n ., Supposons, comme on peut le faire
sans perte de généralité, 4 =n+l et I = ZY1 +ooot ZY,@ avec Y1 yesey Y. C=liné-
n
airement indépendants. Notons

Yn+‘l = E’IY’I +oaot BnYn .

Supposons End A~ Z . Grice & 6.2.1, en procédant comme dans la démonstration du

lemme 6.3.3, on trouve des entiers rationnels b1 sowey bn+1 non tous nuls, tels

que

bn+1 = [31‘01 +ooot Bnbn .

Disons b, # 0 ., Soit
Y!=Db.Y, - b, V. = j= .
3 Y YJ, (1= 3=n+1)
Alors

'Yl

i = B2Yé+...+ ﬁnYr'l 3

- z . . Y ! 3 b -
En ccinmderant la restriction de ¢ & CYé +ooot CYn , on voit grlce & 1l'hypothése
de récurrence que Yé yosey YI'1+1 sont Q-linéairement dépendants, ce qui contredit

1'indépendance linéaire sur Q de Y, jeeey Y
1 n+1
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Exemple.
Soient A ume variété abélienne simple définie sur § , © 3 c® - ‘AC un homo-
morphisme théta (normalisé ou non), et (w1 yeoos m‘ég) une base de ker @ sur Z.,

avec W, jeeey wg C-linéairement indépendents. On considdre les matrices g x &

W,I = (w1 T wg) > W2 = (wg_'_1 g oy ng) .

Si 1'une des colomnes de la matrice W11 > @ ses coefficients algébriques, alors

on a une relation

g+ g’

ok = 51 Wy Feset ag w
avec ﬂjea , (1=3=g) , et k&€{1 y.0s, 8} . La proposition 6.3.6 appliquée au
sous-groupe & g paramdtres

q;(Z_] yoous zg) = ®(uu1 Zy teeot wgzg)

avec

r=28%+ Z(By seees sg)

montre que, si la conjecture 6.2.1 est vraie, alors A admet des endomorphismes
non triviaux.

Remarquons enfin que si tous les coefficients de la matrice W;1 W2 sont algé-
briques, alors ¢ prend des valeurs algébriques en tous les points d'un réseau de

c® (de rang 2g sur Z) contenu dans €.
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LEMVES DE SCHWARZ EN PLUSTEURS VARTABLES

N

La généralisation & plusieurs variables des critéres classiques de transcendance
présente essentiellement une seule difficulté : il s'agit de 1l'estimation analy-
tique donnée par le lemme de Schwarz et la formule de Jensen, qui permet d'amélio-
rer le principe du maximum pour des fonctions ayant beaucoup de zéros. Plus généra-
lement, un tel énoncé peut &tre étendu en un lemme d'approximation [Ro] exprimant
en quelque sorte une propriété de "rigidité" des fonctions analytiques d'une va-
riable : si une fonction entiére a de nombreuses valeurs petites en des points bien

répartis dans un disque, alors elle est petite dans tout le disque.

En plusieurs variables, le premier résultat [S 2] concernait le cas d'un produit
cartésien. En 1970, Bombieri et Lang [B-L] ont introduit dans la théorie les ré-
sultats de Lelong [Le1] sur la masse moyenne des zéros ; puis Bombieri [Bom],
utilisant les estimations L2 de Hormander et les potentiels canoniques de Lelong,
établit un lien avec les singularités d'hypersurfaces algébriques. Enfin Masser

Y

[M1] et Moreau [Mo] ont obtenu des propriétés sur les polyndmes & plusieurs va-

2

riables dont nous montrerons qu'elle conduisent & de nouveaux lemmes de Schwarz.

Nous commengons par une étude générale (§7.1) au cours de laquelle nous donnons
3 démonstrations différentes pour le cas facile d'une variable (de manidre 3 pré-
parer 1'exposé de la situation en plusieurs variables) ; nous montrons aussi quels

sont les meilleurs résultats possibles en plusieurs variables.
Nous considérons au § 7.2 le cas "dégénéré" de produits cartésiens S1 Xoeoeo xSn

dans C° 3 on utilise alors des formules d'interpolation classiques, obtenues en

itérant la formule intégrale de Cauchy.

Nous commengons au § 7.3 une étude du lemme de Schwarz pour des fonctions ayant
de nombreux zéros dans la trace réelle de G- (cette étude sera poursuivie dans
[Wa 3] IIT). Le point de départ est une remarque de D.W. Masser [M 1] (appendice 2):
on peut transformer les points de B(0,1) 'ﬂ B (trace réelle de la boule unité
de Cn) en les points du bord distingué d'un polydisque (Masser utilisait un loga-
rithme, Moreau [Mo] a montré qu'une homographie est préférable). Nous utiliserons
le théordme de Moreau (sans le redémontrer) pour en déduire un résultat d'approxi-

mation trés précis. Nous verrons qu'un tel résultat d'approximation est équivalent
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3 un énoncé sur les polyndmes en plusieurs variables.

Nous exposons au § 7.4 les travaux de Lelong sur la masse moyenne des zéros d'une
fonction entidre dans ¢" . Le lemme de Schwarz auquel ils conduisent est celui

de [B-L], utilisé ensuite par Bombieri [Bom].

Enfin au § 7.5 nous décrivons succintement la méthode de Bombieri [Bom] et ses
applications aux singularités d'hypersurfaces algébriques [Wa3]II; nous utilisons
wn raffinement, a8 & Skoda [sk], du théordme d'existence de Hormander Bombieri.

§ 7.1 -Etude générale
.Soit S un sous-ensemble fini de ¢® . Démontrer un "lemme de Schwarz" pour S ,
c'est trouver des nombres positifs 91 s Cq4 9 Cp tels que pour toute fonction en-

tidre f dans ® s'ammulant sur S, et pour R>r= ¢y s On ait

R
(7.1.1) 1oglf|r = 1og|f|R - ¢, log el

Tne telle estimation est d'autant plus utile que le nombre 91 est grand.

On s'intéressera aussi au cas de zéFos multiples. Ici, on imposera le méme mino-
ration de la multiplicité pour tous les points de S . Etant donnée une fonction F

analytique au voisinage de 1l'origine, on écrit son développement de Taylor en O
-]
z) = T P (2)
<h=o

olt Ph est un polyndme homogdne de degré h, et on appelle ordre du zéro z =0

de F le plus petit entier h tel que Ph ne soit pas le polyndme nul . Pour 1
entier positif, on cherche alors un nombre @t > 0 tel que pour toute fonction
entidre f ayant en chaque point de S wun zéro d'ordre 2+t , on ait, pour

R>r = oy s

(7.1.2) 1og|f|r £ log |f lR -, log o

Nous considérons d'abord les deux cas faciles n =1, et Card § =1, puis nous
donnons une majoration de 91; . Enfin nous étudions le cas particulier le plus im-

portant pour nous, celui ot S = FN’ ' étant un sous-groupe de type fini de .

a) Fonctions d'une variable.

Quand n = 1 , on peut démontrer (7.1.2) avec et = t Card S, c1=max{ls\ ; s €8}
et ey, = 3
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LEMME 7.1.3 - Soient R > r des nombres réels positifs, t un entier positif,
S un sous-ensemble fini du disque (zl 2r de C, et f une fonction entidre

d'une variable non identiquement nulle ayant en chaque point de S wun zdéro d'ordre
Z ¢t , Alors

log |£|, € log |£ |, - t. Card 5. log BXE- .

Cette inégalité n'améliore celle domnée par le principe du maximum

el = Jely
que si R >3r, auquel cas g—_rr->3ir.

Premiére démonstration du lemme 7.1.3.

Pour r, £ R, soient C‘I""’ Cv les zéros de f de module inférieur ou égal

A

a oz, comptés avec multiplicité, o v = vf(O,r_,) est le nombre de zéros de f

dans le disque Izl = T . On définit une fonction f,] entiére dans C par

£(z) = f1(z)1 T (z-¢,) .

Sj8v

Les inégalités

£, = ||
1 b e 1 R
2] s le, | Grazy)®
r R

et
e, IRs l£lg (R-z)7

donnent

log |£|_% 10g ||, - v, (0,z,) i
= log R~ V¢ (0,7y) log T, pour RZr , REr1 .

Sous les hypothéses du lemme 7.1.3 avec r = ry ona

vf(O,r_')E t Card S.

Deuxiéme démonstration du lemme 7.1.3.

Soit S = Y - 208 s
{01 oo g crs} avec s =Card § . On Aéfinit u_, uy yeee, Uy, 4 par

Uitir = Tggq 0 (0ggEs-1, Osrst-1),

Autrement dit on répéte t fois chacun des éléments de S
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donne par récurrence

On multiplie les

obtient alors la

avec

et

1 __1 4+ 2=u 1
-z C-u (-u ° ¢-z
M Gouy [T (s
1 - 3 i<j & i<st
C—Z OEj<B't -!—r (c-uz) (;_Z) ]—‘ (C"ui)
L=j i<st
deux membres par 211._“ £(¢), et on intdgre sur legl=R . On

formule d'interpolation

P(z) + £, (z) T1 (z-c)t

c€S

£(z)

P(z)

a, (Z—ui) 9
ogj<st I i<j

8, =5 [ £e) TT (¢-up)”

J 2im lCl=R LE

£,(2) = 5= J £¢) T (c-o)7°

2im Yle|=r c€S

ag,

_ac
-z °

On utilise maintenant 1'hypothése sur les zéros de f ; elle est équivalente &

dire que le polyndme P est identiquement nul . On majore ‘f 1 lr en utilisant

1'expression intégrale de f‘l :

ce qui donne

-t R
1lr = lf|R (R_r) g R-1

|£

ts
2 R
lf‘r = lflR (R—rr R-r °

On utilise alors une idée de E. Landau [P—S] (Part IV Chap. 3 §2) : appliquée &

la fonotion f£5

, k entier = 1, cette inégalité domne

kts
k k ,_2r R
lf‘r"‘ \flR (R—r) R-r °
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Pour k # + « on obtient le résultat annoncé.

Troisidme démonstration du lemme 7.1.3.

Soit w€C tel que |w|=ret |f(w)] = |f|r . Soit g(z) = f(z+w) . On uti-
lise la formule de Jensen (cf. § 7.4) H
2T )
logle(0) | = 2Ln /| logle(e 1% ae -0 108 &
0 @

o {¢} désigne l'ensemble des zéros de g (comptés avec multiplicité) dans le

disque |z| £p ., On choisit p=R=1r . Comme
D(w, R-r) € D(O, R) ,

on a

sl = el -

De plus pour 6€S, (=0-w est un zéro de g d'ordre =t et |C1§2r<R-—r.
Donc

R-r
2r °

7 log R-r
¢ gl

ce qui démontre le lemme 7.1.3.

Z st log

REMARQUE 7.1.4 - Si on remplace z-6 par %E_'_?_) dans les démonstrations pré-
R - zo 5 o
-r R +r
2r par 2rR

lemme 7.1.3. (cf. [P—S], Vol I, Part IIT Chap. 4 n® 176 et Chap. 5 n° 232) .

cédentes, on voit que 1l'on peut remplacer dans 1'inégalité du

b) Un seul zéro d'ordre §1évé.

Pour les fonctions de plusieurs variables, le seul cas complétement trivial est
celui ot Card S =1 . On peut alors choisir Gt =%, ey = |cr| si 8= {e},
et ey = 3 .

LEMME 7.1.5 - Soit f wune fonction entiére dans Cn ayant un zéro en un point &

d'ordre Z t. Pour R>rZ|e|, ona

log |f|r§ log |f IR— t log E_—H
T+ |o

Démonstration du lemme 7.1.5.

Soit w€C tel que |w|=z et |f(w)| = |flr . On considdre la fonction en-
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tidre ¢ d'une seule variable complexe z définie par
o(z) = £f(o + zw- z0) .

Comme ¢ a un zéro dlordre =z t en =z =0, on est dans la situation classique

-t ox
du lemme de Schwarz & une variable : la fonction =z @(z) est entiére, donc

pour R, =R, > 0,

-t =t
R = R |o|l, .
1 'W'R1 ) l@ R2

On choisit R, =1, R,= Iri;g . Les relations

l‘F’I.R2 = lflRZ(r+|o|) + |o]
et

le(D] = |2l

donnent le résultat annoncé.

Si on remplace les boules euclidiennes par des polydisques et que 1'on note,
pour z = (z1 y ey zn)E ct , et r>0:

loll =, mex syl et - me fea]

1]

la méme démonstration donne

R=|lo
log|| £l = log||f|lz- t log .
* B z+ o]
Pour o = O on obtient la formule habituelle pour une fonction ayant un zéro &
l'origine d'ordre = t :
5~
(7.1.6) £l = Ilg « G
c) Majoration de 6, .

La difficulté pour démontrer un lemme de Schwarz quand Card S = 2 provient du
fait que pour n = 2 , les zéros d'une fonction analytique ne sont Jjamais des
points isolés. On ne peut donc faire intervenir le nombre Card S que si les
points de S possédent certaines propriétés de bonne distribution. Regardons
d'abord quel est le meilleur résultat possible.

Soit S wun sous-ensemble fini de ¢® vérifiant un lemme de Schwarz (F.1.2).

Soit P un polynSme non nul de C[z] (ou z = (z1 yooes zn)) ayant en chaque
point de S wun zéro d'ordre = t . On fixe r = cq et on fait tendre R vers

[
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1'infini. On obtient et = degP ., Choisissons P de degré minimal, et soit wt(S)
ce -degré (cf. § 1.3.e). On a ainsi démontré

(To147) 8, = w,(8) .

Ces nombres wt(S) jouent un rdle important dans la recherche de lemmes de
Schﬁarz. Ils remplacent essentiellement la quantité +Card S du lemme T.l1.3.
Nous verrons au § 7.5 qu'un sous-ensemble fini § de ¢" vérifie un lemme de

Schwarz. T.1.2 avec
b, =< g (8)- ¢t , c,=4n
't~ n ¥1 » Sp At

et c, me dépend que de n , S et ¢ (cf. lemme 5.4.1). Mais on verra aussi que

c, mne peut pas dépendre uniquement de n , ¢ et max |ol , et la méthode ne per-

c€ S

met pas de calculer Cy o

d) Majoration de 0, pour S=T

N
Pour les applications que nous avons en vue ici, le cas particulier le plus im-

portant est celui ol t =1, et S est de la forme
(hy Yy +eeut By, 5 (h1 . hL)EZ'e,- N = hj =N,

ou Yq seees Y, sont £ éléments Q-linéairement indépendants de ¢® . On cherche
alors & démontrer 1'inégalité (7.1.1) avec 61 = c3 i 1 Cp =20y N, et

m, C, 5 35 0y indépendants de N . On souhaite évidemment obtenir un nombre réel

m> 0 aussi grand que possible.

DEFINITION - Soit I wun sous-groupe de ¢ de type fini et de rang 4 sur 2,
et soit m = 0 wun nombre réel. Nous dirons que I vérifie un lemme de Schwarz

avec l'exposant m si pour ﬁoute base Y1 seees Y, de T' sur 2, il existe des

nombres réels positifs Cy s c3 5 04 § 05 ne dépendant que de n , m , Y1 semey Yy

avec la propriété suivante : pour tout entier N = 05 et toute fonction entidre f

by

non identique & zéro et s'annulant en chaque point de 1'ensemble

FN={MY1h.ﬁ1%yz;@1,”.,%)Ef ,-Nghjgm},
ona pour Rz=r= 04 N
(7.1.8) log|f| = log|f|,- o5 ¥ log T
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Si T vérifie un lemme de Schwarz avec l'exposant m , alors d'apres (7.1.7) on

@1(FN) z c3Nm pour N = cs

Le lemme 1.3.14 donne alors la majoration suivante de m :

IEMME 7.1.9 - Si [ vérifie un lemme de Schwarz avec 1'exposant m , alors

p(F,Gn) .

Soit m_=m (') 1la borne supérieure des nombres réels m pour lesquels I vé-
o o

rifie un lemme de Schwarz avec l'exposant m . Nous démontrerons les résultats

m

1A

suivants :
(§ 7.2). si wr,6") =1, alors m = 1.

(§ 7.2). Si T est un produit cartésien F1 X oo oX Fn dans € , alors

m, = p(F,Cn) .

(§ 7.3). 81 Fc@n R, alors m, = p(F,Gn) .

(§ 7.3). Soit £ =z n ., Pour presque tout I c B ae rang 4 , on a m, = p(F,Cn)o

(§ 7.4). si p(F,Rzn) z1,alors m =2,

(§ 7.4). si Tc@ , alors m, = 2p(F,R?n) . Par conséquent si I c @ est bien

réparti dans ) , alors m_ = p(r,c®) .

(§ 7.4). Soit £ = 2n . Pour presque tout T cC® de rang 4 , on a m, = p(r,e™ .
Nous montrerons au chapitre 8 quelques conséquences que l'on pourrait déduire de

1'égalité m_ = p(T,Cn) pour tout I c c® , que nous formulons sous forme de con-
o

jecture,

CONJECTURE 7.1.10 = Soit I wun sous-groupe de " de rang fini sur Z , Pour tout

e>0, I vérifie un lemme de Schwarz avec 1'exposant p(F,Cn) -€ .

Le cas particulier I c Qn présente un certain intérét. Nous l'appellerons '"cas

algébrique de la conjecture T.1.10".

D'autre part & cause des problimes dfls aux pdles des fonctions méromorphes dans
les critdres de transcendance, nous aurons besoin de versions raffinées du lemme de
Schwarz, dans lesquelles nous ne supposons plus que f s'annule en tout point de

FN , mais seulement sur un sous-ensemble.
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§ 7.2 - Produits cartésiens,

a) Introduction.

L'étude de produits cartésiens est une situation généralement considérée comme dé-
générée pour plusieurs variables. Elle présente néanmoins un double intérét ici,
D'une part elle apparait de manidre naturelle dans de nombreux problémes de trans-
cendance (par exemple au chapitre 5). D'autre part elle fournit un exemple dans
lequel on peut résoudre la conjecture 7.1.10 sans faire intervenir de considéra-

tions sur les distances mutuelles des points étudiés.,

La recherche d'une majoration pour les fonctions entidéres dans (o s'anmulant
sur un ensemble S1 XaooX Sn a été entreprise dés 1941 par Th. Scmeider [S2],
qui inaugurait ainsi 1'étude des propriétés arithmétiques de fonctions de plusieurs
variables. Pour cela il étendait & n variables la formule intégrale de Cauchy.,
Cette méthode d'itération a été reprise notamment par F, Gross, S. Lang, puis
A. Baker, et mise sous forme de lemme de Schwarz dans [Wa3]I. Elle donne une
généralisation naturelle de la deuxidme démonstration de 7.1.3. En fait nous allons
la présenter ici comme une généralisation de la premidre démonstration de T.71.3 en
introduisant des considérations élémentaires sur les idéaux qui permettent d'autres
développements,

Soit T un idéal de l'anneau des fonctions entidres dans Gn . On cherche des

générateurs 81 9000y & de T, de telle' manidre que toute fonction f€ T s'é-
crive

fi= f1g1 +ooot ;hgh B

avec des fonctions entidres f1 9000y fh . Pour obtenir un lemme de Schwaxz pour
les éléments de J , il suffit que l'on ait de bonnes majorations des ]fjl en
R

fonction de IflR o

Par exemple soit S = S1 XoooX Sn un produit cartésien de sous-ensembles finis

de C, et soit t wun entier positif., On choisit pour 3F 1'iddal

=Jj=n} .

1A

{f;D(T)f(c)=O pour 0€8, 0= T,<t, 1

Cet idéal est engendré par les n polyndmes

TT (z5-00%, (1=320) .

o, &8,
J d
On peut démontrer ce résultat de manidre élémentaire, par récurrence sur le nombre
n
2> Card Sj . Mais on obtient des majorations plus précises des Ifjl correspon-
3=1
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dants en exprimant ces coefficients fj gous forme intégrale explicite. Le lemme

de Schwarz que nous en déduirons est le suivant

PROPOSITION 7.2.1 - Soient S1 y 3o oy Sn des sous-—ensembles de € , contenant cha-

cun au moins s éléments distincts.

Soit D(O,r1) = {z€ c" ; Izl = r1} un polydisque de C° contenant S=8,xeeex 8.

Soit t wun entier positif, et soit f une fonction entidre vérifiant

D(T)f(c) =0 pour o€S et (1) =(1y,..., T Ty 20, Tt T <t
Alors pour Rz r et R>J’.‘1 on a

R-r

log Hf”r = log “fHR - ts log r+rj: .

Plus généralement, on obtiendra un lemme de Schwarz pour les éléments de 1'idéal
engendré par P1(z1) p— Pn(zn) » ot P, ..., By sont n polynbmes & une va-

riable.

b) Formules d'interpolation.

Nous commengons par exhiber une décomposition canonique des fonctions entidres,
associde ¥ des polyndmes P1 yesey Pn % une variable (ce qui correspond 3 un pro-

duit cartésien avec des multip‘licités).

PROPOSITION 7.2.2 - Soient P‘l
;ggés respectifs Py seees B o Soit f une fonction entidre dans C . Il existe

seeey B des polyndmes unitaires de C[X] , de de-

une décogposition unique

£(2, seees Z_) = > 9(Z, yeees Z) P.(z.)
1 * “n Jc{1,...,n}J1 njeJJJ

ol, pour chaque sous-ensemble J de {1 yeesy 1} , 95 est une fonction entiére

dans Gn et polynomiale en Zg de degré < p; Rour 1T=i=n et i€J .

Ainsi g est un polyndme en z, ,.e., 2z, , de degré < p; en z, (1=i=n) .

Démonstration de l'unicité.

Pour 1= j=n, notons O5.4 (0=4< qj) les zéros distincts de P. , et
?

Vs

3,4 leur multiplicité, avec
9
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Nous commengons par l'unicité de Pg c'est-d~dire par le résultat suivant

(7.2.3) si Q€ O[X, seeey xn] satisfait

(<} ooe =
A 1,8, 700+ O, ) =0

pour (7) = (T ye0ep 7)), 0= T, <V,

=
J Jsk. ! °‘£j<q

.9 1=J=n, et si
3 J
degX Q<PJ ? (1§J§n) 9 alOI‘S Q:O L]

J

On démontre (7.2.3) par récurrence sur n , le cas n = 1 étant banal, Soit

O§¢(7z<q_n et o= T <v, ., . Le polyndme
9

a’T’
= QX seeer Xy s cfn,}&)e-c[x1 reses X 4]

oX
n

2

est identiquement nul gréice & l'hypothése de récurrence.

Soient =z des nombres complexes. Le polyn®me

g mewer By g
zy ey 7 _ 45 X)EC[X]
qn-1
a un degré < P, et a au moins £Z=>o. Vn,,@ = q, zeéros. Donc Q=0 »

On suppose maintenant que la fonction f de la proposition 7.2.2 est identique-
ment nulle, et on montre que chaque @y est nulle., Soit Jo un sous-ensemble de
{1 5.0y, n} . Sans perte de généralité, on peut supposer J0 = {1 600, k} avec

O0=k<n, et on peut aussi supposer P5= 0 pour JcC JO ’ J75 JO .

Si J est un sous-ensemble de {1 ,..., n} qui n'est pas contenu dans JO .

on a

D(T)‘[QPJ TTPJJ(G1’/&1 yeees cn”"’n) =0

j€J
pour 0=4.<q., (1=j=n), et (1) = (1, yeee, T.) avec
3 j 1 n
szo pour jEJO

O§Ti<Vi’L pour iQJo .
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Donc pour les mémes valeurs de (T), 11 —— Zn , la fonction

Hag seons 2) = = 95 (31 emes zn>j,gorj(zj>

Z:\]'OtPJ(Z1 geeey zn)J.];I'PJ(ZJ)

vérifie

Pour chaque T, jeees Ty s Ly seees &y avec TS =0, 0= lj < ay 1=j=k),

la fonction

(71 seeey T s O peuey 0)

(meyqoeees 7)) P2 “’("1,/&1"“' "k,zk'zkn’""zn)

est un polyndme de degré < p; en z; (k < i=n) . Dapres (7.2.3), ce polyn6pe
est identiquement nul. Soient By qreees By des nombres complexes, Le développe-

ment d¢ Taylor au point o yeeey O de la fonction
1,11 k,zk

(Z1 9000y Zk) > ‘JJ(Z—] sesey 2y Zk+1 se00y Zn)

montre que cette fonction est identiquement nulle donc ¢y = 0 .
o

Démonstration de 1l'existence.

Pour 1= j=n, on note uj K’ (0=k< pj) les racines de Pj comptées avec
9

multiplicité, et on définit

Pj’z(x) = Oé]k_iz(x-uj’k) , (0=4= pj) .

Ainsi P, (X) =1 et P, _ (X) =P,(X) . Pour Jc {1 ;eee, n} , on définit
JsO J’Pj J

(7.28)  9s(2, seues ) = / . o £(C. yeees C ) X
o (2im) e | =, J|§nl=Rn ! 1

p.=1
P; (25 1

X T—[ by ]_[ -(-—_—5—(-——5 dC, eee 4
igJ4=0 Pi,£+‘l(cij je g (&5720E5065)) 1 o
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ol R1 A — Rn sont des nombres réels vérifiant

R. > max . 1=3= B
J o=4<p, |uJJ| » (1==n)
J

Montrons la formule désirée par récurrence sur n . Pour n =1, c'est la formule

d'interpolation classique & une variable (cf. la deuxi®me démonstration de Te1.3)
avec

p-1 ‘ ] 2 \‘1«-1
z) = L — - =1 i % -
o) = D mj“lg]:Rf(g) TT () dc/ka( )
et
P-1
91y (=) =z—l;f‘ ' £(¢) ka(C'uk)—»1 g
¢l=R -

Supposons la formule démontrée pour n - 1 variables. Soit zn€ C . D'aprés l'hy-

pothése de récurrence on a

£z yeeer8) = D 42y e 2) TT (o,
1 2 Je {1, meepn-} T 17 B J]?J 3%
avec
"
WJ(Z1 9000y Zn) = (2'i'_'—n)n_1 Vr ,.,Jr f(§1 —— gn—1 ’Zn)
lg»] I:RT 'Qn_.ll =Rn—1
=1

mor ——z—yi’&(zi) T 1 .
i€7 £=0 Ti,04106s jer (G BC) %1 oo fn-1 ¢
1=i<n 1= j<n

Pour 51 §is weg gn-1e C, on a, d'aprés la formule en une variable,

f(g1 geeey c’n—‘]’zh) = g¢(g1 geesy C.n_-];Zn) + g{1}(g1 goessey Cn_,l,Zn)Pn(Zn)

avec
p -1
(c Cpn) =5 ( )z __(_yPn,zn&n)
8400y seeey Lo q07) = ‘T—lf £(8y ssses L / ag
4 n-1’"n 2im IC |_R 12 ' *n 4 =0 Ph,ﬂ +1 Cn n
n' n n n
et

1 1
g{1}(g1 gooey gn—1’zn> 22—7"] f(Co] gecey gn) m dgn .

[¢,l=R,
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En reportant dans la formule donnant ¢ g on trouve
WJ(Z‘I gecey Zn) =CPJ-(Z1 9000y Zn) +QPJU {n}(z1 yeeey Zn)Pn(Zn) .

Meis on décrit toutes les parties de {1 ,..., n} en considérant tous les ensembles
J et JuU {n} , quand J décrit les parties de {1 ye0., n=1} o Ia proposition

T.2.2 est donc démontrée avec la formule (7.2.4).

Les relations (7.2.4) permettent de majorer les j .

LEMME 7.2.5 - Avec les notations de la proposition T.2.2, soient °j,£ , (0=1< qj)

les zéros distincts de Pj , (1=j=n), et soient R, r,r, des nombres réels

avec

R>r+2r, , r1§|°j,ﬂ,| ’ (O§£<qj,1§j§n).

Pour tout J C {1 goeoey Il} 9 Qll_a

"P n
Iesl_ = elalem) T Gt

p.= L degP. .
J j€J J

Démonstration du lemme Te2s50

On utilise la formule (7.2.4) avec R = «co=R =R, Come R>r+ er, on

n
r+r
a R—r1<1 . Pour i¢dJ , ona
2
p, ,(z,) (z+2,)
1.4 3 = ] 9 IZ-I = rvIQ~] =R,
P (c.) £+1 i i
i,441V°1 (R—r1)
donc
p,=1 P (z )
* i,00% 1

s .
220 | Bi,241(65) Seme2Ey

Pour j&J , on a

1 1 = 1 1 |Z|=I‘|§|=R
—z. ° P(c)| T p. " Rr % =3 !
55" J7d (R—r1)J
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d'ol

1 n-Card J 1 ) J 1 Card J
legll_ = lIfllg, (R—r_Er— ( ( )
r 1 £
ce qui démontre le lemme 7.2.5.

Supposons maintenant que la fonction f satisfasse

() _
D f(61,£1 sever Oy g ) =0
n
pour (r) = (T1 § & awg "I'n) p O§Tj<vj,ﬂj ; O§I@j<qj , 1=3=n, ou ij@j
est 1l'ordre de multiplicité de la racine crj 0 de Pfl . D'aprés l'unicité de zp¢
oL
J
(cfe T42.3), on a cp¢= 0.

Soit p= min deg P. . Alors pour tout Jc {1 ,..., n} on a, d'aprés le
1= j=n J

lemme T7.2.5

rer, \ P \n
logl, TT 1R = el - 7 ) == )

donc

r+r n
$ 1 2R
”f”r = HfHR ¢ ( R—r1 ) ° (R—r-2r1) °

En prenant

s-1
- t ;
P (z)) = on (z; —0; )", (L<ign)

A. Azhari a montré que l'on avait, sous les hypothé&ses de la proposition 7.2.1.,
st n

r+r
1 t R
logl, < [z| el - {ﬁ]

La proposition 7.2.1. s'obtient alors en utilisant 1l'astuce de Landau (cf. p. 116).

D'autre part si on définit, pour 1 =j=n,

£.(= yeees ) = L v.(z yeses Z) P(Z)a
v n I J M nhEETh#jhh

ol la somme est étendue aux sous-ensembles J de {j,j+1 ,.e., n} qui contiemment

J » on déduit de la proposition 7.2.2 et du lemme 7.2.5 le corollaire suivant :
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COROLLATRE 7.2.6 - Soient P, yeces B, des polynbmes unitaires de C [X] . Pour
1= j=n , on note Pj le degré de Pj 19500 (o=4< qj) les racines dis-

tinctes de P. et \)J. P leur multiplicité. Soient =T, Ty, R des nombres réels,
- J = ’

T,z Ic.£| 3 (O§Z<qj,1§j§n) et R>z+2ry ,

1 Jds

Dans 1'anneau des fonctions entidres dans c? , 1'idéal T engendré par

P1(z1) yioie oy L (Zn) est 1'ensemble des fonctions f entidres dans " et véri-
- e

fiant
(r)
DYIE see =0
(01’21 9 ’ Un,zn)
qul‘ (T)=(T1 9060y Tn)!O§Tj<.Vj,£.1O§!’j<Qj91§j§n'

J

De plus, si f€J , il existe des fonctions entidres f,‘ — fn vérifiant

n
oy ener ) = B fylag seeer 5) Byl

et
D.
J oR n
() gyl = Nty (5ol ) -
r 1
Pour R§3r+6r1 , ona ﬁ%ﬁ;é} .

1

c) Application aux sous-groupes de c® .

Soient l"1 gesey Fn des sous-groupes de C de rang £1 sesey ,€~n sur 2 .
Mors T = 1"1 X eee X Fn est un sous-groupe de " ae rang 4 = .@1 + see + J&n .
et on a
1=j=n *

s . . Z .
Pour 1 =J=1n, soit Yj,1 gecey ‘Yj’I/ une base de I‘J Bu‘r
Pour N= 1 , notons
J 1
rj’N={_L By Yy 6 (n,)€z , |n] =¥
i=1

et

N~ F'I,NX o X rn,l\T

1]

‘.
4
{(-.2’1 hj,in,i)1§j§n LN é“}°

g 52
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!

Comme

L. n
CaraT, .= 1§ = pHC)
3N

on en déduit que I vérifie un lemme de Schwarz avec 1'exposant p(r,c“) .

Maintenant si [ est un sous-groupe quelconqu€® de i (de rang fini) tel que
p.(l",cn )= 1, alors I' contient n éléments Y1 yesos Y, C-linéairement indépen-
dants, et dans la base Y1 yeees Yo le sous-groupe Z\'{1 + eee + Zyn de ' de-
vient le produit cartésien %' . Donc I vérifie un lemme de Schwarz avec 1'expo-

sant 1

§ Te3 = Sous-groupes de la trace réelle de Gn “

a) Enoncés des résultats

Nous avons déja remarqué que pour un sous-groupe [ de la trace réelle B ae
¢®, oma wr,™) = u(r,B") . D'autre part D.W. Masser ([M1] appendice II) a
montré comment des informations concernmant les valeurs de polyndmes sur la trace
réelle pouvaient &tre transportées sur le bord distingué d'un polydisque dont on
peut alors utiliser le rdle de frontiére de Shilov, Nous allons démontrer le résul-

tat suivant

/7 %
THEOREME T.3.1 - Soit I' un sous-groupe de type fini de Rn , ayant un coefficient

de densité = u , Alors ' vérifie un lemme de Schwarz avec l'exposant * .

Le cas particulier le plus important se déduit alors du théoréme 1.3.710.

COROLLATRE 7.3.2 - Si [ est un sous-groupe de type fini de H° N @ , alors

pour tout ¢ >0 [ vérifie un lemme de Schwarz avec 1'exposant p.(l“,cn) -c

De méme on déduit de la proposition 1.3.12 le corollaire suivant

COROLLATRE 7.3.3 - Soient n et 4 des entiers, £ = n ., Pour presgue tout

(Y1 gecey Y’Q)EIRI]'e , pour tout e > 0 le sous-groupe de ¢’ engendré par

Y‘I yunes YE vérifie un lemme de Schwarz avec 1'exposant ﬁ--— € o
On remarquera que dans ces conditions on a p(F,Rn) = p(l",cn) =% o

Le théordme 7.3.1 est une conséquence de 1l'énoncé plus précis suivant

THEOR]::ME Te3+4 = Soit n wun entier positif. Il existe des constantes positives

Cg c7 sy Cg » D€ dépendant que de n , ayant la propriété suivante. Soient

Ty, T et R des nombres réels, R=r= r, >0 et q,L deux entiers positifs.
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Soient f.] yeeey fq des fonctions continues dans le polydisque

D(0,R) = {z€C", ||z| = B} ,

analytiques & 1l'intérieur. Soient S,] yeeey SCl des sous-ensembles de G° tels

que pour tout ';ED(O,r_I) N R, il existe o€ S = S; U «ee U Sq avec

lc-o| = cg r1/qL "

Alors
L

C,r c.r
min ||£]| g(i) . max ||| +(—f—) mex  sup |£,(0)] .
1=jsq Jr 1=j=q YR | ™1 1= j=q o€§ J

b) Un 'bhéoréﬂe de Masser et Moreau sur les polynfmes & plusieurs variables.

L'outil essentiel de la démonstration est le résultat suivant de J.C. Moreau [Mo]

qui améliore un énoncé antérieur de D.W, Masser (appendice 2 de [M1]).

THZéORELME Te3.5 - Il existe deux constantes c, , ¢ , positives ne dépendant que
9 10

de n, telles que si Q€C [X, seees-X ] €8t un polyndme de degré (total) infé-
rieur ou égal & L, et si Sc ¢ est tel que pour tout point (CE€ BN B(0,1) de

Y

la_trace réelle de la boule unité, la distance de ¢ & S soit inférieure &

o L , alors
7 C40"
HQ) = e sup | Q)] .
o€ S

L'énoncé de D,W. Masser donnait seulement la nullité de @Q sous l'hypothése

Q(e) = 0 pour tout o€ S (et avec c9L—1 remplacé par 09(L log L)_1) . Le fait

que le résultat de Moreau soit trés précis jouera un rdéle fondamental.

Nous déduirons les énoncés du a) ci-dessus de ce théordme 7.3.5. En fait, le
théoréme T.3.4 est une extension du théoréme 7.3.5. En effet, si Q est un poly-
néme de degré = L1 vérifiant les hypotheses du théoréme 7.3.5 avec L remplacé
par L.l , le théoréme 7.3.4 avec q=1, r = r, = Ty li= 2L1 et R - + o montre

que la conclusion du théorgme 7.3.5 est vraie (avec c9 = 206) .

c) Démonstration du théordme T.3.4.

Soit j un entier, 1= j=4q . On écrit le développement de Taylor de fj 3
1'origine
f(z)= 2 a., =z
J( ) Jsh
he N°
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]
N

(avec 22 L znn) sous la forme

f.=P. + g.
3 3 g »

. J
ol
h
P.(z)= 2 a..,z ,
4 |n[<z 3B
et ol gj = fj - Pj a un zéro d'ordre = L & l'origine. D'aprés (7.1.6), pour
O=p=2R,

L
= &) |e.
legl, = B llegl,
D'autre part il n'y a évidemment pas de restriction & supposer Sc D(O,2r1) ; donc

sup |P.(o)|= sup |£.(0)]| + |la. .
JS S,j J c€ Sj J ” J”21‘1

De plus les inégalités de Cauchy

-|n
oy, ul =R | lejHR

montrent que l'on a

L+n
P.| = £
e = ),
donc
L
legll, = g5+ =5l = <3yl -
Considérons maintenant les ensembles

1 ;
35 ={r—0‘, o€ Sjl , (1=3=q,
1 J

et

| 1 1

S —S1U...USq-
On choisit

g = min(1,c9) .

Pour tout point (' de la trace réelle de la boule unité, il existe o'€ S' tel

que

lgt =o' = c9/qL .
Posons

Q.J(Z) = PJ.(I'TZ) ’ (1 2= q) ’
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de telle sorte que

et

Nous utilisons maintenant le théorme 7.3.5 pour le polyndme Q1 see Qq :

Gréice au lemme 1.1,

D'autre part

donc on obtient

Soit jo avec

et

1A 1A
— —

CHAPITRE 7

il » = Hle]r
1

sup |QJ-(G')| = sup le(cr)l .
test, .

o XS]

: cqpal g
B(TTe) =e sap T layen)] .
L

g'€s! j=1
12, on a
4 q
TTaa,) =" 5(TTa,) .
j=1 9 j=19
L+n L
= L&,
“Qj”%_( ESE
1
- aE "
E1I|le|r§( T, ) E1 csgpsijj(U)l R
RN YL
e ™
a_ - :
e, 12 s( =) I,z e

leg = 1y 1+ ey Il

L
c,,r (e o
) g e () e 1]

1=j=q0€s;

L
il [ C,.T
16 ) Hf H + ( Ji) max sup If,(a)l ’
Jo'R 1=‘§j§qU€Sj J
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ce qui démontre le théortme 7.3.4.

Pour d'autres développements de cette étude, voir§ 7.6.

§ 7.4 - la masse moyenne des zéros.

a) Introduction

Les fonctions de plusieurs variables ne sont véritablement intervenues dans la
théorie des nombres transcendants qu'en 1970, & partir d'un travail de Bombieri et
Lang [B-L] dans lequel le rdle essentiel est joué par 1'énoncé suivant, dfl prin-

cipalement & Lelong [Le 1].

PROPOSITION T.4.1 = Soit f wune fonction entiére ayant des zéros 2. ;e0ey 2
1 m

(comptés avec multiplicité) dans une boule euclidienne B(0, r) . Soit § un nom-

bre réel vérifiant 6§ =r et

1

0<8§ =% min lz.-—
2 J B
ijézk

Pour R=r on a

s |22 R
loglflr = loglflR - m(g) 1og(ﬂ) .

En utilisant le lemme 1.3.8, on en déduit le résultat suivant,

/ ~
THEOREME 7.4.2 = Soit I' un sous-groupe de " ae type fini sur 2 . 8i I' a un

coefficient de densité relatif 3 R2n supérieur ou égal & % , alors [ - vérifie

un lemme de Schwarz avec l'exposant 2xu .

L'exemple le plus simple est celui d'un réseau, c'est-d-dire d'un ‘sous-groupe
bien réparti dans B ae rang 2n . Alors p(I‘,RZn) =1 et wr,e™ =2.

COROLLAIRE 7.4.3 - Soit I'/un réseau dans C° . Alors [ vérifie un lemme de
Schwarz avec l'exposant 2 .

Ce résultat est trés utile dans 1'étude des points algébriques de fonctions abé-
liemmes [M2], [M6], [L6], [C-L].

Une autre conséquence du théordme 7.4.2 concerne le cas I ¢ @ ° Grice au théo-

réme 1.3.10, on obtient :

COROLLATRE T.4.4 - Soit I wun sous-groupe de type fini de Qn . Alors pour tout

€¢>0, I vérifie un lemme de Schwarz avec 1'exposant Zp(F,Rzn) - .
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Enfin, en utilisant la proposition 1.3.12, on déduit du théordme T.4.2 le corol-
laire suivant.

COROLLAIRE T.4.5 - Pour presque tout sous-groupe I' de ¢® de rang 4= 2n, pour

tout e >0, I vérifie un lemme de Schwarz avec 1'exposant T8

Pour un tel sous-groupe [ on a, d'aprés le lemme 7.71.9, H(F,Cn) =§’1- R

REMARQUE 7.4.6 - Dans le théorzme T.4.2, et aussi par voie de conséquence dans ses
corollaires Tede3, Toded et T.4.5, 1l'estimation (7.1.8) donnée par le lemme de
Schwarz reste valable si -on remplace 1'hypothése f£(Y) = O pour tout Y€ FN par

Card {v€T f(y) =0} = q Card T

N’ N’

avec 0< 7 =1 ., Les constantes s s 03 ’ 04 3 05 intervenant dans (7.1.8) dé-
pendent alors de 17 o Ce "lemme de Schwarz raffiné" est immédiat & partir du lemme
1.3.8 et de la proposition T.4.7.

Ia démonstration de la proposition T.4.1 repose sur 1'étude de la masse moyenne
vf(O,R) des zéros de la fonction f dans ia boule B(O,R) , c'est-d-dire la

moyemnne sur cette boule de la distribution positive % A log|f| .

En 1899, H. Poincaré avait, tres laborieusement, obtenu le fait que localement
|x = y|l-2n+2) de masse 2m dg , o do est

l'aire de f = 0 , et son calcul est tres compliqué, alors que c'est seulement le

log[f(z)l est un potentiel (de noyau

"Mhéoreme de Gauss" des physiciens, moyemnant 1l'usage des mesures de Radon.

Le premier calcul général remonte au mémoire [Le 1] de P. Lelong en 1950 =~ qui
faisait suite & son important travail sur les fonctions plurisousharmoniques. La
méthode des pavés d'inclusion qui y figure nous servira pour la démonstration de

la proposition T.4.%1s

Le point de vue de Stoll [St] est différent : il donne une représentation de
log £ (et non seulement de log|f|) mais qui ne converge qu'au voisinage de l'o-
rigine.

Ces travaux permettent de démontrer un lemme de Schwarz du type (7.1.2) dans le-
quel 6, est remplacé par vf(O,‘t). (cf. [B-L], [Bom]); cet énoncé nous sera
utile aussi au § 7.5. I1 nécessite quelques propriétés des fonctions sous-harmo-

niques et plurisousharmoniques.

Pour présenter ces outils, voici une démonstration de la formule de Jensen pour

les fonctions analytiques d'une variable complexe [Le 2] § 7.1.
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Soit f wune fonction analytique dans un voisinage d'un disque fermé D(O,R) de T.
Notons {C} 1les zéros de f dans ce disque, comptés avec leur ordre de multipli-

cité. Comme la distribution =L 4 loglzl est la mesure de Dirac & _ & 1l'origine,
)

27
la distribution p définie par %A log|f| dans D(0,R) est
p,: E 6Q °
{¢}

La fonction

8(z) = log|£(z)| - T log|z~¢|
{¢c}

est harmonique dans D(O0,R) (c'est le logarithme du module d'une fonction analyti-
que sans zéros dans D(O,R) ; on peut aussi remarquer que l'on a

(log z) % p= D loglaz=c| ,
{c}
donc A% = 0) . Si on note A(u;0,R) 1la moyenne d'une fonction u sur le cercle
de centre O et de rayon R, on a

5(0) = A(2;0,R)
Supposons £(0) # 0 . Alors

2(0) = log|£(0)] - 2 log|c]
» {c}

n(&3;0,R) = A(log|£|; O,R) - {Z}}x(log]z-g[ ; O,R) .
g k2

Pour weC et lzl =R, ona
11= 2
lz—wl =§’wz - R l H
la propriété de la moyenne pour les fonctions harmoniques donne alors :

log|w| =i |w| >R
A(log|z-w| 5 O,R) =
log R si |w] <R

Comme lgl = R, on obtient

Mlog|z-¢| ; O,R) = Log R .
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Enfin
2 log Bo= O £
R TS *
[¢]=t=r

__j 23 1)‘_11:’.
- t
Ogth(lglét

R
=f u(t) &
0

o W(t) est la masse de D(0,t) pour la mesure U (c'est le nombre de zéros
de f dans lz[gt) .

Finalement on obtient
R
dt
log|£(0)| = A(log|f| ; O,R) - [ ue) T

JO

b) Fonctions sous-harmoniques.

Pour simplifier les notations nous supposons n = 2 ., Soit @ un ouvert de ¢*
contensnt la boule fermée B(0,R) . On considére une fonction wu sous-harmonique
dans Q , c'est-i-dire une application u : Q » [-=, + o[ localement intégrale
dont le Laplacien Au est une distribution positive. La mesure de Riesz associée

n

% u dans B(O,R) est p:-e-LAu avec 92n= n—12[' . Considérons les fonctions
on !

1

n(z) = - [z

et

hxp(w)

dm z)
N o Toel
B(0,R) '"®

Alors eL Ah est la distribution de Dirac & l'origine, et la fonction & =u-hxy

2n
est harmonique (son Laplacien est nul) dans B(OsR) -

On note p(t) la masse de B(0,t) pour la mesure U , et v(t) = —2211-!;_—22 plt)
t

pour O < t =R . Comme le nombre

R el - (202
2n ° 2n-2  (n-1)% = Von-2
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est la mesure de Lebesgue de la boule de rayon t dans RZn—Z . V('t) est la

masse moyenne de la distribution -;—n.Au dans B(O,t) .

Pour w¢€ Cn q |w| < R , notons
1 R2- W 2
A (w30, B) = f a(z) 2=l o (s
s(0,R)

Oan I Z—w' 2n

n
N o iz » 27
1 195 =
ot do(z) est 1'élément d'aire de la sphére S(0,R) et on = Tact)t *

En particulier }\O(u;O,R) est la moyemme de u sur S(O,R) .
Si & est une fonction harmonique dans () , la formule de Poisson s'écrit
&(w) = A, (2;0,R) «
Ainsi
A (150,R) = 1 .
Si u est sous-harmonique dans (Q , on obtient

u(w) = A, (w;0,R) + (hxp)(w) = A (hxp;0,R) ©

On remarque que pour z€ B(O,R) , la fonction

2n-2
¢ (X) = "( 2R z 2 )
z |R z-Izl xl
est harmonique dans |x| < R , et coincide sur le = R avec la fonction

hz(x) = h(z—i) .

On en déduit

NEs0E) = [ 4 (5,30,R)auz)
B(0,R)

[ g

B(0,R)

d'ol

(7.4.7) u(w) = xw(u;O,R) - (cpZ(W) - hZ(W))dp(z) .
B(0,R)

On vérifie que pour lzl =t, ona

9, (W) - b (v) = _( m)zn_z . (-mlﬁ)z'n'z |
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avec égalité pour w = O . Intégrant par partie dans (7+4.7), on trouve

A, (#50,R) -IR (1 +J%|-)1_2n L (% +J—§J-)1_2n v(s) &,

R
0

1A

u(w)

et pour w=0
b ’ R

(7.4.8) u(0) = A (u;0,R) -J vit) &,
0

ce qui est la formule de Jensen pour les fonctions sous-harmoniques (elle n'est
intéressante que s'il existe ¢ > 0 avec p(e) =0) .
Finalement, comme A (1;0,R) = 1, on a
w
xw(u;O,R) = sup u,
s(o,R
d'ou

R

(7.4.9) sup wus sup u -I (1 +-|—fﬁ'-L>1-2n s A (%+-!%L)1—2n vie) & .
0

s(o,r)  s(0,R) .

(Le calcul précédent pour w# O repose sur une communication de J. Oesterlé.
Voir aussi [St] § 1).

¢) Fonctions plurisousharmonigues.
. " . e 11
Soit u une fonction semi-continue supérieurement dans un ouvert Q de C

(pour tout c€R, u(z) < ¢ est un ouvert dans () ¥ valeurs dans [-w, + o[
On dira que u est plurisousharmonique dans Q si pour tout polydisque compact

{z + tw; t€0C, || = 1} contenu dans Q , 1'application t ¥ u(z + tw) est sous-
harmonique dans le disque unité de G .

Quand Q est connexe et que u n'est pas la constante -« , pour tout
(81 5eees )€ ¢" 1la distribution

2 N
est positive (c'est un calcul facile quand u est de classe C~ , et on se raméne

% ce cas par régularisation). Comme

n a2
by 3z 07

A =4

9

I Ms

P
on en déduitqu'une fonction plurisousharmonique dans (Q est gussi sous=harmonique
dans Q . De plus quand Q > B(0,R) 1la fonction +tt v(t) (définie plus haut) est

alors croissante (au sens large). Quand u est de classe C on le voit en véri-
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fiant la formule

. & = o n-1
vy = [ -jt-aau)/\(ziﬂaa log |z )
O< !z| <t
avec
Bu= B D % o, A a3
p=14a=1 azpazq & ¢

Le cas général s'obtient & nouveau en régularisant.

Comme Vv est une fonction croissante, si la fonction plurisousharmonique wu

n'est pas identique & - » dans B(O,R) , la limite 1lim Vv(t) existe et est
t-0
finie ; c'est la densité de v en O ., Si u> - » au voisinage de 0 , cette

densité est nulle,

La croissance de la fonction Vv permet d'exploiter les formules (7.4.8) et

(7.4.9) :

(7.4.10) u(0) = sup u - v(x) 1og;R
s(0,R)
et
(T.4.11) sup u= sup u - v(r) logi .
5(0,z) ~ 5(0,R) W=

d) Application aux fonctions analytiques.

Soit Q wun ouvert de Cn « 81 f est analytique dans Q , alors la fonction
longI est plurisousharmonique dans Q . Si Qo J-B(O,R) , pour O< t =R 1l'aire
des zéros de f dans B(0,t) est la masse de B(0,t) pour la mesure SN log | f| ;

2%
2n-2

[°]
2n
on note cette masse ——- pf(O,'t) , et on note vf(O,t) =t2n'2 pf(O,t) la masse

moyenne des zéros de f dans B(0,t) .

De (7.4.11) on déduit 1'énoncé suivant (cf. [Le2] Prop. 7.4.2, [B-L] p. 5,
[Bom] Prop. 4, [St]§ 1, [wa3]1I§ 4);

TI-]IéOREME Tede12 - Soit f wune fonction analytique dans un voisinage d'une boule

2

B(0,R) , non identique 3 zéro dans cette boule. Pour 0 < r =R, on a

1oglf|r = loglflR— Vf(O,r) log4—§r- .

On montre que vf(O,r) est la mesure projective de l'ensemble des zéros de f dans

B(0,r) , c'est-3~-dire la moyenne pour =z dans P (C) du nombre Ge zéros de la
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fonction d'une variable t > £(t -[%r) . On en déduit que la densité de Ve au

point O , c'est-i-dire le nombre (nombre de Lelong de f au point O0) .

Vf(o) = lim\'f(osr) ’
-0

est égal & 1'ordre du zéro z =0 de f . On définit plus généralement vf(w) i
pour W€ B(O,R) , comme étant le nombre de Ielong de f(z + w) au point z .= 0

(pour ces résultats voir [Le1] et [Le2] Chap. 7)

Démonstration de la proposition T.4.1.

1
que |f(w)| = lflr . On applique (7.4.10) & la fonction g(z) = f(z + w) :

Notons T, = 3r , R, = R - r ; on peut supposer R.] = Ty . Soit we€ S(0,r) tel

R
]
log|£|, = 1oglg|R1- v (0,z;) log - -

1IA

Comme B(w,R1) c B(O,R) , on a IgIR lflR . D'autre part les boules B(Zj+w,6)

sont contenues dans B(O,r1) , donc

}J'g(oyr‘]) = ?Pg(zj!é) ’
J

ol la somme est étendue aux éléments distincts de {Z‘l goney zn}. On obtient

2n-2 > 2n=-2 5
e Vg(O,r1) =N . vj(zj,é) .
J

La croissance de \lg(zj,.) donne vg(zj,c‘s) = Vg(zj) , et par hypothdse

= °
ZEvg(zj) m
J
Dol
5 2n-2
Vg(o,l'.]) = (-TE‘-,-]-) m,

ce qui démontre la proposition T.4.71.
REMARQUE - On peut simplifier la démonstration du théoréme T7.4.12, et méme y
remplacer log4—§r— par logm{%ﬁ . M lieu d'utiliser (7.4.11) qui nécessitait

les majorations fines (7.4.9) pour w # O , on applique directement (7.4.8) 2

u = log |g| en conservant les notations de la démonstration de la proposition T.4.1:
R

1 dt
loglflr = 1og|g|R1- j‘ Vg(O,t) =
2r
Mais p (0,t) = pf(O,t—r) pour t > r . Il ne reste plus qu'd remarquer, comme
g
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1'a fait M.C. Wairy, que pour x> 1

X
2n-1 2n-2
S TR R 2% depk _ (X 3k
J1 (t+‘l) t log =3 +§_1 k(2 (x+1) )
= x+1
= log In-? °

. . R-r R
On minore enfin T2 ™ Toi)s quand R = (4n-1)r .

2 2
On notera cependant que (7.4.9) permet de remplacer log Zg_l‘ par log ﬁ

dans le théordme T.4.12.

On aurait pu démontrer le théordme T.4.2 en utilisant la méthode du § 7.3. On
remplace alors le théoréme 7.3.5 de Moreau par le théorime A de [M7] dont la
démonstration dépend aussi de la masse moyenne des zéros., Cette deuxi®me méthode
est alors plus compliquée, mais a l'avantage de conduire & un lemme d'approximation

analogue au théoréme 7.3.4.

THEOREME 7.4.13 - Soit S wun sous-ensemble fini d'un polydisque D(O, r,‘). On dé-

finit des nombres réels 6, L, © par

8

1]

min {|lo-c'|| 5 0€8,0'€8 , 0 # o'}

(=]
]

275 /r, )2, Card 8

8= n™.(8/r )Zn o Card S
1

8i f est une fonction entidre dans Gl‘ s pour R=r = T, ona

n L e, \ I

v

ou c1 et ¢ ne dépendent que de n .

2

Notons enfin que le théoréme B de [M7] permet d'améliorer cet énoncé quand S

est une partie d'un réseau de type C.M.

§ T+5. Singularités d'hypersurfaces algébriques.

Soit S un sous-ensemble fini de C° . Nous avons vu en (70‘1.7) que si S véri-

fie un lemme de Schwarz (7.1.2), alors 0, = wt(S) .

Nous allons montrer que la suite %wt(s) a une limite Q(S) quand - o , que
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1l'on a

1IA

1 1 .
-Ew1(s) a(s) = 'gwt(S) = (u,](S) pour tout t= 1,

et que, pour tout e > 0, S vérifie un lemme de Schwarz (Te1.2) avec
o, = t(Q(s)-¢) .

On en déduira en particulier le lemme 5.4.1 que l'on avait utilisé pour démontrer

le théoréme 5.1.1 de Bombieri,

a) Le théorime d'existence de H¥rmander, Bombieri et Skodas

Ia.théorie des estimations L2 et les théordmes d'existence pour l'opérateur d ,

dus 3 H¥rmander, conduisent au théoréme suivant

THEOREME 7.5.1 - Soit V une fonction plurisousharmonique dans C° , non identique

3 -, et soit e > 0 . Il existe une fonction F entidre dans C° et non iden-

tique & 0 , telle que

f 192|214 ]22) an(e) <+ o -

cn

Bombieri [Bom] § IV a démontré ce théordme avec =-n-¢ remplacé par =3n ; le
raffinement est df 3 Skoda [Sk] . L'exemple o V est constante montre qu'on ne

peut pas remplacer ¢ par O .

b) Sur les degrés d'hypersurfaces algébriques ayant des singularités données.

Comme premidre application du théortme d'existence T.5.1, nous démontrons le ré-

sultat suivant.

LEMME 7.5.2 - Soient S un sous-ensemble de ¢, et t;, t, deux entiers posi-

tifs. Alors
) =2, (9)
w S = —_—0 S °
t1 t2 t2

Démonstration du lemme T.5.2.

Soit P wun polyndme de degré w (8) ayant en chaque point de § wun zéro d'or-

21;,] + 2n-2
= .
dre = t, . Soit P> T
nique dans 'Gn . Soit ¢ > 0 , D'apres le théoréme d'existence Te5e1, il existe une

» La fonction V = plog IPI est plurisousharmo-

fonction entidre F , non identiquement nulle, telle que
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fn 17()|2 [2(2)[ ™ (14]2®) " ar(e)< + =
c

Pour (¢ c" et r> 0, comme ]F|2 est sous-harmonique, on a

2 1
|7(c)|? = — |7(2)|2an(z) .
Von™ B(¢,x)
On en déduit l'existence d'une constante cy > 0 , indépendante de ( et =r , telle
que
2 1 PR
O R N [LOIL PO
r~ z€ B((,r)
Choisissons d'abord =r = ’Q—cl s OW 0€8 ., Pour ¢ voisin de o on obtient
t,-2n
2 T
|7(0)|“ = eyl el ‘
ce qui montre que F a un zéro en chaque point de S d'ordre = %tz—n > t1 -1
Choisissons maintenant |g] =R, r=R/2, Un calcul analogue donne
, Huw, (8)+ 2¢
2
|72 < o5 R y

ol 03 ne dépend pas de R ., Donc TF est un polyndme de degré g% poy (S)+e .
2

Comme ce degré est un nombre entier, en choisissant les deux nombres e et

€

2 .
b=t (t1+n-1) suffisamment petits, ce degré est inférieur ou égal & la partie
t,+n-1

s 1
entidre de w, (8) .
b

On déduit du lemme T.5.2 que pour tout + = 1

9
1 1
nLU,](S) = ?Wt<s) .

Plus précisément, en faisant tendre séparément t1 ou t, vers 1'infini dans 1'i-
négalité
1 1
——uw, (8)= —w, (8)
‘t1+n—‘] “t,' ‘t2 t2 ’

on obtient 1'énoncé suivant (cf. [Wa3] II Prop. 5.9) .
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THEOREME 7.5.5 - Soit § un sous-ensemble fim de C° . la suite (lt‘”t(s))tg ]
a une limite Q(S) gquand t - o , et

1v,(8)= a(s)

1A

m_I(S) N

De plus, pour tout entier t=1, on a

4
t+n-1

1A

w,(8) = Q(8) = 3,(5) = v (8)

Cette étude de la suite Q%mt(s))tz 4, & été poursuivie récemment par G.V. Chud-
novsky [02] qui appelle Q(s) 1e degré singulier de § . Il remarque que si
S c ¢ contient exactement n + 1 &léments qui ne sont pas tous sur un méme hyper-

plan, alors w1(S) =2, et

n-1

0, (5)
+

Q(S) =1+ n o

Bl-=

I1 conjecture que dans tous les cas

n-1

n 9

a(s) = 1w, (s) +

résultat qu'il sait démontrer quand n = 2 en utilisant la théorie des intersec-
tions. Il a aussi étudié 1'ensemble des valeurs de Q(S) quand S est un ensemble
fini de 02 , et montré que ces valeurs forment un ensemble fini sgi Card S= 9 .
I1 conjecture qu'il y a un nombre infini de valeurs possibles pour Q (s) quand S
décrit les sous-ensembles de 02 ayant 10 éléments. Enfin il a établi un lien entre

cette étude et les travaux de Nagata sur le 142me probléme de Hilbert,

c) Un lemme de Schwarz pour les ensembles finis.

Le lemme de Schwarz suivant est utile quand on considére un ensemble fini fixe

THEOREME Te5.4 - Soient S wun sous-ensemble fini de Cn s €t ¢ un nombre réel,

e>0.

I1 existe un nombre réel positif T, = rO(S,e) tel que pour tout entier t > O

et pour toute fonction entiére f dans Cn , ayant en chaque point de S wun zéro

d'ordre > t , on ait

vf(O,r) = (Q(8)=-¢) pour r=r .

Comme Q(8) = % 1(S), on obtient le lemme 5.4.1 (que nous avons utilisé pour la

démonstration du théordme de Bombieri) en combinant ce résultat avec le théorime

Tede12s
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Ia démonstration que nous allons donner du théoréme 7.5.4 ne permet pas de cal-
culer T, e I1 serait trds intéressant de savoir le faire, mais c'est un probléme

apparemment difficile.
La dépendance en ¢ est nécessaire : pour S = {(1,0) ; (1,1)} c ¢ , on a

rO(S,e) -+ ™ quand ¢ — O

car pour f(z1, 22) =z,-1 ona vf(O,r) <1 pour tout > 0,

D'autre part pour ¢ = 1 (par exemple) le nombre ro(S,1) ne dépend pas unique-

ment de max|01 . Pour le voir on choisit une fonction entiére transcendante f
o€ S

z
(par exemple pour n =2, f(z)=-e 1-z2—1) telle que S = {z€ B(0,1) , £(z) = 0}
ne soit pas contenu dans une hypersurface algébrique. I1 existe alors une suite

(sj)

de sous-ensembles finis de 8 pour laquelle w1(Sj) tend vers 1'infini.
=1

Alors Vf(O,ro(Sj,1)) tend vers 1'infini, donc ro(Sj,1) tend vers 1'infini

avec J .

Démonstration du théoréme 7.5.4.

La démonstration repose sur les arguments et les résultats de [Bom] § VI. Nous
aurons besoin de quelques propriétés des courants positifs fermés de type (1.1).Soit

n n

T= 3 X T dz_ A dz
p=0gq=0 P30 P q

un tel courant (ol TP q sont des distributions) ; il est dit positif quand pour
9
tout w€ C" la distribution

n n _
p§0 st 10D
est positive. Alors
n
o =2 PZ;,‘1 Tp,p

est une mesure positive appelée trace de T . On note oT(w,r) la mesure pour o

de la boule B(w,r) c G , et on définit 1'indicatrice projective de T par

(a-1)1 O(¥rT)

vplwyr) = = o -
T L

La densité (ou nombre de Lelong) VT(W) de T en w est la limite quand r tend
vers 0 de VT(w3r) (la fonction r - VT(w3r) est croissante quand T est fermé,

clest-b-dire 3T = aT = dT = 0) .
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On démontre le théordme 7.5.4 par l'absurde. On suppose donc que pour tout entier
5 1 .
positif N , il existe une fonction fl\]' entiére dans C et un entier tl\T >0
tels que :E‘N ait en chaque point de S un zéro d'ordre %-tN , et que

ve (0,N) = ty(a(s) -¢) .
N
On considdre alors la suite des courants

i =
TN=FN bbloglfNI .

Comme log|fN| est plurisousharmonique TN est positif ; il est de plus fermé
pour les opérateurs O et 3 . Pour tout s€S et N= 1 la densité de TN en 8

est = 1 ; enfin pour tout r =1 et tout N=r 1'indicatrice projective VTN(O,I')

est majorée par Q(S)-¢ . On en déduit, en extrayant une suite faiblement conver-
gente, l'existence d'un courant positif T , d et 3 fermé, dont 1l'indicatrice

n P
projective est. majorée par Q(S) -¢ sur toute boule de € , et dont la densité

est =1 en tout point de S (cf. [Bom] lemme 6).

o " , " 1.5 .

On utilise alors la méthode de Lelong pour résoudre 1l'équation ;béV: T (comme T
est positif, V sera plurisousharmonique). Pour cela on se raméne d'abord par
translation au cas ol Jx.'VT(O’r) est sommable & 1l'origine et on considd®re pour

wECn s 2€ (o ’ w75 0 , le noyau canonique

2-2 2-2
e (wz)=|w] T = u- o0

On pose alors

V(z) =£n;nf1£j en(w,z) do(0,w)
2%
¢*

On vérifie facilement que % AV=0 , mais Lelong a montré que 1l'on a méme
1na'v =T . (cf. [Bom] p. 284).
Cette fonction plurisousharmonique V vérifie

V(z) = (Q(S)-¢ + o(1)) log|z|  quand |z] -+ + =

IA

et
Vv(z)

On utilise alors le théoreme d'existence T.5.1 pour la fonction WV , avec

(1+_c_)(1))10g!z-sl quand z- s , S€S .

1A

p> 2(t+n=1) , + entier positif. On en déduit (exactement comme dans la démons-

tration du lemme 7.5.2)
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wt(S)
t+n-1

=q(8)-¢ pour tout t=1,

En faisant tendre t vers 1l'infini, on obtient une contradiction avec la défini-
tion de Q(8) .

(Pour de plus amples détails sur cette méthode, nous renvoyons & [Bom] , ainsi

qu'a 1'exposé de P, Lelong au séminaire Bourbaki, n° 384, Lecture Notes 244 (1971),
29-45).

§7.6 - Compléments

Nous indiquons briévement quelques développements de 1'étude précédente, avec des
références complémentaires.

L'étude faite au § 7.2 de certains idéaux de fonctions entidres n'a fait interve-
nir que des considérations élémentaires. On peut la poursuivre en utilisant des
outils plus puissants qui ont été développés en liaison avec leproblémedela couronng ;
voir en particulier : H. Skoda, Application des techniques L2 a la théorie des
idéaux d'une algdbre de fonctions holomorphes avec poids, Annales Sci. Ecole Normale

Sup., 4° sér., 5 (1972), 545-579.

Au § 7.3 1'outil essentiel était le théordme 7-.3.5 dont nous n'avons pas donné
la démonstration. Celle-ci reposait & 1'origine sur une inégalité de Bernstein,
mais récemment J.C. Moreau en a donné une démonstration beaucoup plus simple et
élégante, qui est reproduite au § 9.1 du volume : Transcendence methods, Queen's

papers in pure and applied mathematics (Kingston, Ontario). De plus J.C. Moreau a

étendu les résultats du § 7.3 au cas de zéros multiples ce qui le conduit & une
nouvelle démonstration du théordme de Baker dans le cas non homogine (ef. §8.3 D
pour le cas homog®ne). Enfin le théordme 7.3.1 peut-8tre démontré en utilisant les
outils du § 7.4 (i.e. en supposant dans la proposition 7.4.1 les Zj réels, et en
remplagant 1'exposant 2n-2 par n-1) gréce & un travail de Bo Berndtsson :
Zeros of analytic functions of several wriables, Arkiv for Mat.,16 (1978) 251-262.

En utilisant les arguments du § 7.3, avec la remarque que sur l'espace des poly-
ndmes P € C [21,..., zn] de degré < w, (8) (ou 8 est un sous-ensemble fini de

¢ et t wmn entier positif) on définit une norme en posant

1

2| =max{-_r—! |DTP(6)|; |r|l<t, o €8}

S,t

J.C. Moreau a obtenu 1'énoncé suivant (Sem, d'Analyse, Lecture Notes in Math
822 (1980), 174-190.)

4 “
THEOREME 7.6.1. Soient S un sous—ensemble fini de C° , et t un entier positif.

Il existe unnombre positif r,,(S o) =T, tel que pour tout R>r> r, et toute fonc-
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tion entidrenonnulle ayant en chaque point de § un zéro d'ordre =t, on ait

log lftr = log |f\R - w,c(S) log 4 .

n
e I

Tn combinant ce résultat avec les théordmes 7.4.12 et 7.5.4, Moreau en déduit

COROLLAIRE 7.6.2 - Avec les mémes notations, pour tout e > 0 il existe un nombre

positif r, (s, €)= T, (indépendant de t) tel que pour R >r > r, on ait

R

2er

log \flr = log lflR— (0 (S) - te) log

TUn travail récent de Choodnovsky (The degree of hypersurfaces containing lattices

in ¢* ; I,Planar case) permet de démontrer 1'inégalité
2
r,C
U.)1 (TN) =c Np'( ) )

quand T est un sous—groupe de type fini de 02, en accord avec la conjecture

7.1.10. (cf. la remarque aprés le lemme 1.3.14).

Dans les énoncés de transcendance en plusieurs variables (cf. par exemple 5.1.1
et 5.4.6), non seulement on montre qu'un ensemble § est contenu dans une hyper-
surface algébrique de degré = A, mais on obtient le fait plus précis que tout
sous-ensemble fini S, de § vérifie 0(81) = A/n. Dans un mémoire sur les cycles
holomorphes & coefficients positifs (3 paraitre dans le Séminaire d'Analyse, Lecture
Notes in Math. ), P.Lelong utilise une représentation globale d'un ensemble analy-
tique complexe comme ensemble des points de densité d'un courant positif fermé

(théordme de Siu), ce qui conduit au résultat suivant.

THEOREME 7.6.3 — Soit S un sous-ensemble de ¢® et soit Q>0 . 0n suppose que

toute partie finie 81 de S vérifie 0(81) = Q. Alors il existe n+1 poly-

nomes P‘I""’ Pn+1 de clzl=c¢ [z,],..l., zn] tels»gue

a) L'ensemble S soit contenu-dans 1'ensemble algébrique 2 défini par

Z}={z€0n;P1(z)=... (z) =0},

= P

b) Le degré de P,]
c) La_composante pure de codimension 1 de J) ait un degré inférieur ou égal & Q .

soit inférieur ou égal & n Q.

Dans le cas du théordme 5.1.1 de Bombieri, on vérifie 1'hypothése de 7.6.3 avec

) [ :al.

Q= (p1 +oaeek P
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HOMOMORPHISMES ANALYTIQUES DE ¢* DaNs Gc .

Nous reprenons d'abord 1'étude commencée au § 6.3 des sous-groupes I de an ol

un homomorphisme analytique ¢: Gn - Gc prend des valeurs algébriques. Si on sup-
pose que la restriction de ¢ & toute droite complexe passant par un point de T
est non rationnelle, on conjecture que le rang de I' est majoré par 2n. Nous avons
établi ce résultat au § 6.3 moyennant une hypothése sur la structure de G . Nous
le démontrons maintenant en supposant TI' contenu dans la trace réelle de ¢,

Nous étudions ensuite les sous-groupes I' de c®  tels que ¢(T') GQ . Avec
des hypothéses sur le coefficient de densité de T dans an ou dans la trace

réelle R* de C° , on peut majorer la dimension algébrique de ¢ .

Enfin nous démontrons des critéres de transcendance qui généralisent & plusieurs
variables la méthode de Schneider. Cela nous permet de démontrer, dans le cas réel,
le théoréme de Baker sur 1l'indépendance linéaire de logarithmes de nombres algé-
briques. En contraste avec la méthode de Baker, cette nouvelle méthode utilise plu-

sieurs variables et ne fait pas intervenir d'équations différentielles.

§ 8.1 - Points algébriques du graphe
Nous poursuivons 1'étude commencée au § 2.5 et au § 6.3 b des sous-groupes ' de

ﬁn ol un homomorphisme analytique @: ¢ C—c prend des valeurs algébriques.

7 -
’I'EEORfIlV[E 8.1.1 - Soient G wun groupe algébrique défini sur @ , I' wn sous—groupe
de type fini de TnE, e rang 4 sur Z, et o: ¢t Ge un_homomorphisme

analytique tel que ¢(I') € G= . On suppose que pour tout v € I', vy # 0, 1'homomor—

phisme t - ¢ (yt) de € dans Gy est irratiommel. Alors 4 = 2n.

L'hypothdse que I est inclus dans la trace réelle K- de C° est &videmment

indésirable (cf. la conjecture 6.2.1 et le cas algébrique de la conjecture 7.1.10).
En revanche 1'hypothése sur l'irrationalité de ¢ dans toutes les directions de T
est naturelle. Néanmoins, pour les mémes raisons qu'au § 6.3.b, il est nécessaire

de démontrer d'abord un énoncé dans lequel on suppose seulement 1'homomorphisme ¢
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non rationnel, la conclusion partant alors sur la répartition de T.

PROPOSITION 8.1.2 - Soient G un groupe algébrique défini sur @ , I' un sous-

groupe de type fini de 'dn de rang 4 sur Z, et o Cn-' Gc un_homomorphisme
analytique non rationmel tel que ¢(T') € Gz . Alors on a

Q
W(r, B2 =1 .

Si, de plus, I est contenu dans Bn, alors

wWr,c*) = 2,

I1 suffirait en fait de démontrer le résultat dans le cas ou T est bien réparti
dans R2n (resp. dans Rn) gréce au lemme 1.3.2. La conclusion s'écrit alors

LE2n .

Démonstration du théordme 8.1.1.

Montrons que le théoréme 8.1.1 est une conséquence de la proposition 8.1.2. On
utilise pour cela la proposition 1.3.1 : soit I''" un sous~Z-module de T, bien
réparti dans le C-espace ' qu'il engendre, tel que u(I'',T') 2 4/n. Ia restric-
tion de @ & T' est un homomorphisme analytique non rationnel de T' dans Gc 3
la proposition 8.1.2 domne (', T')=2, donc 4L=on.

Début de ‘la démonstration de la proposition 8.1.2.

3

La proposition 4.3.1 raméne la démonstration & celle d'un critére de transcendance,

que nous verrons au § 8.3,

Notons que si G est un groupe linéaire, on sait déja gréce a 2.5.2 que

p(r,c®) =1.

On peut donc n'utiliser la proposition 4.3.1 que dans le cas ou G est une variété

abéliemme simple (cf. la démonstration du lemme 6.3.5).

§ 8.2 - Dimension algébrique
a) Utilisation du coefficient de densité . (cf. §1.3d)

Le résultat suivant améliore ceux de Bombieri et Lang [B-L ], mais il est encore

loin de ce que l'on peut espérer

TEéOBfHWE 8.2.1 - Soient G wun groupe algébrigue commutatif connexe défini sur Q,

® ¢ o GC un homomorphisme analytique de dimension algébrique d, _ei r un
sous-groupe de ¢ tel que o(T) Ga .

1) 8i T a un coefficient de densité = x, dans R2n , alors on (a-n) = 4.

2n
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2) 8i T CH etsi Faun coefficient de densité = % dans X , alors

" (d-n) B2 d.
S8i G est un groupe linéaire on peut améliorer la conclusion en

| Hom (d=n) =d/2
et
" (a-n) = 4.

Rappelons que l'on a nnéu(f,nzn)ﬁzin et xnéu(l",Rn)E% (ef. §1.34d)

2
On peut raffiner le théoréme 8.2.1 de manidre analogue & ce qui a été fait au
§ 4.2. On peut aussi y remplacer le corps des nombres algébriques par une extension

de Q de type de transcendance = T.

D'autre part d'aprés le principe de transfert (1.3.11) on peut remplacer 1'hypo-
thése sur le coefficient de densité de T par une minoration des éléments non nuls
de Ty (ef. [Wa 3] I Th. 6.1).

Voici un corollaire du théordme 8.2.71 correspondant au cas d=n+1.

COROLLAIRE 8.2.2 - Soient G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur

R, @ ¢ - Gc un_sous-groupe & n paramdétres, et I un sous-groupe de c?

(resp. de lln) tel que cp(l") C Gz « On suppose que I' a un coefficient de densité

= ny (zesp. = nn) dans R (resp. dans BY), avec Hop > 1+ 1 (zesp. , >2 (n+1)).

Alors ¢ (€%) est un sous—groupe algébrique fermé de Gg de dimension n .

b) Sur une suggestion de Bombieri et Lang

L'hypothése sur le coefficient de densité de T' est analogue & la condition de
\ - distribution de [B—L] (avee A = Hon ™ 1). Cette notion n'est pas invariante par
une transformation analytiques Bombieri et Lang ont suggéré [B-1] (p. 13) que leur
condition de A~ distribution pourrait &tre remplacée par la condition que T est
une somme directe 1"=1"1 ®..,.© l"m , ou chaque I"i a pour rang n sur G . Dans
une situation telle que celle du corollaire 8.2.2, on demanderait seulement & m

d'étre grand par rapport & n.

Cette nouvelle hypothése n'est pas suffisante. Pour le voir, on considére des
nombres complexes Xypeers Xpp s Q- linéairement indépendants, et, pour 1 = j = m,

on note l"J. le sous-groupe de c? engendré par (1, xj) et (1, X j) . Alors le

sous-groupe I de ¢? engendré par (1, XT)""’ (1, x2m) vérifie la condition

requise 1'=l"1 D..,.0 I“m , ou chaque 1"j est de rang 2 sur C.

Choisissons d'abord Xyseees Xpp algébriques, et considérons le sous groupe & 2
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paramétres de GL5-(C'-) (cfe 2.142)0

Z Z
2 ! 0 2,2 |
29
® (Z.l ’ Z2) = 0 3 0 = exp (M,] Z_1 + M2 Zz)
V4
0 0 2 1
olt
log2 O 0 0 0 1
M,] = 0 log3 O et M2 = 0 0 0
0 0 log 2 0 0 0

Alors @ (T) GL5 () car T C2 X Q , et cependant ¢ a pour dimension algé-

brique 3.

Considérons maintenant une courbe elliptique € définie sur @ , paramétrée par
P=(1, p, p'), dont le corps des endomorphismes est k. Choisissons pour
Xyseeey Xop des points algébriques de P, avec Xy X, k - lindairement indépen-
dants, et soit ¢ le sous-groupe & 2 paramétres de € X& X& défini par

) (z1 ,z2) = (p (x,l z,]) , P (x2 21) , P (22)) .
Alors © (l") est contenu dans le groupe points algébriques de € xti xXe, et 9 a
pour dimension algébrique 3.

La possibilité de construire ces contre-exemples provient du fait que
p(r, Gn) = 1, Pour obtenir la conclusion du corollaire 8.2.2, il est nécessaire
de supposer p(T, Cn) grand. Nous ne chercherons pas le meilleur énoncé possible,
mais seulement celui que laisse espérer la conjecture 7.1.10, compte tenu des

méthodes actuelles de la théorie des nombres transcendants.

c) Une autre suggestion. Lien avec un probléme de Weil et Serre.

PROBLEME 8.2.3 — Soient G un groupe algébrique défini sur Q@ , @: € = Gg m

homomorphisme analytique de dimension algébrique d>n, et T un sous—groupe de

¢ tel que o(T) CGa . Montrer que 1'on a

w(r,ch s

24
d-n

De plus, si G est un groupe lindaire, alors
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w(r, M= =L

d-n
Dans le cas ot T' est bien réparti dans c* ; la conclusion devient, en notant

4 le rang de I' sur 2.

4(d-n)

1

2 dn
dans le cas général, et
£(d-n) = dn

dans le cas lindaire. L'hypoth®se de bonne répartition ne fait intervenir que de
l'algdbre linéaire, alors que le théoréme 8.2.1, ne permet d'arriver & ces inéga-

1lités que moyemnant des hypothéses métriques.

Dans le cas lindaire, on est amené & étudier la situation suivante (ef. § 2.5.b).
Soient I''=12 Yq teeet Z A7) et AN=12 )\1+...+ Z )‘d deux sous-groupes de ¢ de
rang & et d wrespectivement. On suppdOse que les nombres exp < vy, A >,
(y€T, XN EAN) sont algébriques. Ia conjecture 7.1.10 entraine alors facilement
(cf. théordme 8.3.1 ci-dessous) l'inégalité ¢ (T) éé +1 . (On éerit p (T)
pour u (I“ ’ Cn)) On remarque alors que si W est un sous-espace de Cn , les
fonctions exp <v , z> , (y € TI'"), restreintes & W, engendrent un corps de

degré de transcendance = p (T) d.imC W. Le lemme 1.3.1 permet alors d'en déduire

p (M) () p@+u@,

ce qui est une génénéralisation agréable de la conclusion du cas n=1: £d=4L+d
(théordme des six exponentielles 1.1.7). En utilisant & nouveau le lemme 1.3.71, on
obtient p (T) =ad/(d-n) , qui est 1'inégalité demandée dans 8.2.3. Ceci montre
que la conjecture 7.1.10 dans le cas &4 =n + 1 permettrait de résoudre le pro-
bléme suivant.

(8.2.4) Soient yseees X des nombres complexes, et ozj,s (1=32d, 1=s=n)

des nombres algébriques non nuls. Pour 1=j=d, 1£s=n, soit log a/j g ume
9

détermination quelconque du logarithme de ozj s ° On suppose que les d points
9

(log ozj’1 yeusy LOE aj,n) ec? 5 (1s3=4)

sont Q- linéairement indépendants dans Cn , et que les d nombres
noXg
o, , (1sj=a)
—1 Js S

sont algébriques. Montrer que si 4= n2+n+1 , alors 1, Tyseees X

. sont Q- lindai-

rement dépendants

En voici une conséquence
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(8.2.5) Soient k un corps de nombres de degré d sur Q, 6 les plongements de
*

k dans G, (xc) un élement de Cd, et f un idéal entier de k. On note k" (f)

le sous=-groupe de k* formé des quotients d'entiers congrus & 1 modulo f£f.

*
On suppose que pour tout o €k (f) 1le nombre

TT |oal®

o
est algébrique. Alors % € Q sio estun plongement réel, et X, + xE €Q si

g et © sont des plongements complexes conjugués. Si de plus il existe un corps

b'd
g ;
de nombres K contenant tous les nombres 'I_I' Iqorl , alors X €Z si @
g
est réel et x_ + X_ €22 si ¢ et ¢ sont conjugués.
€

Ce probléme 8.2.5. apparait dans un article de Weil [We 3] et, dans le cas p-adique,
dans le livre de Serre [Se 4] (Chap. III §3). Il permettrait de montrer que si ¥
est un caractdre du groupe des classes d'idéles de k pour lequel les coefficients
de la série L de Hecke associde & x sont algébriques (resp. dans un corps de

nombres), alors X est de type (&) (resp. de type (Ao)) au sens de [We 3}

Nous avons dit que le probldme 8.2.5 est une conséquence de la conjecture 7.1.10
dans le cas &=n+ 1 (il suffit en fait d'obtenir un lemme de Schwarz avec un expo-
sant strictement plus grand que 1 quand w(r) = 1+% ; on notera que le nombre
de variables qui interviennent est le rang du groupe des unités de k). Il est

aussi facile de déduire 8.2.5 de la conjecture de Schanuel 1.71.10.

En utilisant une version quantitative du théoréme de Kronecker LCa] chap. V th.
XVII, conjointement avec le lemme de Schwarz 7.3.4, on peut obtenir quelques

résultats (cf. [Wa 3] III) dont voici un exemple .

TEE/OR’EME'S.Z.é - Avec lesg hypothéses 8.2.4, si KygeeosXy sont réels, pour tout

¢ >0 vérifiant C < % -1, il existe wn entier H_ tel que tout H>H

1'inégalité
~C

<
\ho+h1 X, 4ot b % |<H

+1
ait une solution (ho’ ...,hn) € z® avec

0< ma IhlEH.

o=is=n

i
En particulier pour n=2 en utilisant une minoration de Feldmen sur les formes

lindaires de logarithmes ( f.tWa 2] th. 8.4.1) on peut résoudre le probléme 8.2.4

en supposant ('Dc1 ,’xz) € B° et 4 infini.

COROLLATRE 8.2.7 - Soient x, et x, deux nombres réels. On suppose qu'il existe

une infinité de couples ('p,I , p2) de nombres premiers, Py # Py tels que

2

soit algébrique. Alors 1'un des nombres x4, ¥, est rationnel.
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§ 8.3 - Critéres de transcendance.

La premidre démonstration de transcendance utilisant des fonctions de plusieurs
variables sans équations différentielles (méthode de Schneider) a été donnde par
Serre en 1966 [Se3] dans le cas p-adique (voir & ce sujet 1'Appendice 1). Un
analogue complexe a été obtenu par Bombieri et Lang [B—L] quatre ans plus tard ;
ils donment un énoncé local, pour des fonctions analytiques dans une boule de €-.
Un critére valable pour des fonctions méromorphes dans & se trouve dans [Wa. 3] I.
Tous ces énoncés imposent des conditions trés restrictives sur les points que 1'on
considére.

Nous donnons ici des variantes de ces critdres, et nous en déduirons un énoncé
dans lequel n'intervient aucune condition sur la répartition des points ; & la

place figure une hypothése naturelle sur la transcendance de la fonction considérée.

Nous étudions d'abord les fonctions entidres, car 1l'absence de pdles simplifie

beaucoup la situation ; nous appliquons ensuite ces résultats & la transcendance
g

n 3 . s
de Ay eee 0 quand B,',..., Bn sont réels. Enfin nous donnons les critéres
pour les fonctions méromorphes.

a) Enoncés des critdres pour les fonctions entidres.

Le critére suivant généralise & n variables le théordme 1.1.5 dans le cas de

fonctions entiéres.

THIéORiME 8.3.1 = Soient f1,..., fd des fonctions entidéres dans cn algébrigquement
indépendantes sur Q, et I un sous-groupe de type fini de. €° de rang 4 sur
Z. 0On suppose que 1l'application (f1,..., fd) est d'ordre arithmétique

= (91-,..., pa) sur T.

1) 81 T yérifie un lemme de Schwarz avec l'exposant m, alors

md§£+p1+...+pd.

2) 8i T a un coefficient de densité = Kom dans Rzn, alors

2n2n(d—n) S Py teaatpy.

3) 81 T CR' et si T aun coefficient de densité = %, dans R*, alors

un(d—n) = D1+...+Pd.

Dans tous les cas, la meilleure majoration de 4 que 1'on puisse en déduire est

£ (d-n) §n(p1+...+od),
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et la conjecture T.1.10 permettrait d'obtenir cette inégalité sous la seule hypo-

thése que T est bien réparti dans g .

Si T est un sous-groupe de @ N'E" et si fj (z)=zj , (1=j&n) avec d>n,
le théordme 1.3%.10 et la partie 3 du théortme 8.3.1 donnent
+aeatPy

p
(8.3.2) w(r, ¢ = an-n

Nous allons en déduire le corollaire suivant.

COROLLAIRE 8.3.3 - Soient f wune fonction entidre dans Gn , et T' un sous—groupe
de an N BE® de type fini et de rang 4 sur 2% . On suppose gue pour tout
vE€T,vy#0, la fonction entidre d'une variable complexe t - f(yt) n'est pas

rationnelle. Si f est d'ordre arithmétique =p sur I', alors £ =np.

Démonstration du corollaire 8.3.3.

La méthode est celle qui nous a permis de déduire le théoréme 8.1.1 de 8.1.2. On
utilise d'abord la proposition 1.3.1 : il existe un sous-groupe TI'' ‘de I', bien
réparti dans le €- espace vectoriel T' qu'il engendre, tel que w(I',T') = £/n.
La restriction de f & T' est une fonetion entidre non rationnelle qui avec I
vérifie les hypoth®ses du théordme 8.3.1. On obtient ainsi, grice & (8.3.2) :

wrr, ™) =0,
d'olu le corollaire.

b) Le théordme de Baker par les fonctions de plusieurs variables.

1
Fn utilisant d'une part 1'indgalité (8.3.2) avec d =4 =n+ 1, u(,C)=1 o

et d'autre part le corollaire 8.3.3 dans le cas & =n + 1, on obtient 1'énoncé

suivant.

COROLLAIRE 8.3.4 — Soient f une fonction entiére dans Cn,e_t 51 XETT) Bn des

nombres algébriques réels. On suppose gue les nombres

+1
£(h, +h B ,.0es b +h B), (b ,hy, ...,hn)EZn

sont algébriques, et plus précisément que f est d'ordre arithmétique = p sur
1
T=Zn+Z(B1 senes B) » avec P<1+—.

a) il_ f n'est pas rationnelle, alors 1, 51 yis vy Bn sont @- lindairement

Aépendants
b) §i, pour tout y € ',y # 0, la fonction t = £(¥t) n'est pas rationnelle,

alors E‘I - Sn sont tous rationnels.
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En choisissant

. zy z,
f(z1 § %F o zn) =0y el @,

On en déduit un cas particulier du théoréme 1.1.9 de Baker sous les deux formes

équivalentes suivantes.

1) Soient B1 5 %o o Bn des nombres algébriques réels, avec 1,61 4% Brmyy ﬁn
Q- linéairement indépendants, Ay yeney O des nombres algébriques non nuls, et,
pour 1 =i =n, log o, une détermination non nulle du logarithme de % Alors

le nombre
By n
g eee @ = exp (.Z) B, 1ogozi)
i=1
est transcendant.
2) Soient lo.g‘c){1 yeeey lOg o des logarithmes Q- linéairement indépendants
de nombres algébriques. Alors log Uy genes log o, sont lindairement indépendants

sur QNR.

Dans son état actuel, la méthode de Baker utilise des propriétés spécifiques de
la fonction exponentielle (ou des fonctions elliptiques ou abéliennes) et ne permet
pas d'obtenir des énoncés généraux du style de 8.3.4. Cependant les travaux récents

de Nesterenko, Brownawell et Masser [Br—M] pourraient changer la situation.

¢) Enoncés des critdres pour les fonctions méromorphes.

La généralisation aux fonctions méromorphes de la deuxidme partie du critére

8.3.1 est assez facile.

THEOREME 8.3.5 - Soient f,] seeey fd des fonctions méromorphes dans " algébri-
guement indépendantes sur @, et I un sous—groupe type fini de Cn de rang 4

sur Z . On suppose que l'application (f1 gis o § fd) est d'ordre arithmétique

dans B>,

= (91 y'e siwiy Dd) sur Te S8i T a un coefficient de densité = "o

alors

2 ny (d=n) S P, +eeet P

1 d °

Nous avons vu que le théoréme 8.3.1 contenait un cas particulier du théortme 1.1.9
de Baker sur 1'indépendance linéaire de logarithmes de nombres algébriques. De

méme le théoréme 8.3.5 contient un cas particulier du théordme 6.2.3 de Masser sur
1'indépendance linéaire de points algébriques de fonctions théta de varidtés abé-
liennes simples de type C.M. Par exemple si P est une fonction elliptique 4d'inva-

riants 85 g3 algébriques, ayant multiplication complexe dans k = Q (), si
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Uy geeey Wy sont des points algébriques non nuls de p, et si

S'zbj+bn+j T, 1S j=n sont des nombres algébriques (avec bj 5 bn+-j réels)

tels que B1 Uyt ees Bn w soit un point algébrique de p , alors 1, b1_ gesay b2n

sont Q- lindairement dépendants ; plus précisément il existe des entiers rationnels

non tous nuls, tels que 1l'on ait simultanément

By eeny By
2n
j=Z1) aj bj €7
et, en écrivant 2 - cT+d,
n n
j§1 B4 'bj + jZ=)1 (can+j+ daj) bn+j €z

(ces conditions expriment que le 2 [T]—module I' engendré dans c* par la base
canonique de € et par 1'élément (51 s eee s Bn) vérifie p(T, -Rzn) =1 3 cela

résulte de la proposition 8.1.2 appliquée & 1'homomorphisme
(z,] s eoos zn).H P(u1 By teeet U zn)

de- €" dans la courbe elliptique associée & P). En fait, le théordme 6.2.3 de
Masser montre que les nombres complexes 1, 51 ) sieey ﬁn sont linéairement dépendants
sur Q (7). C'est évidemment ce qu'on aurait obtenu si la conclusion du théordme
8.3.5 avait été (pour d > n)

+ooot Dd

u(r,é‘)s—p1——

d-n

L'extension de la troisi®me partie du critére 8.3.1 aux fonctions méromorphes est

plus délicate.

TEéOBﬁﬂWE 8.3.6 = Soient f‘1~ 9 ey fd des fonctions méromorphes dans Gn algébri-

guement indépendantes sur Q , et T un sous—groupe de type fini de B de rang

4 sur % . On suppose qu'il existe un corps de nombres K ,_ume base

(‘\(1,..., 'YL) de T sur 3, un sous-ensemble T de T, et un nombre positif c

tels que les propriétés suivantes soient vérifides.

a) Pour 1= j=d, la fonction fJ. vérifie les axiomes 0O.A.1 et 0.A.2.
(cf. §1.1) avec

SN I'N n o,

L
b) Tout cube de Rzr de cdté = ¢ contient un point (h.],..., hz) € Z° pour
lequel
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h1 'y1+..o+.h£ Yy €ET.

Alors, si TI' a un coefficient de densité = , dans K , On a

"y (d-n) = PyteeetPy o

Grice au théordme 1.3.10 et & la proposition 4.3.1, les résultats des § 8.1 et

8.2 se déduisent facilement de ces deux derniers critéres.

d) Démonstration des critdres

Nous allons démontrer simultanément les 3 théorémes 8.3.1, 8.3.5 et 8.3.6. Pour

cela nous définissons des nombres m,h en distingant 3 cas :

Jer cas : h

4 pour la prémidre partie du théoréme.8,3.1

2° cags: m=2 oy h=2n o, POUT la deuxitéme partie du théordme 8.3.1 et

pour le théordme 8.3.5.

cas : m=n , h= nu pour la troisidme partie du théordme 8.3.1 (auquel cas

on note T =T) et pour le théordme 8.3.6.
Ainsi la conclusion s'éerit toujours
md = h+rJ1 Foeot Py e

Le choix de m est justifié par les théordmes 7.3.1 et 7.4.2, et le choix de h

par le lemme 1.3.8,

Pour chaque entier N suffisemment grand (N = 01) , on construit un sous-

ensemble EN de FN , vérifiant

czNhECardENECBNh

de la manidre suivante

ler cas : on choisit EN = FN

2° cas : gréce au lemme 1.3.8 (dans lequel SN est donné par 1l'hypothése sur

1'ordre arithmétique), il existe un sous-ensemble EN de SN tel que

=
Card EN = 02 1\1'h et

T-n
;min{lc-cr'l;OEEN,G'EEN,G¥U'}EC4N °n

Cette dernidre condition entraine Card EN éc3 Nh 5
§e cas ¢ On utilise d'abord le lemme 1.1.8 : soient t,‘ ) seey tq €' tels que
r=r, u...UTq ol TJ. =T+ tj (S T =T on peutchoisir g=1, t1=0).
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_%
On recouvre B(O0, °s N) N B par cg W bouleas de rayon c N =D, Dang

chacune on choisit un point vy de F[N/E] s si j est 1l'indice tel

que Y € Tj , on pose O = y—tj , et on définit EN comme 1'ensemble

de ces @,

On note p = (91 Foo o +pd)/d, et on suppose m > p +% . On veut obtenir une

contradiction. On remarque d'abord qu'il n'y a pas de restriction & supposer

max p. <p +%
1=£3j=4d

(cf. [Wa2]p 52). Pour 1=j=d, on définit une fonction Lj de N (pour NEC,])

par

avec

a_ ;
07—203[K-Q]-

Premier pas. Soit N un entier, N = cye I1 existe un polyndme non nul

By € Z[x1, ceey Xd]

de degré en Xj inférieur ou égal i Lj , (1=3=d) , et _de hauteur inférieure ou

pe B
égale & exp (c8 N ) , tel que la fonction

Fy = Py (f1, coes fd)
vérifie
Fy(y) = o _pour tout v € By .

On doit pour cela résoudre un systéme de Card EN équations lindaires homogénes

en au moins L1 Ld inconnues, & coefficients dans K. L'axiome 0.A.1 (joint

3 1'équivalence des différentes notions de hauteurs j; cf § 1.1) permet de majorer
le logarithme des valeurs absolues des conjugués des coefficients de ce systéme

(apres les avoir multipliés par un dénominateur commm pour qu'ils soient entiers
d P.

algébriques) par °q b Lj NJ. (Cette majoration est expliquée en détail dans
5=t

[ Wa 2] § 2.2). Le lemme de Siegel donne le résultat annoncé.

Deuxitme pas. Pour chague entier M =N, ona

(I)M FN(Y) =o pour YEBE
et
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(TDy Log |Gyl 1oy = - "

ol on a noté

(La fonction gj est le dénominateur de f i donné par les axiomes d'ordre arith-

métique).

Le premier pas montre que (I)N est vérifiée. D'autre part si on démontre la
propriété (II)M pour tout M on en déduira que GN est identiquement nulle, en

contradiction avec 1'indépendance algébrique sur @ des fonctions f.] TR fd.
Donc le deuxiéme pas terminera la démonstration.

.= N.

Montrons que (II)M > (I)M+1 pour M.Z N

Les points de EM+1 sont dans la boule B(O, M logM) ; par l'axiome 0.A.2, on
déduit de (II)M

7y (") | = exp (-cy M) pour vy € By ,

(on utilise 1'hypothése m> p + %) . Le dénominateur et les valeurs absolues des

o2

conjugués de Fy (y) sont majords par exp (c11 u ¢ ). La norme de Py (y) sur q

est donc nulle, d'ou (I)M+1

Il reste & démontrer que (I), = (II), pour M= .

La fonction entiére GI\T .a un zéro_en chaque point de EM Pour R = I"I(logM)2 s un
calcul facile (utilisant le fait que les forctions entiéres gj et f. g. sont
J J

d'ordre = Pj) montre que

h
P+
log |(;NlR £ ey, M (1gm)?] 9.

I1 reste & vérifier

log IGNI MlogMé log lGNlR - c13 M log logM.

Dans le ler cas c'est immédiat grice & 1l'hypoth®se que le sous-groupe I’ vérifie

un lemme de Schwarz avec l'exposant m.
e .
Dans le 27 cas c'est une conséquence de la proposition 7.4.1.

e . £
Dans le 3~ cas on utilise le théoréme 7.3.4 pour les fonctions fJ.(z):GN (z-1.)
J

avec L=c14Mm. Pour r=c,. MlogM on a

15
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min |f.\

e \
1£j8q 97T

| =
‘ N'MlogM

ce qui termine 1s démonstration.

REMARQUE 8.3.7. Sous les hypothses de la premidre partie du théordme 8.3.1, si
les fonctions f1, w.é w0y fd admettent des périodes commmes W, yeee s weé I' liné-

airement indépendantes sur Q , alors
md_=5£+p1 +oeeetPy- 6.

(Comparer avec la remarque 1.1.6). Pour le démontrer, on peut supposer

= 2~v1 Foo ok B Y6 + 2 w1 $eoooF B wy On reprend alors la démonstration précé-

dente, avec h = 4-96, et
Eg={hy vy +eeuthy ¢ Y45 “NED, EN; (1=s384-8) },

et on remarque que la propriété (I)M' implique

FN(v) =0 pour tout vy €Ty, .
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Appendice I

Problémes locaux

par
Daniel BERTRAND

I - INTRODUCTION

§ 1.1 . Pogition du problime

Soient G wun groupe algébrique commutatif connexe défini sur un corps de nombres
F, TG 1l'espace tangent & l'origine de G, et k le complété de F en une place
v de F. L'ensemble G(k) des points k-rationnels de G est un groupe de Lie
v-adique, et chaque application exponentielle v-adique sur G définit un difféo-
morphisme local eXPgy (1) de TG(k) dans G(k). Si v est une place infinie, ce
difféomorphisme admet un prolongement analytique sur TG(G), dont les propriétés
arithmétiques ont fait 1'objet des chapitres précédents 1 . Supposant désormais que
v est une place finie p de F, nous nous proposons d'aborder les questions de
transcendance lides a expp = expG(k) . Cette étude est motivée par plusieurs appli-

cations arithmétiques, qui seront détaillées & la fin de 1'appendice.

C'est précisément 1'absence d'un prolongement analytique naturel de 1'application
exp, qui fournit le principal obstacle & la recherche des analogues p-adiques des
résultats de [W]. Elle conduit & faire jouer, d2s 1'énoncé des critdres de trans—
cendance, ‘un roéle central aux équations fonctiomnelles satisfaites par expp (théo-
rémes d'addition et de multiplication ; rappelons que, dans le cas complexe -cf.

[W], chap.8~-, ces propriétés n'apparaissent que dans les situations "non normali-
sées").

Parallélement aux applications exponentielles, nous étudierons les uniformisantes

des groupes G(k) qui, comme les variétés abélienmes dégénérantes, admettent, parmi

(1)"Nombres transcendants et groupes algébriques", par Michel Waldschmidt (noté [W]
dans ce qui suit).
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5 £ n . .
leurs revétements non ramifiés, des tores (k*) . Les démonstrations de leurs pro-

priétés arithmétiques sont alors trés proches de la théorie complexe.

Les parties IT et III de cet appendice sont consacrées 4 des critéres de trans-
cendance p-adiques. La quatridme partie, qui forme le coeur du présent travail,
réunit les résultats de transcendance qu'on déduit de ces critéres pour les sous-—
groupes & plusieurs paramdtres de G(k). Nous n'avons pas détaillé ce qu'ils expri-
ment sur des groupes algébriques particuliers car, en 1'absence de périodes non

nulles lides a expp, aucun nombre "naturel" n'apparaitrait dans ces applications.

n
En revanche, la considération des homomorphismes analytiques de (k¥)  dans les

variétés abéliennes dégénérantes permet d'étudier les valeurs de certaines séries
d'Eisenstein.

Ta dernidre partie de 1l'appendice est donc consacrée aux applications de ces
résultats de transcendance (et des généralisations qu'en fournit la théorie des
formes lindaires de logarithmes) & diverses branches de la théorie des nombres. Les

unes concernent 1'arithmétique des corps de nombres, les autres la géométrie diophan-

tienne.

§1.2 Notations

On désigne par k un corps non archimédien complet de caractéristique nulle, et
de caractéristique résiduelle p # 0. On note O son anneau d'entiers et l | sa
valeur absolue, normalisée par lpl::p_1 . On suppose (ce qui ne restreint pas la
généralité des résultats de transcendance) que k est plongé dans le complété Cp
d'une cldture algébrique du corps des nombres p-adiques Qp’ et on désigne par
Q@ la cldture algébrique de Q dans Cp. Dans la pratique, k sera soit Cp y
goit un corps localement compact (on notera alors & son degré sur Qp) .

v v
1 n - 3 .
ees X une série de Laurent formelle & n variables

Soit f(X) = Eznav X, A

veE
3 coefficients dans k. Pour tout nombre réel r > 0, on pose :
el = ol =1V,

vVEZ

ol Hv]]: vy Heoot v désigne la longueur du n-uple v . Les séries de Taylor f
telles que lf11 est fini s'identifient aux fonctions strictement analytiques sur

", dont 1'ensemble sera noté (™) .

La hauteur H(P) d'un polyndme P & coefficients entiers algébriques désigne le

maximum des hauteurs "usuelles" (au sens de [W], §1.1.b) de ses coefficients .

Soit I’ un Z-module libre de type fini. A toute base ® = {y1,...,v£} de T

164

PROBLEMES LOCAUX

sur Z, et & tout entier N=O0, on associe 1'ensemble

4
Py =Ty @®@) = {E‘hi Y; s by € Z;0=h =N}

Certaines des définitions données plus bas font intervenir les ensembles ry @®) .

On pourra vérifier qu'elles sont indépendantes du choix d'une base ® de T'. On
n'a donc pas explicité la dépendance en ® des constantes apparaissant dans leurs

énoncés.

Pour des raisons de clarté, on a enfin distingué, dans certains énoncés, l'algdbre
Lie G des dérivations invariantes sur un groupe algébrique comnexe G de son

espace tangent & 1l'origine TG.

IT - CRITERES DE TRANSCENDANCE GENERAUX

Les résultats rassemblés dans cette partie se rapportent & 1'étude des sous-groupes
4 n paramétres p-adiques. Aussi n'y considdre-t-on que des fonctions analytiques
sur un voisinage de 1l'origine de kn, que l'on peut, sans perte de généralité, iden-
tifier & O%. Comme dans le cas complexe, on est amené & distinguer deux situations,
suivant que les fonctions considérées satisfont des équations différentielles algé-
briques (cas normalisé) ou non. Les critires de transcendance obtenus sont exposés
aux §8§2.1 et 2.2. Les outils d'analyse ultramétrique nécessaires & leur démonstra-
tion sont développés au § 2.4.

§ 2.1 Le cas normalisé

Dans les applications que nous avons en vue, le thdordme 1 joue le rble du corol-
laire 5.1.2 de [W]. Mais il concerne les solutions de systémes différentiels véri-

fiant de plus une famille d'équations fonctionnelles.

On suppose donnés dans tout ce paragraphe n endomorphismes Tys eoes T du
n
G-module O" tels que, pour tout n-uple v= (vT,..., vn) d'entiers ratiomnels >0,
1'endomorphisme
Ty S VT teeetv T
soit injectif.
A tout élément v de Nn, et tout élément f de N(Gp), on associe 1'élément

T f=for
v Y
de &(On), et le n-uple

£ = (fo Tyseees fo %1)
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d'éléments de N(O7).

Définition 1 : on dira qu'une famille {f,],..., f.t} d'éléments de ¥ (O7) est

d'ordre arithmétique fonctionnel fini (relativement & Ty geees nn) g'il existe
un corps de nombres K, d'amneau d'entiers I, et des nombres réels p et c tels

que, pour tout élément v de Nn , il existe 24 éléments
{Pi’v » Qs i=T1ye00, 4} de I [xsj;s;1,...,x;j=1,..., n]

de degrés totaux SEcl v llp , de hauteurs s exp(c(1+ | v |l p)) tels que,

pour i=l,c0e,4:
B, 2B (e 2/ Gy (Eyaeen )
TUn élément € de O sera dit régulier pour {f1,...,fz} si, pour tout n-uple

v et tout indice i, il existe une telle représentation de vai vérifiant en
outre + Gy L (£, (€)eees 4 (0)) £ 0,

Y

Le théordme 1 généralise & plusieurs variables le théordme 1 de [Be 3].

THEOREME 1 : Soit {f1,..., f,} une famille d'éléments de % (0") q'ordre arithmé-

tique fonctionnel fini. On suppose que le corps g (f,],..., fz) a un degré de trans-

cendance =n+1 sur Q, et qu'il existe n dérivations k- lindairement indépen-

dantes de Lie (kn) opérant sur 1l'algdbre Q [fio nj $ =T yuaey b3 J=Tgeenyn ]
Soit € un &lément de O°, régulier pour {f.], ceny f!,}’ et tel que m, (e), ...,nn{c)
soient linéairement indépendants sur k. Alors, 1'un au moins des nombres

fionj(C) (i =1y00092433=1ye00,n) est transcendant.

La démonsiration du théordme 1 suit la démarche de [Be 3], §1.3. Supposant que
les fonctions f1, seey fz prennent simultanément des valeurs algébriques en §,
on construit, gridce au principe des tiroirs et au lemme 1 énoncé plus bas, une fonc-
tion F , analytique sur Gn, g'annulant & un ordre de multiplicité é1évé aux
points de l'ensemble {‘?’V (;) 3oVy € pN; 0< \2 =N}, ou N est un entier suffi-
samment grand. Le lemme de Schwarz sur les produits (§ 2.4, lemme 4) permet de
ma jorer IF\_,] . Le lemme 1, joint & la formule du produit sur les corps de nombres,

P
fournit la contradiction désirée (2) .

LEMME 1 - Soient {f.],..., fz} une famille d'éléments de M(G") d'ordre arithmé—

tique fonctionnel fini. On reprend les notations qui lui sont associées par la
définition 1. On suppose qu'il existe n éléments k-lindairement indépendants

D1,..., Dn de Lie (kn) opérant sur 1'algdbre I[f1 50005 f.t ] Pour tout n-uple

(2) Voir D. Bertrand, Groupe de Travail d'Analyse ultramétrique, Paris, 1978-79,
exposé n°9
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e -]
o de , on note ° 1'opérateur D11... Dnn. Alors, il existe un nombre

réel vy = y(f1,.‘..,f£) vérifiant la propriété suivante. Soient Lysees,L, des

entiers = 0 de somme L, H un entier >0 et P un §lément de 1[x1,...,x£]
de degré = Li en Xi , de hauteur = H. Pour tout couple (c , V) 4%¥léments de
¥', la fonotion F = P(f,,...,f,) vérifie :

4

L,
. =)
(TTaS ety ¥ 3,73,

(£450009Ey) + “ooF,
i=1 ~

> D
< iof] B T Y

sV, P
n.=0Q,
J J

ou les fonctions sont analytiques sur o , et R désigne un élément
Wy v,P — G, V, P

VvV
de I[Xij; i=1y00e5d 5 §=1y.00,n] de degrds partiels =y (ol +1; Hv”p)

en Xi‘l""’xi,

en » de hauteur

n

g5 (1+y (Nall+nll vI®NYIel cmty( el 41 (1 + 1 v11P)) .

Ce lemme, qui généralise une idée de Baker et Coates (voir [M1 ], lemme 7.7. 3
[Be 3], lemme 2), améliore, en point régulier pour {f,l,...,fz}, les estimations

de hauteur fournies par le lemme 5.4.2 de [W]

§ 2.2 Le cas non normalisé

L'énoncé obtenu dans ce cas concerne les valeurs de fonctions algébriquement indé-
pendantes, sur un sous-groupe I de > . Comme dans le cas complexe (voir [W],
théorgme 8.3.1), il fait intervenir une propriété métrique de T, caractérisde par
son coefficient de densité u(l",kn) . Pour alléger 1'écriture (et pour pouvoir
disposer plus tard d'un lemme de transfert, cf. § 2.3), nous supposerons ici k
localement compact. On note § son degré sur Qp , € son indice de ramification,

f son degré résiduel, et Pp 1'idéal maximal de O.

Définition 2 . On appelle coefficient de densité (relativement au corps localement

compact k) d'un sous-groupe I de type fini de " , et on note x(I,k%), le
maximum des nombres réels xu vérifiant la propriété suivante : il existe un nombre

réel c¢ = c(u) tel que,.pour tout entier v = 0, 1la restriction & T £v/u de
cp

]

la projection canonique : cn =+ (6/ pv)n est surjective.

Avec les notations de [Se3], ol k = , ' est alors dit (1/x) - dense ; une
normalisation différente est proposée dans [F], chapitre 3, § 5. Nous précisons au
§ 2.3 certaines propriétés du coefficient %(I-',kn).

La définition suivante reprend celle de [W], § 1.1.b.

Définition 3 . Soient f un &lément de H(G") , I' un sous-groupe de O de type

fini, et P wun nombre réel. On dira que f est d'ordre arithmétique inférieur ou
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égal & p gur ' s'il existe un corps de nombres K et un nombre réel c tels
que, pour tout entier N =1 et tout élément v de I"N, le nombre f(¥y) est un

&lément de K de hauteur = exp (c Np) .

Le théordme 2 a &té démontré par Serre (voir [Se 3], théordme 2) lorsque les fonc-
tions fi sont des exponentielles, et que k = Qp . Il est énoncé par Flicker
(voir [F], chapitre 3, §5) lorsque tous les p; sont égaux. La démonstration du
cas général suit celle du théor&me 8.3.1 (2e et %e partie) de [w]. Nous nous borne-

rons & signaler que les estimations amalytiques sont ici fournies par le lemme 5 du

§2.4.

THéOBﬁ:ME 2 . Soient 91,...,pd des nombres réels, I' un sous—groupe de type fini
de 0%, et fi,eeefy

inférieur ou égal a p1,...,r:>d sur TI'. On suppose que les fonctionsg f‘l""’fd

des &léments de NM(?) d'ordre arithmétique respectivement

sont algébriquement indépendantes sur Q . Alors :

w(r,x") (d-n) = Py Heeet Py

§ 2.3 . Quelgques mesures de répartition

o n
Dans ce qui suit, I désigne un sous-groupe de type fini de G7, de rang 4 sur
% . On ne suppose k localement compact que lorsque le coefficient de densité

w(T, k%) entre en jeu.

§oue n .
Rappelons tout d'abord la définition de 1'exposant de Dirichlet w(T,k ) , donnée

au § 1.%.a de [W] dans un cadre général : c'est le plus petit des nombres
(L—rgz(l" nNr))/(a- dimk'V) , o ¥ parcourt l'ensemble des k-sous-espaces vecto-
riels de ¥ de dimension < n. On notera que si k est une extension algébrique

de degré & de Qp , alors

&
w(r,k) 2 s u(r,Q)7) 5
lorsque I est inclus dans Qg , on a de plus :
8
W(ra) = su(r,Q)") = w(r,a)).

Paralldlement au cas complexe (voir [W], théordme 1.3.4), on peut, gréce & 1'ana-
logue p-adique, dl & Schlickewei (voir [Schl], théortme 1.1), du théorime de W.
. . = n :
Schmidt, caractériser les sous—groupes bien répartis de @n ZP) de la fagon sui-

vante.

IEMME 2 . Soit I' un sous-groupe de (@ N Zp)n de rang fini 4 >n. Les proprié-

tés suivantes sont équivalentes :
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i) w(r,Q) = 4/n

ii) pour tout nombre rdel e > 0, il existe une constante c(e)>0 telle que,

pour tout entier N =1 :

min {|v| ; v €y, vi 0}z o(ey (#/m) -

Supposons maintenant k localement compact. On prendra garde au fait que la défi-
nition du coefficient de densité de T fait intervenir une normalisation différente

de celle du cas complexe (voir [W], § 1.3.b). En particulier, on a :
n(l",kn) = én(F,Q;n) .

Néanmoins, les énoncés du § 1.3 de [W] se traduisent sans difficulté en p-adique.

Aingi, (O/p “ZWoa pfvn éléments, dont les distances relatives sont minordes

-v/e

par p . Donc on peut associer & tout nombre réel u <u (I',k") une constante

¢(n) telle que, pour tout entier N = 1, il existe un sous-ensemble SN de T‘N,

ayant plus de C(x)N*™ &léments, dont les distances relatives sont minorées par
C(n)N_K/S. En conséquence :

w(r,x) = uw(r,x?).

Le lemme 2, joint & un lemme de transfert p-adique (voir [Iu], lemme 3.16 et théo-

réme 3.20) entraine alors :

LEMME 3 . Soit I un_sous-groupe de type fini de (5, n Zp)n . On a :

n n
w(TyQp) = w(r,Qq)) .
Dans le méme ordre d'idées, on déduit de 1l'analogue p-adique du théordme de
Khintchine (voir [Tm], théordmes 4.22 et 4.24) que, si £ Zn désignent deux
entiers > 0, le groupe T = Z'Y1 D...0 2Y, a un coefficient de densité égal a

4/n pour presque tout 4L-uple {'Y1, ""V.t} d'éléments de O (au sens de la mesure
In
de Haar sur & ).

§ 2.4 . Les lemmes de Schwarz

I1 s'agit d'améliorer le principe du maximum pour des fonctions analytiques s'annu-
lant sur un ensemble S donné. Nous distinguerons deux types d'énoncés, suivant que

S est soumis & des conditions lindaires ou métriques.

Définition 4 . Soit 6 wune fonction numérique sur N2 On dira qu'un sous-groupe

r ¢ & vérifie un lemme de Schwarz (avec multiplicités) de type 6 s'il existe

un nombre réel c¢ > 0 tel que, pour tout entier N = 1 et tout élément f de

1’*./(13_1 ") s'annulant & l'ordre t sur T, , ona :
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el =5 Die)

On vérifie aisément que 6(t,N) est majoré par tNu(r’ kn) (voir [W], lemme
7.1.7.), et un raisommement % une variable montre que 6(t,N) peut étre choisi
égal 3 t. La premidre minoration non triviale de 6 a été obtenue par Serre
([se 3], proposition 2) lorsque t = 1, et sous une hypoth®se métrique sur T.
Le cas des multiplicités quelconques a été traité par Robba [Ro], auquel nous

empruntons tous les énoncés de ce paragraphe.
Le lemme 4 correspond & une condition linéaire.

n .
IEMME 4 - Soit TI' un sous—groupe de type fini de Gn, tel que u(?,k ) soit

=1. Alors ' vérifie un lemme de Schwarz de type 6(t,N) = tN.

Bn effet, I' contient par hypothdse n éléments k-linéairement indépendants.
Un changement de variables permet alors de supposer que TN contient le produit

{1,...,N}* . On conclut au moyen du théortme 2.3.1 de [Ro] .

Le lemme 5 répond & la fois aux théorémes 7.3.7 et T.4.2 de [w]. On suppose

maintenant k localement compact.

IEMME 5 - Soit I un sous—groupe de type fini de Gn. Pour tout nombre réel

e>0, I' vérifie un lemme de Schwarz de type

8(t,N) = tN”(r’kn)‘ €.

Considérons en effet, pour tout nombre réel n<1n(F,kn) et tout entier N = 1,
le sous—ensemble SN de TN défini au § 2.3, et soit N la distance relative
minimale des éléments de SN' D'aprés le théortme 3.3.2 de [Ro], ' vérifie un

lemme de Schwarz de type

8(t,N) = ¢ (cardSN) 6N6(n-1)

Le lemme 5 en découle.

Remarque 1 - Robba déduit de ces résultats le corollaire suivant ([Ro], théoréme
3.4.1) '+ soit S un sous-ensemble de > tel que tout point de P soit & une
distance _S_L_1/6 de S ; tout élément P de k[X1,...,Xn] de degré =L vérifie
alors :
L
|pl, = ¢ sup |B(V)],
Y ES
ol C = p1/(p_1). En reprenant la démarche exposée au $§ 7.3 et 7.4 de [W], on
pourra, inversement, établir la minoration

o(1,m) = (Frk™) -

4 partir de ce corollaire.
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Remarque 2 : D'aprés le lemme 3, on peut, lorsque k= , et que T est composé
d'éléments algébriques sur Q, remplacer 1'exposant u(F,kn)-e par u(T,kn)— €
dans la conclusionrdu lemme 5. Est-ce encore le cas lorsque I' est un sous-groupe

de type fini de > quelconque?

ITI - LE CAS D'UNE VARTABLE

Les critdres de transcendance de la 2e partie (et, plus particuliérement, le
théoréme 2) peuvent &tre améliords de fagon notoire dans le cas unidimensionnel.
Par ailleurs, un lemme de Schwarz sur les couronnes permet d'étudier les fonctions
méromorphes sur k¥, Ces derniéres conduisent & des situations "globales" qui, &
l'instar du-cas complexe, fournissent de meilleurs critires de transcendance. On
les étudie aux § § 2.3 (ol sont également traitées certaines fonctions méromorphes
sur (k%)) et 2.4 .

§ 3.1 . Les situations locales

L'amélioration obtenue dans le cas normalisé concerne 1'hypothése de régularité
introduite au théortme 1, qui peut maintenant &tre omise. Par ailleurs, on peut

supposer, sans perte de généralité, que 1'endomorphisme Ty est 1'identité.,

PROPOSITION 1 - Soit {f1,..., fL} une famille d'éléments de X (0) 4'ordre
arithmétique fonctionnel fini. On suppose que 1'algébre Q[f1,..., fz] a un
degré de transcendance = 2 sur Q, et qu'il existe une dérivation non nulle de
Lie (k) la laissant stable. Soit ¢ un élément non nul de G. Alors, 1'un au

moins des nombres f1(c),..., fz(C) est transcendant. .

La démonstration de la proposition 1 suit celle du théorime 1. Mais, lorsque ¢
n'est pas un point régulier pour {f1,...,fz}, le lemme 1 ne permet en général
plus d'estimer la hauteur de DQTVF(C), et il convient de généraliser son énoncé
de la fagon suivante : soit s l'ordre en £ de la fonction

4 L;
%, p =;]:1f Q y (Fpreennfy)s

alors

D%, p (DT F(Q) =R\ o (£eee, ) (0) +

* L= Py up (¢)p*r ®(e) .

0=u<o

I1 reste & majorer s . On utilise & cet effet un théordme de Brownawell et Masser

[Br-M] sur les algébres différentielles de type fini, en vertu duquel 1l'ordre de
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4-1

Q, p en tout point de O est majoré par cLv P , ou ¢ désigne un nombre réel
Vs

ne dépendant que de f1,.n., fz.

Remarque 3 : La proposition 1 est encore valable quand on remplace les fonctions

v auxquelles sont associés les opérateurs Tv (voir § 2,1) par une suite de

b4 . . z 25
contractions amalytiques sur O plus générales. Ceci permet en particulier d'étudier

directement les propriétés de transcendance des fonctions logarithmes de certaines

(3)

lois de groupes formels.
I'amélioration obtenue dans le cas non normalisée est plus fondamentale.

PROPOSITION 2 - Soient 91,..., pd et 4 des nombres réels, I' un sous-groupe de

type fini de O de rang =4, et fy5..., £; des S1léments de ¥ (0) d'ordre

arithmétique respectivement inférieur ou égal & P,I,..., Dd sur T'. On suppose que

les fonctions f,],..., fd sont algébriguement indépendantes sur Q. Alors :

4 (d-n) = Pyteset Py

En d'autres termes, le coefficient de densité « (T',0) peut ici 8tre remplacé par
le rang p (k) de T. En effet, tout sous-groupe T de C de rang 4 vérifie
un lemme de Schwarz de type 6(t,N) ='tNJL . Ceci résulte aisément de la mu%‘t:;pli-

4

cavité des normes { | lr ; 0<r=1} sur 1'algdbre de Banach ¥ (0) (voir

[se 3], proposition 2).

§ 3.2 - La situation globale normalisée

Les fonctions méromorphes sur k* ou (k*)n étudides ci-dessous apparaitront au
§ 3 comme uniformisantes de certaines variétés abéliennes. Signalons dés A& présent
qu'on peut, dans tous les énoncés obtenus dans ce cadre, remplacer le corps ultramé-
trique k par le corps des nombres complexes (voir [Be1:|, remarque 3, et [F] 5
chapitre 5, § 3).
Définition 5— Soient M ((k¥)™) 1le corps des fractions de l'ammeau ¥ ((k*)") des
séries de Laurent convergeant sur (k*)n , et {e,p} un couple de nombres réels

= 0, On dira qu'un élément f de M ((x*)™) est d'ordre inférieur ou égal &

{s,p} s'il existe deux nombres réels cy et cy et deux éléments 8, et 8

de N((k*)n) tels que f = g1/g2 , et que, pour i = 1,2, et pour tout nombre
réel >0 : ] -
-1\ -
loglgi|r = ci(r+r ) (log(r+x '))

(B)Voir D. Bertrand, Séminaire Delange-Pisot-Poitou, 1976/77, exposé n° 1.

(4)Le premier lemme de Schwarz & une variable p-adique a été énoncé par K. Mahler
(Compositio math., 2, 1935, pp. 259-275, proposition 3).
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La proposition 3 répond au théordme 1.1.1 de [W].

PROPOSITION % - Soient K wun corps de nombres, o et p deux nombres réels =0,

et fy,...,f, des éléments de 7Mk*) d'ordre inférieur ou égal & {o,p}. On sup-
pose que 1'algébre K[f.],...,fz] a un degré de transcendance =2 sur K, t

qu'il existe une dérivation non nulle de Iie (k*) la laissant stable. Alors,

1l'ensemble des éléments de k¥* ol fi9000yf, premnent simultanément des valeurs
dans K est fini, et a au plus 4 c[K: Q] éléments.

La démonstration de la proposition 3 est domnée dans [Be1]. Elle repose sur un
lemme de Schwarz sur les couronnes €= {z€x*, < lz|<r} de k (voir [Be1],

lemme 2) :

LEMME 6 - Soient R et r deux nombres wéels, R> r>1, et f une fonction

analytique sur "eR admettant h zéros (comptés avec leurs ordres de multiplicitd)
dans '"Gr. Alors

sup ( le |, I, ) SCe/m) (=02 g0 (e |, e

1 /R)’
ol o= (logr) / log R.

Faute d'un lemme de Schwarz pour les fonctions analytiques sur (k*)n (ou, plus
généralement, sur le complémentaire d'un diviseur algébrique de kn) , la proposi-
tion 3 n'a pas encore été généralisée & plusieurs variables. Néanmoins, le lemme
6 permet, comme 1l'a montré Flicher, de traiter certaines situations pluridimension~
nelles. Nous énongons son résultat sous la forme suivante (voir [F], chapitre 5,
proposition 1) :

THEORHME 3 - Soient K un corps de nombres, P un nombre réel > 0, et f1,...,f

£

des &léments de M((k*)™) d'ordre inférieur ou égal & {0 , P}. On suppose que

1'algébre’ K[f-]""’f.z] a un degrf’l de transcendance Z=n+1 sur K, et qu'il
)

existe n dérivations de Lie (k¥ la laissant stable. Alors, pour tout &lément

€ de (k¥)™ o les fonctions fys0+0,f, sont définies, 1'un au moins des nombres
£, (C),...,fz (g) est transcendant.

Cet énoncé suffira pour les applications que nous avons en vue.

§ 3.3 — La situation globale non normalisde

La définition 3 du § 2.2. (voir [W], § 1.1 b) s'adapte aux fonctions méromorphes
sur k* de la fagon suivante.

Définition 6 - Soient {f ,...,f;} une famille d'é1éments de M(k*), PyseessP

des nombres réels >0, et I un sous-groupe libre de k* de rang fini £ sur

d
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Z . On dira que {f1,...,fd} est d'ordre arithmétique inférieur ou égal &

{01,...,pd} sur T s'il existe un corps de nombres K, des nombres réels
c1,...,c4> 0 et, pour i=1,...,4, une représentation g‘i,1/gi,2 de f_i
formée d'éléments de X(k*) d'ordre inférieur ou égal & {O,pi}, tels que, pour

4 sos
tout entier N = cyy un sous—-ensemble SN de FN, de cardinal =2 c2N , Vvérifie
les conditions suivantes : pour i = 1,...,d, et tout élément v de SN’ lgi 2('v)|'

9

p. :
est minoré par exp(-c,N l) et fi(v) est un élément de K de hauteur

0 3
1
=exp(c 4N )
L'analogue complexe de la proposition 4 est, aprés synthése de Fourier, une consé-

quence immédiate de la remarque 1.1.6 de [wl.

PROPOSITION 4 - Soient p,l, ...,Pd des nombres réels > 0O, I' un sous—-groupe libre

de k¥ de rang fini 4 sur 2, et {f;,...,f;} une famille d'éléments de m(x*)

d'ordre arithmétique inférieur ou égal & {p,l,...,pd} sur ['.. On suppose que les

fonctions f1""’fd sont algébriquement indépendantes sur Q . Alors :

L(a-1) = Pyt eeetpy—d.

Démonstration (voir également [W], § 8.3.d) : Posons p = (p1+...+pd)/d. On peut,
sans perte de généralité, supposer que chacun des p, est <p +(4/d). On désigne

par N un entier arbitrairement grand, et par C‘I’ 02, C3 des nombres réels >0
indépendants de N. Le principe des tiroirs permet de construire un élément P

non nul de Z[X1, ...,Xd], de hauteur = eX'p(C,I 1\Tp+('¢'/d)), de degré

p+(.€/d)—pi
Li =N en Xi , tel que la fonction F=P(f1,...,fz) s'annule aux
n n
points de l'ensemble SN associé par la définition 6 & I"N= {Y11...'Y'¢l'; Oéni =N}.

=1 2N ~N
Posons G, = 1+s;1p(|yil+l*{i| ), T = Clg » R=0, (de sorte que ::'/R:C2 )

L L.

¢=( T—]' gilz) P, et supposons que, contrairement & la coneclusion du théoréme 4,
i=1

on ait 1'indgalité : L+1>p+ (4/d).

Le lemme 6 entraine alors :

1A

oo (1610 161,00 /a7 aup (lely. Iel, )

1Y

exp (-C3 el ).

On conclut en reprenant le raisonnement par récurrence exposé au § 8.3.d de [W]
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IV~ RESULTATS DE TRANSCENDANCE

Nous sommes maintenant en mesure d'étudier les propriétés arithmétiques des homo-
morphismes analytiques p-adiques d'un sous-groupe G' d'un groupe algébrique G'
dans un groupe algébrique G. Le cas ol G' est une puissance du groupe additif fait
1'objet des §§ 4.1 & 4.3, ol sont tout d'abord précisés les propriétés des sous-
groupes & plusieurs paramdtres p-adiques de G. On traite au § 4.4 le cas ol G'
est une puissance de groupe multiplicatif, et G une variété abélienne dégénérante.
Enfin, le § 4.5 réunit, sans démonstrations, les résultats que fournit la méthode de
Baker.

§ 4.1 - Préliminaires

a)Sous-groupes & plusieurs paramdtres.

(Le corps ultramétrique k est ici supposé localement compact). Soient & un

groupe de Lie sur k de dimension finie, et T & son espace tangent & 1'origine.
L'application logarithme de & définie de fagon canonique sur la réunion des sous-—
groupes compacts de &, induit sur un sous-groupe ouvert €' de & un difféomor-
phisme & valeurs dans T &, dont 1l'inverse est une application exponentielle de 8.
Les autres applications exponentielles de & n'en différent que par des homomor-
phismes & valeurs dans le sous-groupe de torsion de ©, et définissent, sur un sous-
groupe compact ouvert € de T 6 suffisamment "petit", une méme application eXPgs
strictement analytique sur € . Du point de vue de la théorie des nombres transcen—
dants, on pourra donc se limiter & 1'étude des valeurs de eXpg Nous spécifions
ci-dessous une représentation de l'application eXPg lorsque & provient d'un

groupe algébrique commutatif (5)

Soient donc G un groupe algébrique commutatif connexe, de dimension g, défini
sur un corps de nombres F, k le complété de F en une placefinie p de F, et
X = {Xo,...,XN} les coordonnées d'un plongement projectif ¢ de G défini sur F.
Quitte & faire une extension finie de F, on peut, aprés un choix convenable du
plongement V¥, se placer dans les hypothdses du ¢§ 1 de 1'Appendice II (6) D'autre
part, on peut, sans perte de généralité, supposer que l'image G du sous—groupe

%€ de TG (k) par 1l'application expG(k) est contenue dans 1'ouvert affine GO

défini par XO # 0. C'est dans ce cadre que nous nous plagons désormais .

(5) Pour plus de détails sur l'application logarithme et les applications exponen-
tielles des groupes de Lie ultramétriques, on pourra consulter "Lie algebras and
Lie groups", de J-P. Serre, ainsi que le chapitre III (en particulier les §§ 4 et 7)
de "Groupes et algdbres de Lie", de N. Bourbaki et la notice historique qui s'y
référe. Voir également J.I. Igusa, Proc. Nat. Ac. Sc., 42, 1956, pp. 540-541, pour
le cas des groupes commutatifs, et [Be 5], pour les propriétés métriques des expo—
nentielles sur les variétés abéliennes.

(6)u Quelques propriétés des groupes algébriques commutatifs", par J-P. Serre (noté
[S] dans ce qui suit).
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Afin de représenter expG(k) par des fonctions (strictement analytiques) de g
variables, nous fixons une base 5= {D1,.'..,Dg} de TG(k) formée d'éléments de
TG(F) (ceci est licite, car TG(F) est wne F-structure sur TG(k ) - voir [Bo] ,
chapitre AG, § 11), et nous identifions k® 2 TG(k) par un isomorphisme h
appliquant O€ dans € et tel que, pour i=1,...,8, d(expG(k) oh) (d/ ézi) et D;

soient F-lindairement dépendants. On dira alors que le systéme de fonctions

€, = {fi = (xi / xo) ° eXPG (k) ° hyi="1,...,N}

est une représentation analytique normalisée de expG(k) « Il est formé d'éléments
de K/(On) De plus, le choix du plongement projectif ¢ mentionné ci-dessus permet
d'affirmer (voir [W], proposition 1.2.3) que 1'algdbre F [f1,...,fN] est stable

par les opérateurs 6/621 seees é/azg.

Exemple : Soit A wune courbe elliptique définie sur F, dont 1'image par ¢ soit

. A . 2 3 2 3 2 3
la cubique d'équation Xo X2 -4 X1 + 8y X1 X2 + g‘3 X2 = 0, Une représentation

analytique normalisée de 1'expomentielle p-adique sur A est donnée par le sys-
téme

£ (2)= (P/F) (02), £, () = (1/P") (o2)
o P et P' = (d/dz)P désignent les fonctions elliptiques de Weil-Lutz associées

aux images de g et g3 dans k 7

N

Considérons, plus généralement, un sous-groupe ¢ & n paramdtres de G(k). La
commutativité de G, jointe aux remarques préliminaires, permet de se limiter &

1'étude des homomorphismes
P = expG(k) of 9
o £ est un élément de End_ (K, TG(k)) appliquant & dans €.

Définition 7 - Un sous-groupe 3 n paramdtres de G (k) sera dit normalisé si sa
différentielle & 1'origine est un élément de Endg (TF*, TG (F))

N

Les propriétés fonctionnelles des sous-groupes & plusieurs paramétres de G(x)
résultent des formules d'addition et de multiplication suivantes, qui généralisent,
en le précisant, un résultat d'Altman sur les variétés abéliennes (voir [Al], théo-

réme %.5). On note I l'anneau des entiers du corps de nombres F.

LEMME 7 - Il existe un nombre réel Cn ne dépendant que de G, ¥ et n , et véri-

fiant la propriété suivante. Pour tout élément P =(P1,..., Pn) de fext , et tout

élément v = (v1,...,vn) de Nn, il existe un voisinage de Zariski 'VP v de P
9

T7) Voir A.Weil, C.R.A.S. Paris, 203,1936, pp. 22.24; E. Lutz, J. Crelle, 177, 1937,
pp. 238-247 ; et [Be 4].

176

PROBLEMES LOCAUX

dans G%, et un (N+1)-uple
FP,v = (FO,P,v 1oy N,P,v)

de polyndmes n-homogines en (N+1)n variableg ij (8=0,000yN35 3=1y.0epn), &

coefficients dans I, de degrds = Cnllvll2 par rapport & chaque (N+1)-uple de

variables (Xo j""’XN j) , de hauteurs = exp (Cn(‘l + Hvllz)), tels que, pour
9

9
tout élément Q= (Q1 ’ ’Q‘n) de ?/P,v » le point ViQqteest v Q admette pour
systéme de coordonnées projectives :

{xi(v1 Q +...+vno,n) =T (xs (Qj) 3 8= 0yeeey,N 5 j=1,000,n) 5 i=0,...,N}.

i,Pyv

La démonstration du lemme 7 est donnée au § 4.1.b. On en déduit 1'énoncé suivant,

relatif & la donnée de n endomorphismes Tyyeees T de o quelconques.

COROLLATRE - Soit o : & = G(k) un sous-groupe & n paramdtres de G(k). Alors
le gystéme {cp1,..., cpN} d'é1léments de ¥ (O%) représentant ¢ dans les coordon-

nées affines {Xi/Xo 5 1=1,000,N} est d'ordre arithmétique fonctionnel fini. Plus

précisément, le nombre o (resp. le corps K) qui lui est associé par la définition

1 peut 8tre choisi égal & 2 (resp. & F). Enfin, tout point de OF est régulier
pour {cp1,...,cpN} .

Démonstration - Soient  un point de O%, et P = (P1,...,Pn) 1'é1lément de

6" (k) aéfini, pour j = 1,...,1n, par

Py =90 m ().
Soit par ailleurs v = (\)1,..., vn) un élément de N , et posons, avec les nota-

tions du lemme 7 :

By (ij s B2 Tynongll 3§ T5amesn) = i B,y (gsj 3 8= 05000yN35J=1500e,m),
S, (ij 3 8= 15000, 5 J=1,000yn) = Fo,P,v (gsj 5 8= 05,000,033 =1,.0.,n),
ol gsj = Xgy (resp. goj =1) pour s =1,.e., N (resp. s = 0) .

Puisque G est un sous-groupe de G(k) contenu dans Go(k), les points

P1’ ...,Pn et v1P1 Feeot Vo Pn n'appartiennent pas au diviseur d'équation XO = 0.
XS(P.)

En particulier, SV ( ﬁl)- s 8=1y000,N 3 J=1,00.,n) est non nul, et 1'on a,
(S|

pour i = lyeeaylN 2

By (9, (©evere g ()
SV ( 9-1 (C)’”.’ffl\]'(c)) )

X,
2y, (©)= 20 @ (v 7 (O +euutv n (0))=
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Soient enfin 'VP,\) (k) 1l'ouvert de G7(k) formé des points k-ratiommels de
1'ouvert de Zariski WP,\) et ¥ 1'image réciproque par l'application
Q= (9o Tyyeeer @O nn) de la trace de ‘ZfP,v(k) sur 1'ensemble @ (™). D'apres la
remarque précédente, le polyndme Sv ne s'annule en aucun point de ® (), et 1'on

a, pour tout élément 3z de 7 :
o (1, (2)) = (&; ,/8)) (24 (2),..0s9y(2)).

Comme U est un ouvert non vide de > , on en déduit les équations fonctionnelles
iy e Ry o ($q 00000 9y)
175, (84500 8y)

A (1=1500e M)
v

D'aprés le lemme 7, la famille {cp,l,...,cpN} est donc d'ordre arithmétique fonc-
tiommel fini (relativement & n1,...,wn), et la construction précédente montre

que le point ¢ est régulier pour {<p1, ...,cpN} .

Remarque 4 — Le lemme 7 fournit une démonstration indirecte de la proposition 5
de [S] Son corollaire entraine en particulier que, pour tout sous-groupe T de
O tel que o(I') soit inclus dans G(F), les fonctions ®yse00,@ sont d'ordre

arithmétique inférieur ou égal & 2 sur T.

-b) Démonstration du lemme 7.

La démonstration du lemme 7 repose sur le corollaire 2 de la proposition 3 de [S],
et sur la formule d'addition suivante, qui résulte de la définition des groupes

algébriques, jointe & leur quasi-compacité.

(%) il existe un nombre réel o, ne dépendant que de G et de ¢, et vérifiant
la propriété suivante. Pour tout élément (P1 5 P2) de GXG, il existe un voi-
sinage ’Z{P1,P2 de (P1,P2) dans GXG, etun (N+1)-uple
% = (% p reeer F

B, /5, 02,5 P, N,P,,F,

de polyndmes bihomogdénes en 2(N+1) variables, & coefficients dans I, de degré

£ c, par rapport 4 chaque (N+1)-uple de variables, de hauteur = exp (co), tel

que, pour tout élément (Q,.1 s Q;Z) de ’L(P p s le point Q,‘]+Q2 admette pour sys-
1’72

téme de coordonnées projectives :
{x,(q+q,) = ?i,P1,P2(XO(Q1),---,XN(Q1) 3 X (@)oo Xy(Qy)) 5 1=0,...,0),

On rappelle d'autre part que la hauteur du produit de k éléments F‘l""’Fk de
I [xo,...,xN] vérifie 1'inégalité :

k N
H(F,...F,) = ]_]' (u(r,) T1 (1 + degy F,)).

i=1 J=0 J
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Démontrons tout d'abord le lemme 7 lorsque n=1, Fixons un entier
4> sup (A/co,2). Pour a = Oy...,4, on note :
a a a
o®) = (cp(() d ey q:lET) )
1'un des (N+1)-uples de polyndmes homogénes & coefficients dans I, de degré a2,
qui expriment la loi de multiplication par a sur G, et dont 1l'existence est assu-
rée par le corollaire 2 de la proposition 3 de [S] On désigne par 01""’04 des

nombres réels > 0 ne dépendant que de Cy N, 4, et 9©°%,...,0 ) v

Considérons la suite de (N+1) -uples de polyndmes homogenes

o =(0 e )
&~ 0,4" w, 4"

définis par récurrence sur m par les relations :

= <p(z) (o

zm+1 N ) (l=0,...,N).

9. =X 59

i,1 i m?e0®

0,4 v, 4"

i,

Pour tout point Q de G, et tout entier m > 0, 1le point lzmQ admet, d'aprés

[s], pour systdéme de coordonnées projectives :

5(") =0 . (X(Q) (i=0,...,m).

Par ailleurs, on vérifie par récurrence sur m > 0 que les polyndmes ¢ - sont

i,4
de degré = Py , et de hauteur = exp (2c2 ™ cy &M, on
2 ()
e, =3 (£°41) (W+1) log (1+4) + max log H (<pi ).
1=0y 04,
Pour a = 1,600y £=1, et m= 0, posons alors :
(a)
® =% _ 09 .
ad™ 4"
Les composantes de @ o sont des polyndmes homogénes de degré = 03 L2m , de
al

hauteur = exp (cBZZm) , et, pour tout point Q de G, le point a4" @ admet
pour systéme de coordonnées projectives {¢ 5 (%(Q))}, en vertu de la définitim
ad

de cp(a) .

Pour tout entier t = 0, soit enfin St 1l'ensemble des entiers v > 0 tels que

[(1ogV) / (log4) ] = t . Tout élément 4

+ de .tJc s'éerit de fagon unique sous la
t
forme ad '+ 4

4oq 0 OB 8 €{1,...,4-1} et L 4 €L, U{0}. Pour tout point

P de G, on définit, par récurrence sur 1+, un voisinage 'IfP g de P dans G
9
t
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et un (N+1) -uple T de polyndmes homogénes de la fagon suivante : si 4 0,

=17

alors, WP"(’-t =G. et FP,IIJC = (P!'t ; dans les autres cas, 'I/-P’l'-t est la trace sur
. de 1'image réciproqué de 1l'ouvert U par le morphisme de G
P, 4 t
t—1 al'P, L, P
dans G X G défini par
t
Q- (at” @ ,4,_,0Q),

et

F =F (¢ g B D

S Y T Y LI L

t-1
D'aprés la formule d'addition (*) et les &tapes précédentes, le multiple !,tQ
d'un point. Q de 'ZfP 4 admet pour systéme de coordonnées projectives
 d
t

{Xi (Q) = Fi,P,zt (%(Q)) 5 i = Oyees, N}o

On vérifie alors, par récurrence sur t, que, pour Lt € .S!t , les polyndmes

F. sont de degré inférieur ou égal &
J.,P,l,t
t-1 i ; t < n
ce #2400 b it Lz(t"1_3)=c bD; odt Lz(t_J) y
o3 o3 520 o » 5 20 o

et de hauteur
t . .
+1 ,2(t-
D) cg 4 ( J) >’

H(F, ) = exp (e
1,P,.€t 4 =0

satisfait & 1'inégalité :

c, =2 max (2¢

4

Or 4% est >co. Le choix

30 6 (N+‘I)co log (1 +coc4£)).

0y = (oy o 42/ (£~ o)) + max  log H (¢\°))
1=0y v e:sN

permet alors de conclure la preuve du lemme 7, dans le cas n=1.

Le cas général se traite par récurrence sur n. Pour tout élément

n P
P=(P1,...,Pn) de G, et tout élément v_(v1,...,vn) de N%, on note WP,V

14 £0da
7/P 5 de 1'image réci

la trace sur 1l'ouvert 'I/(P P
n’'n

greees n—‘l) , (V1""’Vn—1 ) B

proque de l'ouvert Y par le morphisme de ¢ dans

v1P1+...+vn_1 Pn-1 ’ vnPn

G X G défini par

(Q1""’Qn) - (v1 QqbeentVy 4 Q g0 Yy Qn)’
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et on pose

F, =% (7
Py~ VPibeeetv B o, VB V(P

F. .
1,...,Pn_1) ; (v1,.e.,vn_1) ! Pn’vn)

Alors, 'IfP v est un voisinage de P dans e s et les pas précédents de la récur—
. -

rence, joints & la formule d'addition (*), entrainent que, pour tout &lément
(Q’1””’Qn) de 'VP’\, , le point v1 Q1+...+vnan admet pour systéme de coordon-

nées projectives @
{x; (V1Q1+...+vnQn) = Fi,P,v (x(o,1),..., x(on)) 3 1= 0ye00,N},

On vérifie enfin que les polynodmes Fi sont de degré par rapport & X( Qj) in-
9

Pyv
férieur ou égal a

2

2 2
:sup(c0 Cor (y1+...+vn__1) » ey Cqv, ) & e, (C1 + cn_1) Hvll=

et de hauteur inférieure ou égale &

n co(N+1)

(140,)20N) &% (14(c, + ¢ ) IMIP) exp(c, (14(c,+¢_,) NP )).

cn—
I1 existe donc un nombre réel Cn répondant aux conditions du lemme 7.

§ 4.2 - Sous-groupes 3 plusieurs paramdtres normalisds.

On rapprochera 1'énoncé obtenu dens cette situation du théordme 5.2.1 de [W]. On
rappelle que la dimension algébrique d'un sous-groupe & n paramdtres désigne la
dimension de la cldture de Zariski de son image.

TEéORﬁME FONDAMENTAT, I : Soient G un groupe algébrique commutatif comnexe, défini
sur un corps de nombres, ‘¢ un sous-groupe & n paramétres normalisé de a(x), et

T' un sous-groupe de " contenant n &léments k-lindairement indé endants, dont
les images par ¢ appartiennent a G(a). On fait de plus 1'hypothése suivante :

(H) il existe un &lément u de o s et n endomorphismes Tyseses de Gn,
définis sur Q, tels que, pour tout n-uple (v1,...,vn) d'entiers > 0, l'endo-
morphisme vy T+e.e+v, 7 soit injectif, et tels que lespoints T () s ooy n (u)

engendrent T.
Alors, la dimension algébrique de ¢ est & n.

Démonstration : (On reprend les notations du corollaire du lemme 7). D'aprés le
choix du plongement projectif ¢, et puisque ¢ est normalisé, tout élément de
Lie (F*) opere sur l'algdbre Q [<p1,...,cpN] . Les endomorphismes dm,eee,dm
étant définis sur Q, la méme propriété est satisfaite par 1'algdbre

§ [epi onj $ i=1,000,N 3 j=1,...,n]. Dans ces conditions, le corollaire du lemme7

montre que les hypoth®ses du théordme 1 sont satisfaites par le systéme {cp1,...cpN}
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et le point u. Puisque chacune des fonctions ®; 0 'nj (i=1,...,N; J = 1,...,n)
v prend une valeur algébrique, le degré de transcendance de 1'algdbre Q [cp1, ...,cpN]
est =n. Fe

T1 est probable que, dans 1l'énoncé du théordme I, 1'hypothése (H) soit superflue.
Dans le cas n=1, elle est automatiquement vérifiée, et ce théoréme permet de
retrouver les résultats de K. Mahler sur les propriétés arithmétiques de la fonction
exponentielle p-adique ordinaire (analogues des théordimes de I-Iermite—Lindema.rm(S)
et de Gel'fond-Schneider 9 s i1 contient donc les analogues p-adiques des théore-
mes 2.2.7, 2.2.2et2.3.1 de [w]). Plus généralement il fournit une version p-adique 2
tous les énoncés du chapitre 3 de [W] ne faisant pas intervenir de périodes.

Considérons maintenant le cas ol G est une variété abéliemme A définie sur un
corps de nombres. Soient €y une représentation analytique normalisée de epr(k),
et u unpointnul de 0% ol les composantes de g prennent simultanément des
valeurs algébriques. D'aprés [Be 3], proposition 2, l'une au moins des coordonnées
de u est transcendante. Le théoréme I permet de préciser cet énoncé sous certaines

hypoth&ses sur 1l'alggbre d'endomorphismes EadoA de A.

Définition 8 - Soit A wune variété abdlienne simple de dimension g, définie sur

un corps de nombres F., On dira que A est de type R.M.(multiplica‘bions réelles)
s'_il existe un plongement dans EndoA d'un corps totalement réel K de degré g
sur Q (une variété abélienne de type C.M. est donc de type R.M.). Quitte & éten—
dre F, on peut alors construire une base {D1,...,Dg} de TA(F) formée de vec-

teurs propres pour l'action de K sur TA (k). TUne représentation analytique eﬁ

de l'application epr(k) gsera dite fortement normalisée si elle correspond aux

choix d'une telle base.

‘ITIE:/OREME 4 : Soient A une variété abéliemne simple définie sur Q, de dimension

g et de type R.M.y € p une représentation analytique fortement normalisée de

e)@A(k), et u un point non nul de ¢ o les composantes de €p prennent simul-

tanément des valeurs algébriques. Alors, chacune des coordonnées de u est trans-

cendante.

La démonstration du théordme 4 reprend celle du théordme 6.1.1 de[W], ob &tait
déja signalé le caractdre surabondant de 1'hypothése C.M. Il suffit ici de noter que
si T1,...,Tg désignent une base de l'anneau des entiers du corps K, et
OyseeesT, S8 différents plongements dans k, la matrice [(ai('rj)) ; 1=i, j=g]
a un rang égal & g, puisque le carré de son déterminant est le discriminant du
corps K. D'autre part, K é&tant un corps , tout endomorphisme non nul de K

provenant de l'action de K sur TA (k) est injectif.

(8) Voir K. Mahler, J. Crelle, 169, 1932 pp. 61-66.
(9) Voir K. Mahler, Compositio math., 2, 1935, pp. 259-275.
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Remar?ue 5 - Bien entendu, l'analogue complexe du théoréme 4 est également satis—
fait o . I1 permet en particulier d'étudier les périodes de certaines formes

modulaires de poids 2.

§ 4.3 - Soug-groupes non normalisés.

Nous rassemblons sous un seul énoncé les versions Pp-adiques des théorémes 2.3.1,
2.5.7, 4e142, 4.2.1, 8.1.1 et 8.2.1 de [W].

THEOREME FONDAMENTAL II : Soient G ‘un groupe algébrique commutatif connexe,
défini sur Q, ¢ un sous-groupe 3 n paramdétres de G(k), de dimension algébri-
que 4, et T un sous-groupe de o' de rang fini 4 sur Z, tel que

¢(r)c c(Q). Alors

i) Ie coefficient de densité de TI' wvérifie

w(T, k) (d-n) = 24 ;

de plus, 2d peut &tre remplacé par d quand G est un groupe lindaire, et u (I",kn)
par £ gquand n =1 3

ii) on suppose maintenant que T est formé d'&léments de _Qn, et que, pour tout

27 2 n N s
élément non nul u de k , le sous-groupe & un paramétre =z "tp(zu) n'est pas

ratiomnel. On a, d&s que T < ZI; :
4 =2on

de plus, 2n peut étre remplacéd par n quand G est un groupe lindaire, et 1'hy-—

pothése re Z; peut étre supprimée quand n = 1.

La démonstration de ce théoréme repose sur le théoréme 2, la proposition 2 et le
lemme 3, joints aux techniques élaborées dans [W] Elle n'offre pas de changement

notoire par rapport au.cas complexe, et nous 1l'omettrons.

La premiére partie du théoréme II contient les résultats de Serre sur les carac—
téres de O (voir [Se3]) et un énoncé de Flicker sur les variétés abéliennes ([F],
chapitre 3, § 5). La deuxidme partie fournit une nouvelle démonstration de 1'ana-

logue p-adique du théoréme de Gel'fond-Schneider (11). Par ailleurs, elle admet,
Z z,
pour le sous—groupe (z1,...,zn) nd oz{l..ann du groupe multiplicatif, le corollaire

suivant (voir [W], § 8.3), ol Log désigne la fonction logarithme p-adique.

PROPOSITION 5 - Soient Fygeees® des unités de C algébriques sur Q, et multi-

plicativement indépendantes. Alors, les nombres Log Fygoney Log o sont linéairement
indépendants sur Q ﬂQp .

(10) Voir D. Bertrand, C.R.A.S. Paris, 288, 1979, pp. 531-534.
(11) Voir Veldkamp, J. London Math. Soc., 15, 1940, pp. 183-192.
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Nous verrons au paragraphe 4.5 comment la méthode de Baker permet d'améliorer cer—

tains des énoncés de ce paragraphe.

§ 4.4 - Variétés abéliennes dégénérantes

(On ne suppose plus ici k localement compact). Nous étudions maintenant les
homomorphismes analytiques (au sens de la définition 5 du § 3.2) d'une puissance du
groupe multiplicatif dans un groupe algébrique. La situation la mieux connue con-
cerne les variétés abéliennes dégénérantes. Plus précisément, soit I wun sous-
groupe discret libre et de rang maximal de (k*)g , qui vérifie les conditions de
Riemann. Alors, 1'espace holomorphe (x*)8 /T est isomorphe & une variété abé-
lienne (12) Ar(k) . Dans un sytdme de coordonnées associé & un plongement projec-
tif § de Ap, tout homomorphisme analytique de (k¥)€ dans Ar(k) s'exprime
par une famille {90,...,9N} de fonctions théta. Ces fonctions sont analytiques
sur (k*)g , et leurs équations fonctionnnelles montrent qu'elles sont d'ordre infé-

rieur ou égal {0,2}.

L'énoncé suivant est af (sous une formulation différente) i Flicker (voir [FJ,
chapitre 5). Tl généralise le théoréme 2 de [Be1 ], qui concernait les courbes ellip-

tiques de Tate.

THEOREME FONDAMENTAL III - Soient AT une variété abdlienne dégénérante de dimen-—

. . *
sion g, définie sur un corps de nombres, x un homomorphisme analytique de (k )g

sur AF(k) dont la dérivée & 1'origine est injective, et {D1,...,Dg} une base

de Lie (k)€ 4éfinie sur Q. Alors, l'une au moins des dérivations

dX(Di) (i =1y00058) de Lie Ar(k) n'est pas définie sur @Q .

Démonstration — Considérons un plongement projectif ¢ de AF , défini sur Q,

et tel que $0X(1,000,1) = (1,0,4..,0), et soit {eo,...,eN} la représentation
analytique de X associée & {. On peut, sans restreindre la généralité, supposer
que la base {D,],...,Dg} est formée de vecteurs {21 é/éz,l, ...,ng/éz } . Dans

ces conditions, les fonctions fo(z) =2, f1(z)= (91/ 80)(z),...,fN (z) = (QN/ 60)(2)

prement simultanément des valeurs dans § au point (1,...,1). En vertu du théo-

(12) L'étude analytique de ces variétés, initiée par Tate dans le cas des courbes
elliptiques (voir P. Roquette : Analytic Theory of elliptic functions over local
fields, Hamburger Math. Einzelschr. 1, 1970) et par Morikawa (Nagoya Math. J., 20,
1962, pp. 1-27 et 231-250) dans le cas général, a été en particulier poursuivie par
Mc Cabe (Ph. D. Thesis, Harvard, 1968), Raynaud (Actes C.I.M., Nice, 1970, 1, Dp.
473-477), Mumford (Compo. Math. 24, 1972, pp. 239-271) et Gerritzen (Math. Amn., 196,
1972, 323-346). Les techniques de géométrie amalytique rigide développées par ces
derniers auteurs sont résumées dans un exposé de M. Van der Put paru au Groupe
d'étude d'Analyse ultramétrique, Paris, 1975/76, fasc 2, n° J7. Pour une approche
plus élémentaire, voir H. Tapia-Recillas, Nagoya Math. J., 69, 1978, pp. 65-96.
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réme 3, les dérivations D,',...,Dg ne peuvent pas laisser stable 1l'algebre
Q[fo,...,fN] , dont le degré de transcendance sur Q est égal & g+ 1, ni donc
ltalgdbre  QLf,, ... fy ]

Le théoréme IIT exprime que les dérivées logarithmiques des quotients
61/ eo,...,eN,/eo, relativement aux opérateurs D1,...,D s, ne peuvent toutes
prendre des valeurs algébriques en l'origine de (k*)g. Cet énoncé concerne donc

en fait les valeurs de formes modulaires On obtient ainsi, dans le cas des

courbes elliptiques (voir [Be 1], théoréme 2 ; et [W], § 3.2).

COROLLAIRE - Soient E4 et By les séries d'Eisenstein normalisées de poids 4 et

6, et q un élément de k tel que 0< |q‘ < 1. Alors, l'un au moing des nombres

E4(q), Eé(q) est transcendant.
I1 serait trés intéressant de démontrer, sous les hypothdses du théordme III, la
transcendance de chacunedes dérivations dx(Di)’ et d'en expliciter d'autres corollai-

res, par exemple pour les formes modulaires de Hilbert.

Remarque 6 - Soit E2 la série d'Eisenstein normalisée de '"poids" 2. En considé-
rant la dérivée logarithmique d'une fonction théta associée & la courbe elliptique

A<qj>’ on déduit de la proposition 3 que l'un au moins des nombres

@ﬁ,/Eﬁ) (q) (E2 E4J/E6) (q) est transcendant (voir [Be 6], lemme 2). Plus géné-
(14)
9

ralement on montre que, pour tout élément g de k  tel que O<i‘q|<:1,

le corps Q(Ez(q), E4(q), E6(q)) a un degré de transcendance = 2 sur Q.

Les résultats précédents ne permettent pas d'étudier les valeurs de 1l'invariant
modulaire J(q) lorsque q est algébrique (voir [Men], § 5 ; et [Be 6], conjectures
1 et 2). La proposition 6 fournit une autre approche de cette question (cf.[W],
corollaire 4.2.6).

PROPOSITION 6 - Soient <% wun homomorphisme analytique non constant de k* sur

une courbe elliptique de Tate d'invariant J(q) algébrique, et u un &1lément de

x* algébrique sur Q, gui n'est pas racine de l'unité. Alors, q et x(u) ne
peuvent 8tre tous deux définis sur Q.

La proposition 6 découle de la proposition 4, appliquée au groupe I engendrd
par q et u.

§ 4.5 - Problémes d'indépendance lindaire

Les démonstrations des résultats établis jusqu'i présent n'ont fait intervenir

que des variantes des méthodes de Gel'fond et de Schneider (voir [Waz], chapitres

(13) Voir par exemple A. Weil, Comm. P.A. Maths., 39, 1976, pp. 813-819, et G.
Shimura, Duke Math. J., 44, 1977, pp. 365-387.
(14) Voir D. Bertrand, Astérisque, 61, 1979, pp.29-34.
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2 et 3). Nous passons maintenant en revue les résultats que fournit la méthode de
Baker. Ce sont essentiellement les énoncés du § 4.3 qu'elle permet d'améliorer.
Ainsi, on aura bien entendu recomnu, dans la conclusion de la proposition 5, un
cas particulier d'un résultat de Brumer ([Bru], théortme 1), qui obtenait en 1967
une version p-adique du théoréme de Baker (voir-[W], théordme 1.1.9) dans le cas

homogéne. Plus généralement, on a

TEﬁOREME‘. 5 - Soient a1,...,ozn des unités de ¢ algébriques sur § , et multipli~

cativement indépenda.ntes. Alors, les nombres Log Uyseeey Log o et 1 sont liné-

airement indépendants sur Q .

En vertu du théordme 5, l'hypothése T C Z; de la 2&me partie du théoréme II
peut &tre supprimée lorsque G est un groupe linéaire, la conclusion demeurant :
4 £n (voir [W], théordme 2.5.1). On obtient également les analogues p-adiques des
théordmes 2.4.1 et 2.4.2 de [W].

Une version p;a;dique des résultats de Masser, Coates et Lang sur les variétés
sb&liennes de type OM (voir [W], théordme 6.2.3 et [M2]) a &t§ obtenue dans
[B-F] (16). Contrairement & celle du théoréme 4, sa démonstration repose sur le
lemme 5 du § 2.3 et met en jeu des hypothd®ses métriques qui ne sont satisfaites que
sous certaines conditions sur Jp. On note {e1,...eg} la base canonique de, k8

et p le nombre premier que divise Pp.

THHOREME 6 - Soient A une variété abélienne simple de dimension g, définie sur

un corps de nombres F, et telle que EndoA goit isomorphe & une extension quadra-

tique totalement imaginaire L 4d'un corps totalement réel K de degré g . On

note ¢ B une représentation analytique fortement normalisée de 1'application

epr(k) s et Uygeoesly des éléments de Og, linéairement indépendants sur

E‘ndoA , ou les composantes de ¢ ' prennent simultanément des valeurs algébriques.

On suppose que p se décompose totalement dans K, et que les idéaux de K divi-

sant p ont le méme type de décomposition dens L. Alors e1,...,eg, Uysecesly
sont lindairement indépendants sur (End.nA)6 .

3

La condition imposée & p est indésirable, bien qu'on puisse la rapprocher de
1'hypothdse faite sur les places & 1'infini de L.. Une conjecture générale concer-

nant ce probléme est proposée dans [Be 5],

COROLLAIRE - On reprend les hypothéses 6, et on note ¢ un sous-groupe & un para-
métre de A(k). S'il existe deux nombres algébriques Q-lindairement indépendants
dont les images par ¢ appartienment % A(§), alors A est une courbe elliptique.

(15) Pour un apercu historique de la théorie des formes linéaires de logarithmes
p-adiques, voir A. van der Poorten, chapitre 2 de [Ba-M], § 1.

(16) Le cas des courbes elliptiques avait &t§ traité damns [Be4].
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3

La démonstration de ce corollaire est identique & celle du théoréme 6.3.1 de [W]
On peut néanmoins éviter le passage aux périodes complexes en remarquant qu'avec les
notations de [W], le corps Q(y) est une extension quadratique de @Q incluse dans
L. De plus, les restrictions & Q(y) des plongements de L dans _Q qui définis-—
sent le "type C.M." de la variété abélienne A se confondent. Ceci con’credit(w)

la simplicité de - A .

V- APPLICATIONS

Nous ragsemblons au paragraphe 5.1 les applications & 1'étude des corps de nombres
des énoncés de transcendance établis ci-dessus. Les résultats obtenus sont de nature
qualitative. En revanche, les applications décrites au paragraphe 5.2 font appel &

des versions quantitatives des résultats de [W] et de leurs analogues p-adiques.

§5,1 - Arithmétique des corps de nombres

Le théordme II i) du paragraphe 4.3 (voir [Se3]) a &té utilisé par Serre, dans
ses travaux sur les représentations p-adiques, pour démontrer le résultat suivant
([se 4], chapitre 3, § 3.1) :

Soient K un corps de nombres, et P une représentation abéliemne p-adique,

rationnelle et semi-simple, de Gal (Kalg /K). On suppose que K est un compositum
d'extensions quadratiques. Alors, P est localement algébrigue.

Tne version plus forte du théoréme II permettrait d'étendre cet énoncé & tous les
corps des nombres (voir [Se 4], chapitre 3, .p.27). On pourra r.approcher ce probléme
de la question posée & la remarque 2 du § 2.4 (voir également [W], § 8.2.c.).

Le lien entre le probléme de Leopoldt sur le régulateur p-adique des corps de
nombres totalement réels et le 7éme probléme de Hilbert a été noté par Ax(18) .
Les résultats de transcendance, dfis & Mahler, que contient le théordme 1 du §4.2,
lui ont permis de traiter le cas des extensions abéliemmes de Q@ d'exposant = 4

ou égal & 6. Le théortme 5 du § 4.5 (voir [Br]) entraine ([Br], théoréme 2) :

Soient K ume extension abéliemne de Q, et p . un nombre premier. Le régula-—

teur p-adique de K n'est pas nul.

Les questions de transcendance posées par le cas géndéral sont décrites aux §§ 2.5

(19)

et 8.2 de [W]. D'autres approches du probléme sont d'ailleurs possibles

(17) Voir par exemple D. Mumford, "Abelian varieties", p. 214.
18) J. Ax, Illinois J. of Math., 9, 1969, pp. 584-589.
19) Voir J-P. Serre, C.R.A.S. Paris, 1978, 287, pp. 183-188 (théordme 3.14)
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Signalons enfin une récente application du théoréme 5 & 1'étude des fonctions L

p-adiques de Kubota et Leopoldt Lp(s,w) assocides aux caractéres de Dirichlet 2 n (P) >>(log log E_(P). log log log H (P)1/2
o .
valeurs dans Cp. Elle est due & Ferrero et Greenberg (20) : # ¢

au théoréme 3 de [Be 4], qui fournit, quand E admet des multiplications complexes,

Soit ¢ wun caractére de Dirichlet primitif impair. La fonction Lp(s,w) ne peut et pour un nombre réel vy =v (E,K) >0, 1l'estimation ineffective :
admettre le point s=0 pour zéro d'ordre 2.

v
i rs 2% ) m, (B) >>(1og B, (P))".
§ 5.2 Géométrie diophantienne

Soient C wune courbe algébrique de genre = 1, définie sur un corps de nombres De plus, et c'est 12 son principal intérét, cette seconde méthode permettrait,. sous
certaines conjectures, de traiter toutes les courbes de genre = 1 (voir [115],

K, et ¢ une fonction K-rationnelle sur C. On se propose d'étudier la variation
et [Be5],corollaire 2).

du plus grand facteur premier n@(P) du dénominateur de ®(P) en fonction de la
hauteur H@(P) de o(P). D'aprés le théoréme de Siegel-Mahler-lang, dont la démons-

tration n'est pas effective, nw(P) croit avec H¢(P) .

| Pour plusieurs classes de courbes, les énoncés quantitatifs de la théorie des for-
‘ mes lindaires de logarithmes (qui précisent le théoréme 1.1.9 de (W] et le théo-
réme 5 du § 4.5) fournissent une réponse entidrement effective au probléme. Nous

renvoyons au chapitre 3 de [Ba—M], ol sont passés en revue les différents résultats |

acquis par cette méthode. Mentionnons toutefois 1'énoncé suivant, dli & Coates (21)
et qui permet en principe de déterminer, 4 isomorphisme prés, toutes les courbes

elliptiques de conducteur donné (22) 3

Si x ety sont des entiers premiers entre eux de module =X, le plus grand

facteur premier de y2 - %7 est minoré par 1072 (1og log X)1/4 .

Ia théorie des formes lindaires d'intégrales abéliennes (qui répond au théorzme
6.2.3 de [W] et au théordme 6 du § 4.5) permet également d'étudier certains types
d'équations diophantiennes (voir [Ma2], 111, et [B—F]). Mais elle fait appel au {
théoréme de Mordell-Weil sur la jacobienne de la courbe C, et n'est donc en géné-
ral pas effective. Les résultats qualitatifs qu'elle fournit sont néanmoins beaucoup
plus précis que les précédents. On pourra ainsi comparer l'estimation effective

obtenue par Kotov 23 pour une courbe elliptique quelconque E :

(20) B. Ferrero-R. Greenberg, Invent. Math., 50, 1978, pp. 91-102 ;
(21) J. Coates, Acta Arithm., 26, 1970, pp.425~435.

(22) Le cas du conducteur 11 a &té traité par Agrawal, Coates, Hunt et van der |

Poorten (& paraitre).

(23) S.V. Kotov, Dokl., A.N.B.S.S.R., 1977, 21, pp. 101-104.
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Appendice IT

Quelques propriétés des groupes algébriques commutatifs

par

Jean-Pierre SERRE

Soit G wun groupe algébrique commutatif comnexe sur un corps k de caractéris-
tique 0. Dans les pages qui précédent, M.Waldschmidt et D.Bertrand utilisent les
propriétés suivantes du groupe G :

1) existence d'une compactification projective lisse j;

2). croissance au plus quadratique de la fonction hauteur, lorsque k est algé-
brique sur Q ;

%) uniformisation par des fonctions entidres d'ordre = 2 , lorsque k = C .

Ce sont ces propriétés que je me propose de démontrer. La méthode suivie, inspirée
de Severi [Sev] et Weil [We 1], consiste & se ramener, par une fibration convenable,
aux deux cas particuliers déja connus : celui ot G est un groupe linéaire, et celui

ot G est une variété abélienne.

§ 1. Compactification de G

1.1. Le groupe L

on sait ([Ba 1], [Ros 1]) que G posséde un plus grand sous-groupe lindaire con-
nexe L. Le groupe L se décompose en L = Lu X Lm’ ol Lu est unipotent et Lm
est de type multiplicatif. Pour simplifier, nous supposerons (*) que Lm est déployé
sur k, i.e. produit de groupes isomorphes au groupe multiplicatif Gm (on peut
toujours se ramener & ce cas par extension finie du corps de base). Comme Lu est
produit de groupes isomorphes au groupe additif G (igg.gii.), on peut écrire L

comme un produit

L=T—TLO[,
o

*
( ) On pourrait se débarrasser de cette hypothése en utilisant les compactifications
de L construites par J-L.Brylinski (C.R.A.S., 288, 1979, p. 137-139).
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N

ol les La sont égaux & Ga ou a Gm . Dans ce qui suit, nous choisirons une

telle décomposition.

1.2. Compactification de L

Soit ia 1'unique courbe lisse, compléte et connexe contenant La i

On peut identifier ia 3 la droite projective P1 ; on a

T E— i = _—= ) osi =
L,-L,= {=} si L,=6, et L,-I, {0, ©} 'si L,=G .

Nous choisirons pour compactification de L le produit

=l

1°=uL , ob I ={T - L}« ) L,
Bfa
- @
(Woter que L et L  dépendent de la décomposition L = L, choisie.)

1.3. Construction de G
Soit A = G/L. Le groupe A est une variété abélienne, et la projection cano-

nique p : G-+ A fait de G un espace fibré principal localement trivial, de base

A et de groupe structural L (cf. [Ros 1]). Or la loi de composition L XL = L
se prolonge en L X L - L, autrement dit définit une action de L sur L. On

peut donc parler de 1l'espace fibré G=2G XL T associé & 1l'espace fibré principal
G, et de fibre type T .(Si G s'obtient en "recollant" des Ui XL, olu les Ui
sont des ouverts de A, G s'obtient en recollant les U, % L.) Nous noterons en-
core par p la projection de l'espace fibré G sur sa base A. Comme A et L
sont complétes et lisses, il en est de méme de G. De plus, l'injection L = L
définit un plongement de G dans G qui identifie G & un ouvert dense de G ;

ainsi, G est une compactification lisse de G.

La loi de composition G X G G se prolonge en G X G -G, autrement dit défi-
nit une action de G sur G ; cela résulte de la propriété analogue pour L et L.
En particulier, tout champ de vecteurs invariant sur G se prolonge a G;si U
est un ouvert affine de G, un tel champ définit une dérivation de 1'algébre affine

de TU.

1.4. Diviseurs et plongements projectifs de G

Chacun des I, définit une sous-variété G: =G X L: de G. Si 1'on pose

cC-uGg , ona G =G -G ; c'est la sous-variété " 1'infini" de G . Cha-
o
o
cune des composantes irréductibles des G: et de G est de codimension 1 ; cela

permet d'identifier les G: et Gm % des diviseurs positifs de G.

~ ¥
Soit d'autre part D wun diviseur de A, et soit D =p (D) son image réciproque
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par p: G * A, Si a et b sont des entiers, notons D
aD + bG~.

le diviseur
a,b

PROPOSITION 1 - Supposons D ample. Il existe alors des entiers a =1 et b =1

tels que le diviseur Da b= aD + bG” de G soit ample.
9

Il est clair que L~ est un diviseur ample (et méme trés ample) de T. Comme

©
G =G XL L , i1 en résulte que Gm est relativement ample vis-a-vis de

p: G +A, au sens de Grothendieck, EGA IT.4.6. La prop.l s'en déduit en appliquant
EGA IT.4.6.13.(ii).

COROLLAIRE -~ Il existe des entiers a Z1 et b =1 tels que Da b soit tres
9

ample, et que le plongement projectif de G défini par la série lindaire compldte

transforme G en une variété projectivement normale.

D, |

Si (a,b)l est un couple d'entiers satisfaisant aux conditions de la prop.1, tout
miltiple assez grand de (a,b) a les propriétés énoncées dans le corollaire ; cela
se voit en appliquant des résultats standard sur les diviseurs amples et trés amples,
cf. [H], chap.1I, §§ 5,6,7 et exerc.5.14.

Remarques
1) On peut préciser la prop.1, et prouver que D, , est ample (resp. trés ample)
9
pour tout couple (a,b) tel que a = 1 (resp.a=3) et b= 1.

2) Soit Ea le fibré de rang 1 associé au diviseur Da et soit

sD ®lo}

_ 4Or= i : i 5
Sa,b =H (G, Ea,b) 1'espace des sections de ce fibré. (Uh élément de Sa,b peut
étre identifié

3 une fonction ratiomnelle f sur G telle que (f) = - D, b')
9

Soit {X ,...,XN} une base de S_ .. Le cor. & la prop.l revient & dire que 1'on
o a,b

peut choisir a =1 et b =1 tels que :

(i) 1les sections (XO,...,XN) ne s'annulent simultanément en aucun point de G ;

(ii) si PN est 1l'espace projectif de dimension N, le morphisme X : G = PN

défini par (Xo,...,XN) est un plongement ;
(iii) pour qu'un diviseur positif & de G soit lindairement équivalent &
mD, . (avec m = 1), il faut et il suffit qu'il existe un polyndme homogdne
9

w(XO,...,XN) de degré m, non identiquement nul sur G, dont le diviseur des

zéros soit &. (Autrement dit, pour tout m = 1, les hypersurfaces de degré m

2

de Py découpent sur G la série lindaire compléte |mDa b
9

1.5. Une propriété des endomorphismes [n]G

Soit n un entier # 0. Notons [n]G (resp. [n]A, [n]L) 1'endomorphisme x * nx
de G (resp.A, L).
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PROPOSITION 2 - Les morphismes [n]L : L+ L et [n]G : G2 G se prolongent en
des morphismes
s T T s 0 40 .
[n]L : T T et [n]G. GG

N

I'assertion relative & L se vérifie aussitdt sur la décomposition L= La v
Celle relative & G se ramdne & la précédente gréce a la fibration de G sur A

de fibre L.

La proposition suivante indique quelle est 1'image réciproque par [n]G : G2 G
des diviseurs G, et D définis au n°1.4.

* @ o
=Ga’ on a [n]G(Ga> =G .

PROPOSITION 3 - (a) Si L 5

(b) 81 Ty =G, , ana [n]g(ey) = gy .

(¢) Soit D un diviseur de A dont la classe d'équivalence soit symétrique

(i.e. invariante par x "™ -x). On a les équivalences linéaires suivantes :

]y (D) ~ o®p et []o(®) ~ 227
Les assertions (a) et (b) se ramdnent, grice & la fibration de G , aux asser-
tions analogues pour T , lesquelles se vérifient par calcul direct. En ce qui con— |
cerne (c) , la formule relative & [n]A est bien connue ([Mu], p.59, cor.3), et

*
celle relative & [n]G s'en déduit en appliquant p aux deux membres.
Soient a et b des entiers. Posons, comme au n°® 1.4 :

D .=aD + b6 =ad +bD G .
a,b a ¢
COROLLATRE 1 - On a

* 2
[n]G(Da’b) n Da’b -bZ

- @
ou Z est un diviseur positif de G A support contenu dans G .
n
D'aprés la prop.3, on a
* 2~
[n]G(Da,b) ~ n“ad + b} coz,nGoz 5

ol ¢ est égal & 1 si L =G , et a ln] si L,=G, - Le corollaire en ‘

résulte; en posant

Supposons maintenant maintenant que D soit ample, que les entiers a et D
soient = 1, et que les propriétés (i), (ii), (iii) de la Remarque 2) du n°l.4
soient satisfaites. Identifions G & une sous-variété de Py grace &

X = (XO,...,XN). Sous ces hypothéses, on a : ‘
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COROLLAIRE 2 - Pour tout n€Z , il existe N+ 1 polyndmes

(Pc()n)(xoa-o'vXN) gecey CPIS]-n) (XO’“"XN) ’

homogénes de degré n2 , & coefficients dans k, ne s'annulant simultanément en

aucun point de G, et tels que, pour tout point x = (xo,...,xN) de G, on ait

(%) (] = (D@, ., @)

Cela se déduit sans difficulté du cor.l. Indiquons rapidement comment. Soit Hi
le diviseur de G découpé par 1l'hyperplan X, = 0 de P, , et soit H, _=[n]%(H,)
i N i,n G i

son image réciproque par [n], . D'aprés le cor.1l, on a
G’ 9

H, _+b2 ~ n°D . .
in n a,b

Vu la propriété (iii), il existe un polyndme homogéne cpg_n) (X) de degré n2
(n)

dont le diviseur des zéros est Hi + bZn . Quitte & multiplier les ®; par
9

n
des scalaires, on peut s'arranger pour que, pour tout couple (i,j), la fonction
rationnelle cpgn /cpjr1 soit 1'image réciproque de la fonction Xi/x,j par [n]G .

(n)

On constate alors que les cPi

répondent & la question.
Remarque. Lorsque Inl = 2, le support de Zn est égal a e , et les cp(in)(X)
(=]
sont tous nuls sur G . Cela montre que la formule (*) ne s'étend pas aux points

f=<]
de G .

§ 2. Hauteurs

Dans ce § , on suppose k algébrique sur Q.

2.1. Rappels
Si x € PN(k) est un point rationnel de 1l'espace projectif PN , on note h(x)

la hauteur logarithmigue normalisée de x (cf. par exemple Waldschmidt,I,1.d) ;

c'est un nombre réel = 0, invariant par extension des scalaires. Si V est une

k-variété, et si ¢ : V = PN est un morphisme de V dans PN , on note

h(p : (k) - R

la fonction définie par hcp(x) = h(e(x)).

Supposons V projective. Deux fomctions réelles f et f' sur V(k) sont dites
équivalentes (ce que 1l'on derit f ~f') si ]f—f' ‘ est bornée. A tout diviseur
de Cartier A de V, on peut attacher une fonction h, : v(k) » R, définie &
équivalence prés (au sens ci-dessus), et caractérisde par les propriétés :
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(i) h, ne dépend que de la classe d'équivalence linéaire de 4 ;

(1) b, +h,, ~hy a0
(iii) $i @ : V= Py est un morphisme, et si & est 1'image réciproque par

d'un hyperplan de PI\T , on a

2.2. Hauteur sur G relativement & Da b
9

On revient aux notations du § 1 . En particulier, on choisit un diviseur ample
D de A =C/L dont la classe d'équivalence soit symétrique (cf. prop.3) et l'on
[ad oc}
choisit des entiers a,b = 1 tels que le diviseur Da p = aD +bG soit treés
9
ample. On note

: -

P : G PN

un plongement projectif de G correspondant & la série lindaire lDa bl’ cf.n°l.4.
9

~ ©
On s'intéresse & la fonction hauteur hgo relative & ¢ . Puisque D,y = aD+b G,
9
on a
h ~Y~ah~+bh o
® D G

et 1'on est ramené i étudier les deux fonctions h~ et h o .
G

(1) La fonction hﬁ

On a D= p*(D), ot p désigne la projection de G sur A. Il en résulte que

hﬁ o hD" p, ou hD est la fonction hauteur sur A relativement au diviseur D.

D'aprés Néron [Nﬂ on peut choisir h'_D dans sa classe d'équivalence de telle sorte
que ce soit une forme guadratique sur le groupe A(k), et ce choix est unique. On

a hD(X) =0 si x € A(k) est d'ordre fini, et hD(X) > 0 sinon. Quitte a rem-
placer h].s par une fonction équivalente, on peut supposer que hn~ = hD ep, et

0,

v

1'on voit alors que hﬁ est une forme guadratique sur G(k), i valeurs

invariante par translation par L(k).
(2) La fonction th

Cette fonction est "presque" invariante par translation :

LEMME 1 - Pour tout x €G(k), les fonctions
x = th(x) et xhH th(X+Xo)

sont équivalentes.

Soit f 1l'automorphisme =x#H X + X, de la variété G. On a vu au n°1.3 que f
= *, © L
se prolonge en un automorphisme de G, et l'ona f (¢ ) =G . Il en résulte que

th"f e th’
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d'ol le lemme.

LEMME 2 - Soient XyseoesXpy des éléments de G(k). Il existe des nombres rdels

A et B tels que
thm (n1 Xy teee +nmxm) ‘ =A+B Z)|ni| pour tout (ni) €z,

Le lemme 1 montre qu'il existe B, € R tel que
]th (x+xi) - th (x) | =3: pour tout x € G(k)

On prend alors A=h »(0) et B = sup Bi . L'inégalité cherchée se démontre

immédiatement par récurrence sur 2 |ni] .

Soit T wun sous—-groupe de type fini de G(k). On peut exprimer le lemme 2 en

disant que h  aune croissance au plus linéaire sur TI'. Comme hﬁ est quadra-
tique, on en déduit :

PROPOSITION 4 - Sur I', la fonction hauteur hcp est somme de la forme quadratique

S

ahﬁ (déduite de la forme de Néron h, sur A(k)) et d'une fonction & croissance

au plus lindaire.

2.3, Hauteur sur G : cas général

PROPOSITION 5 - Soit ¢ : G = PM un morphisme de G dans un espace projectif, et

soient x;,...,x des éléments de G(k). Il existe des nombres réels A et C

tels que

2
h‘u(n,lx1 ¥ oass nmxm) =A+c(D Ini|) pour tout (ni) ez"” .

(En d'autres termes, la croissance de h‘l' sur le sous-groupe I' engendré par

les x; est au plus quadratique.)

C'est vrai lorsque ¥ est le plongement ¢ du n®2.2, d'aprés la prop.4. Le cas
général résulte de 1la, et du lemme élémentaire suivant (dont la vérification est
laissée au lecteur) :

LEMME 3 - Soit V une variété algébrique. Soient

<p:V"P1\T et \ll:V-’PM

des morphismes de V dans des espaces projectifs. Supposons gue ¢ soit un plonge-

ment (de sorte que V s'identifie i une sous-variété localement fermée de PN).

Il existe alors A, u€ R tels que

= .
h'l' =EA+p hcp sur  V(k)

Autrement dit, on a h\lr = -g(hcp) .
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§ 3. Application. exponentielle et uniformisation

Dans ce §, le corps de base est le corps C des nombres complexes.

3.1. Exponentielle
Soit t(G) 1'algdbre de Lie dé G, autrement dit 1'espace tangent & G en

1'é1ément neutre ; c'est un espace vectoriel complexe de dimension égale a dim G .
Nous noterons

expg ¢ (@) =+ a(e)

1'application exponentielle de G (Bourbaki, LIE III §6 ) ; rappelons que 1l'on peut

caractériser exp, par les deux propriétés suivantes :
a) c'est un homomorphisme de groupes de Lie complexes ;

b) son application tangente & 1'élément neutre est 1'identité.

Puisque G est connexe pour la topologie de Zariski, G¢(C) est comnmexe pour la
topologie usuelle. Il en résulte que exp. est surjective ; si 1'on note OG son
noyau ("groupe des périodes" de G), on obtient un isomorphisme de groupes de Lie
complexes

t(e) /0, ~ c(c).

Soit f wune fonction ratiomnelle sur G. On peut identifier f & une fonction
méromorphe sur G(C) (et méme sur G(¢)). La fonction F=fo exps est une fonc-
tion méromorphe sur t(G) invariante par OG ; nous verrons plus loin (n°3.5) que
F est d'ordre strict = 2.

3,2, Préliminaires : algébre affine de L

Nous utiliserons pour L , L A ,... des notations

§(1), $(Ly), (), e

ex_pL 9 exPL 9 epr § o &
o

CRLRL NP

analogues & celles définies ci-dessus pour G. Comme La est, soit Ga’ goit
G , son algdbre de Lie t(La) s'identifie & € ; nous noterons e, la base cano-

nique de t(La) ; ona

z €6, (6)=¢ si L, =6,
exp; (ze,) =
o Z * .
e” € Gm(c)-c si L, =G
Le groupe des périodes de La est réduit & 0 =i LQ/ = Ga , et c'est 1l'ensemble

des multiples entiers de (2 nl)ea si Loz = Gm'

Comme L est produit des L, , t(L) est somme directe des t(La) , donc a pour

base la famille des e, . Si z € t(L) , on notera z, ses coordonnées par rapport
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4 cette base ; on a

z =7, Z, €y
o

s |

Soit AL 1'algebre affine de L. L'application fooexpL identifie AL a

la sous-algebre de 1l'algeébre des fonctions holomorphes sur t(L) engendrée par

les 1z, (pour L, = Ga) et les eza et les e ‘o (pour L, = Gm).
Bage de AL
Soit NL 1'ensemble des familles n = (na), ol n, est un entier = 0 si
La = Ga et un entier de signe quelconque si La = Gm . 81 n= (na) appartient
3 NL , posons
| = sup |ng|
&k n n_z
en(z)=I[_G| zaa I[_G| e ¥ 9,
o a - m

Les fonctions en(z), n € L, forment une bagse de 1l'algébre affine AL .

Soit f € AL . On peut considérer f comme une fonction rationnelle sur la varié-
té projective L , n'ayant pas de pole en dehors de Lm, cf. n°1.2. Si b est un
entier = 0, on a

(£) 2 - b1°

si et seulement si f est combinaison linéaire des en(z) avec 'n\ = b.

3.3, Préliminaires : périodes
Puisque A=G/L, ona t(4) =1t(G)/t(L) et Q, = QG/QL.

Choisissons un supplémentaire de +(L) dans t(G). Cela nous permet d'identifier
+(G) a (L) @ t(a), et d'dcrire tout élément t de t(G) comme un couple :

t = (z,u) avec z € (L) et u€t(a).

L'image de QG par la projection t®H u est QA . Choisissons un sous—groupe
BA de QG qui se projette isomorphiquement sur QA (c'est possible, puisque QA
est libre sur %) . On a

~
QG — QA ® QL
et 1'on sait (cf.n°3.2) que Q; admet pour base les (Zni)ea pour L, =@ . Si

~ . 7 s ~
w € QA , nous noterons ® son image réciproque dans QA . On a

~
w = (nw, w) avec Ny € +(L).
L'application @™ n =~ est un Z-homomorphisme de @, dans t(L). TUne fonction
F = F(z,u) sur t(G) est invariante par SA si et seulement si
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F(Z+'n,w , u+ ) = F(z,u) pour tout w € Q.

Pour qu'une telle fonction soit invariante par OG

goit invariante par QL , i.e. qu'elle soit invariante par z = z, + 2ni

il faut et il suffit qu'elle

(pour L, = Gm) .

3.4. Croissance de certaines fonctions

Revenons & la situation du §1, et choisissons un diviseur positif et ample D de
A, On sait (cf. [We 2]) qu'il existe une fonction théta sur t(A) dont le diviseur
est 1'image réciproque de D par exp,. Soit & = 8(u) wune telle fonction. On a

E(u,w)

8(u + w) = 8(u)e (u€t(a), we QA) 5

Nous n'aurons pas besoin de la forme explicite de E(u,w), mais seulement de sa

croissance & 1'infini :

B(a,0) | = o(1 + lal? + |o]?).

Soient a et b des entiers = 1. Soit Da =a3+me le diviseur de G

b
9
défini au n° 1. 4. Notons Sa b 1'espace vectoriel des fonctions ratiomnelles
- 9
f sur G telles que (f£) = - D, Si f €85, , , notons F= F(z,u) 1la
b 9
fonction foexp, sur +(G) = (L) ® t(A) , et posons :
F(zou) = 8(u)?F(z,u) .
I1 est clair que %‘J est holomorphe. De plus :
PROPOSITION 7 - La fonction 'f est d'ordre strict = 2.

Remarquons d'abord que, pour tout wu € t(A), la fonction =z = F(z,u) appartient

4 1'algdbre affine de L, et que son diviseur est = - bL” . D'aprés le n°3.2, on

peut donc écrire cette fonction sous la forme
F(z,u) = e (2) v (),
|n = n n

avec \Iln(u) € €. Le fait que F(z,u) soit holomorphe en u entraine, par un argu-
ment standard, qu'il en est de méme des wn s en particulier, les 'L'n sont bornés
sur tout compact. Ce fait, joint & la croissance au plus exponentielle des en(z),

entraine que, pour tout compact K de t{(A), il existe une constante C, telle

K
que
[F(z,u) | = exp {CK(1 + |z])} pour u €K,
autrement dit
I'l‘i‘/(z,u)l = exp{0(1 + |z|)} pour u €K

Choisissons K de telle sorte que K + 0, = t(A) : c'est possible puisque
t(a) /QA ~ A(C) est compact. Pour tout u € t(4) il existe o € Q, tel que

u+w€K., Ona
lof = [u| +0 (1)
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o

Puisque F est invariante par QG , on

Pz + My yu+w) = F(z,u)
d'ou

?(z+ﬂw,u+w) F(z,u) explaE(u,v)},

ou encore
F(z,u) = ’F\’(z+'q‘.0 ,2u+w) exp{-aE(u,w)}.
On a vu que
[BCa,0) | = 001+ [ul?+ 0]®) = 001 + [ul?) .

D'autre part, puisque u + © appartient & K, et que |'nw| = 0( \w

), ona
5(z + m,, u+w)| = exp{o(1 + [z + [u])}.
Bn combinant ces deux majorations, on en déduit :
|'f"(z,u)| = exp{0(1 + |z| + |u|2) },
ce qui montre bien que rf‘l est d'ordre = 2 au sens strict.

Remarque
~
Ecrivons F(z,u), comme ci-dessus, sous la forme

F(z,u) = e (z)‘l’ (u) .
ﬁsb R

La prop.7 équivaut & dire que les fonctions Wn(u) sont d'ordre strict =2. Il
devrait &tre possible (en suivant [Sev]) de préciser ce résultat, et de prouver que
ces fonctions s'expriment algébriquement au moyen de dérivées itérées de fonctions
théta.

3.5. Application

Supposons les entiers a et b choisis de telle sorte que Da,b soit treés
ample, ce qui est possible d'aprés le cor. & la prop. 1. Soit {fo,...,fN} une
base de l'espace vectoriel Sa,b , et soit o 1le plongement de. G dans 1'espace

projectif PN défini par les fi . Posons, comme ci-dessus :

Fi(z,u) = fi ° eXPy
et
o a.
Fi(z,u) = 6(u) Fi(z,u) .

D'aprés la prop.7, les %i sont des fonctions holomorphes d'ordre strict £ 2. De

plus :

PROPOSITION 8 - (i) Les fonctions (Fo,...,FN) ne s'annulent simultanément en
aucun point de  %(G).

(ii) L'application @ : t(G) - Py définie par les (’f"l) est égale 2
P o expq -

Soit t € t(G), et soit x = expG(‘t) € ¢(¢). Puisque D, est trds ample, il

)
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existe un indice i tel que le diviseur

~ (-3
(fi)+-D (fi)+ aD+bG

a,b =
ne passe pas parN x. Comme 1'image réciproque de ce diviseur parN exPy est égale ..
au diviseur de Fi , ce dernier ne passe pas par i gn a donc Fi(t) # 0, ce qui REFERENCES I
démontre (i). L'assertion (ii) résulte de ce que Fi/Fj = Fi/Fj = fi/fj o exXPy

COROLLAIRE 1 - L'application & définit par passage au quotient un isomorphisme de

a(c) = t(G)/QG sur une sous-variété localement fermée de P . w

Clest clair. [a1] ALTMAN, A.- The size function on abelian varieties ; Trans. A.M.S., 164
COROLLATRE 2 - Soit f ume fonction rationnelle sur G. On peut crire f o expy (1972), 153-161. |
sous la forme [Ax] AX, J.- Some topics in differential algebraic geometry ; Amer, J. Math., 94 |
£ o expy = R(F s 0en,Fy) /5(F .00 Fy) (1972), 1195-1213. |
[B] BAKER, A.- Transcendental number theory ; Cambridge Univ. Press, 1975. I

ol R et S sont des polyndmes homogines de méme degré tels que S(rf"o,...,:ﬂ‘uN)
[B-M] BAKER, A., and MASSER, D.W. (ed.). - Transcendence theory : advances and

applications ; Proc. Conf. Cambridge (1976), Academic Press, 1977.
[Ba1] BARSOTTI, I,- Structure theorems for group varieties ; Annali di Mat., 38
f = R(fo, ...,fN) /S(fo,...,fN) R (1955), 77-119.
ce qui est possible puisque ¢ est un plongement de G dans PN s [Ba 2] BARSOTTI, I.- Factor sets and differentials on Abelian varieties ; Trans.
COROLLAIRE 3 - Si f est une fonction ratiommelle sur G, la fonction f o exp, BalleBer B4 (1?57)’ BS'TOB' )
[Be1] BERTRAND, D.- Séries d'Eisenstein et transcendance ; Bull, Soc. Math. France,
104 (1976), 309-321.
[Be2] BERTRAND, D.- Transcendance de valeurs de la fonction gamma ; Sém. Delange
Pisot Poitou, 17 (1975/76), G8.
[Be 3] BERTRAND, D.- Sous-groupes & un paramétre p-adique de variétés de groupe ;
[Ba ‘l] BARSOTTI, I.- Structure theorems for group varieties, Annali di Mat., 38 Invent. Math., 40 (1977); 171-193.
. (1955), 77-119. [Be4] BERTRAND, D.- Approximations diophantiennes p-adiques sur les courbes ellip-
i [H] HARTSHORNE, R. — Algebraic Geometry, GITM 52, Springer-Verlag, 1977. tiques admettant une multiplication complexe ; Compositio Math., 37 (1978),
[Mu] MUMFORD, D. - Abelian Varieties, Oxford Univ.Press, 1970. 2130

\ s [Be 5] BERTRAND, D.- Fonctions abéliemmes p-adiques. Définitions et conjectures ;
f N, A, - i-f ti t haut 1 iété béli o P
(W 1] NERON, Quasi-fonctions et hauteurs sur les variétés abéliennes, Ann Groupe d'Etude d'Analyse Ultramétrique, 4 (1976/77), n° 21.

of Math., 82 (1965), 249-331.

ne soit pas identiquement nul.

En effet, il suffit de choisir R et S tels que

est une fonction méromorphe d'ordre strict = 2.

Cela résulte du cor.2 et du fait que les Fi sont d'ordre strict = 2.
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ABSTRACT

The aim of this work is to study the algebraic points on the graph or on the
image of an analytic homomorphism ¢ : Gé i G'é , where G' and G" are two
connected commitative  algebraic groups which are defined over the field @ of
algebraic numbers. Assuming that no power of ¢ is rational, one gets (in certain
circumstances) upper bounds for the number of Z-linearly independent algebraic
points on the graph. For the study of the image one has to assume that the algebraic

dimension of (the Zariski closure of the image of) ¢ is sufficiently large.

The first chapter introduces some basic results on transcendental numbers and
algebraic groups., together with the definition and study of a distribution coeffi-
cient (the generalized Dirichlet exponent) which will play an important role in

several dimensional problems .

The second chapter gives at an elementary level the results on linear groups

which will be .needed in the sequel.

The third chapter deals with one-parameter subgroups ¢ : C = Gc whose derivatives
at the origin is defined over § (such homomorphisms are called "normalized" ) .
Among the applications of the general theorem (mainly due to Lang, with a refinement
using a result of Serre, Appendice II), worth mentioning is the case where G is
an extension of an elliptic curve by the multiplicative group : using a descrip-
tion (communicated by Serre) of the exponential map of such a group, one gets results

on elliptic integrals of the third kind.

In chapter 4 there is no arithmetic assumption on the derivative at the origin of
@® : C= G., Then there are at most two linearly independent algebraic points on the

c
graph, and a similar statement holds for the image.

In chapter 5 we begin the study in several variables : let o : ¢t -+ GC
be a normalized analytic homomorphism . Using a result of Bombieri (genera~
lizing the so-called Schneider - Lang criterion) one gets a several dimensional gene-

ralization of the results of chapter 3 .

In the case of abelian varieties of CM type, deep results on linear independence
have been derived by Masser and Lang . In chapter 6 these results are used for the
study of the algebraic points on the graph of a (non—normalized) analytic homomor-

phism o : €" + Gy -
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