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Résumé

Les algebres de Hopf ont été introduites en topologie algébrique, puis dans la théorie des
représentations des groupes de Lie et des groupes algébriques. Elles jouent maintenant un role
important dans I’étude des groupes quantiques.

Nous présentons deux questions diophantiennes dans lesquelles elles interviennent. Dans la
premiére, ce sont des algébres de Hopf bicommutatives (commutatives et cocommutatives):
Stéphane Fischler les a utilisées pour obtenir des lemmes d’interpolation sur des groupes
algébriques linéaires a partir de lemmes de zéros, fournissant par la méme occasion une in-
terprétation algébrique de la dualité de Fourier-Borel. Dans la deuxieme, certaines algebres de
Hopf sont commutatives, d’autres sont cocommutatives, mais elles ne sont pas bicommutatives.
Il s’agit de 1’étude des nombres multizéta encore appelés polyzéta ou wvaleurs zéta multiples
(MZV ou Multiple Zeta Values en anglais).

Au cours de cette Conférence marocaine-québécoise a Casablanca puis a Marrakech, j’ai
bénéficié de fructueux échanges sur ce sujet avec Cornelius Greither que je remercie. Je suis
également reconnaissant a tous les organisateurs, aussi bien québécois que marocains. Je les
félicite cordialement pour la réussite de cette rencontre et la qualité de ce colloque. Une mention
spéciale doit étre décernée a nos amis marocains pour la chaleur de leur réception et leur
extraordinaire hospitalité.

C’est a I'Université Laval de Québec que Claude Levesque m’a parlé pour la premiere fois
de cette conférence. C’est un plaisir pour moi de le remercier pour ses invitations a venir au

Québec et au Maroc, ainsi que pour sa générosité.

Une premiere version de ce texte a été corrigée par Stéphane Fischler, une seconde par
Claude Levesque. S’il reste des erreurs, elles sont beaucoup moins nombreuses et me sont dues.

1. Algebres, cogebres, bigébres, algébres de Hopf

(Les références pour cette partie sont les suivantes: [A] Chapitre 2, §1; [K] Chapitre III, [S],
§1; [Wa] Chapitre I, §1.4.)

Soit k un corps. Bien que cela ne soit pas essentiel, nous supposerons k de caractéristique
nulle et algébriquement clos — en fait on peut méme se limiter au corps Q des nombres
algébriques ou au corps C des nombres complexes.
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Rappelons qu'une k-algébre (A, m,n) est un k-espace vectoriel A muni d'un produit

m:ARA— A
et d'une unité
n:k— A
qui sont des applications k-linéaires telles que les deux diagrammes suivants soient commutatifs:
ApApA 2 A4

Id®@m m

AR A S A

ked 2N A4 X 4ek

A

Le premier exprime associativité, le second, le fait que (1) soit I’élément unité de 'anneau A.

Une k-algebre est commutative si le diagramme
ARA —— ARA

mL Lm

dans lequel 7(z ® y) = y ® = est la permutation des facteurs, commute.

Une k-cogebre (A, A, ¢e) est un k-espace vectoriel A muni d'un coproduit
A A—-ARQRA
(on utilise la notation A pour “diagonale”) et d’une co-unité
e:A—k

qui sont des applications k-linéaires telles que les deux diagrammes suivants (obtenus & partir
des précédents en renversant le sens des fleches) soient commutatifs:

A 2. Ae4

N | 2o

ARA —— ARARA
1d®A

A A A
| | |
kA «—— ARA — ARk
e®Id Id®e

Une k-cogebre est cocommutative sile diagramme
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commute.

Une k-bigébre (A, m,n, A, ) est une k-algebre (A, m,n) munie d’une structure de cogebre
(A, A e) qui est compatible en ce sens que A et £ sont des morphismes d’algebre:

Azy) = A(z)A(y), e(zy) = e(x)e(y).

Une algébre de Hopf (H,m,n,A,e,S) est une bigebre (H,m,n, A, ) munie d’une antipode
S:H— H,

qui est une application k-linéaire telle que le diagramme suivant commute:

HQ H # H L H®Q H

1d®S l noe \ l S®Id

HRH — H «—— HQH

L’antipode est alors un antihomomorphisme pour m et pour A:

S(xy) =S(y)S(x) e AoS=(S®S5)(toA) ou 71(@a®b)=b®a.
Une algebre de Hopf est bicommutative si elle est a la fois commutative et cocommutative.

Dans une algebre de Hopf les éléments primitifs, c¢’est-a-dire ceux qui satisfont
Alz)=z®1+1®x,
vérifient aussi e(z) = 0 et S(x) = —z. Ils forment une algebre de Lie pour le crochet
[z,y] = vy — y=.
Les éléments dits group-like sont les éléments non nuls & € H pour lesquels
Alz) =z ®x.

Ils sont inversibles, satisfont e(z) =1 et S(z) = 27, et forment un groupe multiplicatif.

2. Premiers exemples

(Pour ce chapitre, les références sont [A], Chapitre 2, §1 et [S]; pour la section 2.6, la
référence est [P].)

2.1. L’algebre kG

Soit G un groupe fini noté multiplicativement. On considere ’algebre kG du groupe G sur
k, qui est un k-espace vectoriel de base G. L’application

m : kG @ kG — kG

prolonge le produit

(z,y) — zy
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de G par linéarité. L’unité
n:k — kG

envoie 1 sur 1qa.
On définit un coproduit et une co-unité
A:kG - kGRKG et ¢: kG — k
en prolongeant
Alz)=z®x et e(z)=1 pour z € G

par linéarité. L’antipode
S kG — kG

est I'application k-linéaire définie par
S(z) =z~! pour z€QG.
Comme A(z) = 2 ® x pour « € G, cette algebre de Hopf kG est cocommutative. Elle est
commutative si et seulement si le groupe G est commutatif.

Le groupe des éléments dits group-like est G: la structure d’algebre de Hopf permet donc

de retrouver G a partir de kG.

2.2. L’algébre k¢

De nouveau, soit G un groupe multiplicatif fini. On considere la k-algebre k& constituée par
les applications G — k. Comme k-espace vectoriel, une base de k¢ est formée des §, (g € G),

avec le symbole de Kronecker

1 pour g’ =y,
69(91) = {

0 pour g #g.
On définit le produit m par
M(0g @ 0g) = g0

Ainsi m est commutatif et m(J, ® d,) =6, pour g € G. L'unité  : k — k& envoie 1 sur

I'élément 5.

geG

On définit un coproduit A : k¢ — k& ® k¢ et une co-unité e : k¢ — k par
A(dg) = Z by ® bgr et €(dg) = d4(1a).
g/g//:g
Ce coproduit A est cocommutatif si et seulement si le groupe G est commutatif. On définit
I’antipode S par

kGXG

Remarque 2.1. On peut identifier k¢ @ k& avec en posant

59 ® 59’ = 5(9,9’)'
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2.3. Dualité

Les algebres de Hopf kG et k& sont duales 1'une de 'autre: un accouplement non dégénéré

est donné par
kG x k¢ — k

(91a692) — 692(91)'
La base G de kG est duale de la base (J,)gec de k©.

2.4. L’algebre R®(G)

Soit G un groupe topologique compact, disons sur C. On désigne par R(G) 'ensemble des
applications continues f : G — C telles que, t décrivant G, les translatées f; : @ — f(tx)

engendrent un espace vectoriel de dimension finie.

On définit un coproduit A, une co-unité ¢ et une antipode S sur R(G) par les conditions

Af(e,y) = fzy), e(f)=fQ), Sf(x)=f™")

pour z, y € G. Alors R(G) est une algebre de Hopf commutative.

2.5. L’algebre 4(g)

Soit g une algebre de Lie ayant une loi classiquement notée par le crochet [-,-] On désigne
par $(g) son algebre enveloppante universelle, qui est le quotient T(g)/J de l'algebre tensorielle
%(g) de g par I'idéal bilatere J engendré par les éléments de la forme XY — Y X — [X,Y]. On

définit un coproduit A, une co-unité ¢ et une antipode S sur $i(g) par
Alz)=z1+1®z, e(x)=0 Sk)=—=

pour z € g. Ainsi $(g) est une algebre de Hopf cocommutative. L’ensemble des éléments
primitifs de 4(g) n’est rien d’autre que g: grace a la structure d’algebre de Hopf, on retrouve g
dans $(g).

2.6. Dual restreint et dual gradué

Le dual d’une cogebre est une algébre, mais si (4, m,n) est une algebre, 'espace vectoriel
dual A* n’est en général pas une cogebre pour 'opération duale m* de m, car m* envoie A* dans
(A® A)* qui contient strictement A* ® A* si A n’est pas de dimension finie. On définit le dual
restreint de (A, m) comme 'ensemble des formes linéaires A € A* telles que m*(\) € A* @ A*.
Alors si (H,m,n,A,e,S) est une algébre de Hopf, son dual restreint est une algébre de Hopf.

Si G est un groupe de Lie compact connexe d’algebre de Lie g, alors les deux algebres de
Hopf R(G) et U(g) sont duales 'une de lautre (voir par exemple [Wa] Chapitre I, §2.4 et [S]).

Nous aurons besoin plus loin d’une autre notion de dualité, pour des algebres de Hopf

A=PA,,

n>0

graduées. Soit
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une k-algebre graduée ou chaque A,, n > 0 est un sous-espace vectoriel de dimension finie de
Aavec Ag =k et A A, C At pour n et m entiers > 0. Alors A ® A est graduée par

(Ao A=) Ai®A4,

i+j=n

Une algebre de Hopf (H, m,n, A, e, S) est graduée si chacune des trois applications m, A et S

transforme un élément homogéne en un élément homogene de méme degré.

Le dual gradué AV de A est la somme directe

A =P 4;,.

n>0
Si (H,m,n,A,e,8S) est une algébre de Hopf graduée, son dual gradué est une algébre de Hopf.

D’apres le théoreme de Milnor-Moore ([P] §3.3) une algébre de Hopf commutative graduée
est libre, et une algébre de Hopf cocommutative graduée est isomorphe a l’algébre enveloppante

de ses €léments primitifs.

3. Algebres de Hopf bicommutatives de type fini
(Nous suivons ici principalement [A] Chapitre 4, §2.)
3.1. L’algebre k[X]

On munit Palgebre des polynémes en une variable H = k[X] d’une structure d’algebre
de Hopf en prenant pour coproduit A, pour co-unité £ et pour antipode S les morphismes
d’algebres déterminés par

AX)=X1410X, ¢X)=0 e SX)=-X.
On peut identifier k[X] ® k[X] avec k[T, Tz], en envoyant X ® 1 sur Ty et 1 ® X sur Ty; alors
AP(X)=P(Ty +Ty), eP(X)=P(0), SP(X)=P(-X).

Comme le groupe additif G, est caractérisé par G, (K) = Homy (k[X], K) pour K surcorps de
k et k[G,] = k[X], on conclut que k[G,] est une algébre de Hopf bicommutative de type fini.

3.2. L’algebre k[Y, Y !

L’algebre de polynomes de Laurent H = k[Y, Y ~1] peut étre munie d'une structure d’algébre
de Hopf en définissant un coproduit A par A(Y) =Y ® Y, une co-unité ¢ par £(Y) = 1 et une
antipode S par S(Y) =YL

L’isomorphisme d’algebres entre H @ H et k[Ty, Ty ', Ty, Ty '] déterminé par
Yo1l=T, 19Y —T
permet d’expliciter

AP(Y)= P(T\Tz), eP(Y)=P(1), SP(Y)=PY™).
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Le groupe multiplicatif G, est caractérisé par G,,(K) = Homy(k[Y,Y 1], K). Donc on a
k[G,,] = K[Y,Y 1] et k[G,,] est encore une algébre de Hopf bicommutative de type fini.

S —1 —1
3.3. L’algébre H = k[Xy,..., Xy, Y1, Y7 7, ..., Yy, Y, 7]
Soient dy > 0 et di > 0 deux entiers avec d = dg + d; > 0. L’algebre de Hopf
k[X]®d° ® k[Y, Y—1]®d1
est isomorphe a
H=K[Xy,...,Xq,, Y1, Y7 .. Vg, Y 1,

donc a k[G] avec G = G% x Gd.

Selon [A] Chapitre 4 (p. 163), la catégorie des k-groupes algébriques linéaires est anti-
équivalente a la catégorie des k-algebres de Hopf de type fini et cocommutatives'. Par conséquent,

la catégorie des groupes algébriques linéaires commutatifs surk est anti-équivalente a la catégorie
des algebres de Hopf bicommutatives de type fini sur k.

Un groupe algébrique linéaire commutatif et connexe sur k est de la forme G = G x Gd1.
L’hypothése que G est connexe signifie que lalgeébre de Hopf H = k[G] est integre. Dans ces
conditions, ’espace vectoriel des éléments primitifs de H a pour dimension dj, tandis que le

rang des éléments dits group-like est d;.

3.4. L’algebre Sym(W) ® kI’

D’une part, si W est un k-espace vectoriel de dimension £y, alors Sym(W) est une algebre
de Hopf bicommutative de type fini. Si 0y, ..., 0y, est une base de W sur k, alors Sym(W) est
isomorphe & k[0, ..., 0p,], donc & k[G%]. D’autre part, si I' est un Z-module de type fini sans
torsion (libre) de rang ¢1, alors lalgebre de groupe kI est une algébre de Hopf bicommutative

integre de type fini isomorphe & k[G%1].

Ainsi la catégorie des algebres de Hopf bicommutatives intégres et de type fini est équivalente
& la catégorie des couples (W,T') ot W est un k-espace vectoriel de dimension finie et T' un
Z-module libre de type fini:
H ~ Sym(W) @ kT".

La dimension de 'espace des éléments primitifs est ¢y, et le rang des éléments dits group-like
est /7.

4. Les deux catégories ¢; et ¢, de Fischler

On prend désormais k = Q.

4.1. La catégorie ¢,

On considere la catégorie €; dont

o les objets sont les triplets (G, W,T') avec G = G x G% groupe algébrique linéaire connexe
commutatif sur Q, W C T.(G) sous-espace vectoriel rationnel sur Q et I' C G(Q) sous-groupe

IEn caractéristique nulle, d’aprés [A], Corollaire 2.5.4, une algébre de Hopf cocommutative est réduite.
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de type fini sans torsion; de plus, G est minimal au sens suivant: aucun sous-groupe algébrique

G* de G distinct de G ne vérifie W C T.(G*) et T C G*(Q);

o les morphismes [ : (G1,W1,T'1) — (G2, Wa,T'3) sont donnés par un morphisme de groupes

algébriques f : G; — Ga tel que f(I'1) C I'y et que Papplication linéaire tangente & f
df : T.(G1) — Te(G2)

satisfasse df (W) C Wa.

On désigne par ¢y la dimension de W et par ¢; le rang de I'.

4.2. La catégorie ¢,

Soit H une algebre de Hopf bicommutative integre et de type fini sur Q. On désigne par dg
la dimension du Q-espace vectoriel formé par les éléments primitifs et par d; le rang du groupe

formé par les éléments dits group-like.

Soit H' encore une algebre de Hopf bicommutative integre et de type fini sur Q. On désigne
maintenant par £y la dimension du Q-espace vectoriel des éléments primitifs de H' et par ¢; le

rang des éléments dits group-like.
On considere un produit bilinéaire (-,-) : H x H' — Q tel que
(@, yy) = (Az,y@y') et (za’,y) = (@', Ay).

On utilise la notation

(@ B,7@0) = {a,7)(B,0).

La catégorie €5 a pour

e objets: les triplets (H, H', (-, -)) formés de deux algebres de Hopf bicommutatives integres

de type fini et d’un produit bilinéaire comme celui que nous venons de considérer;

e morphismes: les couples
(f7 g) : (HlﬂH{a <'a >1) - (HQaHéa <'a >2)

ou f: HA — Hy et g: Hy, — Hj sont des morphismes d’algebres de Hopf tels que

(z1,9(x3))1 = (f(z1), 75)2.
On compose deux morphismes
(flagl) : (HlaH{a <'a >1) I (HQaHéa <'a >2)

et
(f27g2) : (HQvHéa <'a >2) - (H3,Hé7 <'7 >3)

par
(f20 fi,91092) : (Hi,Hy,(-,-)1) — (Hs, Hs, (-, -)3).



196 MicHEL WALDSCHMIDT

4.3. Equivalence des deux catégories

Les deux catégories précédentes ont été introduites par S. Fischler [F'1] qui démontre:

Théoréme 4.1 (S. FISCHLER). Les deuz catégories €1 et €o sont équivalentes. Celte

équivalence est contravariante et respecte les paramétres dy, di, £y, 1.

La motivation principale de [F1] est d’établir de nouveaux lemmes d’interpolation. Le
théoreme 4.1 permet de les obtenir par dualité a partir des lemmes de zéros qui sont con-

nus.

Un lemme de zéros (voir par exemple [W] §2.1) donne une minoration du degré d’'un
polynéme non nul ayant de nombreux zéros (en des points donnés, avec éventuellement des
multiplicités données). Quand on considére le systeme d’équations linéaires correspondant, les
inconnues étant les coefficients du polynome, le lemme de zéros donne une minoration pour le
rang d’une matrice: plus précisément, si la matrice est rectangulaire suffisamment allongée, alors
elle est de rang maximal. Dans ces conditions, le lemme d’interpolation fournit une minoration
pour une matrice qui est essentiellement la transposée de la précédente (et de nouveau, si la
matrice est rectangulaire suffisamment allongée, alors elle est de rang maximal). Il s’interprete
en disant que si D est un entier suffisamment grand, il existe un polynome de degré < D qui
prend des valeurs données en des points donnés (éventuellement avec des multiplicités).

Obtenir par cette dualité des lemmes d’interpolation a partir de lemmes de zéros n’est
possible que pour les groupes algébriques commutatifs linéaires. Les lemmes de zéros sont
connus plus généralement pour les groupes algébriques commutatifs (donc pour les variétés
abéliennes et semi-abéliennes), mais la dualité ne s’étend pas & ce cadre plus général, et il faut
d’autres arguments & S. Fischler [F2] pour obtenir des lemmes d’interpolation valables pour les

groupes algébriques commutatifs non linéaires.

4.4. Dualité de Fourier-Borel

La catégorie €2 est naturellement munie d’une involution contravariante, qui consiste a
permuter H et H'. L’involution correspondante de la catégorie équivalente €; est la dualité de
Fourier-Borel. Elle échange (do,d1) et (£o,¢1).

Dans le cas le plus simple, la dualité de Fourier-Borel s’écrit, pour s, t entiers > 0 et z, y

(%) (fe™?)._, = (d%)t (°¢%) .o

Fixons s entier > 0, y € C et considérons la fonctionnelle analytique

I—sy s fe (%) f(y)7

nombres complexes,

sa transformée de Fourier-Borel est une fonction entiere de la variable complexe (: c’est I'image
de f:(2) = €%, A savoir
Lay(fo) = (e

La formule de dualité pour ¢ entier > 0 résulte de

Lay(='c) = (d%) Ly ().
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La dualité de Fourier-Borel s’étend aux fonctions de plusieurs variables’. Pour v =

(v1,...,v,) € C™, posons
D A
= U —_— ... /l) —_—
v 182:1 "9z,
Soient wy,...,wy , Uy,-.., Uy, ety dans C", L € N et s € N, Pour z € C", posons

(W)t = (w,2)" - (ug2) et D3 =Dyl "'DZOU'

Alors

5. Algebres de Hopf non bicommutatives

(La référence pour la section 5.4 est [R] Chapitre 1, tandis que pour la section 5.5, c’est

[H]).
5.1. L’algebre 3 des valeurs multizéta numériques

On désignera par & ’ensemble des suites s = (81,...,8;) € N* avec k >0, 51 > 2,5, > 1
(2 <i<k). Le poids |s| de s est s1+---+ sk, tandis que k est la profondeur de s. Pour s € &

posons

C(s) = Z ny®t - .nlzsk'

ny>-->np>1
Par convention, la suite vide (k = 0) a pour poids 0, pour profondeur 0 et la valeur de zéta est
1. Ces nombres ((s) sont appelés polyzétas, nombres d’Euler-Zagier ou encore Multiple Zeta
Values (MZV) selon les auteurs (cf. [C]).

Quand on se restreint a la profondeur & = 1, on obtient les valeurs ¢(2),{(3),... de la
fonction zéta de Riemann aux entiers positifs, qui avaient déja été introduites et étudiées par
Euler. Celui-ci avait aussi considéré des MZV de profondeur 2, & savoir ((s1, s2).

On désigne par 3 le Q-sous-espace vectoriel de C engendré par les nombres
(2im)FI¢(s) (s € ).

Nous allons voir que, pour s et s’ dans &, le produit ((s)((s’) est de deuz maniéres différentes

une combinaison linéaire de nombres ((s”). Dans 'immédiat il nous en suffit d’une.

Le produit de séries fournit une des deux familles de relations quadratiques: ce sont les

relations de mélange provenant des séries. Par exemple, la relation
—S 75/ J— —S 75, 75/ —S 7575/
n m = n °m + m "n °+ n
n>1 m>1 n>m2>1 m>n>1 n>1
s’écrit

(5.1) C(s)¢(s") = C(s,8") + (5", 8) + (s + ).

Le méme argument permet clairement d’écrire ((s)((s’) comme une somme de ((s”); la
structure d’algebre harmonique de Hoffman (voir plus loin) nous permettra d’écrire ces relations

2Dans le corollaire 13.21 de [W] p. 488, il faut lire z € C™ au lieu de z € C%.
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de fagon plus conceptuelle. En tout cas, il en résulte que 3 est une sous- Q-algebre de C
doublement filtrée par le poids et la profondeur.

Quand C4 est une algebre de Lie graduée, on désigne par UC, son algébre enveloppante
universelle et par

u4cy = puo;,

n>0
son dual gradué, qui est une algebre de Hopf commutative.

Conjecture 5.2 (GONCHAROV [G]). Il existe une algébre de Lie graduée Co et un isomor-

phisme d’algébres filtrées par le poids a gauche et par la profondeur a droite
3~4Cy.

Dans cette théorie les algebres de Hopf apparaissent donc de facon conjecturale. Mais,
comme nous allons le voir, elles y sont aussi de maniere non conjecturale quand on formalise

les relations quadratiques reliant les MZV.

5.2. Codage des valeurs multizéta

Soit X = {zo,z1} un alphabet constitué de deux lettres. On consideére le monoide libre
(avec le produit de concaténation)

X" ={xe, - 2e, ; £, €{0,1}, 1 <i<k), >0}

sur X; il est formé des monoémes non commutatifs sur les lettres xg, x1, qui sont aussi les mots

sur l’alphabet X. Le mot vide (élément neutre de ce monoide X*) sera désigné par e.
Pour s entier > 1, on pose ys; = xg_lzl, et pour s = (s1,...,8;) € G, on pose

Ys = 1'81_11'1 N 1'8"_11'1 = Y51 " Ysy -
On établit ainsi une correspondance bijective entre ’ensemble & et 'ensemble {e} U zoX* 2z
formé du mot vide et des mots qui commencent par xy et se terminent par x;. La profondeur
k et le poids |s| de s s’averent étre respectivement le nombre de lettres z; et le nombre total
de lettres dans ys,.

5.3. Représentation intégrale des valeurs multizéta

Soit s = (s1,...,85) € 6. On pose p = |s| et on définit un élément (e1,...,&,) de {0,1}F
par
y§: Te, - ..Z'Ep_
Noter que 1 = 0 et que g, = 1.
On pose encore
dt

dt

On vérifie alors ([K], §XIX.11), pour s € &,

62 W= [ we)anb)
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Exemples. Comme y; = zoz1 et y3 = z3x1, on obtient les représentations intégrales de
¢(2) et ¢(3) suivantes:

/ dtl/ dby / /t1 dt2/ dty
11—t 1—ts

De méme avec y2,1) = y2y1 = xox?, on trouve

t1 to
cen- [ 5[5
1—t20 1—ts

Remarquons & ce propos que le changement de variables

(t17t25t3> = (1 - t3; 1- t27 1- tl)

donne

¢(2,1) =<3).

Le produit de deux intégrales comme (5.2) est une combinaison linéaire d’intégrales du

méme type. En effet, le produit cartésien de deux simplexes est réunion disjointe (aux bords
pres, qui n’interviennent pas dans les intégrales) de simplexes, ce qui montre que le produit des

deux intégrales

/ Wey (tl) T We, (tp) ) / Wept1 (t;u-i-l) T Wep (tp-i-p’)
1>t1>-->t,>0 1>ty p1>>t,, >0

est I'intégrale sur
1>ur > >uppypy >0

du mélange de we, -+ we, avec we ;- We L

1>t > >tp>0 Wes (tl) T Wey (tp)w5p+1 (tp+1) o waerp’ (tp+p,) =
1>ty 1> >t >0

Z / wE“(l) (u1> o wEU(p+p/) (’U,erp/),

0eG, 7 1ZH> >y >0

o &, , est le sous-ensemble du groupe symétrique &,4,, formé des o qui vérifient
o i) <o M(j) pour 1<i<j<p etpour p+1<i<j<p+yp.

On écrit cette derniere somme sous la forme

/ (w€1 .- .wep)m(w6p+1 “ e w€p+p,)_
1>u1>>up, >0

Par exemple, de la relation formelle

(wow1 ) (wow1 ) = 2wowrwows + 4wiw?,

on déduit

C(2)% = 2¢(2,2) +4¢(3,1).
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Pour y, € o X*x1, on pose gt(yi) = ((s). Cela définit une application ¢ : {e}UzoX*z; — R
avec C(e) = 1.

Soit § I'algebre libre Q(X) sur X (algebre de polynomes en deux variables non commutatives
xo et x1; c’est aussi le Q-espace vectoriel de base X*, muni du produit de concaténation). Cest
lalgebre enveloppante de 'algebre de Lie libre Lie(X) sur X. Elle est graduée par le poids.

Un élément P € $ s’écrit comme une combinaison linéaire finie

pP= Z (Plw)yw

weX*
avec des coefficients (P|w) € Q.

On note $° = Qe + zoHz1 la sous-algebre de §) engendrée, comme Q-espace vectoriel, par
{e} UzoX*x1. On étend ¢ en une application Q-linéaire H° — C.

Le produit de mélange m : $ x H — $ est défini de maniere inductive par les conditions
ume = emu = v et zumyv = z(umyv) + y(rum)

pour z et y dans X, u et v dans X*. Il munit & la fois $ et $H° de structures d’algebres

commutatives H et S’)gl.

Pour u et v dans xoX*x1, les relations quadratiques provenant du produit d’intégrales

s’écrivent simplement

¢(umv) = {(u)((v).
Ainsi 5 : Y)?H — C est un morphisme d’algébres commutatives.
5.4. Algebres de Hopf non bicommutatives
Une structure d’algebre de Hopf sur § est donnée par le coproduit
AP=Pzo®1+1®z0, 21 @1+ 1®@x1),
la co-unité €(P) = (P | e) et Pantipode (miroir)

S(x1-ap) = (—1) "2y -+ 21

pour n > 1 et x1,...,z, dans X. On obtient ainsi l'algébre de Hopf de concaténation (ou de
décomposition)
(ﬁ7 56 A7 g, S)
qui est cocommutative, mais pas commutative. On vérifie, pour P € §,
(5.3) AP = Z (Plumv)u ® v
u,veX*

(voir par exemple [R] Theorem 3.1).
L’algebre $ ® $ munie du produit
(a®b)(c®d) = (ac) ® (bd)

est 'algébre du monoide produit X* x X*. La diagonale § : § — H ® $ est 'unique morphisme
d’algebres tel que §(xz) =2 ® 1+ 1 ® x pour tout = € X.
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Critére de Friedrichs. L’ensemble des éléments primitifs de $) est l’algebre de Lie libre
Lie(X) sur X.

Donc pour P € $, on a
P e Lie(X) < (Plume) =0 et (Plumwv)=0 pour tout u, v dans X*\ {e}.

De (5.3) on déduit que le dual du produit de concaténation est le coproduit ® : §H — H R H
défini par
(@w) | ue ) = (uo | w).

Ainsi

L’algébre de Hopf de mélange (ou de factorisation) est
(ﬁ, HI7 e’ ®7 67 S).

Elle est commutative, mais pas cocommutative.

L’algebre §) est graduée par la longueur des mots. Pour i > 0, notons Q(X)* I’espace des

polyndmes homogenes de poids i:

QX) =P QX"

i>0
Le dual de Q(X)* est isomorphe & Q(X)? lui-méme; donc Q(X) est isomorphe & son propre
dual gradué. Ainsi l’algebre de Hopf de mélange ($), 1, e, ,,.5) est le dual gradué de Palgebre
de concaténation (9,-, e, A, e,5).
5.5. Algebre Harmonique de M. Hoffman
La sous-algebre 70 = Qe + 20Hz1 de § est aussi Palgebre libre 6<Y> sur lalphabet infini

Y = {y23y3a .. }

Posons encore y; = x1. La sous-algébre 5’)1 = Qe + $Hx1 de H est encore lalgebre libre sur
{yla Y2,Y3, - - }

Le produit de quasi-mélange (encore appelé stuffle)
*:HXH—-H
est défini de fagon inductive par
THAW = Wk T = WI,
pour tout w € X* et tout n > 0, et il est défini par
Yst* Y0 = Ys(u * yev) + ye(ysu % 0) + Yspt(ux v)

pour u et v dans X*, s et t entiers > 1. Il munit $ d’une structure d’algeébre commuta-
tive $4, avec des sous-algebres 5’)2 C 17),1k C 9, et les relations quadratiques provenant des



202 MicHEL WALDSCHMIDT

développements en séries — dont ’exemple le plus simple est (5.1) — montrent que {‘ : 532 — C

est un morphisme d’algebres commutatives.
On munit Q(Y’) d’une structure d’algébre de Hopf commutative (algébre de Hopf de quasi-
mélange) en définissant le coproduit comme le morphisme d’algebres satisfaisant
Alyi) =yi®e+e®y;
pour tout ¢ > 2, la co-unité ¢ par
e(P)=(P|e)
et antipode S par
SYsy + Ysp) = (_1)ky3k LT

Le produit harmonique * est étroitement lié a la théorie des séries quasi-symétriques de la
maniére suivante (travaux de Stanley, 1974 notamment, voir [R], ainsi que [C] et [H]).

On désigne par ¢ = (t1,t2,...) une suite de variables commutatives. A une suite finie
s =(s1,...,8k), ot chaque s; est un entier > 1, on associe la série

M(t)= Yt

n1>1,.,m>1
ni#n; (i#£5)

L’espace des séries entieres a coefficients algébriques engendré par ces M est désigné par Sym
et ses éléments sont appelés séries symétriques. Une base de Sym est donnée par les séries My
avec 81 > Sg > --- > s et k> 0.

Une série quasi-symétrique est un élément de I’algebre QSym engendrée par les séries

n1>->nE>1

ou chaque s décrit 'ensemble des suites finies (s1,...,5%) aveck > 0et s; > 1 pour 1 < j <k.
Notons que, pour s = (s1, ..., sk) de longueur k,
My= > QM,,
T€6k
ot &, est le groupe symétrique sur k éléments et 5™ = (s-(1),...,5-(k)). Par conséquent toute

série symétrique est aussi quasi-symétrique, et Sym est une sous-algebre de QSym. Dans ces
conditions I'application Q-linéaire ¢ : H' — QSym définie par ys — QM est un isomorphisme
de Q-algebres de H' sur QSym.

Autrement dit, si on écrit

(5.4) Ys * Ys' = Z Ys''s

s

alors

QM,(t) QMy (t) =Y QM (1),
ce qui signifie

’ ’ "
S1 DRI Sk Sl DRI Sk P Sl ... Sk
> AN Byt = > bty e b

ny>-->nEp>1 ny>--->nj>1 s nf{>-->nj/>1
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La loi * donne ainsi une fagon explicite d’écrire le produit de deux séries quasi-symétriques

comme une somme de séries quasi-symétriques. De la définition de x on déduit que dans la

formule (5.4), s” décrit I'ensemble des (s, ..., s},) que 'on obtient & partir de s = (s1,..., k)
et s’ = (s,...,s},) en insérant, de toutes les manieres possibles, des 0 dans la suite (s1,. .., sk)
ainsi que dans la suite (s/,...,s},) (y compris au début et & la fin), de telle sorte que les deux

nouvelles suites ainsi obtenues aient la méme longueur k", avec bien entendu max{k,k'} <

k" <k + k', et en additionnant les deux suites terme & terme. Par exemple,

S s1 S2 0 s3 54 e 0
s 0 sh sy, 0 sh S Sh
" ! ! ! /
S §1 S2+87 Sy S3 S4+S3 o Sp-

Soit QSym" le sous-espace de QSym engendré par les QM,(t) pour lesquels s; > 2. La
restriction de ¢ & $° donne un isomorphisme de Q-algebres de 9% sur QSym®. En spécialisant
les éléments de QSym” par t, — 1 /m pour n > 1, on obtient une application qui envoie QM

sur ((s). D’ou le diagramme commutatif

9

U

9t —=— QSym

U N U

550 E— stmo Ys = QMg@)
) ! /
¢ l < ((s)

R

En combinant les deux types de relations quadratiques on obtient des relations linéaires
entre les MZV:

(5.5) C(wmw —wxw") =0 pour w et w’ dans zoX*z;.

Ces formules standard (5.5) ne suffisent pas pour décrire toutes les relations linéaires entre
MZV. Par exemple, la relation ((2,1) = ¢(3) n’en résulte pas. Cependant, de

Y1 Ye = T1MTT] = T1LoT1 + 23:090% = Y192 + 2y211

et
Y1 * Y2 = Y1y2 + Y291 + Y3,

on déduit

Y1Mys — Y1 * Y2 = Y2Y1 — Ys3.

Comme on I'a vu, on a ¢(2,1) = ¢(3); donc yimys — 41 * y2 appartient au noyau de ¢. Mais
cela ne résulte pas de (5.5) car y1 & o X 1. Les relations de Hoffman completent (5.5):

(5.6) ((x1mw — 1 *w) = 0 pour tout w dans xoX *x1.

Il a été suggéré en 2000 par Minh, Jacob, Oussous et Petitot [MJOP] que les relations stan-
dard (5.5) et les relations de Hoffman (5.6) suffisent & décrire toutes les relations linéaires entre
les MZV. Ensuite Thara et Kaneko [I-K] ont établi des relations apparemment plus générales,

les relations de mélange régularisées doubles, et conjecturé qu’elles engendrent le noyau de {“ ,
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considéré comme application Q-linéaire $° — C. La conjecture de Minh, Jacob, Oussous et Pe-
titot est donc plus optimiste que celle de Thara et Kaneko. Plusieurs spécialistes présagent que
les relations de mélange régularisées doubles ne sont pas conséquences des relations standard
et des relations de Hoffman - ce qui voudrait dire que la conjecture de Minh, Jacob, Oussous
et Petitot n’est pas vraie, mais cette question n’est pas encore tranchée.

La conjecture 5.2 concernant la structure de ’algebre 3 des valeurs zéta numériques demande
de préciser quel est le noyau de f . C’est un des problemes majeurs de ’analyse diophantienne.
Une premiere étape consiste a étudier 'algebre formelle des multizéta: c’est 'objet de travaux
actuellement développés par J. Ecalle.
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