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MINORATIONS DE COMBINAISONS LINEAIRES
DE LOGARITHMES DE NOMBRES ALGEBRIQUES

A la mémoire du Professeur Theodor Schneider

MICHEL WALDSCHMIDT

RESUME  Onsait que la méthode classique de Schneider (en une variable) permetde
munorer des combinaisons linéaires de deux logarithmes de nombres algébnques avec
des coefficients algébriques Nous généralisons cette méthode en plusieurs vanables
pour minorer des combinaisons linéaires de plusieurs logarthmes

ABSTRACT It’s well known that Schneider’s classical method (involving functions
of a single complex variable) yields lower bounds for linear combinations of two log-
anthms of algebraic numbers with algebraic coefficients We extend this method to
functions of several variables and deduce an estimate for linear combinations of sev-
eral logarithms

1. Introduction. La méthode de Gel’fond-Baker (voir par exemple [B]) permet de
minorer des nombres de la forme

n
A= Bloga,
=1
quand o, et 3,, (1 <i < n), sont des nombres algébriques, avec, disons, 3, = —1. Cette

méthode fait intervenir des systemes d’équations de la forme

Li—1 L,—1 n—

1 n
(1.1 S S o [T+ B [ =0,
A=0  \=0 =1

1=1

0<n<T, 1<i<n—-1), 0<h<H.

On interpréte le membre de gauche de (1.1) en disant que, quand | A| est petit, 1l est proche

de la dérivée d’ordre (14, ...,7,—1) de la fonction
Ll -1 Ln"‘l n—1

(1- 2) Z “ee E p)\l‘ A H e(Au"’)‘nﬁx)Zt
N=0  X\=0 =1

aupoint (hlogay, ..., hlog o, _1). La méthode transcendante commence par la construc-
tion de nombres (rationnels, ou algébriques) py = p,,, .,, non tous nuls, tels que, pour

des valeurs convenables des parametres L;,...,L,, T et H, les valeurs de toutes ces
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LOGARITHMES DE NOMBRES ALGEBRIQUES 177

dérivées en tous les points considérés soient petites. Les inégalités de Liouville entrainent
alors que le systéme d’équations (1.1) est satisfait.

Un lemme de zéros avec multiplicités (voir [P], ainsi que [PW2]) montre que le
systtme (1.1) n’a de solution non triviale py que dans des cas essentiellement
“dégénérés”. Par exemple si

T"'H<L Ly,

alors la situation est dégénérée, puisque le systeme (1.1) posséde plus d’inconnues que
d’équations.

Dans le cas n = 2, il s’agit de minorer une forme linéaire homogene en deux loga-
rithmes et la méthode esquissée ci-dessus est celle de Gel’fond [G] ; on peut I’étendre a
plusieurs variables pour traiter le cas général n > 2.

Cette présentation évite toute extrapolation si on construit la fonction auxiliaire en
utilisant le Théoréeme 3.1 de [W2]. Quand on effectue les calculs, on obtient une mino-
ration de |A| de la forme

|A] > exp{—C(m)D" (log BY" " logA; - - -logA,},

olt Aj,...,A,, B sont des nombres > ¢, avec B > DlogA,, (1 < i < n), logA, est un
majorant de la hauteur logarithmique absolue de o, et aussi de | log «,|, (1 < i < n),logB
est un majorant de la hauteur logarithmique absolue de chacun des nombres 3, ..., 3,, et
D est le degré du corps de nombres Q(«y, ..., o, 01, - . -, B,). La definition de la hauteur
logarithmique absolue h(«) d’un nombre algébrique o est rappelée au paragraphe 2 avant
le Lemme 3.5. Enfin C(n) est un nombre positif qui ne dépend que du nombre n de
logarithmes et peut étre enticrement explicité.

Le fait nouveau essentiel dans la méthode de Baker (par opposition a celle de
Gel’fond) consiste & exploiter le fait que les points de C"~! en lesquels on a dérivé la
fonction ci-dessus sont tous situés sur une méme droite complexe. On peut donc utiliser
une formule d’extrapolation valable pour les fonctions d’une seule variable complexe et
la démonstration comporte une récurrence permettant d’augmenter progressivement le
nombre de zéros de la fonction auxilliaire. On obtient ainsi :

|A| > exp{—C(n)D"**(log B)* log A - - -log A, }.

Les meilleures estimations actuellement connues (¢f. [B], [W1], [BGMMS],
[LMPW], [PW2], [Wii]) sont de la forme :

|A| > exp{—C(n)D"™*logBlogA, - - -logA,}.
Pour obtenir cette amélioration, on remplace (1.2) par une fonction de n variables :

Lﬂ*

1 L,—1 A\ n—1 OvtrnBy)
i+ 4
SR WA | At
A=0 =0 =1
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La dérivée d’ordre (7o, ...,T,—1) de cette fonction au point (h, hlogay, ..., hlog a,—1)
est proche du nombre algébrique

Ly—1 L,—1 )\01 . n—1 n \h
(1.3) D2 P T TG+ MB)™ T o
2=0  A=0 (Ao — 70)! =1 =1

Sion effectue les estimations brutalement, on trouve log Blog log Blaou on attend log B ;
pour obtenir le dernier raffinement on utilise les polyndmes de Fel’dman.

Nous voulons ici obtenir des minorations de |A| par une généralisation de la méthode
de Schneider [S]. Le principe est exposé dans [W3] et dans le paragraphe 1 de [W4] : on
transpose le systeéme d’équations. Commencgons, pour simplifier, par transposer (1.1) :
nous sommes amenés a considérer le systeme d’équations suivant :

-1 -1

(14) DS iqﬂ th(A +/\nﬂ,)T‘Ha”—O

71=0 Tp 1=0 h=0
0< A\ <L, (I<Zi<n).

Pour n = 2 on reconnait la méthode de Schneider, qui nous a déja permis, dans
[MW1,2,3], de donner des résultats numériques beaucoup plus précis que ceux que 1’on
déduit de la méthode de Gel’fond-Baker, mais seulement pour des formes linéaires ho-
mogenes en deux logarithmes et avec une dépendance en la hauteur des 3, en (log B).

Le lemme de zéros (sans multiplicités, mais en version multihomogene) de
Philippon [P] permet d’affirmer que (1.4) n’a pas de solution non triviale en dehors de
cas “dégénérés”, tels que

T"'H>L,--L,.

11 faut noter que le lemme de zéros correspondant a la situation (1.4) est plus simple que
celui de (1.1), puisqu’il n’y a pas de dérivations dans (1.4). Les principaux arguments
pour le démontrer se trouvent déja dans le travail inaugural de Masser [Ma] (voir en
particulier p. 94).

11 faut encore construire des entiers g, . | » = g, noOn tous nuls, satisfaisant (1.4),
sous I’hypothese que 3i,...,Bn—1, @1, ..., @, sont algébriques et que |A] est petit. On
introduit la fonction de n — 1 variables

021 ¢4 T A 1)—2 Z quhH

=0 Tpo1=0 h=

et on interprete le membre de gauche de (1.4) en écrivant qu’il est proche du nombre

G+ AB1, s Anmt + Anfn-1).

Les minorations de |A| que I’on obtient en développant ces arguments par la méthode de
[W2] sont les mémes que celles que donne la méthode de Gel’fond en plusieurs variables
et donc moins bonnes que celles de la méthode de Baker.

Pour transposer [’astuce de Baker dans I’étude, par la méthode de Schneider, des
formes linéaires en plusieurs logarithmes, on reprend le principe de construction de la



LOGARITHMES DE NOMBRES ALGEBRIQUES 179

fonction auxiliaire de [W2], mais on considere plus soigneusement le rang du systéme
d’inégalités que I’on résout par le lemme de Siegel, comme cela est expliqué dans [W3].

On obtient alors la minoration avec (log B)2. Pour n = 2 on retrouve la situation de
[MW1,2,3]. Le raffinement qui reste a introduire pour obtenir log B consiste a transposer

(1.3). Lidentité .
(%)T(z*O)z:h = (d%) (@m0

nous amene a travailler avec une fonction de n variables

T—1 T—1 H-1 B n—1 h

0 Lhz T

020y vt = 9 o 9 grazge™ [ e,
T0=0 T, 1=0 h=0 =1

et a considérer les nombres

]

A
(55) 2N+ XBr s Mt M),

Pour produire notre fonction auxiliaire nous utilisons les constructions générales
de [W3].

Le théoreme principal (Théoréme 2.18) est énoncé dans le paragraphe 2. En voici un
corollaire.

COROLLAIRE 1.5. On désigne par «y, ..., des nombres algébriques non nuls ;

pouri = 1,...,n, on choisit une détermination log o, du logarithme complexe de «, et
on suppose que les nombres log a, . . ., log a, sont linéairement indépendants sur Q. On
pose

D = [Q(ay,...,a,) : Q] et g = [R(logay, ..., logay) : R].

Soient Ay, ... ,A,, A, E et f des nombres réels positifs vérifiant

logA, > h(a), (1<i<n), A=max{Ay,...,A,}

et
, D (& |loga,|\™'
<E< AD,...,AD,”—( ) }
e < _mm{ n ; log A,
Soient by, ..., b, des nombres entiers rationnels avec b, # 0. On pose
M = max {_|b,,| + ——|bj| },
I<<n|logA, logA,
_ g D _ .
Zy = max{7 +3logn, ) logE, 10g(logE>}’ Gy = max{4nZ, ; logM}
et
Uy = max{D? log A, D" GyZylogA; - - -logA,(log E) ™" '}.

Le nombre

A=bloga; +---+b,loga,.
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est alors minoré par

IA] > exp{—lSOOg'"_zzz"n3”+5<1 + }g-)"uo}.

Dans [LMPW] et [BGMMS] la dépendance en les b, faisait intervenir un terme cor-
respondant a notre parametre M, mais avec I’hypotheése logA; < --- <logA, ; ici nous
n’avons pas besoin d’une telle hypothese. Le Corollaire 1.5 conduit a une amélioration
du Théoreme 2 de [LMPW] : dans la définition de Y, le terme (log(EDV,T_,))2 peut y
étre remplacé par log(EDV;_,).

Dans le présent texte, apres avoir énoncé le théoréme principal (Théoréme 2.18), nous
introduisons quelques lemmes préliminaires (paragraphe 3), nous construisons la fonc-
tion auxiliaire (Proposition 4.1), puis nous énongons le lemme de zéros de Philippon
(paragraphe 5) dans le cas particulier des groupes algébriques linéaires. Nous choisis-
sons ensuite les parametres (paragraphe 6), et nous utilisons la fonction auxiliaire pour
résoudre non trivialement le systeme d’équations (1.4) (paragraphe 7). La conclusion
de la démonstration du théoréme principal est donnée au paragraphe 8, tandis que le
Corollaire 1.5 est déduit du Théoréme 2.18 dans le paragraphe 9. Enfin quelques autres
corollaires sont énoncés et démontrés au paragraphe 10.

Dans une version antérieure de ce texte [W5], le parametre M était défini par

max{ 6 }

1#) 10g A 5

qui donne un résultat moins précis ; la démonstration de [W5] demanderait aussi de rem-
placer le terme g /f dans la conclusion par ng/f. L’amélioration a été obtenue en adap-
tant une idée de Dong Ping Ping [DPP] (voir la démonstration ci-dessous de la Proposi-
tion 4.1).

Il est intéressant de comparer le résultat obtenu ici avec celui de [W4], qui reposait sur
une autre méthode. La différence principale vient de la définition des deux parametres
Zy et M, qui fournissent ici un énoncé plus précis.

Les autres différences avec [W4] sont mineures ; plusieurs des arguments introduits
ici peuvent étre adaptés a [W4]. Ainsi on peut améliorer la majoration C(n) < 22"+21p%"
de [W4] pour obtenir une estimation du méme ordre de grandeur que dans le Corol-
laire 1.5. Pour cela il faut raffiner la construction de la fonction auxiliaire (Corollaire 3.2
de [W4]), d’abord en introduisant le parametre g, puis en reprenant I’argument de Dong
Ping Ping que nous venons de mentionner. Ensuite il faut remplacer 1’inégalité de Li-
ouville (Lemme 2.3 de [W4]) par la minoration plus précise donnée au Lemme 3.5 ci-
dessous.

Dans les applications, par exemple pour résoudre explicitement certaines équations
diophantiennes, il est important de disposer de minorations explicites précises ne con-
duisant pas a des calculs de longueur prohibitive. Jusqu’a présent les estimations les plus
efficaces dans ce contexte étaient celles de [MW1,2,3] pour les combinaisons linéaires
de 2 logarithmes, celles de [BGMMS] pour n logarithmes avec n > 3.
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Les valeurs numériques que nous obtenons ici sont particulicrement intéressantes
pour les petites valeurs du paramétre n. Notons a ce propos qu’une variante de notre
démonstration permet d’améliorer sensiblement la constante, a condition de remplacer
le facteur GyZ de la définition de Uy par G3. Pour cela on exploite le systeme d’équations
(1.4) (c’est la méthode de Schneider a I’état pur : il n’y a pas de dérivation).

Pour obtenir un énoncé améliorant tous ceux que donne la méthode de Baker il faudrait
remplacer dans la minoration de | A| le terme #*" par n", et méme par n" quand les «, sat-
isfontune hypothese forte d’indépendance, précisément quand le corps Q(\/ay, ..., \/a,)
est de degré 2" sur le corps Q(a, . .., r,). En ’absence de formule d’interpolation, la so-
lution de ce probléme pourrait venir d’un raffinement du lemme de zéros. Il est d’ailleurs
remarquable que le résultat final soit sensible a la qualité du lemme de zéros, ce qui n’est
pas le cas pour la méthode de Baker.

Notons pour terminer que les constructions de fonctions auxiliaires dans [W3] permet-
tent aussi d’éviter I’extrapolation dans la méthode de Baker sans perdre sur la dépendance
en les coefficients b, dans !’estimation finale, mais en perdant seulement sur la
dépendance en n (on trouve 7" au lieu de n").

2. Le théoréme principal. Dans tout ce texte excepté la derniere section (§ 10), on
désigne par «y, ..., o, des nombres complexes algébriques non nuls ; pour 1 <i <n
on choisit une détermination log o, du logarithme complexe de o, et on suppose que les

nombres log oy, ..., log o, sont linéairement indépendants sur Q. On désigne par D le
degré du corps de nombres K engendré sur Q par «y, ..., @, et on pose
_ |1 silogay,...,loga, sont tous réels,
§712 si Rdogay,...,loga,) = C.

On se donne d’autre part des nombres entiers by, ..., b,, avec b, # 0 et on désigne
par A le nombre complexe

A=Y bloga,
=1

On introduit des nombres réels positifs A, ..., A,, M, f et E vérifiant

. %, h(e)
2.1 A>1, (1<i<n), — <np,
2.1 > 1<i<n) ,z::,logA,’n
ba] . 1b)]
. M > e
2-2) - lnsljagn{ logA, * logA, }
et
" |logey| _ nD
2.3 E > e, < —.
@3 Z¢ 2 logh, < B

On choisit des paramétres v,w, 7, p, tous réels > 0, cp,cp,ce, ¢ réels > 1 et
c1,¢2, ..., s réels > 2, vérifiant une collection d’inégalités que nous allons expliciter. On
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prend aussi des nombres réels G, Z et U, auxquels on impose les conditions suivantes :

D c

> / _— > 26
2.4) Z_log(cOmax{IOgE,l}+4e), z> B(1+logE),

MlogE

@.5) G>ocs, GZlog(co o8 +e), Gz%(lnogzz),
D*GZ
(2.6) UZmax{C5DZ,D10gE,D2logmax{Al,...,A,,},—————}.
logE

Dans les paragraphes 6 et 7, nous ferons les hypotheses (2.7) a (2.12) suivantes :

2en? l
Vi > — e >4
2.7 U Sy po— maX{Cz,MZE}, ¢o = 4ecscs,
(2.8) n(1+ pfw < esea (1~ =),
pgw
D 2¢,U
> > _ nrm.
2.9) n>n+l, 7> Ulogmax{C3c4U : DlogA,,}’
2nD Dlog9
2.10 > —1 + DwU) + ,
(2.10) n > == log((u+ HwU) + —
107c¢a\ 1 1 1
2.11 > uw + — )+ -+ —=]+3
( ) v > uw (c1+C4+10365>g ncz(g+ﬂ:") n
et
1076‘4 1 Cy C4 n
2.12 = +c4+ + -+ —+—+- 3n.
( ) w (c1 c4 103cs ncz)g+cg+c6+ ¢+ 37
Dans le paragraphe 8, il faudra en outre supposer
DlogA, 4c; .
. > <i<
(2.13) logE = (cs—2)(c3 — 1) (I=sisn),
DZ Cy
.14 > )
214 logE = (c3— 1)(cs — 1)
2
(2'15) > (n+ 1)°cscs ’
n(cics — 1)
D’G "
> 7n+2 —n—1
(2.16) U_max{logElogmax{Al,...,A,,},D GZ(l]Jl logA,)(logE) }
et
1 QC+a)c3)" s a\” 1
n - I Sl ietad) > = n_n+
2.17) c2c1<1 Cle)(l . ) > (n+1) (2) et
avec

a= 3 sin=2,
" |2n sin>3.

Voici I’énoncé du théoréme principal de cet article.
THEOREME 2.18.  Sous les hypothéses (2.1) a (2.17) ci-dessus, ona |A| > e™*U.

Un mode d’emploi de ce théoréme est donné au début du paragraphe 9 quand nous en
déduirons le Corollaire 1.5.
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3. Lemmes préliminaires. Nous utiliserons les notations et résultats du
paragraphe 2 de [W4], a I’exception de la notation Z"(L), qui ici désignera I’ensemble
des (A1,...,\y) € Z" vérifiant |A,| < L, (1 <i < n)quand L = (Ly,...,L,) € R,
L, > 0. Si ® est un sous-groupe de 7", on note encore ®(L) = ® M Z"(L). Avec ce petit
changement la démonstration du Corollaire 2.8 de [W4] donne I’énoncé suivant :

LEMME 3.1. Soient K un corps de caractéristique nulle, ay, ..., o, des éléments
non nuls de K engendrant un sous-groupe multiplicatif de K* de rang > n — 1, ® un
sous-groupe de 1", et Ly, . .., L, des nombres réels positifs. Alors

Card{@)" -~ o) ; A € ®(L)} > Card D(L)/ max {4L, +1}.

Nous rappelons aussi le Lemme 2.7 de [W4] que nous utiliserons plusieurs fois.

LEMME 3.2. Soient Y: G — G, un homomorphisme de Z-modules et C un sous-
ensemble fini de Gy ; on note C 'ensemble des A — X, (A € C, )N € C). Alors

Card ¥(C) - Card(C Nker ) > Card C.

Nous aurons besoin de deux lemmes supplémentaires, faisant intervenir les polyndomes
de Fel’dman :
Az;s)=(@+1)---(z+s5)/s!

pour z € C et s entier positif, avec A(z ; 0) = 1.

LEMME 3.3. Soient R et S deux nombres réels positifs et zi, ...,z des nombres
complexes. On suppose
R > max |z,].
1<i<m

Alors pour tout o € N™ avec ||o|| < Sona

. < lloll
[1a@s o0l < (5 +1) e
et aussi

m mR [l
. < S
zlzll Az ; )| < ( S + 1) e.

DEMONSTRATION.  On reprend la démonstration de [Y] Lemma 2.4 p. 128. Comme
A(z ; 0) = 1, on peut supposer o, > O pour 1 <i<m.Ona

R\
IAG 5 o) < (; + 1) ¢, pour 1 <i <m.
1
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On majore 3} | 0, log( +1) par ||o]| log(2& for + 1. Donc

mR llll
H |AGz, 5 0)] < (W + 1) ool

En posant ¢ = ||o||/mRetT = S/mR,ona0 < ¢t < T. La premiére inégalité résulte

maintenant de la majoration
1 T
(1+2) <13’
t T

(1+%)te’ < (1+%)'eT

(le membre de droite est une fonction croissante de 7). L
Dans le lemme suivant, on utilise la notation, pour z € C et T, 7, s entiers > 0 :

et la seconde de

Az T,7s) = (dz)sA(z;TY.

LEMME 3.4. Soient T\, T», T, S, H des entiers positifs, avec T = T\T, et py, des
nombres complexes. Considérons le polynome exponentiel en une variable

¥(z) = }: }: panz'e™.

5=0h=

Alors, pour0 <11 <Tyet0<1, <Thona

s H
ZA(Tl ,Tl,Tz,T)( ) YO0) =3 > pas!Ath+11 5 T, 72, 5).

s=0 h=0

De plus, si

S H

> Y pas!Ah+11 5T, 72,5) =0

5=0 h=0
pour0 <1 <Tet0<1 <Tyona

d T
(5) ¥o=

pour0 <1< T, c’est-a-dire que Y a un zéro d’ordre au moins T + 1 a l’origine.

DEMONSTRATION.  On utilise 1a relation

(£) @)= (5) @)

(voir a ce sujet [W3] Lemmes 3.1 et 7.6). On a

T
Az+T1 3 T)? =3 Amy 3 Ty, 12,77,

=0
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donc

Ath+T1 Ty,m,s) = %(%)S(A(Z +7 Tl)Tz)z:h

1 L dy" s _hz
= E;)A(Tl ’TI’TZ’T)(d_z) (£'€")~0.

La deuxieme partie de 1’énoncé résulte du fait que les polynémes 1 et A(z + 77 ; T1)™,
O <7 <T,1 <71 <7, forment, d’aprés le Lemme 2.2 de [W4], une base de
I’espace des polyndmes de degré < T. [

REMARQUE. Dong Ping Ping a corrigé une erreur que j’avais faite dans une version
antérieure de ce Lemme 3.4. Quand on omet la valeur (0, 0) pour (71, 72) en remplagant
la condition0 < 7 < Tp par 1 < 7, < Ty, on ne peut pas conclure que ¥ a un zéro
d’ordre au moins T a I’origine.

Enfin I’inégalité de Liouville qui suit est un petit raffinement du Lemme 2.3 de [W4].
L’idée d’utiliser ce raffinement ici a été suggérée par Sinnou David.

Soit o un nombre algébrique et soit K un corps de nombres contenant ¢ ; pour chaque
place v de K, on note K, le complété de K en v et d, le degré local d, = [K, : Q,]. Pour
chaque place vy de Q on a ZV!VO d, = [K : Q] ; on normalise les valeurs absolues de telle
fagon que la formule du produit s’écrive :

> d,loglal, =0sia#0.
La hauteur logarithmique absolue de « est alors définie par

1
o) = ———— > d,logmax{l,|a|,}.
(00 = gy & b logmax{L .}

LEMME3.5. SoitP € Z[Xi,...,X,l un polynéme en g variables, de degré au plus N,
en X, (1 <j<q), etdelongueur L(P). Soient o), (1 < j < q) des nombres algébriques,
K un corps de nombres contenant «y, ..., 0,, D le degré de K sur Q, vy une place de K,
et d,, le degré local de K en vy ; on pose D' = D/d,, et

D' — D' — 1 sivg est archimédienne,
D si vo est ultramétrique.
Si le nombre P(ay, ..., ag) n’est pas nul, alors
q
log|P(a,..., o)y, > —D"log L(P) — D"y N,h(«,).
J=1

DEMONSTRATION. Comme P(cx) n’est pas nul, on a, par la formule du produit,

d,, log|P(a)|y, = — 3 dylog|P(a)|,.

v#£v
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Pour v # vy, on majore log | P()|, par

log L(P) si v est archimédienne,

q
log|Pel, < 3 Ny logmax {1, o]y} + 0 si v est ultramétrique.

J=1

On majore ensuite

q q
> dy Y N,logmax{l,|a|,} par DY Nh(a,).
v#vy  J=1 J=1

Enfin si vy est archimédienne on a
> dy=D—d,,

v|oo

v#vgy
tandis que si vp est ultramétrique on a

Zdsz. »

v|oo

4. La fonction auxiliaire. Dans toute cette section, nous utilisons les notations
suivantes : K désigne soit le corps R, soit le corps C, g est le degré de K sur R (donc
g = 1 0ou2), d est un entier positif, Ao, ..., \y_; sont des formes linéaires sur C¢~' a co-
efficients dans K et £ une forme linéaire sur C¢ a coefficients dans K. Quand rg, ..., rg
sont des nombres réels positifs, on désigne par D(0, r) le polydisque fermé de C¢ de centre
0 et de polyrayon r = (rg,...,r4-1):

DO, ={z€C;|z| <rpour0<i<d—1};

si f est une fonction analytique dans D(0, r) (c’est-a-dire continue sur le polydisque et
analytique a I’intérieur), |f|, désigne sup{|f(z)| ; z € D(0,r}. Ensuite D, H, M, S, T},
T,, T seront des entiers positifs, o, E, P, ry,...,rq_1, ¥, Ro,...,Ry_1, Uy, Vo, U, V, L
des nombres réels positifs avec E > e, et £sop, (1 <6 < D, 0 = (00,...,04-1) € N9,
llo]] < 8,0 < h < H) seront des éléments de K. On suppose aussi

> lzl < <i<d—
L> lsr}lga;glsup{l)\](zl,...,del)l slal <n(1 <i<d—- 1D}

Le but de cette section est de construire la fonction auxiliaire suivante :

PROPOSITION 4.1.  On suppose

T
Up+Vo>2, T=TT,, L>——,
o= Y= W= DEH

P +10g(2E) < o(Uyp + Vo),
P +2d1og((1+ 0)(Uo + Vo)) +1log9 < p(Us + Vo),
D

H
Uo>log(d> 35 3 |€m | + EHY

6=1 |ofl<s h=0

+51og{e2((d_ 1)(2;1—3)LE+ 1) } +Tlog{e2(§§ +2)}’
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et
gd(1+ 0)*(Up + Vo)* < (S+d — 1)D(H + 1)PlogE.

Alors il existe des entiers rationnels non tous nuls psp, (1 <6 <D, 0 € N, |lo|| < S,
0 < h < H), majorés par

max <e,

Sk Pson| <

tels que, pour tout (uy, . . .,us_) € C4! vérifiant
lw| <r, (1<i<d—1)et| M| <7,

ettoutty, 72, avec 0 <1 < T1, 0 <1 <T), onait

< e "o,

‘Z > ZpéahﬁéahA(h +7 ,Tl,rz,ao)(H A(,\ W) ; m))ehz\o(u)

=1 |jo][<S h=0

L’ outil essentiel pour la démonstration de cette Proposition 4.1 est I’énoncé suivant,
que nous allons déduire du Corollaire 2.7 de [W3].

PROPOSITION 4.2.  On suppose

U+V2>2, P+10gRE)<p(U+V), R =Er, (0<i<d),
P +1og9 +2dlog((1+)(U+V)) < p(U+V),

et
gd(1+9*(U+V)? <(S+d— 1)MPlogE.

Soient Y, (0 € N4 ||o|| < S, 1 < u < M) des fonctions analytiques d’une variable
complexe ayant des développements de Taylor a l’origine a coefficients dans K, telles
que les fonctions f,, = Y, o L soient analytiques dans le polydisque D(0,R) de C? et

vériﬁent
u d— 1)LE S—ao
i Rgo(("‘s_)— ¥ 1) & lfoulr < e”.
ol|<S 1

Alors il existe des entiers rationnels p,,, (0 € N4, ||o|| < S; 1 < u < M), non tous nuls,
majorés par

max |p,,| < e,

o,

tels que la fonction
Fo = ¥ Z Poudy’ ( H BN 5 9) )fou2)
lofl<S u=1

vérifie
|Fl,<e".



188 MICHEL WALDSCHMIDT

DEMONSTRATION. Quand g = 2, on applique le Corollaire 2.7 de [W3] aux fonc-
tions

d—1
Pon(2) = zg(’(ljl 8(M@ 5 0) Yfou(@),

enprenantf =t =0,n=d,m=1,T=1L=("")WMJ=1A=P o =o,
V = ¢4, W = 0. On majore ¥, ,, | ou|r par eV en utilisant le Lemme 3.3 et une des
conditions sur U. Enfin

S+d—1\ /(S+d—2
< y )/( o >=(S+d—1)/d.

Quand g = 1, onremarque que dans le Lemme 6.1 de [PW1] (¢f. Lemme 2.1 de [W3]),
si les u,; sont réels, on peut remplacer I’exposant 2p de I’hypothese par p. Il en résulte que,
dans I’hypothese (2.8) du Corollaire (2.7) de [W3], on peut omettre le facteur 2 a gauche
quand on suppose que les fonctions analytiques considérées ont un développement de
Taylor a I’origine a coefficients réels. [

COROLLAIRE 4.3.  On suppose

U+V>2 P+logRE) < oU+V), ry<(d— 1L,
P +2dlog((1+ o)(U+ V)) +log9 < o(U + V),

M+1) +log{i > i[ﬁéoh”’

U> EH|L|, + Slog{eZ(
S 6=1 |of[<sh=0

et
gd(1+0)*(U+V)? < (S+d— 1)D(H + 1)PlogE.

Alors il existe des entiers rationnels non tous nuls pson, (1 <8 <D, 0 € N4, ||o]| < S,
0 < h < H), majorés par

max )péah’ S eP’

é,0,h

tels que, pour tout (29, ...,24-1) € o vérifiant |z,| <r,(0<i<d-—1), onait

<e V.

D H Zgo d—1 L)
X 5 3 prorbson (IT A 5 0) )6
gp: V=

8=11jo][<sh=0

DEMONSTRATION.  On utilise la Proposition 4.2 avec u remplacé par (8, h) et M par
D(H + 1), pour les fonctions de d variables f5,,(z) = s, © L(z) avec

1
Vson(w) = ;—‘émew’i, (1<6<D, 0N |lo|| <S,0<h<H).
0-

On majore | L|g par E|L|, et R)° /o¢! par (1 +(d— I)LE/S)UOeS (car 7 /ay! < €%). Ceci
termine la démonstration du Corollaire 4.3. =
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.1.  Nous notons (abusivement) [A0|£ pour
sup{|Xo(@)| ; |z| <r, 1 <i<d—1}
et nous distinguons deux cas.

PREMIER CAS. Supposons | Ao|, < 7.
On va démontrer un résultat légerement plus fin (ce sera utile pour le second cas) :
dans la minoration de Uy, on remplacera le terme

51og{e2((d_ D@d - LE | 1) } parSlog{ez(————(d” DLE 1) }

S §

On applique le Corollaire 4.3 avec

EH
U= Uo—-TlOg(€<T+2)), V= V()+U()-—U
1

et £(z0,...,24-1) = 20 + Mo(21,.+-124-1), Ho = T/EH. Pour utiliser le Lemme 3.4,
écrivons

¥izo) = Z 2 Z stahﬁaah—e“’"( H AN o )) o

=1jof<Sh=0

la quantité que I’on veut estimer n’est autre que
z A s T 5-) O,
Les inégalités de Cauchy donnent
d T 7!
el < -
’(dzo) \P(O)' - ¥l

et le Corollaire 4.3 fournit la majoration |¥|,, < e~". On majore 7!/}, par (EH)" et on
remarque que les coefficients A(ry ; Ty, m,7)sont > 0;ona

T
> Ay Ty, 1, TEH) = A(EH + 711, T))"?,
=0

que I’on majore, grace au Lemme 3.3, par
EH r
(—— + 2) el
T

Enfinon a

T
|L], < 0 +{ ol

Ceci termine la démonstration du premier cas.

DEUXIEME CAS.  Supposons |Xo|, > r'.
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L’argument que nous utilisons pour traiter ce deuxieme cas est inspiré de [DPP].
Ecrivons Ao(u) = viu; + - -+ + v4_jug_;. Quitte & modifier la numérotation, on peut
supposer |vi|r; > |v,|r, pour 1 <i<d —1.0Onadonc

F <0 vl £ d— Diwi|n.

On effectue le changement de variable

. V2 Vd—1 _ .
B =u+—up+-+—ugy, =y, 2L<j<d-1),
V1 Vi
et on définit des formes linéaires XQ, e Xd_l par
e V2 Vd—1 -
/\,(M): (ul——uz—"-——ud l,ug,...,ud,]>.
V1 Vi

En particulier on a Xo(ﬁ) = v,ii;. Choisissons
A=r/wl, A=n @<i<d-1).
On a
|X0|f = ‘vlifi =r.

Posons

L=, mey M@l
Montrons que I’on a L < (2d — 3)L. Pour ii € €4~ vérifiant || < 7, (1 <i<d—1),
on peut écrire (i) = A, (u) ol u € C4 ! vérifie |u| <r, (2 <i<d-—1),

lu)] < 7 +(d—2) max {lvl }etf1<—/—<(d—1)rl,
2<i<d—1| vy [vi

donc |uy| < (2d — 3)ry, ce qui démontre la majoration annoncée pour L.Le premier cas
avec 7 = ¥ nous permet alors de construire les entiers ps.y, tels que

<e ™

{Z > }:PéahiéahA(h +711 5 11,72, Uo)(H A(X(@) ;0 ))ehin(ﬂ)

b=1 o <5 h=0

pour tout (iiy, ..., ig_;) € C4~! vérifiant |, (1 <i<d-—1)ettoutT, 1, avec
0< 71 <T,0 <71 <T5.0n en déduit le résultat voulu. [ ]
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5. Le lemme de zéros. Nous donnons ici un corollaire du lemme de zéros de [P]
dans le cas particulier d’un groupe algébrique linéaire. Nous en déduisons ensuite le
corollaire qui nous permettra au paragraphe 8 d’exploiter la construction transcendante
du paragraphe 7.

Soient K un corps de caractéristique nulle, dy et d, deux entiers > Oavec d = do+d; >
0. On note Gy = 6%, G; = 64, et G = Gy x G,. Ainsi G(K) = K% x K*9.

Nous noterons K[G] I’anneau K[Xi, ..., Xy, 1 /X441, ..., 1/X4]; ¢’est le sous-anneau
du corps des fractions rationnelles K(Xj,...,X;) obtenu a partir de ’anneau des
polyndmes K[Xj,...,X;] en inversant X, .1, ..., Xy

Pour u = (uy, . ..,us) € K% on définit une dérivation D, sur K[G] par

d 9 d )
D, = U—+ uX, —.
“ ; '0X, ,:dzoﬂ )¢
Quand wy, ..., w, sont des éléments de K¢ et 7 un élément de N, on écritw = (w1, ..., w;)
et

T _ DT o... DT
D, =Dy ---Dj,.

Etant donnés un sous-espace W de K9, un point u € G(K), un élément P de K[G] et un
entier T > 0, si les équations

D},P(u) = 0 pour tout ||7]| < T

sont vérifiées pour un systeme générateur w du K-espace W, alors elles sont vérifiées pour
tout systeme générateur w de W; on dit alors que P a un zéro au point u de multiplicité
> T dans la direction W.

L’espace tangent 7¢(K) de G a ’origine est le K-espace vectoriel des dérivations D
de I’anneau K[G] qui sont invariantes par translation :

(DO)(u+ X) = DQ,(X) pour tout Q € K[G], u € G(K),
ou, pour Q € K[G] et u € G(K) onanoté Q,(X) = Qu+X) :
0.Xi,....Xy) =0 +X4,..., Ud, +Xd0,ud0+|Xdo+|, s ugXy).

L’espace vectoriel Tg(K) est de dimension d sur K, une base étant donnée par les d
dérivations

0 ) P )
i Xy ey Xy
90X, Xy, OX gy 1 19X,

Soit G’ un sous-groupe algébrique connexe de G. Alors G’ s’écrit G x G}, ol G est
un sous-groupe algébrique connexe de G,, (i = 0, 1). On dira brievement que G’ est de
codimension § = 8y +6; pour signifier que §, est la codimension de G, dans G,. Alors G|,
est défini par §y équations linéaires a coefficients dans K,

Syt + o+ 824, = 0, (1 <j < o),
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ce qui fait que G)(K) est un sous-espace vectoriel de K% de codimension 6, tandis que
G| est défini par §; équations monomiales a exposants dans Z :

Sdy+ S .
g g =1, (1<) <.

La condition de connexité se traduit par le fait que le sous-groupe de Z¢ engendré par
les 6 €léments s, = (S4o41y5---,5g), (1 < j < 6y) est saturé. Ceci permet d’identifier
d’abord G/ G’ avec GZO X Gf,}, ensuite 7(K) avec la somme directe T¢/(K) & T /6 (K).
Quand E est un sous-ensemble de G(K) on désigne par (E + G')/G' son image dans le
quotient G(K)/ G'(K).

PROPOSITION 5.1. Soient E,,...,E; des sous-ensembles de G(K) contenant
Uorigine, W un sous-K-espace vectoriel de Tg(K) de dimension t et T, S, H des en-
tiers positifs. On suppose qu’il existe un polynéme non nul de degré total < S en les d
premiéres variables et de degré total < H en les d| dernieres variables qui s’annule avec
une multiplicité > T le long de W en chacun des points de I’ensemble

Ei+ - +E;={x+ - +x45x €E,1<i<d}.

Alors il existe un entier s et un sous-groupe algébrique connexe G' de G de codimension
8 = b9 + 61, pour lequel, si on note T = dimg W/ WN Tg/(K), on ait

(d — &) ([(T— 1/dl+T

b0 1701
(dO_(SO)!(dl—(Sl)! T S{H

d!
) Card (B +G)/G) < do'd)!

avec
1 <s<é<d

REMARQUE. Quand on suppose Card E; > --- > Card Ej;, on peut remplacer la
conclusion par

(d—0)! (T—-D/d]+T ) d!
7Y Y < T/ ) Card ((Es + G)/G') < 7 dle%Hé"
Le fait que I’on prenne différents ensembles E|, ..., E; constitue un petit raffinement par
rapport aux lemmes de z€ros classiques (cf. [P] Théoréme 2.1 ; dans [Wii] on demande
E, = .-+ = E;). Un tel raffinement était suggéré dans [W4], mais une hypothese y a été
malencontreusement inversée : la condition ap > --- > a; > 0 doit étre remplacée par
0 < ag < :-- < ay;heureusement dans [W4] on utilisait seulement le casag = - - - = ay,
et de méme ici on n’appliquera la Proposition 5.1 que dans le cas E; = --- = E,.
L’argument nécessaire pour obtenir ce raffinement est néanmoins expliqué en annexe
dans un cas particulier.

DEMONSTRATION.  On plonge K dans C (ce que 1’on peut faire sans restriction) et
G dans ’espace affine de dimension d de la maniere habituelle, et on identifie 1’espace
tangent 7(C) avec Cen posant

expg(21,...,24) = (@05 ., 24y, €0, ..., €9).
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On pose A = exp; W. Comme les groupes algébriques considérés ici sont linéaires, les
constantes c; et ¢, de [P] peuvent étre prises égales a 1. S’il existe un polyndme non
nul Q vérifiant les conditions de la Proposition 5.1, avec les bornes indiquées pour les
degrés, alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G’ de G, de dimension disons
d—b,avec 0 < § <d(c’est-a-dire G’ # G), tel que

[(T — 1)/d] + Codimy (A N G')
Codimy (AN G')

)CmmA+dmﬂﬂwu&mgﬂun&m,

ol s est un entier dans Dintervalle 1 < s < §, et ou la fonction H (G’ ; S, H) satisfait,
d’apres le Lemme 5.4 de [P] :

(d—6)! _ _
H(G ; S, H) > o—bo gy =51
¢ 2 (do — 60)! (di — 61)!
et
.

ma&m:mw

EXEMPLE. Nous explicitons ici un exemple d’application de la Proposition 5.1 avec
d=t=1.

Soient dy > 1, n > 1 deux entiers, 0y, ...,0, des éléments de K%, ® un sous-groupe
de 7", et «y, ..., @, des éléments non nuls de K. D’autre part soient S, H, T, L, ..., L,
des entiers positifs. Rappelons que ®(L) est I’ensemble des A = (A,...,\,;) € @ qui
satisfont [A;| < L, (1 <i < n).

On définit une dérivation

X, oY

sur’anneau K[Xy, ..., X,4,—1, Y], de telle sorte que, dans le cas K = C, pour tout polyndme
Q dans cet anneau, la fonction de dj + 1 variables complexes

F(z0,...,24,) = Q20,215 - -+ »2dy~1,€%Zdy)

vérifie 5
=—F(2) = (Do0)(20,215 - - - s Zdy—1,€"24,)-
020
On veut savoir s’il existe un polyndme non nul Q € K[Xo, ..., X4, Y], de degré total

< SenXo,...,X,- etde degré < H en Y, satisfaisant

DyO(A10; + -+ - + Apb,, a;‘l R a;\ln) =0

5.2
(5-2) pourtoutT € N avec 0 <7< Tettout(Ar,...,A\,) € D).

Si W est un sous-espace vectoriel de K%, de dimension v, on note d’une part

K%
pw:KdOXK*-—*WXK*
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la surjection canonique et
= {0+ + M} ) Ay A) E DD} C KP X K7,
d’autre part
s K% — K% | W
la surjection canonique et
E={O01+ -+ o) ; O1,....\) € DL} C K.

On choisit des nombres réels ay, . . ., aq, vérifiant0 <ag < --- < gy etap+ - +aq < 1;
pour 0 < v < d, on pose

T, = {0+ + Mo} o) 5 (M-, A) € D@, D)} C K® x K

et
E o= {ubi+- -+ M) 5 (A1, M) € D@} C K.

Noter que ’on a
Z()C"'CZdOCtZ()+---+ZdOCE.

COROLLAIRE5.3.  S’il existe un polynome nonnul Q € K[Xy, ...,Xq,—1, Y], de degré
total < S en Xy, ..., Xy, et de degré < H en Y, vérifiant les conditions (5.2), alors il
existe un sous-espace vectoriel W de K%, de dimension v, tel que l’une au moins des
conditions suivantes soit réalisée

1)
T Card poy(X,) < (do + 1)*S“ " H.

2) Ona0 <v <dy W ne contient pas (1,0,...,0), et

(dO + 1)2 Sdo_,,
-—~———V .

T Card sqy(Eps1) <
+1
3) Le sous-espace ‘W contient (1,0, ...,0), il est différent de K% et on a

do+1 _,
< 2 Q% ”.
Card sqp(‘Eps1) < 1/+IS

DEMONSTRATION.  On applique la Proposition 5.1 avecd; = 1,d = dp+1etE;_, =
2, (0 < v < dp). On prend pour W la droite

=20, U='"=245-1=0

de C%*!. On peut minorer [(T — 1)/(do + 1)] + 1 par T/(dp + 1) car T est entier. La
Proposition 5.1 fournit un sous-groupe algébrique connexe G’ de G de codimension § =
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So+61>0.0naG = Wx {1} ouG = W x G, avec W sous-groupe algébrique de
G% (sous-espace vectoriel de K%) de dimension v = dy — &. De plus

. do—1
7= dimg(W/WN To(K)) = {0 56 5 G x {0} G
1 sinon.
SiG'=W x{l}onar=1,60=6—1,6; = 1,doncd — § = v ; comme

(d — 6)! v .
(do —60)! (d; — 6!~ viO! 7

on trouve

T / / -V
v Card((Z, + G')/G') < (do + )S®™"H,

ce qui donne la premiéere des conditions.
SiG'=MW xG6,,onady=46,6 =0,doncd—6=v+1let
d—9)! _(w+1)!

= — 1;
@o—b0)ld—o! ot U7

de plus W # K%, donc v < dy. Alorssi W ¥ (1,0,...,0) (c’est-a-dire T = 1) on trouve
T
v+ 1)=—— Cardsgy(E,+1) < (do + SO,
d() +1

ce qui est la seconde condition, tandis que si W > (1,0,...,0) on a7 = 0 et on trouve
(v + 1) Card sgp(Eya1) < (do + 1)S,

ce qui est la troisicme condition. (]
Dans ce texte nous utiliserons uniquement la conséquence suivante du Corollaire 5.3.

COROLLAIRE 5.4. Soient s, d et n des entiers avec 0 < s < netd+s = n, S,
T, H, L,...,L, des entiers positifs et by, ...,b, des éléments de K avec b, # 0 et

pged(by,...,b,) = 1, de plus soit vV un sous-espace vectoriel de K" de dimension d con-
tenant le point b = (by, ..., b,). On désigne par sq): K" — K”/ YV la surjection canon-
ique, par (ey, ..., ey) la base canonique de K", et on suppose que sq)(e1), . ..,sq/(e;) est

unebasedeK”/’V. Onnote® =7"N%Y, on pose L] = L,/(d+ 1), (1 <i<n)eton
suppose que b n’appartient pas i I"(2L'). On suppose de plus

S>1+d4max{L,,...,L.}, (dtjl)zs <T<2d+1)SH
et
(5.5) TCard ®(L) > (d + 1)’SH.
Enfin soient «y, . .., o, des éléments non nuls de K engendrant un sous-groupe multipli-

catifde K* de rang > n—1. S’il existe un polynéme non nul Q € KXo, Xs41,...,Xn—1,Y],
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de degré total < S en les d variables Xy, Xs41, . - ., Xn—1 et de degré < H en 'Y, satisfaisant
00(0) = 0 pour 0 < 1 < T et pour tout o dans [’ensemble

2 = {(0, Xesr1bn — Anbsets - - s Anotbn — Anbn-1,0" - - ) ; A € (D)} C KY X K*,

alors il existe un sous-espace vectoriel V' de K", de dimensionravec2 <r <d — 1,
contenant b et contenu dans V, tel que, en notant sq): K" — K" / V' la surjection
canonique, on ait

l d —r
Card sy (®(L)) < —5°".

DEMONSTRATION.  Posons
Eo = {0, Ast1bn = Mibgsts s M1 = Mabp-1) ; A € DL} C K*
et
20 = {(0, Ass1bn — Mibsits - s Ane1Bn — Aabuot, @) -+ - ) 5 X € (L)}
Par hypothese le polyndme Q satisfait les conditions (5.2) avec

Oy = =0,=0,
05+1 = (O’bni"'ioio)

8,_1 = (0,0,...,0,b,)

0, = (0,—bg1,...,—b,_1).
{
On utilise le Corollaire 5.3 avec dy = n—seta, = 1/(d+1),(0 < v < d). Il nous assure

de I’existence d’un sous-espace vectoriel W de K¢ de dimension disons v satisfaisant
I’une au moins des trois propriétés suivantes :

Cas 1.
T Card pgy(Zo) < (d+ 1)°S*"H.

CAas2. Onal0<v<d-1, ‘Wnecontientpas(l,O,...,O), et

d+ 1)25d_y.

T Card <
ardsqy(Z0) < v+1

CAs 3. Le sous-espace ‘W contient (1,0,...,0), sa dimension v vérifie 1 < v <

d—1letona del
+
< d—v
Card sq(Ep) < 1 1S .

Nous allons étudier ces trois possibilités successivement, pour obtenir le résultat désiré.
Montrons pour commencer que le premier cas ne peut pas se produire.
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Comme b appartient 2 ‘V mais pas a Z"(2L'), les éléments de I’ensemble ‘E, et 2 plus
forte raison ceux de Xy, sont deux-a-deux distincts. Si ‘W = 0, alors Card paw(Zo) =
Card ®(L) ; 1a condition (5.5) montre que le premier cas est impossible avec v = 0.

Supposons maintenant v > 1 ; d’apres le Lemme 3.1 on a

Card pgy(Zg) > Card{a)" - - o ; A € (L)}
> Card ®(L))/ max (4L; + 1) ;

or on a supposé S > 4L,’ + 1, ce qui permet de déduire de (5.5) les minorations
TCard®(L) > (d+ 1)*S*"'H max {4L] +1}
<i<n

et
T Card pgy(Zo) > (d + 1)°SH.

Donc le premier cas est exclu.
Nous allons vérifier la conclusion avec

(VI = {Z c {V N HZO S K, (ZO,Zs+1bn —ans-fl" .. ,Zn—lbn - ann—l) € W},

et r = v + 1 dans le deuxiéme cas, r = v dans le troisiéme.
Dans le deuxieme cas, on a v > 1 : cela résulte de (5.5) et du fait que H est > 1.
D’autre part pour r > 2 on a

(d+ 1)2 Sd—r+1 < ‘_iScI‘rT

r ~r ’

car T > (d + 1)2S / d. Enfin, toujours dans le deuxiéme cas, comme Card sqy(Ey) > 1,
onav <d-—2.

Dans le troisiéme cas, on a v > 2 : en effet, si on avait v = 1, cela donnerait W =

K(1,0,...,0), et

d+1
Card s 4(Ep) = Card o = Card ®(L) > (d + 1)’SH/T > Tsd*l
grace a (5.5) et a ’hypothese 2(d + 1)SH > T.
1l reste a vérifier d’une part que V’ est de dimension v + 1 dans le deuxieéme cas et v
dans le troisieme, d’autre part que ’on a

Card s, (®(L))) < Card sqy(Eo).

Soit 7: K4 — K%~ 1a projection sur les d — 1 derniéres composantes. Quand ‘W D
ker 7 = K(1,0,...,0) (troisiéme cas), I'image ‘W’ = m(‘W) a pour dimension v — 1 et
7~ (W' = W, tandis que quand W 7 ker 7 = K(1,0,...,0) (deuxiéme cas), I’'image
W' = m(‘W) a pour dimension v. Soitsqy: K*~' — K*~! / W' la surjection canonique
et soit

Ey = (o) = {sr1bn — Mabssts -« s Mi1by — Aabu—1) 3 X € DL} C K1
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On a évidemment
Card 54y (Eg) < Card sq(Eo).

Notons ensuite 9: 1V — K?~! 1a surjection qui envoie (z1,...,2,) € V sur (zg41by —
Znbsi1s -+ » Zn—1bn — Zubn—1) ; SO noyau est bK, ce que I’on voit grace a I’hypothése que
sqypler),...,sq)(es) est une base de K” / /. La définition que nous avons donnée de V!
s’écritaussi V' = ¥~ 1(W"). Ainsi ¥’ est un sous-espace de ‘// de dimension 1+dim W’
qui contient b. Enfin on a £j = w((D@')), ce qui donne

Card sqy,(Eg)) = Card s, (D(L)).
Le diagramme est le suivant :

G C o A
Lo Lo |
KW — KW S Y

U U U
so(Eo) s () sy (@)

6. Les parametres. On se place sous les hypotheses (2.1) a (2.12) du paragraphe 2,
et on suppose en outre
|A] < eV,

On va définir des entiers positifs H, S, Ly, ..., Ly, T\, T>, T et des nombres réels positifs
L, P, Py, Py, P>, Uy, Uy, Ua, Uz, Us, Vo, V1, ug, vo, g €t o.
On pose

H=[c3DG/10gE], S = [csU/DGI,

Tj = min{ [g] ; [CSZZ] |, m=lau/pZM). T=TT:

et

L = [c2U/DHlogA;] (1 <i<n).

Il est intéressant de comparer avec le choix fait au paragraphe 6 de [W4] : les roles de G
et Z sont permutés.
Posons ensuite g = pw — (11/g), de maniére a remplacer (2.8) par

n(l+ u)zw2 < 3044,
puis

107C4

U
n+103cs)5+nU, P =P+Py—nlU, P,=P+P,.

P=qgU/D, Py= (
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Posons aussi

1 c_4+&+(c +c+%)1+
o e f T \T9T 103, /DT

s ) )

uy =

de telle sorte que (2.12) s’écrive
Uup+vo=w -— =1,
0+ Vo q8+n ¢ D

et choisissons Uy = ugU, Vy = vU, V; = vU. Enfin prenons
ncoU U

Ci C4 U
= —_ —_— = —_ :P + —4+n—
U, (cg +C6>U, Ur=(ei+e)y, Us=Pr+Uy =t

D
Uy = (E - 1)(101 +U)+ g(q + U

et

B T _ HE
L= max{ﬁ,lngfg(n{[abn*'lfnlbtl}}’ 2= wD—g)+D

On note aussi d, = [Q(a) : Q], (1 < j < n), et on choisit une base £y, ...,Ep de K
sur Q, formée d’éléments de la forme o' - - - ", avec 0 < u, < d,etu; +---+u, <D.

LEMME6.1. Ona

(6.2) Up+Vy 22, E>e, T=TT,
63 P +10g(2E) < o(Up + Vo),
©.3) P +2nlog((1 +0)(Uo + Vo)) +log9 < o(Up + Vo),
D 107
. > n " ,
(6.4) Py > log(S H+ DY iggl) +1555Th
(6.5) P> P+ s, 410 (DS™(H + 1))
: 1=t 130T T8 ’
(6.6) Uy 2 (S+T)(1 +logE),
6.7) Uo > Po+ Uy + Uy +EH'S L| log o] + L,EH|A],
1=1
(6.8) gn(1 + )2 (Up + Vp)* < (S+ 1)D(H + 1)PlogE,
2n*L H
> _
6.9) U, > Slog{e( S+ 1)} +Tlog{2e(T1 +2)},
(6.10) Us > log2L,H) + P, + U, + Y _ LH|log a,|,
=1
D n
6.11) Us > (9 - 1)(1)1 + Uy + = SLH + d)h(a),
8 8 1=1
et

6.12) U4+10g25 Vo, Us+ U, +10g2§V1.
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VERIFICATION DE (6.3). Commengons par vérifier

(6.13) ugw = Do(ug + vp) et (1 + p)w = (1 + p)(up + vp).
La définition de g s’écrit

&r _ Do

l+p  1+9

donc les deux formulations de (6.13) sont €quivalentes. Elles se déduisent de
_ L A
up+vy = w(l +pg<§ 5)) et DQ(l +pu— 3> = ug.
Enfin on a log(2E) < nU/D car U > DlogE et n > 2. 1l ne reste plus qu’a utiliser

(2.10) avec la définition de g = pw — (1/g).

VERIFICATION DE (6.4) ET (6.5). On majore d’abord logmax? || par
nD?log max{Ay,...,A,} < nU,ensuite H+ 1 par c;D(G + 1) < ¢3DG?, et on trouve en
utilisant (2.9) :

DS"(H+ 1) < c3ciU" < "V/P.

Enfin ST; est majoré par c4U/csD.

VERIFICATION DE (6.6) ET (6.9). 11 s’agit de vérifier d’une part

2n’L
(6.14) e(—’;——+l) < ¢0 et eE < PG/,
d’autre part
H z pz/c!
(6.15) 2e<7+2) < et eE < P?c,
1

On majore L,by, + L,|b,| par

U ( by |6, )
Cr—| —— + .
DH\logA, logA,
Notre Définition (2.2) de M permet de majorer (|b,|/ logA,) + (b,/ logA,) par M. On
minore ensuite H par (c3 — 1)DG/ logE et S par (c4 — 1)U /DG, ce qui permet de ma-

jorer c;U/DHS par c;10g E/(c3 — 1)(cs — 1)D. On en déduit, grace a la premiére des
conditions (2.7),

Lib, + Ly|b)| < cMlogE < coMlog E
S ~(c3—1(cs— 1D — 2n2eD

D’autre part 7'/ HS est majoré par ¢ log E/(c3 — 1)(c4 — 1)DZ ; de nouveau la premiere
des conditions (2.7) entraine
T < cilogE < coMlogE
HES ~— (¢3 — 1)(c4 — 1)DZE — 2n2eD
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ainsi on trouve
2n’L < CoMlogE

N eD
L’inégalité (6.14) résulte ainsi du choix (2.5) de G.
Passons a (6.15). Si G < U/DZ, alors T} = [G/cs] ; pourx > 1 ona [x] > x/2,
donc Ty > G/2cs etona

H 26‘5H 2C3C5D
=< < .
T\~ G — logE
SiG > U/DZ,alors Ty = [U/csDZ], et la condition U > ¢sDZ nous autorise & minorer
T par U/2csDZ ; alors ’hypothése U > D*GZ/ log E donne

H < 2¢sDZH < 2c3¢sD2GZ
T — U — UlogE

< 2c¢30s.

Dans les deux cas on obtient, en utilisant la seconde des conditions (2.7),

2¢H

——<c'max{
T — 0

D
—,1}.
log E }
Compte tenu de (2.4), ceci démontre (6.15).

VERIFICATION DE (6.7). Pour 1 < i < n, on majore EH | L,|log | par nc,U/f
a cause de (2.3).
Montrons que I’on peut majorer L,EH|A| par U. Il s’agit de voir que ’on a (*)

(6.16) 2 E|A| < DlogA,.

Si «, est une racine de 1’unité, alors
n

™

nDlogA,
D? '

<l|loga,l <
< |log ay| 7E

Sinon, on a
1072 < h(a,) < nlogA,.

D’autre partona U > DlogE et

), v> 22 16> 1+1og(10ncy),

ncy ncy
v>ﬂE+6>1+log<7r >

fE
ce qui permet de vérifier
D2
eV > EY > nczEmax{IOD, —}
fE
L inégalité (6.16) résulte ainsi de I’hypotheése [A| < e*V.
Pour compléter la démonstration de (6.7), on majore (n / D)+n+ 1 par 2.

(*) Une correction, due 3 T Okada, dans la vénfication de (6 16), a été inclue lors de la lecture des épreuves
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VERIFICATION DE (6.8). C’est I’hypothese (2.8), en tenant compte de (6.13) et de
I’inégalité
S+ D(H+1) > c3¢4U/ logE.

VERIFICATION DE (6.10). On utilise les majorations (cf. (2.9) et (2.3))

2C2U
2L,H <
" = DlogA,

n
<exp{nU/D} et 3" LH|loga,| < nc,U/fE.
1=1

On conclut en utilisant la définition de Us.

VERIFICATION DE (6.11). L’inégalité (6.11) résulte des majorations

n n
> DLHh(a) < ncyUet Y dih(e) < nDmax{logA,} <nU/D.
=1 =1

et de la définition de Uj,.
VERIFICATION DE (6.12). On commence par majorer log 2 par U. Pour la premiere

inégalité, on majore (n/g) + 1 par n et on utilise la définition de vy ; pour la seconde, on
majore (/D) + (n/g) +n+ 1 par 35 et on utilise la définition (2.11) de v. u

7. Résolution d’un systeme d’équations. On reprend les hypotheses du
paragraphe 6 ; en particulier les contraintes (2.1) a (2.12) sont satisfaites, et on a

|A] < eV

On se donne un entier s, 0 < s < n—2 et un sous-espace vectoriel 1V de C", de dimension
d =n—savec2 <d < n,quicontient (by,...,b,) et qui est défini par des équations

=Y Wy (1<j<9.
1=s+1
On suppose donc
b= 3 ulb, (1<j<ys).
1=s+1
(Le cas “générique” est celui ot s = 0, d = n.) On définit des nombres 4,, (s+1 < i < n),
par
b
9, =loga, +) uf’) log a,.
J=1
Ainsi, pour (zy, . ..,2,) € V,ona

>z, =zlogay +- - +z,logap.

1=5+1

En particulier

n—1
)] > b, = —byd, + A

1=s+1
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PROPOSITION 7.2. [l existe des entiers rationnels gsop, (1 < 6 < D, 0 =
(00, Tst15- -, 0n_1) € N%, ||g|| < S, 0 < h < H), non tous nuls, majorés par

< M
Ig:f}}’l‘lqéahl_e ,

tels que

p mmn{r,S}
Z IR IEE ZZ%M&S( )hf_”" H AN\ by — A b,,a,)]_[a“'—o

6=1 0p=0 o5 0y—1 h=0 1=s+1 =1
pour 0 <1 < T et pour tout (A1,..., ) €EZ"L)N V.
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 7.2.
PREMIERE ETAPE: CONSTRUCTION DES ¢s,,.  On va appliquer la Proposition4.1 avec
Ao(u) = (Dsrithgsr + -+ + 79n—lun—l)/bn,
)‘l(u) =U, U= )\tbn - /\nbu n = Ltbn +Ln|bl[, (S'I- 1 <i<n-— 1),
Eson = v(T1)7°&s,
¥ =3 Llloga, + L,|A|,
=1
oll, pour k entier positif, v(k) désigne le plus petit commun multiple des entiers 1,2, .. ., k.

En utilisant I’inégalité log v (k) < 107k / 103 du Lemme 2.2 de [W4], on trouve, grice a
6.4),

f 2 E!salv<T1)”0<sd(H+1)>:|§5| 107715/103 < Po

6=1 |jo]j<Sh=0

Les conditions (6.2) a (6.9) permettent de vérifier les hypotheses de la Proposition 4.1.
On en déduit I’existence d’entiers rationnels ps,;, avec

max [Pson| < €,

tels que, si on pose
gson = V(T1)°Psons

on ait

D H n—1
12 S5 @sonbsAh+11 5 T1,m2,00) 1 Aby — Auby ; 0,)e Kb dbh [bn| < o= Vo
6=1 ”U||<Sh:0 1=s+1

pour tout 7y, 72, Af, . .., A, entiers avec
0<T<T, 0<nm<ThretO..., ) EZ"L)NYV.

Notons que I’on a, gréace a (6.5),

D H »
(7.3) > > |g60n] < €71,
=0

8=1 |lol<s i
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et aussi
D H N
(1.4 > 2 2 |qeents| < e
6=1)o]|<S h=0

DEUXIEME ETAPE: MAJORATION D’UN NOMBRE ALGEBRIQUE. Pour chaque (n +
2)-uplet (11,72, Ay,...,A,) d’entiers rationnels avec 0 < 71 < 71,0 <, < Tp et
(AMs---5An) € (L) NV, posons

D H n—1 n Ak
V=2 9 2 qsonlsAh+11 3 T1,72,00) T[] A\b, — Aiby 5 00) [T .
6=1||g]|<Sh=0 1=s+1 =1
Nous allons vérifier la majoration

] <e Vo4 et

D’apres (7.1), on a, pour tout A € 7",

n—1 n
5 b= Mb0, /by = 3 A~ 2,

1=s+1 1=s+1 by

donc pour A € "NV,

nﬁl b= Mb)Oh by . = AahA /by 1"—[ .

1=s+1 =1
On va maintenant utiliser I’inégalité
e —1

R

D’apres (6.10) et (6.12) on a L,H|A| /b, < L,He "' < 1, donc

e —1] <

|z| pour |z] <R.

|e A b 1| < 2L,He ™V,

Il reste a constater que la quantité

D H n—1 n
2LnHZ z Z IqﬁahgéA(h +71 5 T1’7-2’ O'0)| H |A()\lbn - >\nbt 5 U!)[ H latl)\lh
6=1||o||<S h=0 1=s5+1 =1

est majorée par ¥, comme le montrent les conditions (6.10) et (7.4), jointes aux majo-
rations

T
(1.5) |ACh+71 3 Ty, m2,00)| < (% +2) Q)"

(¢f. Lemme 2.2 de [W4]) et

n—1
(1.6) T 1A, — Aib, 5 00)| < (EIS£ + 1)Se5

1=s5+1
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(cf. Lemme 3.3).

TROISIEME ETAPE: MINORATION D’UN NOMBRE ALGEBRIQUE (LIOUVILLE). Fixons
T1, T2, A1y - - - » Ay comme au début de la deuxiéme étape et montrons que, si le nombre
algébrique v, n’est pas nul, alors il est minoré par

II/T)\‘ > e‘U“ .
En effet, v, est la valeur d’un polyndme en 2n variables Xj, ..., X,, Y1, ..., ¥, évalué au
point (ay, ..., 0y, al‘l, e, a;l). Les coefficients de ce polyndme sont entiers rationnels,

car les nombres g, sont divisibles par v(77)%° (cf. [W4] Lemme 2.2). Le degré en X, de
ce polynome est au plus LH +d, si A\, > 0, et d, si A, < 0, tandis que le degré en Y, est
auplusOsi A, > 0, et L,H si A\, < 0. Les conditions (6.9), (7.3), (7.5) et (7.6) permettent
de majorer la longueur de ce polyndme par exp{P; + U, }.

Soit vy la place archimédienne du corps Q(«1, ..., &,) correspondant au plongement
de ce corps dans C associé au fait que les ; sont des nombres complexes. Montrons que
1’on peut supposer d,, = g. Si g = 1, alors o, = exp(log ) € Retd,, = 1.Sid,, = 1,
alors a, ..., o, sont réels et log o, = log | oy | + imk, avec k, € Z. Alors

n
A =) b log|a| +2ink
J=1
avec k € Z. Comme 1, b log|oy| € R, I'hypothese [A] < eV assure k = 0. Dans ce
cas, quitte a remplacer log ; par log | ¢, on peut supposer g = 1.
Ainsi on peut utiliser le Lemme 3.5 avec d,, = g ; la condition (6.11) fournit la
conclusion.

QUATRIEME ETAPE: CONCLUSION.  Grace a (6.12), les deux étapes précédentes mon-
trent que 'ona v, = O pourtout0 <7y < T1,0 <7, < T, et pourtout (Ay,...,A,) €
7"(L)N V. Posons, pour 0 < g9 < Set0 < h <H,

n
Pogh = Z S S Goons H ANby — Miby 5 o) [T .
=1

=105 On—1 1=s5+1
On a donc
S H
Vin = p. 2. Pooh00!Ah + 7y 5 Ty, 72,00).
00=0 h=0

On utilise la seconde partie du Lemme 3.4 :

min{S,7} H

7! T—0
Z Zpgoh g)'h 0_—_0

oo=0 h=0

pour 0 < 7 < Tet(\,...,\,) € Z%D) N V. Ceci termine la démonstration de la
Proposition 7.2. =
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8. Démonstration du Théoreme 2.18. On va utiliser la construction précédente
une premiere fois avec d = n ; elle permettra de conclure dans le cas n = 2. Dans le cas
n > 3, cette construction produit un sous-espace vectoriel 7’ de C", de dimensiond ; on
utilise une deuxieéme fois la machine transcendante pour terminer la démonstration du
Théoreme 2.18.

Commencons par exploiter les inégalités du paragraphe 2 pour vérifier les hypotheses
du Corollaire 5.4.

LEMME 8.1. Sous les contraintes (2.1) a (2.17), ona

8.2) S > max (4L,+ 1),
2

(8.3) >0 ¢

et

8.4) T <2(n+1)SH:

de plus, sionpose L' = (L\,...,L,)avec L, = L,/a, (1 <i <n), alors
(8.5) TCardZ"(L) > (n+ 1)°S"H ;
enfin pour démontrer le Théoréme 2.18 il n’y a pas de restriction a supposer

(8.6) pgcd(by, ... by) =1 etb & 7"2L).

DEMONSTRATION.  a) Vérification de (8.2). On minore S et on majore L, :

2 U C2U
S—1>(cs—2) L et < —22
= (C“ c’6>DG S DHloga,

11 s’agit donc de vérifier
( 2 ) 4c,G

@ a logA,”

Comme

H= (C3 - E%)lf))gGE’

il reste plus qu’a minorer cg et cg par 1 et a utiliser (2.13).
b) Vérification de (8.3). De I'inégalité T < U/csDZ on déduit

alors, grace a I’hypothese (2.15), ona

S.

INU _ n+1)?csU _ (n+1)?
—=)=> = >
T>(C‘ c5>Dz- n DG- n
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c) Vérification de (8.4). L’inégalité (2.14) permet de minorer HS par T/2(n+ 1), car

ClU > T

HS > (c3 — 1)(cq — l)logE ~2n+1DZ ~ 2(n+1)

d) Vérification de (8.5). On a

n oL
n 7 1 _
CardZ (L)>£1](—a 1)
avece Ul E
~C2—0g___1, (1<i<n).
c3D2GlogA,

En minorant U log E par D’GlogA, avec (2.16), on déduit

zll_ S 2caUlogE (1_(2+a)C3

s 1 <i<n).
4 © acD®Gloga, ) (I=isn

2C2
On déduit ainsi facilement (8.5) des hypothéses (2.16) et (2.17).
e) Vérification de (8.6). Si b appartenait a 7"(2L) ’inégalité de Liouville (Lemme 3.5)

donnerait
n

log|A| > —Dlog2 — 2D Lh(w,).

=1
Mais alors les inégalités

n 2 2
Dlog2 <nU, 2D3 Lh(a) < 22y, v> %
=1 c3 — 1 c3 — 1

montrent que la conclusion du Théoréme 2.18 est satisfaite.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.18. Supposons que la conclusion du
Théoreme 2.18 ne soit pas satisfaite.

PREMIERE UTILISATION DE LA MACHINE. Nous utilisons la construction transcen-
dante conjointement avec le lemme de zéros pour montrer qu’il existe un sous-espace
vectoriel V de C", de dimensionv avec 2 < v < n—1, contenant (b, ... ,b,) et vérifiant

3.7) Cardsy(Z'(L/(n+ 1)) < 25",

On remarquera que 1’inégalité (8.7) est trivialement vérifiée dans le cas V = C", mais
il s’agit de la montrer avec un sous-espace ‘V de dimension < n. En particulier cette
premiére étape termine la démonstration du Théoreme 2.18 dans le cas particuliern = 2.

Pour démontrer (8.7) on utilise la Proposition 7.2, avec d = n, s = 0, Y =C":il
existe un polyndme non nul

1 n—1
00, X Xao1 V) = T3 dsonts — X5 (T1 A, 5 0) ) ¥,
5 o h go- =1
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de degré < Sen Xj, Xj,...,X,— et de degré < H en Y, tel que la fonction

Y(20,215-++2n) = Q20,215+ -+ Zn—1,€°Zn)

vérifie
d\" by A
(—) W(0, Mbn — Aub1- - Anotby — Abp_1, 0 -0 = 0
920

pour 0 < 7 < T et pour tout A € Z"(L). Ce polyndme Q satisfait donc I’hypothese
principale du Corollaire 5.4. Les autres hypotheses de ce corollaire sont vérifiées grace au
Lemme 8.1 ; en particulier la condition (5.5) résulte de (8.5). Ce corollaire nous permet
de trouver un sous-espace vectoriel ¥ de C", de dimension v avec 2 < v < d — 1,

contenant b = (by, ..., b,), et satisfaisant
Cards.V<Z"(L/(n+ 1))) < gs"—”.

DEUXIEME UTILISATION DE LA MACHINE.  On peut donc maintenant supposer n > 3.
On remarque que Z" (L /(n+ 1)) contient Z"(L/2n). On choisit pour d le plus petit entier
dans l’intervalle 2 < d < n — 1 tel qu’il existe un sous-espace vectoriel 1 de C", de
dimension d, contenant (by, ..., b,) et vérifiant

(8.8) Card sy (Z"(L/2m)) < Zs"-d.

La codimension de V dans C" est s = n — d : on peut donc trouver un sous-ensemble J
de {1,...,n} ayant s éléments tel que ¥ soit intersection de s = n — d hyperplans

z=ulz, Ge;
il
de plus, comme b, # 0 et que (b1, ..., b,) appartient 2 I/, on peut supposer n & J (noter
qu’il n’est pas utile de connaitre la majoration fournie par le Lemme 2.5 de [W4]). Pour
utiliser la construction du paragraphe 7, on supposeraJ = {1,..., s}, ce qui simplifie les
notations, mais ne restreint pas la généralité.
Les hypothéses de la Proposition 7.2 étant vérifiées, on dispose d’un polyndme non

nul
n—1

IT A s o)) ¥

i=s+1

1
O0Xo, X541, -+, X1, Y) = ZZanahfa—X(‘,(’(
5 o h ao!

de degré < Sen X, Xg41, - .., X,—1 (dans la somme sur 0, 0ona o = (09, Ost1,.-.,0n—1) €
N? avec ||o|| < S) et de degré < H en Y, tel que la fonction

‘{’(209 Ls+lsen- 9Zn) = Q(Zos Is+ls-++23n—1> eZOZn)
vérifie

(i)Tl{’(O7 )\s+1bn - )\nbs+1’ ) )‘n~1bn - )\nbnfl’ (X?' T aﬁ”) =0
920
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pour 0 < 7 < T et pour tout A € Z"(L) N V. Par conséquent Q satisfait I’hypothése
principale du Corollaire 5.4. Il faut encore vérifier (5.5). En utilisant le Lemme 3.2, on
trouve

Card(@(L/n)) Cardsq)(2"(L/2n)) > Card Z*(L/2n),

ce qui, joint a (8.5) et (8.8), donne
T Card(®(L/n)) > (n+ 1)2ngH.
A plus forte raison on a
TCard(®(L/@+ 1)) > @+ 1S'H,

ce qui est la contrainte (5.5).
On trouve ainsi en utilisant le Corollaire 5.4 un sous-espace 1’ de ¥ de dimension
r,avec 2 < r<d - 1,contenant b = (by,...,b,) et satisfaisant

Card sq, ((I>(L/(d+ 1))) < gsd—' ;
le Lemme 3.2 permet maintenant d’écrire
Card s, (2*(L/2n)) < Cards,),(®(L/n)) Cards,)(2"(L/2n))

< fS"‘d. ésd—r
r

contredisant la minimalité de d. Ceci termine la démonstration du Théoréme 2.18. n

9. Démonstration du Corollaire 1.5. a) Mode d’emploi du Théoréme 2.18. Avant
de procéder a la démonstration du Corollaire 1.5 nous donnons quelques explications sur
le choix des parametres que nous allons faire pour vérifier les hypothéses (2.1) a (2.17).

Certains choix se refletent dans I’énoncé du Corollaire 1.5 ; par exemple nous con-
staterons plus loin que nos parametres ¢ et cs satisfont 4c3cs < eSn’ —4;on peut donc
prendre ¢ = e'n’ — 4e pour satisfaire la seconde partie de (2.7), et, a cause de (2.4),
c’est ce terme qui est directement a I’origine du 7 + 3 log n dans la définition de Z;. Dans
cette méme définition, le terme (g/D)logE vient de ce que nous allons prendre (c’est
un choix arbitraire) ¢; = g ; la deuxiéme condition de (2.4) nous améne naturellement &
prendre Z = 27,.

Nous verrons que la condition (2.15) impose essentiellement G > 2(n + 1)2Z /n (car
¢4 sera voisin de 2¢;) ; il est alors naturel de prendre ¢ = 2(n + 1)2cg / n. Nous avons
demandé Gy > 4nZ, ; nous pouvons donc choisir G = (1 +1 / n)?Gy ; Les contraintes
(2.5) et (2.6) vont nous amener a choisir cs = 4g(n+ 1)? / n, tandis que (2.7) sera satisfait
avec ¢y = 2e. Dans les applications, on peut généralement choisir les paramétres cs, ¢
et cg plus grand, ce qui améliore 1égérement les estimations.



210 MICHEL WALDSCHMIDT

Quand on écrit (comme dans le paragraphe 7 b de [W4]) les termes prépondérants de
(2.8), (2.12) et (2.17), et que I’on cherche a minimiser v dans (2.11), on trouve qu’il est
naturel de poser

2 -
n n—1
a="—, = 7222”n3”+4g_"‘1(1 + 5) ,
8 f
puis

g g g\n
2 =71<1+‘>02» C4=74<1+— €2, W=70(1+—)—c2,
f f> flg

avec des nombres réels Yo, 7, ..., Y4 & déterminer. Ce recentrage des parametres a pour
avantage que les 7v,, (0 < i < 4) vont pouvoir étre choisis dans des intervalles bornés
fixes(*), a savoir :

1< <2.1, 0.5<7, <0.54, 86 <7, <130, 4<7;<10, 0.87 <74 <1,

alors que w et les ¢;, (1 < i < 4) tendent vers I’infini avec n. On réécrit maintenant les
contraintes (2.8), (2.12) et (2.17). 1l se trouve que nos parametres vérifieront

2g(1+ p)*Yo > Y374, donc 2gn(1 + p)*w > c3cy ;

alors (2.8) représente une majoration de w, par conséquent on peut remplacer 1’égalité
dans (2.12) par une minoration de w. Maintenant on pose

) o 107 n

n g
—2n+ Llog(1+8 "
n=andt Og( * 103cs " 2(n+1)2

67 f

et on choisit

-1
LA >3—"§(1+g) P S € L)
f

€2 —— =
’ C1Cs 2C2

)

= ugw T ne
de maniere a remplacer (2.8) par
©.1) 1+ 1?70 < p13val — e),
tandis que (2.12) devient

+ €

2 1
9.2) "/0=1+;71+ V4 +€3

et que (2.17) s’écrit

a

- = (1 +%)2(2n

)n'YZ'YgHz_zn.

(*) Précisons que ces intervalles ne sont pas imposés dans certaines apphcations 1l peut étre préférable
d’utihser d’autres bornes La connaissance préalable des ces encadrements sert seulement a vénfier que les
choix de ¢, €; et i) sont licites
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En tenant compte de (9.1), on demandera

1\2/a >n (1 +u)2n+2fy(r;+l

9.3) V2 2 (1 + I—l) (ﬂ 22n“n+17[74(1 —€e4—(n+ 1)62) .

La stratégie est la suivante : on choisit vy, V4 et y, on calcule Vg par (9.2), puis ¥, par
(9.3) (on ne connait pas encore les valeurs exactes des ¢;, mais il suffit de les minorer
pour satisfaire (9.2) et (9.3)) ; enfin on pose

_ Ty 2y 100
75—1+m()+n+n 1+103C5)+e3,

de maniere a pouvoir prendre

g\n
v:’Y5(1+—)—cz
s

et vérifier (2.11).
On obtient ainsi la conclusion du Théoréme 2.19 sous la forme |A| > e~ Y0 avec

C= rg—"-222"n3"+5(1 + ;%) etT = 2(1 + %)27572.

Le choix de 71, 74 et p est fait de maniere a rendre I" aussi petit que possible.
b) Choixdes parametres. Pour plus de clarté nous rappelons les choix que nous venons
de faire et nous les complétons. Nous posons d’abord

112 142
7 =27, G:(1+—> Go, U:2(1+—) Us,
n n
ensuite
co=2e chj=en—de, cs=4gn+1)?/n, cx=g, c6=28n+1)7/n,
puis

107 n
)9 6]

= — — 2—2n —3n—4 n+l.
103cs * 2+ 12 € # 8

_ n g
n=2n+ log(1+f

On choisit maintenant des nombres réels Y, V4, ¢ de 1a maniére suivante : pour 2 < n <

4, on prend les valeurs dans le tableau ci-dessous tandis que pour n > 5, on pose

7—1 V4 =1 < etp=1
P=y T T g THT

On pose ensuite, pour n > 2,

2 l+e (1+ Yo
=1+-7+ +e, V3= ————
Yo n% Y4 t€ 3 el —o)
et 1 2n+2~n+l
1\2 n + )" n
72:(1+—) (i) (I+p)™"™ g .
n 2n 22nun+lfylfy4(] _’146)
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Voici le choix des parametres 7;, V4 et u pour n = 2,3,4, avec les valeurs correspon-
dantes de 73, Yo et Y,, d’abord pour g = 1, puis pour g = 2 ; nous donnons aussi les
valeurs pour n = 5 qui résultent des choix ci-dessus. Pour 7y, V4 et y, les valeurs sont
exactes (sauf Y4 pourn = 5, ol la valeur exacte est 1 — € /29¢s avec € /29cs < 2-107'8),
tandis que pour 73, Vg et 73, les valeurs sont arrondies.

g=1 g=2

M V4 M 73 Yo 2 73 Yo "2
0.54 ] 0.870.7319.65|2.05]| 99.84 [9.60 | 2.04 | 98.76
0.5310.8810.797.78 | 1.69 | 130.98 | 7.75 | 1.68 | 128.78
0.5310.90|0.83|6.80|1.52 | 110.06 | 6.78 | 1.51 | 108.37
0.50{ 1.00 | 1.00 | 5.68 | 1.42 | 94.89 |5.67 | 1.42 | 93.45

| Wi | S

Pourn>5o0na

4<73<4(1+%), 1<70<1+%et8e2<72<8e2(1+%>.

On prend maintenant

n?

n—1
="—, €= 7222”n3”+4g”"“(1 + §) ,
g f
8 8
Cy =71(1+->C2, C4 = V4 1+—>Cz
f ( f
puis
B 107
w=70<1+}g>§cz, Y5 = 1+N70+znl+;(1+ 103C5>+6’
112
V=75(1+§>ﬁC2, F=2(1+-—> Y572
f’e n
et

C= rg—n—222nn3n+5(1 + ;5()"

Un petit calcul fournit les majorations suivantes :

n=| 2 | 3 | 4|>5
g=1, T'<|1450 | 1320 | 910 | 750
g=2 T <|1430| 1290 | 890 | 740

et
1
I'< 25e2(1 + —0> pour n > 6.
n
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¢) Vérification des contraintes (2.1) a (2.6) et (2.13) a (2.16). Les conditions (2.1),
(2.2) et (2.3) sont vérifiées par hypotheése. Comme Z = 27, avec d’une part

Zy > Iogmax{l, } et Zo > log(cy) + 4e),

D
logE
d’autre part

Zo>L10gE> £,
- D - D

les inégalités (2.4) sont satisfaites. Ensuite on a
12 12
= - > - >
G (1+n) G0_4n(l+n) Zo > cs,
4n
Go > max{logM, = log E,4nlog(co +4e)},

donc

logE
- ,1}+1og(co+e),

G> (1 + ’%)Go > logmax{M, 1} + logmax{

enfin 12
Ce
> — > —
G__2n<1+n) Z > Z(1 +1ogE),

ce qui démontre (2.5).
Comme DlogA; > logE, ona Uy > D*’GyZy/ logE et

U>DZGZ>(1

l)z DGy
~ logE —

——DZ
n

avec

et c’est pourquoi nous avons pris c¢s = 4gn(1 +1/ n)2. Finalement (2.6) résulte des
inégalités Uy > D? logA > DlogE.
Les conditions (2.13) et (2.14) proviennent des majorations

4ey < (cqg —2)(c3 — D) etey <2g(cz— 1)(cqa — 1).

Pour démontrer (2.15) on constate que I’on a cscs < 2(cjcs — 1) car v, > 58 et

ve<am - 2 < 271(1 - —1—)
Y2cs CiCs
Enfin (2.16) provient des définitions de U et Uy grace aux inégalités DZ > 2glogE et
DlogE > logA,.
d) Vérification de (2.7). Grace au choix ¢ = 2e, la premiere inégalité ¢ >
2en’cy [(c3 — 1)(cs — 1) résulte de la minoration
2

1
Cq n



214 MICHEL WALDSCHMIDT

En utilisant I’inégalité de Liouville, nous allons montrer qu’il n’y a pas de restriction a
supposer

9.4) M(logE)® > 2"n*"**D3GyZp.

En effet, si la conclusion du Corollaire 1.5 n’est pas satisfaite, alors, en posant A* =
max{A,...,Ap—1},0na

|A] < exp{—2""'n¥"" Uy} < exp{—2""'n3"*D*GyZlogA* log A,(log E) >} ;

par ailleurs, en appliquant le Lemme 3.5, on trouve

1 n

A 2 5o} ol = 1] 2 2 Pexp(~D Y. |b) log4, ),
J=1
avec |b)| logA, < MlogA,logA* ; la minoration
D*GyZylogA* logA,(log E) > > 1
suffit pour conclure que (9.4) est bien satisfaite. Ceci démontre la minoration de ¢y dans
(2.7). La minoration de ¢, s’écrit, en tenant compte des définitions de c3 et ¢s :
1673n(n+1)* < én® — 4.

On constate en effet que I’on a toujours choisi ¥3 < 11.

e) Vérification de (2.12), (2.8) et (2.17). Nous avons ramené la vérification de (2.8),
(2.12) et (2.17) a celle de (9.2) et (9.3). Un calcul simple montre que notre choix de ¢,
avec €, = €3 = € et €4 = (n* — n — 1)e convient.

f) Vérification de (2.9) et (2.10). Notons déja que D1ogA, > 1 et 2coU < c3cjU". La
définition de U et les hypotheéses sur Gy et Z; permettent d’écrire

2 2 2 2
EZDGZ_Z( +l) DGOZ{)Z8(H+1) DZz; 28g(n+1) Z.
D ~ logE n/ logkE nlogE n
donc 5
U 1
5288 (n+ )(7+310gn)> 134gn.
On a aussi
1\2
U= 2(1 + ;) Uo > 2DlogE
et 2 2
(n+1) (n+1) D D
> > —— |} > 36D1 —
U=8 Dz = 8¢ Dlo ( ogE) > 36 0g(logE)’

ce qui entraine U > 4Dlog D et U > 2D log U. On a choisit  de maniere a vérifier
U n U
B( — 5) > logcs+nlogey et B(n — n> > 2nlog((u + l)w) +log9.
g) Vérification de (2.11) et conclusion. Le Théoréme 2.9 nous permet de conclure
|A| > €Y, ot vest soumis & (2.11). On majore 1 /(fE) par 1 /f (on pourrait faire mieux si

on imposait une minoration a f), ce qui justifie la définition de s et fournit la conclusion
|A| > €.
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10. Autres corollaires. Dans cette derniere section nous énongons et nous
démontrons des conséquences du Corollaire 1.5. Le premier énoncé supprime 1’hypothése
d’indépendance linéaire des log ;. Le second enléve la condition Gy > 4nZ. Le
troisi¢éme raffine un résultat de [LMPW]. Enfin nous donnons un exemple de minora-
tionde | - - ab — 1].

COROLLAIRE 10.1. Dans le Corollaire 1.5, on peut supprimer I’hypothése d’in-
dépendance linéaire des log a;, a condition de remplacer la définition de Go par

Go = max{4nZ, ; logM ; log D}.

Ce corollaire repose sur le fait que des logarithmes Q-linéairement indépendants de
nombres algébriques satisfont une relation de dépendance avec des coefficients que ’on
sait majorer (cf. par exemple le Lemme 4.1 de [W1]).

Pour les trois derniers corollaires, on désigne par «i,. .., &, des nombres algébriques
non nuls ; on pose

D = [Q(ay,...,a,) : Q et g = [R(log ay, ..., loga,) : R];
on considere des nombres réels positifs Ay, ...,A,, A et A* qui vérifient
logA, > W), (1<i<n), A=max{A,...,A,}, A" =max{A,...,A,_1}.

De plus soient by, ..., b, des nombres entiers rationnels avec b, > 0.
Pour les Corollaires 10.2 et 10.3, on pose

B = max{2,|bi,....|bur} ;

on choisit des déterminations log «y, . .., log «r, des logarithmes des nombres «y, ..., a,
et on choisit un nombre f avec

logA, > %lloga,L 1<i<n);
on suppose que le nombre
A=bjloga;+---+b,loga,

n’est pas nul, et on désigne par E, Z et Zy des nombres réels positifs satisfaisant

. D |log &
<E<min{A?,...,AP, "= ( ') }
e < _mm{ .:21 Tog A

ZOZmax{7+310gfl p o8k log(l lg)E)}

et
Zo = max{4nZ ; 1 +logD ; log E}.

Enfin C(n) désigne la constante du Corollaire 1.5 :

Cln) = Tg " 2225 (1 + ?)

ou I' a été estimée au paragraphe 9.
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COROLLAIRE 10.2. Posons
X = C(n)D™*ZyZylogA, - - -log A,(log E) "\,

Alors on a

A > (b,, + loB + 2>_x.

COROLLAIRE 10.3. On définit

Y = l3n2C(n)(1 + ?)D"”ZOZO

*

(1 + logD+log(D10gA

logA; - - - log Au(1 =l
logE )) 0gA; - --logAn(log E)

Soit & un nombre réel avec 0 < § < 1/2. Alors
Al > e %86 /b)Y,
Par conséquent, si € est un nombre réel, 0 < € < 1, tel que
0<|A < e,

alors

€

B < glog(%").

Le Corollaire 10.3 raffine le Théoreme 2 de [LMPW] ; en particulier, dans Y, la
dépendance en A* fait ici intervenir au plus log A* log log A* au lieu de log A*(log log A*)?.

Le Corollaire 10.1 fournit aussi des minorations de la différence |all" ceal — 1]
nous donnerons ici seulement un exemple :

COROLLAIRE 10.4. On suppose
ol ol £ 1.

On pose
B = max{2,|b|,...,

bn|}.
Alors

labt - abr — 1] > exp{—C'(n)D"**(1 + log D)(log B + log D) logA; - - -1og A, },

avec
24n+18n3n+6

sig=1,
C'(n) = { Q6n+32,,3n+6 8

sig=2.
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DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 10.1.  Par récurrence sur n on peut supposer que
le Q-espace vectoriel engendré par log oy, ..., log o, est de dimension n — 1. Il existe
alors une unique relation linéaire

tilogay +---+t,loga, =0

avec des entiers rationnels ?,...,7, premiers entre eux dans leur ensemble. Le
Lemme 4.1 de [W1] donne la majoration

max{|ri],.... ||} < T

avec
T < (9nD* max logA,)"!,
J

ol le maximum est pris sur I’ensemble des indices j, 1 < j < n, pour lesquels ¢, # 0.
Nous distinguons alors deux cas :

PREMIER CAS. t, #0etT < (9nD3 logA,,)"_l. On élimine b, en écrivant
tnA =bylogay +---+b, 1loga,

avec 5, = tyb, — but;, (1 <j < n—1). Comme 1, # 0, les nombres log «, ..., log o,
sont linéairement indépendants sur Q, et on peut utiliser I’hypothese de récurrence :

|taA| > exp{—C(n — U0},
avec

Uy = max{D*logA ; D"*'GoZylogA, - - -logA,_(log E) "},
Go = max{4nZ, ; logM,log D}

et
M <2T(M+D max |b)).
1<y<n—1

Pour1 <j<n—1lona Ib,[ < MlogA,, ce qui donne
M < (9nD?logA,)"M.
On majore log |t,| par log T < Uy, de telle sorte que
|A] > exp{—(C(n—1)+1)Tp}.
On utilise les inégalités suivantes :

DlogA, > logE, Gy >nlog®n), Go=>logM,
Gy > logD, DGy >1logE, logA, > loglogA,.
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On trouve ainsi
log M + nlog(9n) + 3nlog D + nloglog A, < (4n +2)DGylogA,(log E) !

et par conséquent
Go < (4n+2)DGolog An(log E)~".

Comme C(n) > (4n+2)(C(n—1)+1),0ona
(Cn—1)+1)Tp < Cn)U.

DEUXIEME CAS. Quitte a changer la numérotation de log ay, ..., log cr,—, on peut
supposer que A; est le plus grand des 4, (1 < j < n — 1), pour lesquels ¢, # 0. On
suppose ici soit ¢, = 0, soit A, < Aj, de telle sorte que I’on ait

T < (9nD’logA;)" .
On élimine b; en posant 5] =t1b—bt,2<j<n):
HA = 5210ga2+ .-+ b, log a,.
On utilise I’hypothese de récurrence :
|tiA| > exp{—C(n — 1)Uy},
avec

Uy = max{D*logA ; D"*'GyZylogA, - - -log A,(log E) "},
Go = max{4nZ, ; logM ; log D}.
On majore M de la maniére suivante :

a)Sit, = 0, alors b, = t,b, et

~ ~n L b b b
M < max {—lﬂ'F—M}STmax { n_ L b + |b1]
2g<n—1llogA;  logA, 2<<n-1|logA,  logA, = logA,

} <2TM.

b) Si t, # Oet b, # 0 alors

MST( O L2 N L7/ I L1 )

logA;, logA, logA, logA,
Comme t, # OonaA, <Ajet|b| <MlogA, < MlogA, ; d autre part la minoration
logA, > 1/D, donne |b;|/ logA; < DMlogA, et
M < TM(Q2 +DlogA)).
¢) Enfinsiz, # Oet b, = 0 on choisit un indice m,2 < m < n — 1, pour lequel
bm #£0:
_ b b
M < max [bn + 15

T 2g<n—1{logA, logA,
J#m

< 4DTmax{|bi,...,|bn1|};
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mais, pour 1 <j<n—1,ona|bj| <MlogA, < MlogA,.
Ainsi on a toujours
M < (9nD*logA,)"M.

Les mémes estimations que dans le premier cas permettent de vérifier
log M < (4n +2)DGylog A, (log E)~!
et de conclure. u
DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 10.2.  On considere deux cas :

a) Si

/

logA,

(1+logD) log(b,, + + 2) > 4nz,,

il suffit d’utiliser le Corollaire 10.1 avec

/

B
Gy = max{1 +logD ; logE} log(b,, + E)—g_A: + 2),

En effet on a alors Gy > log M car b,,/ logA; < Db, pour 1 <j < n. On utilise enfin les
majorations 1 +logD < Zg et logE < Zy ; cette derniére sert 2 vérifier

D"™?ZyZylogA; - - -logA,(log E) "' > D’ZylogA(log E) ' > D*logA.

b) Dans le cas contraire, on prend Gy = max{4nZy,log D}. On a alors Zy > Gy >
log M, et le Corollaire 10.1 fournit de nouveau le résultat annoncé.

REMARQUE. On peut obtenir une valeur de X légerement plus petite en utilisant
I’inégalité de Liouville (¢f. (9.4)) quand b, + (B'/ logA,) + 2 est petit ; un exemple se
trouve dans la démonstration du Corollaire 10.4 ci-dessous.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 10.3. On commence par montrer que le
parametre Y vérifie

(10.5) y > 2X10g(logA )

ou X a été défini dans le Corollaire 10.2. En effet, on a d’abord

D’ZZ DlogA*
dmeie) ooy

X
— ) <
log(logA,,) <logC(n)+ log(

On vérifie ensuite les inégalités
4n(7+3logn)? < & et (T + 12235 < &7°/2,

puis
9, g D3ZQZ)) )
log C(n) < " (1 +f> et IOg((logE)2 < 2n°(1 +3logD),
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donc

log(IO:An> < 12—3n2(1 +§) (1 + logD+log<DlLOgg;* ))

On obtient ainsi (2.5). Nous allons en déduire I’inégalité

Ylog2 > Xlog(losgl;n).

Il suffit pour cela de noter que X/logA, est toujours supérieur a 3 - 10°, donc
log(X/ logA,) > 12.5, et

(og) ™ > 101y

)
logA, /"
Pour conclure la démonstration du Corollaire 10.3 il ne reste plus qu’a établir le lemme

suivant (avec ¢ = logA,,B=B,b=1b,):

LEMME 10.6. Soient X, Y, £, B des nombres réels positifs avec Y > X > { et
5Y
Ylog2 > X]og(—?).

Soit b un entier > 0. On pose

M=b+§+2.

Alors pour tout nombre réel é vérifiant 0 <6 < 1/2, ona

XlogM < 6B + Ylog(%).

DEMONSTRATION DU LEMME 10.6. Etant donné que la fonction réelle de variable
réelle positive x — xB — Y log x atteint son minimum au point x = Y /B, nous sommes
amenés a distinguer deux cas :

1. Pour B < 2Y on doit vérifier

XlogM < %B+ Ylog(2b).

Oronad’uneparth+2 < 3b <3bY/l,carY > {,etd’autrepart B/ { <2Y/{ <2bY/?,
donc M < 5bY /(. On ajoute les inégalités Y1og2 > Xlog(5Y/¢) et Ylogh > Xlogb
pour obtenir

5bY
Y log(2b) > Xlog( 7) > Xlog M.

2. Si B > 2Y on doit vérifier

XlogM < Y + Ylog($).
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On a cette fois-ci

rio2) = (2

car bB > B > 2Y ; on ajoute cette inégalité a ¥Ylog2 > X1og(5Y/£) et on trouve

Ylog(bTB) ZXlog(S—zbzf—?).

D’autre part, comme B > 2Y > 2l etqueb > l,onab+2 < 3b < 3bB/2( et
B/t <bB/{,d’oa M < 5bB/2¢. Finalement
bB
Ylog( Y) > XlogM .

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 10.4. 1l n’y a pas de restriction a supposer
qu’aucun des b, ne s’annule. On numérote les A, de telle sorte que A, = A soit le plus
grand. Commengons par le cas plus facile g = 1 ; on peut alors supposer que les nombres
réels ay, ..., o, sont tous positifs. On prend les logarithmes (usuels) ; on a

|logay| < h(aw) < DlogA,, (1 <i<n),
ce qui permet d’utiliser le Corollaire 10.1 avec f = l/e, g=1E=c¢cet
Zo = (7+3logn)(1+logD), Gp= max{4nZ,;log(2DB)};
on obtient
labr ool — 1| > %Ibl loga + -+ - + by log a,| > exp{—C(n)Up}

avec
Uy = D"?ZyGylogA, - - -1ogA,

et
Cn) = (T +1)- 22051 + e)".

a) Si log(2DB) > 4nZ, on obtient le résultat annoncé car log(2DB) < 2log(DB) et
C'(n) > 2(7 + 3logn)C(n).
b) Si 2¢"D3 < 2DB < ¢*%, on majore Gy par
4
Gy = 4nZy < 4n(7+3logn)(1 +1logD) < gn(7 +3logn)log(DB) ;
I’inégalité 3(T' + 1)(7 + 3 logn)*(1 + e)" < 22"*'® montre que la constante C'(n) satisfait

C'(n) > ‘;—"(7 +3logn)*C(n).

¢) Enfinsi B < &"D?, ona

DB ey < C'(n) D
log(DB) — 5n — 5n
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On utilise I’inégalité de Liouville sous la forme
Ia?, . C(Z" _ ll Z 21—De—nDBlogA :
il ne reste plus qu’a vérifier
Dlog2 +nDBlogA < C'(n)D"*(1 +log D)(log D + log B) log A, - - -log A,
g

pour B < €>"D? ; or le membre de droite est supérieur a C'(n)D*(log D +log B) log A, et
I’inégalité désirée résulte de la majoration ci-dessus de DB/ log(DB).

Venons-en au cas g = 2. Désignons par log «, la détermination principale (de partie
imaginaire € [—m, 7[) du logarithme de ¢;; (1 <j < n).Ona

|log O‘J|2 <7+ (log |0‘j|)2 < (r+ 1)(D10gA1)2,
ce qui amene a choisir f = 1/ev/7? + 1 pour que

1
1 < —DlogA,.
| Ogaji = 0g A4,

On peut supposer que la distance du nombre all" -+~ abn a1 estinférieure a 1073 ; il existe
alors un entier pair by € 27 tel que le nombre

A =imby+bilogoy +---+b,logay,

satisfasse
Al <2labr - ol — 1)
On a de plus
D & Al 21
ol < 2 S lb10ga,+ 2 < Zappioga,
=

carA; < A, 1/mef < 1.0495¢et |A] < - 1073. On va encore utiliser le Corollaire 10.1,
mais avec n remplacé par n + 1, et

logAg =1/D, ap=—1, logag=im, E=e,
Zy = (7 +3log(n + 1))(1 +logD), Go= max{4(n+1)Z;logM}.

Montrons que le parametre M, défini par

M=

max {——lb'l + b }
o<i<n—1|logA, logA, |’

est majoré par 3L nDB. En effet, on a
|b,|/logA, < DB, b,/logA, <DB, (1<i<n—1),

et

[bol , b <(21n

— — +1|DB.
logA, logAg — \ 20 * )
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On déduit donc du Corollaire 10.1 1a minoration
1 -
]all" ‘-'aﬁ" -1 > §|b1 loga +- -+ bylog an| > exp{—C(n)Up}

avec
Uy = D"?ZyGylogAy - - -log A,

et
Sy = T +1)- 27" 22+ 181+ 2ev/72 1)

On reprend les arguments ducas g = 1:
a) Si log(34nDB) > 4(n + 1)Z, il suffit dutiliser les inégalités
1
1og(;—0nDB) < 21og(DB)

et
C'(n) > 2(7 +3log(n + 1)) C(n).

b) Si B > ¢>"D? et 3inDB < ¢*™*V% ona
4

Go = 4(n+1)Z < 4(n+1)(7+3log(n+1))(1+log D) < 2 (n+1)(7+3 log(n+1)) log(DB) ;
I'inégalité

4 n

ST+ D(7+31ogn+ D) 1+ DM (14+2eV/m + 1) < 25730
montre que notre constante C’(n) satisfait

, 4 2~
Clm >3+ 1)(7 +3log(n + 1)) C(n).

¢) Enfin si B < ¢"D?, on utilise comme ci-dessus 1’inégalité de Liouville avec la
majoration

Dlog?2 +nDBlogA < C'(n)D™*(1 + log D)(log D + log B) log A, - - -log A,. .

REMARQUES FINALES. 1. Insistons sur le fait que, pour une application numérique
concrete, si on veut une estimation numériquement précise, il est certainement avan-
tageux d’utiliser le Théoréme 2.18 plutdt que 1'un des corollaires, pour lesquels nous
n’avons pas cherché a obtenir des estimations tres fines.

2. On peut espérer améliorer le lemme de zéros (Corollaire 5.4) (cf. le calcul d’une
valeur optimiste des constantes au paragraphe 7 ¢ de [W4]) ; si on pouvait y remplacer
la condition | = L,/(d + 1) par L = L,, on pourrait prendre a = 1 dans (2.17) ;
cela permettrait de gagner un facteur (2n)" et de remplacer 22"n*"*> par 2"n>"*> dans la
conclusion du Corollaire 1.5.
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