Nombres quadratiques

. Définition

Formes quadratiques )
Un nombre quadratique est un nombre o de la forme x + yv/ A

(Legon 2) ol A n'est pas un carré parfait de Q et ol x,y € Q. Le conjugué

de o est o/ = x — yvV/A.

Jorge Jiménez Urroz Un nombre quadratique est donc un nombre qui est solution d'un
(Universitat Politecnica de Catalunya) polyndme irréductible de degré deux. Dans ce qui suit, A n’est pas
un carré parfait.

Ecole Cimpa, Bamako, Novembre 2010 Définition
Soit A > 0. Un nombre quadratique o est réduit si o > 1 et
-1<d <.

Définition

Les a; sont dits les quotients partiels de la fraction continue a. Si
ap € Z et aj € N, pour i > 0, alors la fraction continue est dite
simple.

Définition

Proposition Soit « = [ag, ..., ak—1,ak,---,ak+i|- La barre horizontale veut dire
. . . ” que la suite des éléments se répéte indéfiniment. De plus,
Soit «v une fraction continue. Alors, le développement de o est . p
ag,...,ak—1 €t a,...,axs sont respectivement appelés la

infini si et seulement si o est irrationnel. P -
prépériode et la période de .

Démonstration:Soit o = ap + xi, avec ag = [a]. Pour i > 1,

0 si x; =0,
ai:{[i} si x; # 0,

et Xjt+1 :Xil_—a,-. SiaeQ, alors x; = % et 0 < qg; < qgi_1.



Si o est un nombre quadratique associé a une forme quadratique

indéfinie de discriminant fondamental A > 0, alors il existe
Py —2a9Qo + VA

Py, Qo € 7Z, tels que a = ap+
2Q0o
Po+ VA 2 1
= = 4 A — P5). -
a=ag 20, avec  4Qol( %) = a+ 50
Py—2a0Qo+v A
En ce cas a = [ap, a1, ap, .. .| ol pour i > 0, 1
0 o = LJ”/Z, = o+t 2Qo(VA—(Py—2ay Qo))
2Qi A—(Py—2a0Q0)2
e a; = [aj], 1
° Piy1=2aQ; — P = Aot VA42a0Qo—Po
5 2(A—(Po—2aoQo)2)/4Qo
A-Ph,
° Q1= —

Exemples Exemples
p p
(1) Avec A=40=4-5-2 et ap= 4+%/E, nous avons: (1) Avec A=40=4-5-2 et o= 4+%/E, nous avons:
o 0= BB o o= Py/A
0 a; = [CK,’], % a = [O[,’],
o Piy1=2aQ — P ® Pip1=12aQ - P;
A—P? A—P?
° Q1= 49 o Qi1 =—g
l1<ap<?2, a=1, Py = 4, Qo =3; l1<ag<?2, a=1Py=4 Q =3;
Pr=2 Q=3 l<a=20_c2 4 =1 Pr=2 Q=3 l<a=2%c3 5 =1
Pr=4 Q=2 2<ap="4/%0 3 5 =2 Pr=4 Q=2 2<ap="%0 3 5 =2
P3:4, Q3:3, 043:%. P3:4, Q3:3, 0432%.



Exemples

(1) Avec A=40=4-5-2 et

Pi+vVA
@ o = ’2Qi
@ a;, = [Clc,'],
o Piy1=12aQ — P
A*Pizﬂ

° Qiy1 = —7q,

l1<ap<?2, a=1, Py =4,

P1=2 Qi =3;

Qo =3;

nous avons:

l1<ap=20 <2 4 =1

Pr=4 Q=2 2<ap="4/%0 3 5 =2

Ps =4,

Avec A=40=4-5-2 et fp =
° o P;;&{Z'
e a; =[]
o Piy1=12aQ — P
A_Pizﬂ‘

° Qiy1=—70

Qs =3, 043:%-

6+v40

53—, Nous avons:

6<Bo<7, ag=6 Pp=6 Q=1

P; = 6, 01:1,51:%27\/470_

i

Pi
Qi

aj

= OO

Donc, By = [6].

Exemples

, NOUS avons:

(1) Avec A=40=4-5-2 et ap= "
Oai:P’;_Q\{Z
° a = [aj],
® Pip1=12aQ - P;

A—Pp?
OQI’+1: 4Q,I-+l'
1<ag<?2, a=1 Py=4, @Q=3;
Pr=2 Q=3 l<a=22%_3 5 =1
Pr=4 Q=2 2<ap="%0 3 5 =2
P3:4, Q3:3, a3:4+%/ﬁ.
i 101 2
P4 2 4 J—
Q13 3 2 Donc, ap = [1,1,2].
ai |l 1 2

Formes réduites de discriminant A = 40

b|VA—b|VA+b] |a| | || ]
2 4,32 8,32 3 3
4 2,32 10,32 [3,2]2,3
6 0,32 12,32 1 1
Les formes réduites de discriminant 40 sont:
(£3,4,F2), (£2,4,F3), (£1,6,F1).

(£3,2,F3),

|

h=1(3,2-3) = (-3,4,2) - (2,4,-3) - (-3,2,3) —

1.0

— (3,4,-2) — (—2,4,3) — f1.
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Formes réduites de discriminant A = 40 Formes réduites de discriminant A = 40

b[VA-b|VA+b] |a| | |c] ] b VA-b[VA+b]a] | |c]]
2 4,32 8,32 3 3 2 4,32 8,32 3 3
4 2,32 10,32 |3,2|2,3 4 2,32 10,32 |3,2|2,3
6 0,32 12,32 1 1 6 0,32 12,32 1 1

|

Les formes réduites de discriminant 40 sont: Les formes réduites de discriminant 40 sont:
(£3,2,F3), (£3,4,F2), (£2,4,F3), (£1,6,F1). (£3,2,F3), (£3,4,F2), (£2,4,F3), (£1,6,F1).
f=(3,2-3) > (-3,4,2) > (2,4,-3) —» (—3,2,3) — f=1(3,2-3) = (-3,4,2) - (2,4,-3) - (-3,2,3) —
— (3,4,-2) = (-2,4,3) — f. — (3,4,-2) — (—2,4,3) — f1.

6302000360265 6360200030265

Formes réduites de discriminant A = 40

b VA-b[VA+b] |a| | ]c] |
2] 4,32 8,32 313
4 2,32 10,32 |3,212,3
6

0,32 12,32 1 1

fh=(1,6,—-1) — (-1,6,1) = £

0 -1 0 -1
Les formes réduites de discriminant 40 sont: (1 6 ) ’ <1 _6> .
43,2, F3), 43,4, F2), (£2,4,F3), (£1,6,F1). —
< > < > < > < > wz(fz) — 4+4\1/E — [6]

f=(32-3) = (-3,4,2) > (2,4,-3) —» (-3,2,3) —
— (3,4,-2) = (—2,4,3) — f.

CO6EEDERE6R)0 0

wofi) = 2/ — 127




f2 = <1767_1> - <_17671> — 7“2

(2 6) (0 %)

wa() = /20 = [g].

fr=(1,6,-1) = (-1,6,1) > £,

(2 6) (0 %)

wa(f) = Y40 — [g].

(2) A=60=4-15

(b VA-b[VA+b| o | | |
21 5,74 9,74

41 3,74 | 11,74

6| 1,74 | 13,74 |1,2,3,6]6,3,2,1

Les formes réduites de discriminant 60 sont:
(£1,6,¥6), (+2,6,F3), (£3,6,F2), (£6,6,F1).

6+1\2/% _ [1,76], 6+W =2,3],

6+v60 _ [377], 6W*[m1




(3) Soit A =145 =5-29. Les formes réduites sont:

+6,1, F6), +5,5,F6), (£6,5,F5), (£3,7,F8),

( {
(+4,7,F6), (+6,7,F4), (£8,7,F3), (£2,9,F8),
- — +4
(—1,6,6) — (6,6, —1) — (—1,6,6), (2 1)(? 61> 4,9, F4), (89,72, (£11L,76), {E21LF3)
- (£3,11,F2), (£6,11,F1).
6+\ﬁ [2 3]

fi=(6,1,-6), wa(f)=1yH5 = [T 11,1]
(

(6,1,—6) — (—6,11,1) — (1,11, —6) —
(2,6, —3) — (—3,6,2) — (2,6, —3), (0 _1),<0 _1) (6,11,-1) = (-1,11,6) = f

6050600 )05

fy = (3,7,-8) w(fs) = 1Y% — 15 3]

fo=(5,5—6) wa(f)= Y15 —[12721,1] (3,7,-8) = (-8,9,2) = (2,11, -3) — (-3,7,8) —
(5,5,-6) > (~6,7,4) = (4,9, ~4) = (~4,7,6) 8972 P23 2

(6,5,—5) = (=5,5,6) — (6,7,—4) — (—4,9,4) — 0 -1\ (0 -1\ (0 -1\ /0 -1\ /0 -1\ /0 —1
(4,7,-6) = (=6,5,5) = f <1 1>’<1 —5)’(1 3)’(1 —1)’<1 5><1 —3)'

[

EDEDEDEDCD e A
(8,7,-3) — (—3,11,2) — <2,9, f8> — (78,7,3> —

1)(‘1) 21)’<(1) _;)((1) 11>,<‘1) _1) (3,11, -2) — (—2,9,8) — f.
ECDEDEEDCD

R
= O
[



Algorithme calculant le cycle des formes réduites
proprement équivalentes a une forme quadratique donnée.

Soit fy = (ag, bo, co) une forme quadratique de discriminant Observation: Si / est impair, alors fi = (~ao, bo, —co).
A > 0. Alors, ag = bQ("JgolA [To, - - - uj—1] et le cycle des formes
réduites proprement équivalentes a fy est formé des formes réduites Théoreme
fo...fr—1 ol Deux formes quadratiques réduites de discriminant A > 0 sont
N si | est pair, proprement équivalentes si et seulement si elles appartiemment au
T 2] si [ est impair. méme cycle.
Pour0<i<r—-2,
L'idée de la démonstration est d'observer que si f ~ g, alors wa(g)
firn = (a1, biy1, Git1) ( signe(a ) fi est un nombre réduit associé a une forme quadratique du cycle de
0 1 1 f; par conséquent, f et g sont dans le méme cycle.
- (—1 5|gne(a,)u,> fi = (— —5|gne(c,)u,>

= <(_1)i5igne(C0)Qi7 PI'+1’ (—1)i+1signe(C0)Q,-+1>,



