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Définition

Les formes f; = (a1, b, cap) et f, = (a2, b,a1c >) sont dites
concordantes.

Observation: Deux formes concordantes ont le méme
discriminant.

Définition

Sur I'ensemble des formes concordantes nous avons donc une loi de
composition: F = f; x f, = (a1az, b, ¢).

Maintenant on veut montrer qu'il y a une forme concordante dans
chaque classe d'équivalence de formes quadratiques.
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Formes concordantes

Soit A un discriminant fondamental. On a
(x* + Ay?) (22 + Aw?) = (xz + Ayw)? + A(xw — zy)?.

Nous pouvons donc mutiplier certains formes quadratiques. Nous
voulons donner une structure algébrique aux ensembles C/(A) et
CI(A)", en généralisant la multiplication ci-haut.

On voit que
(31X12—|-bX1y1+32Cy12)(32X22+bX2y2+31Cy22) = (2182X2+bXY+CY2)

ou

X = x1x2 — cy1yo,
Y = axiyo + axy1xo + byiys.
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Soit f une forme primitive, et M # 0 entier. Alors f représente un
entier m différent de zéro et tel que pgcd(m, M) = 1.

Démonstration: Soit 2M = PQR avec les retrictions suivantes.
Tout d'abord, p|P si et seulement si p|(a,2M) mais p t c. De plus,
p|@ si et seulement si p|(a, c,2M). Finalement, p|R si et
seulement si p|2M mais p t a. Alors (aP? + bPR + cR?,2M) = 1.
Vérifiez que par définition (P, Q) = (Q,R) = (P,R) =1, et qu'il
n'est pas possible d'avoir a+ b+ ¢ = 0.
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Soit {Cy, G} C CI(A)*, et M # 0 entier. Alors, il existe une paire
de formes concordantes f; = (a1, b, axc) € C; et
f, = (a2, b,a1c) € G, telles que pgcd(ai, ax) =pgcd(aiax, M) = 1.

Démonstration: Choisissons F; = (a1, by, c1) € C tel que
pgcd(a1, M) = 1. Prenons des entiers r, s tels que (r,s) =1 et tels
que a3 = f(r,s) est copremier avec M. Alors, il existe

(Lr, j) € SLy(Z) tel que vf = F; est la forme que nous désirons.

Puis choisissons Fy = (a2, by, &) € Gy avec (a2, a1M) = 1.
bi—by

Ensuite, prenons des entiers ny, n tels que ajny — axmp = =52,
Notez que by = b = A (mod 2).
0 .
Les formes f; = (n- 1) F; sont les formes demandées dans
)

I'énoncé avec b = b; + 2a;n;.
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e Cas 2: Soit b= b’ et pged(ag, a5) = 1. Dans ce cas, fi et g
sont concordantes, et deux applications du dernier cas montrent
que

fxfhrfxg~ g +*g.
e Cas 3: Soit pged(aaz, aja,) = 1. Soient B, n, n’ tels que
b+ 2ajaxn = b’ + 2aja,n’ = B. Considérons

1 0
F1 = ( > f1 = <31, B, C1>,

an 1
1 0
F2_<aln 1)f2—<82,B,C2>,

10
H1 = (n 1> (fl * fz) = (alag, B, C>

On voit que ajao|(B% — A)/4 et par conséquent Fi et F sont
concordantes. Similairement, les formes G; = (a, B, () et

Gy = (&), B, C}) sont corcordantes, et Ho = (a}a), B, C) ~ g1 * g.
Nous concluons, grace au dernier cas pour Fi, Fp, G1, G, que

fl*fzzleFl*FgwGl*GQIszgl*gg.
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Proposition

Soient Cy, G, deux classes d'équivalence propre de formes
quadratiques de discriminant fondamental A, et soient fi € C; et
f» € C, des formes concordantes. Soient g3 € C1 et go € Gy une
autre paire de formes concordantes. Alors

fLxfr ~ g1 * .

Démonstration: Soit fi = (a1, b, c1), f = (a2, b, &),
g1 = (a},b,ct) et go= (a5 b, ch).
e Cas 1: Soit 1 = g1 et pged(a, a5) = 1. |l existe

t
que —scp = ta,. Or ai|cy, de sorte que ap|t. La matrice

;. r Sai / o
~ = (t/al . ) est telle que 7/(fA x ) = f1 * g.

v = (r Z) € SLy(Z) tel que vf, = go. Il est tres facile de voir
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eCas 4: D’apres le lemme précédent, il existe deux formes
concordantes F1 = (A1, B, G1) € Gy et F, = (A2, B, (o) € C; telles
que pgcd(A1Ay, a1a2ajas) =1 . Alors, nous pouvons appliquer
deux fois le dernier cas, ce qui prouve que

hxh~F+xF~ g *g.
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Théoreme

Soit A # 0. L'ensemble des classes d’equivalence propre des formes
quadratiques binaires de discriminant A est un groupe abélien fini.

L'élément neutre du groupe est la classe principale. L’inverse de f

est la classe de toute forme improprement équivalente a f.

Démonstration: Soit f =< a,b,c > .
e Commutativité: C'est clair par définition.

1 .
e Elément neutre: On a <b€ (1) fo = (1, b, ac), ce qui est une
2
forme concordante avec f = (a, b, c), et f = (1,b,ac) = f.
e Inverse: Nous avons (? (1) (a, b, c) = (c, b, a), ce qui est une

forme concordante avec f et f * (c,b,a) = (ac, b,1) = f,.
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Algorithme du composition

Soient f = (a, b, c) et f' = (a', b, ') de discriminant A.

Soit § :pgdc(a, a, b%b/) =au+av+ b%b/w,

ou les éléments u, v, w trouvés par Bezout ne sont pas uniques.
Alors,
/
fxf =(AB,C)

ol A= 22 B=1(aubl +avb+w(bb +A)/2), et C=EA
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eAssociativé: Soient Ci, Gy, C3 trois classes d'équivalence. Nous
commencgons par trouver, au moyen du lemme ci-dessus, des
formres g; =< aj, b, ¢; >€ C; telles que pged(ar, a2) =1,
pged(aiaz, asz) = 1.

Prenons ensuite des entiers n; tels que b; + 2a;n; = B pour un
entier B indépendant de j, et des formes

- (1 0> g = (aj;, B, G;). Alors,
nj 1

fi % (f2x B) = f * (a2a3, B, C) = (a1a2a3, B, C/a1),

et
(fl * f2) * f3 = <alag, B, C/> * f}, = <alaga3, B, C/al>.

Exemple
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Exemple

A =—-264=4(-2-3-11)

(b (PP-D)/4] a c

0 66 1,2,3,6 | 66,33,22,11
2 67

4 70 5,7 14,10

6 75

8 82

Par conséquent, hZ = 8, et un ensemble de représentants de
CI(A)* est donné par I'ensemble

I =(1,0,66), f =(2,0,33), £ =1(3,0,22), f3=(6,0,11),
fa=(54,14), f5 =(5,—4,14), fo=(7,4,10), f = (7,—4,10)

Dénotons par Z la classe de | et par C; la classe de f;.
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.Cl*Clz?
6=2=1-240-240-0;doncu=1,v=w=0. Alors,

A=4 B=0 C=66 et Ci*C =T ° Cox G5 =7

6=1=2-3-1-540-2,doncu=3,v=—1,w=0.

o CoxCy =7 Alors A=15, B= —24, C = 14. De plus,

6=1=1-54+0-5—1-4;doncu=1,v=0,w = —1. Alors,

(15,—24,14) ~ (14, —4,5) =~ (5,4,14).
A =25 B =144, C = 210. De plus,

Donc, G % Cs = Cy.
(25,144,210) ~ (210, —144,25) ~ (25, —6,3) ~ (3,0, 22). onc, G * Gy 4

Donc, G4 * Cy = G
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) [T GGG GGG () [T GGG GGG
T T G| GG |G|G|G|G z I 1G|G|G|G|G|G|G
G G| ZT |GG GG |G| G G G|l ZT | G| GGG |GG
G QI G|IT | G|G|G|G|G G G G|IT | G|G|G|G|G
G G G| G|T | G|G|G|G G G G| G|IT|G|G|G|G
Cy G GGG G|IT| GG G G GG |G| G|TZ |GG
Cs G| |G| G| G|IT | G|G|G Gs G| |G |G| G|IT | G|G|G
Co G| G| G| G| G|G|G|TI Gs G| |G| G| G|G|G|G|T
G G GG |G G|G|T |G G G GG |G| GG | T |G

ClI7(—264) % Dg car Dg n'est pas abélien. ClIt(—264) % Dg car Dg n'est pas abélien.

Cl*(—264) % Qg car Qg n'est pas abélien. Cl*(—264) o Qg car Qg n'est pas abélien.

CIT(—264) £ Z/87Z car il n'y a aucun élément d’ordre 8. CIT(—264) £ Z/87 car il n'y a aucun élément d’ordre 8.

ClT(—264) % Z/27 x 7./27 x 7./27Z, Cs est d’ordre 4. CIT(—264) % Z/27 x 7./]27 x 7./27Z, Cs est d’ordre 4.
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) [T GGG GGG () [ I]G GGG GGG
T T G| GG |G|G|G|G z I G| G| G|G|G|G|G
G G| ZT |GG GG |G| G G G|l ZT | G| GGG |GG
G QI G|TIT | G|G|G|G|G G QI G|IT | G|G|G|G|G
G G G| G|TI |G|G|G|G G G G| G|IT|G|G|G|G
Cy G GGG G|T| GG G G G G| G| G|TI |GG
Cs G| |G| G| G|IT | G|G|G Gs G| |G| G| G|IT | G|G|G
Co G| G| G| G| G|G|G|TI Ge G| |G| G| G|G|G|G|T
G G G| G| G G|G|T |G G G GG |G| GG | T |G

ClI7(—264) % Dg car Dg n'est pas abélien. ClIt(—264) % Dg car Dg n'est pas abélien.

Cl*(—264) % Qg car Qg n'est pas abélien. Cl*(—264) o Qg car Qg n'est pas abélien.

CIT(—264) £ Z/87Z car il n'y a aucun élément d’ordre 8. CIT(—264) % Z/87Z car il n'y a aucun élément d’ordre 8.

ClT(—264) % Z/27 x 7./]27 x 7./27Z, Cs est d’ordre 4. CIT(—264) % Z/27 x 7./27 x 7./27, Cs est d’ordre 4.
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) [T GGG GGG () [T GGG GGG
T T G| GG |G|G|G|G z I 1G|G|G|G|G|G|G
G G| ZT |GG GG |G| G G G|l ZT | G| GGG |GG
G QI G|IT | G|G|G|G|G G G G|IT | G|G|G|G|G
G G G| G|T | G|G|G|G G G G| G|IT|G|G|G|G
Cy G GGG G|IT| GG G G GG |G| G|TZ |GG
Cs G| |G| G| G|IT | G|G|G Gs G| |G |G| G|IT | G|G|G
Co G| G| G| G| G|G|G|TI Gs G| |G| G| G|G|G|G|T
G G GG |G G|G|T |G G G GG |G| GG | T |G

ClI7(—264) % Dg car Dg n'est pas abélien. ClIt(—264) % Dg car Dg n'est pas abélien.

Cl*(—264) % Qg car Qg n'est pas abélien. Cl*(—264) o Qg car Qg n'est pas abélien.

CIT(—264) £ Z/87Z car il n'y a aucun élément d’ordre 8. CIT(—264) £ Z/87 car il n'y a aucun élément d’ordre 8.

ClT(—264) % Z/27 x 7./27 x 7./27Z, Cs est d’ordre 4. CIT(—264) % Z/27 x 7./]27 x 7./27Z, Cs est d’ordre 4.

Clt(—264) ~ Z/27 x 7.J4Z ~< C; > x < Cg5 >.
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