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QUELQUES TRAVAUX RECENTS EN THEORIE
DES NOMBRES TRANSCENDANTS

par
D. BERTRAND
. et

M. WALDSCHMIDT

Ces derniéres années, 1'étude des problémes arithmétiques liés aux
fonctions abéliennes a fait quelques progres grAce a la théorie des nombres
transcendants. Motivée, entre autres, par des questions de géométrie diophantienne
ou d'indépendance algébrique, cette étude s'est particuliérement développée dans
le éadre‘des variétés abéliennes de type C.M. Certains des résultats obtenus

s'étendent néanmoins aux variétés abéliennes a multiplications réelles.

De fagon plus générale, aprés les travaux de S. Lang, on peut inter-
préter de fagon naturelle de nombreux problémes de transcendance en termes de
groupes algébriques commutatifs connexes. Ce point de vue conduit a de nouveaux
résultats de transcendance sur les intégrales abéliennes. Ainsi M. La;rent vient
de démontrer la transcendance des périodes non nulles d'intégrales elliptiques

de troisiéme espece.
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En liaison avec 1l'étude des courbes de Fermat, M. Laurent a obtenu
d'autre part une mesure de transcendance pour les valeurs de la fonction b&ta en
des points rationnels. Pour les nombres transcendants liés aux courbes elliptiques,

E. Reyssat a donné une liste trés compléte de mesures de transcendance.

Ces inégalités diophantiennes sont utiles pour les problémes d'indépen-
dance algébrique, domaine qui a connu, grace a G.V. Choodnovsky, de remarquables
progreés depuis quelques années. Un énnoncé p-adique vient d'etre démontre par
P. Philippon, qui généralise a ce propos un "lemme de zéros" de D.W. Masser.
Enfin E. Reyssat a obtenu des résultats d'indépendance algébrique liés aux

intégrales elliptiques-de troisiéme espéce.

L'étude des problémes diophantiens en dimension supérieure requiert
de bons lemmes de Schwarz en plusieurs variables. Une contribution importante

a ce probléme vient d'etre fournie par J.C. Moreau.
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§1. variétés abéliennes

a) Problémes diophantiens

On sait, depuis le mémoire de Siegel de 1929, que 1l'ensemble des points
entiers sur une courbe de genre 2 1 est fini. L'une des motivations fondamentales
de nombreux travaux sur les nombres transcendants est de rendre cet énoncé effec-
tif. Nous mentionnerons ici seulement une méthode, suggérée par Lang en 1964, et
nous nous limiterons aux courbes de genre 1. Cette méthode repose sur une connais-
sance d'une base du groupe de Mardell-Weil d'une part, et sur une inégalité
diophantienne (minoration d'une forme linéaire d'intégrales elliptiques) d'autre
part. Une telle inégalité est maintenant disponible dans le cas de multiplication
complexe, grace aux travaux de Masser notamment. Pour pallier la non-effectivité .
du théoréme de Mordell-Weil, on est amené a admettre la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer. Les détails viennent d'etre explicités par H. Groscot [3], qui

démontre par exemple 1'énoncé suivant :

€ > i i > ti
pour tout O il existe une constante C8 0 effectivement

calculable ne dépendant que de € ayant la propriété suivante. Soit k € Z,

3

k # O tel que la courbe elliptique y2 = x” + k satisfasse la conjecture de

Birch et Swinnerton-Dyer. On suppose de plus que cette courbe a pour rang 1, et

on note N son conducteur. Si (x,y) est un point entier sur la courbe, alors

%+: %#e
max ([xl,lyl) = exp (c, N l® ] .
Le résultat inconditionnel de Stark est
max (|x|,|y]) = exp {c, ™€y .

D'autres résultats dans cette direction ont été annoncés par G.V. Choodnovsky

(qui admet, ‘en plus, 1'hypothése de Riemann généralisée).
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b) Matrice des périodes

Soit () une matrice des périodes associée a une variété abélienne

A définie sur 3 . Tout cycle algébrique sur une puissance de A fournit une
relation algébrique satisfaite par les coefficients {wij] de Q . Une conjec-
ture de Grothendieck affirme que l'idéal engendré par ces relations est un idéal
de définition de {wij}' Dans cette direction, Choodnovsky [2] a démontré que le
degré de transcendance & du corps engendré sur @ par les coefficients de (2
et d'une matrice de pseudopériodes associée a (} est 22. Cet énoncé est parti-
culierement intéressant dans le cas des variétés de type CM , ou de bonnes
majorations de & sont connues (voir les exposés de Deligne et de Shimura, et,

pour'un cas particulier classique, le §4 ci-dessous et la conjecture de RBhrlich).

c) Multiplications réelles

La méthode élaborée par Lang (voir [8]) pour 1'étude des variétés
abéliennes de type CM peut &tre généralisée aux cas des variétés abéliennes
A & multiplications réelles. Une telle variété est définie par la condition
suivante : il existe un plongement d'un corps de nombres totalement réel F,
de degré égal a la dimension de A , dans l'algébre d'endomorphismes End° A de A.
Supposons A définie sur i, et notons D une base de LieA(ib formée de
vecteurs propres pour l'action de F, et exp l'application exponentielle sur

A(C). On peut alors énoncer (voir [1]) :

Théoréeme 1.1 : on suppose que A est une variété abélienne a multiplications

réelles, définie sur ® , et simple. Soit u un élément de LieA(C) dont

1'image par exp appartienne a A(Q). Si u est non nul, chacune de ses

composantes dans la base D est transcendante.

Cet énoncé permet d'étudier les intégrales abéliennes de premiére
espece prises sur une courbe modulaire, et, en particulier, les valeurs de
certaines fonctions L automorphes. Bien entendu, il permet également de retrou-
ver la transcendance des nombres B(a,b), quand a et b sont des nombres rationnels

non entiers (voir §4).
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Signalons enfin que la condition de simplicité peut etre supprimée

dans les hypothéses du théoréme 1.1.

§2. Groupes algébriques

Les principaux résultats classiques de transcendance concernant les
fonctions exponentielles, elliptiques ou abéliennes peuvent &tre énoncés en
termes de groupes algébriques commutatifs connexes. Ainsi les théorémes de
Hermite Lindemann et Gel'fond Schneider sur la fonction exponentielle, et de
Schneider sur les fonctions elliptiques ainsi que le théoréme 1.1. ci-dessus,

sont des cas particuliers de 1'énoncé suivant

Théoreme 2.1 : Soit G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur le

corps a des nombres algébriques. Soit ¢ = cn -G un homomorphisme analy-

4

tique dont l'application linéaire tangente a l'origine est injective et définie

sur @ . S'il existe n nombres complexes t ...,tn , C-linéairement indépen-

1?

dants, tels que w(tj) € G_, (15jsn), alors y(c“) est un sous-groupe algébri-

que fermé de dimension n de G¢

Cet énoncé se trouve dans le livre de Lang sur les nombres transcen-
dants avec 1'hypothése supplémentaire que l'application exponentielle de G
peut etre représentée par des fonctions méromorphes d'ordre fini, mais J.P. Serre
a montré ([8],Appendice II) qu'une telle représentation existe toujours, avec

des fonctions d'ordre < 2.

Dans le cas ou G est extension d'une courbe elliptique par le
groupe multiplicatif, cette représentation fait intervenir, outre la fonction
elliptique P de Weierstrass associée a la courbe, une fonction méromorphe

multiplicativement quasi-périodique :

o(z-u) ezc(U)

1(u,2) = Foyetw
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qui satisfait

f(u,z+w) = £(u,z) ew((u)-ﬂu
pour toute période w .

Du théoréme 2.1 avec n=1 on déduit alors facilement [8] :

Corollaire 2.2. : Soient P une fonction elliptique de Weierstrass d'inva-

riants 92,93 algébriques, ® une période non nulle de , u un nombre

complexe dont aucun multiple rationnel n'est période de P , et B un nombre

algébrique. Alors le nombre

exp {wf(u) - Tu + Buw}
est transcendant.

En particulier on obtient la transcendance du nombre C(u) - g u,

résultat do & Choodnovsky [2] (cf. § 5 ci-dessous).

33. Intégrales elliptigues de troisiéme espéce

Le corollaire 2.2 peut etre formulé sous la forme suivante. Soit w
une période non nulle d'une forme différentielle elliptique de troisiéme espéce
définie sur i et dont les résidus sont rationnels. Alors e est soit une
racine de 1'unité, soit un nombre transcendant. La transcendance du nombre w
lui-méme vient d'&tre démontrée par M. Laurent [4] (cf. le troisiéme probléme
du livre de Schneider sur les nombres transcendants). Avec les hypotheses du

corollaire 2.2, 1'énoncé précis de Laurent est le suivant.

Théoreme 3.1 : Les 4 nombres 1, w, T, Tu - w{(u) sont linéairement indépen-

dants sur i . De plus, dans le cas de multiplication complexe, les 5 nombres

1, w, N, Tu - wf(u) et 2inr sont linéairement indépendants sur Q.

La démonstration de Laurent repose pour une bonne part sur les idées

de D.W. Masser, qui avait résolu le probléme de 1l'indépendance linéaire de
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périodes d'intégrales elliptiques de premiére ou de deuxiéme espéce en démontrant
que les 6 nombres 1, wl, wz, ﬂl, ﬂz, 2in engendrent un espace vectoriel sur

a de dimension 6 quand il n'y a pas de multiplication complexe, et 4 dans le

cas de multiplication complexe.

Une autre difficulté qui intervient dans la démonstration du théoreme
3.1 est la nécessité d'expliciter les relations dermultiplication exprimant
f(u,nz)/f(u,z)n comme fonction rationnelle de P(z), P'(z), P(u), P'(u). Ces
estimations ont été faites par E. Reyssat qui a obtenu une mesure de transcendance

pour le nombre du corollaire 2.2.

Enfin Laurent a besoin d'un "lemme de zéros" pour lequel il a adapté

des arguments de Masser, ce qui lui permet de démontrer le résultat suivant.

Proposition 3.2 : Soit P € G[xo,xl,xz,xj] un polyndme non nul de degré s L .

Sous les hypothéses du corollaire 2.2, on définit

g(z) = az + br(z)

2& a,b sont deux nombres complexes non tous deux nuls, et

o(z-u)

) Tu
12 = sy e P (5 P

Alors pour tout R > O le nombre de zéros dans le disque lzl S R de la

fonction
2inz

P(g(wz), P(wz), f(wz), e )

, 2 8 . .
est majoré par c(LR” + R), ou c ne dépend que de P, u, w, a et b .

§4. Mesures de transcendance

Soient C wune courbe algébrique de genre g dans PZ(E), définie

sur @ . Soient S la surface de Riemann de C, (C.)) _. une base de son
J'1=j%g

homologie en dimension 1, et une base définie sur E de 1'espace

(gh)lshsg
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des formes différentielles de premiére espéce sur S . Pour 1<js2g , on pose

w. = (w yeeey wg,j) €ea? o

*h,i " ch oo (1hs9) .

Soit A = Eg/n la jacobienne de C , ou Q = ZZwl ol * Zszg . En appliquant

le théoréme 2.1 a un homomorphisme analytique ed -~ x Ag de la forme

(zl""’zg) — (zh ,()(zl,...,zg))

avec 1sh<g , et ol @ est une représentation normalisée de 1'exponentielle de
A , on en déduit que pour 1shsg , 1'un des nombres wh,l""’mh,zg est

transcendant.

Quand on applique ce résultat a une courbe de Fermat xN+yN =1,

on obtient la transcendance des nombres B(a,b) , quand a,b sont des nombres

rationnels non entiers.

Ces résultats de Schneider peuvent &tre rendus effectifs : au lieu de
montrer seulement que P(B(a,b)) # 0 quand P(x) € Z[x] est un polynéme non
nul, on peut minorer ‘P(B(a,b))l en fonction de la hauteur et du degré de P.
I1 revient au méme de minorer IB(a,b) - BI quand B est un nombre algébrique.

Le résultat suivant est do & M. Laurent.

Théoréme 4.1 : Soient r,s,N trois entiers naturels premiers entre eux dans

leur ensemble. On suppose que ni r, ni s n'est divisible par N. Il existe

un nombre C > O effectivement calculable en fonction de r,s,N, tel que pour

tout nombre algébrique B de hauteur < B (avec B 2 16) et de degré < D

on ait
IB(%,E)-BI 2 exp {-C D" (log H) (log log H)"}

ou logH =1log B +Dlog D et n = max {l,q(N)/Z].
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Pour les nombres transcendants liés aux courbes elliptiques,
E. Reyssat a donné une liste trés compléte de mesures de transcendance [7].
Ainsi le nombre w/m a un type de transcendance < 2+€ pour tout €>0, et

si a est un nombre algébrique non nul, #(a) n'est pas un U-nombre.

Enfin une version effective du théoréme de Schneider sur la transcen-
dance de 1'invariant modulaire j(7) (pour T algébrique non imaginaire

quadratique) a été obtenue récemment par D. Brownawell et D.W. Masser.

§5. Indépendance algébrique

L'étude de 1'indépendance algébrique de nombres liés aux fonctions
elliptiques a été beaucoup développée depuis le travail de Brownawell et
Kubota en 1975. Les progrés les plus remarquables sont dus a G.V. Choodnovsky [2],

dont voici deux résultats.

Théoréme 5.1 : Soit P une fonction elliptique de Weierstrass, d'invariants

92,93 algébriques.

a) Soient ® une période de P, et u un point algébrique de @

(i.e. une période de P , ou bien un point oi P prend une valeur algébrique).

On suppose u et ® linéairement indépendants sur Q.

Alors les deux nombres

e

n
¢ (u) _‘;u ’

sont algébriquement indépendants.

b) Si u1 )y uy sont deux points algébriques de P linéairement
indépendants sur @ , deux des nombres

upt, C(ul) ’ C(uz)

sont algébriquement indépendants.
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Un résultat similaire au théoreme S.i.b., mais plus faible, a été
obtenu par P. Philippon [6] dans le cas ultramétrique : soit p un nombre
premier, Pp une fonction elliptique de Weil-Lutz d'invariants 92,93 algébriques,
et cp la primitive impaire de -Pp (ces fonctions sont définies sur un idéal

3; du complété de la cldture algébrique du corps Qp). Si sont des

- Uy Uy,
éléments de ﬁ; linéairement indépendants sur @ , ou la fonction Pp prend

des valeurs algébriques, alors, deux des nombres
ul,uz,u3, Cp(ul), Cp(uz), Cp(u3)
sont algébriquement indépendants.

En 1'abscence d'un bon "lemme de zéros" p-adique, Philippon est amené
a4 utiliser le résultat d'analyse comrlexe suivant, qu'il démontre en généralisant

un argument de Masser,

Proposition 5.2 : Soient A un réseau de Riemann de En N fl,...,fn

n fonctions abéliennes par rapport a A, 91""’92n 2n fonctions pseudo-

périodiques par rapport a A , et © une fonction théta associée a A, telle

que 6!1,...,9fn N Bgl,...,992n soient entiéres. Soit d'autre part P un élément

—

de € [xl,...,xn, Yl,...,an] de degrés en X ,...,X  (resp. Y ,...,Y,)

1 2n

majorés par Lx (resp. LY)' Alors, la fonction entiére

n(Lx+2LY)

#(z) = (8(2)) P(fl(Z),...,fn(z) ’ gl(Z),...,92n(z))

est identiquement nulle, ou vérifie, pour tout nombre réel R 2 O :

@R s cier) we?

dans cette inégalité, c désigne un nombre réel indépendant de P et de R,

et (:) (§,R) est la masse moyenne de la fonction & sur la boule de rayon R.

Enfin, E. Reyssat vient d'obtenir le résultat suivant.
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Théoreme 5.3 : Soient P une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants

gz,g3 algébriques, f.t_ { 1la fonction zeta associée a P. Soient w,w' deux

périodes de P 1linéairement indépendantes sur @ ; on note T = w'/w , et 1

la quasi-période de [ associée a w . Soient u,v deux nombres complexes dont

aucun multiple rationnel n'est période de P , et dont la différence n'est pas

période de P, On définit enfin la fonction

£ (2) = o(z-u) ezu'f\/u)

z =
u,w o(z) o(w)

Alors :

a) parmi les cinq nombres

Pl , P, cw - Ju, ™ v,
’

deux au moins sont algébrigq t indépendants

b) parmi les dix nombres

E=3

s ’ , P(u) , P(v) , C(u)-gu , C(v)-(%v , eixf , eixu/w , eimr/w , £ (V)

trois au mdins sont algébriquement indépendants.

En considérant la fonction s(z) = 0(z) e ~ Vaw , il en déduit en particulier :

Corollaire 5.4 : Sous les hypothéses du théoréme, et si P(u) est algébrique
alors

a) Deux des trois nombres

einu/w , s(u) , s'(u)

sont algébriquement indépendants.

b) Trois des six nombres

-~ .
in , enlu/u)

) € , s(u) , s'(u)

€13

€13

sont algébriquement indépendants.

117



D. BERTRAND et M. WALDSCHMIDT

§6. Plusieurs variables

Aprés une suggestion de Nagata et un mémoire de Bombieri en 1970,
il est apparu important d'étudier les degrés des hypersurfaces algébriques ayant

des singularités données.

Si S est un sous-ensemble fini de ¢n et t un entier positif, on
note wt(s) le plus petit des degrés des hypersurfaces algébriques ayant en
chaque point de S une singularité d'ordre 2 t . Ce nombre wt(S) permet
de généraliser a plusieurs variables des énoncés en une variable faisant interve-

nir le nombre t card S (cf. [8]). En voici un exemple, da a J.C. Moreau [s].

Théoréme 6.1 : Soient S un sous-ensemble fini de Cn, et t un entier

positif ; il existe un nombre réel r,= ro(S,t) tel que si f est une fonction

.

entiére ayant en chaque point de S un zéro d'ordre 2 t , on ait pour R2r>r° .

Log IfIr < Log |fln - ,(S) Log -;—
er -

En utilisant un résultat de [8), J.C. Moreau [5] en déduit qu'on peut

remplacer ro(S,t) par rl(S,e) (indépendant de t, avec €>0 arbitraire),

pourvu que l'on remplace wt(S) par wt(s) - te .

Ces nombres wt(S) interviennent dans la construction, due a

Nagata, d'un contre exemple au quatorziéme probléme de Hilbert.
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