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Approximation diophantienne dans les groupes
algebriques commutatifs

(I): Une version effective du théoréme du
sous-groupe algébrique

Par Michel Waldschmidt a Paris

Résumé. Le but de ce texte est de démontrer un énoncé général d’approximation
diophantienne. Cet énonce contient de nombreux résultats effectifs de transcendance pour
des nombres liés a ’exponentielle d’un groupe algébrique commutatif défini sur le corps
des nombres algébriques.

§ 1. Introduction

Soient K un corps de nombres plongé dans C et G un groupe algébrique commutatif
défini sur K et plongé dans un espace projectif sur K. Le groupe G(K) des points de G
rationnels sur K est un sous-groupe du groupe de Lie G(C). Nous noterons T;(K) ’espace
tangent a l'origine de G(K), T4(C) celui de G(C) et expg: T5(C) —» G(C) l'application
exponentielle de G (C). Soient W un sous-K-espace vectoriel de 7; (K) et Y un sous-groupe
de type fini de T;(C) dont I'image I' = exp;(Y) par 'exponentielle est contenue dans
G (K). De nombreux problémes de transcendance se raménent a la recherche d’une mino-
ration de la dimension r sur C du sous-espace vectoriel de T;(C) engendré par W et Y.
Si on désigne par d la dimension du groupe algébrique G, par ¢, la dimension de W sur
K et par ¢, le rang de Y sur Z, alors I'inégalité

(1.1) r<d(t,+ 24,)/(¢, + 2d)

ne peut étre vérifiée que si un sous-groupe algébrique G’ de G (avec G’ + G et G' % 0),
défini sur K, en est responsable: la dimension de Wn T;,.(C) et (ou) le rang de YN T, (C)
peuvent étre minorés. C’est I'objet du théoréme du sous-groupe algébrique (voir [W2] et
[R]). L’exemple le plus simple est celui de [Wii], correspondanta /y =r=d—1et/, =1:
siun point u € T (C) vérifiant expg(u) € G(K) appartient a un hyperplan W~ de T; (C) rationnel
sur K, alors il existe un sous-groupe algébrique G' de G, défini sur K tel que ue T5.(C) =W
D’autres corollaires du théoréme du sous-groupe algébrique sont présentés dans [R],
[RW1], [W2] et [W4].
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Le but de ce texte est de donner un raffinement quantitatif: on choisit une norme | - |
sur 75(C), des générateurs wy, ..., w, du K-espace W ainsi que des générateurs #,, ..., 7,,
du sous-groupe Y de T (C). On se place dans les hypotheéses ou le théoréme de transcendance
permet d’affirmer que la dimension du sous-espace vectoriel engendré par W et Y sur C
est strictement plus grande qu’un entier r. Si wi, ..., w; et ni, ..., n; sont des éléments de
T;(C) qui engendrent un sous-espace de dimension r, on veut minorer

max{ max |w,—w,|, max |n,—n.l}.
1=k=s¢o 1sh=do

La minoration va dépendre de différents paramétres. D’une part vont apparaitre les entiers
d, ¢y, ¢y, r déja introduits. Pour obtenir des estimations plus fines on écrira le groupe
algébrique comme un produit G = G, X G, X - X G,,avec G, = Gi°et G, = - = G, = Gy,
desorte que la dimensiondde Gestd = d, + d, + d,, avecd, = 0. Cela permet de remplacer
la condition (1.1) par la condition plus faible

(1.2) r<(dfy+d, by + 2dy 40|y + dy + 2d,) .

Dans le méme ordre d’idées, non seulement la dimension r du sous-espace engendré par
Wi, ..., W et ny, ..., n, jouera un role, mais aussi celle de la projection de cet espace sur
T5(C)/T5,(C). Cest ainsi que seront introduites les lettres r, r, et r;. En premiére lecture
on peut remplacer r; par r et ry, r, par 0.

D’autre part I’estimation que nous allons donner va dépendre des hauteurs des points
w,(1 £ k £¢,) de T;(K) ainsi que des hauteurs des points y, = expg(1,) (1 < & < d,)) dans
G(K).Leslettres 4,, ..., A4,, B, et B, désigneront des nombres réels permettant de controler
ces hauteurs, tandis que le degré du corps de nombres sera désigné par D. Le paramétre
supplémentaire noté E peut toujours étre pris égal a e, mais d’autres choix permettent
parfois de raffiner les estimations.

Le troisieme type de paramétres que nous allons introduire fera intervenir les lettres
Ty, ..., T,, Sy, Uet V. Ces parametres sont astreints a une série de contraintes, et il convient
de les choisir dans chaque cas particulier de maniére & optimiser la conclusion. C’est le
paramétre V' qui commande ’estimation finale, et il ne différe de U que par une constante
ne dépendant que de la dimension d du groupe algébrique. Les 7; correspondent a des
degrés et S, a une multiplicité. On doit aussi considérer des combinaisons linéaires des 7;;
en fait, plutdt que de nous restreindre a des sous-ensembles de la forme {s, 7, + - + 5,1, }
pour (sy,...,s,) décrivant certains sous-ensembles de 7%, par exemple 0 < 5 < S;
(1 £j =/,), nous avons preféere considérer un sous-ensemble fini quelconque {#,, ..., 7}
de T;(C) (dans le cas particulier indiqué M serait S, --- S,).

La conclusion du théoréme principal est celle que fournit le lemme de zéros: il existe
un sous-groupe algébrique G’ de G dont on majore la fonction de Hilbert. Dans chaque
application, il reste & exploiter cette information, et il n’y a pas encore de procédé uniforme
pour le faire.

L’estimation générale que nous proposons permet de regrouper la partie transcendante
d’un grand nombre de démonstrations de résultats d’approximation diophantienne. Cela
évite de mettre en ceuvre a chaque fois les arguments habituels en théorie des nombres




Waldschmidt, Approximation diophantienne dans les groupes algébrigues (I) 63

transcendants: construction d’une fonction auxiliaire a la Thue-Siegel (ou, plus récemment,
d’un déterminant d’interpolation a la Laurent), majoration analytique avec un lemme de
Schwarz, minoration arithmétique avec I'inégalité de Liouville, utilisation d’un lemme de
zéros. On le fait ici une fois pour toutes.

On pourra comparer cette approche a celle de P. Philippon dans [P3], qui propose
un autre type d’axiomatisation. Ici, nous nous restreignons aux groupes algébriques, ce
qui nous permet de disposer du lemme de zéros de [P1]. L’absence de lemme de Schwarz
convenable en plusieurs variables rend actuellement indispensable ce lemme de zéros. En
revanche, en une variable, la portée des résultats de [P3] est plus vaste (les fonctions
modulaires, les situations non-archimédiennes et les modules de Drinfeld font partie du
cadre général de [P3]).

Le théoréme principal (théoréme 2.1) est énonceé au paragraphe 2. Le reste du texte
est consacrée a sa démonstration. Nous utilisons les déterminants d’interpolation de Michel
Laurent, qui remplacent avantageusement les anciennes fonctions auxiliaires, et évitent le
recours au principe des tiroirs et au lemme de Thue-Siegel.

Plusieurs lemmes préliminaires a la démonstration sont nécessaires: le paragraphe 3
contient la définition de fonctions de Hilbert-Samuel, le lemme de zéros, la définition de
la hauteur logarithmique absolue et I'inégalité de Liouville. Le paragraphe 4 présente les
propriétés des groupes algébriques qui nous seront utiles; pour les groupes linéaires et les
courbes elliptiques, les énoncés sont entiérement explicites.

La partie principale de la démonstration est de nature analytique (paragraphe 5): il
s’agit de majorer des déterminants d’interpolation; la borne que nous donnons est encore
totalement explicite.

La démonstration du théoréme 2.1 est donnée au paragraphe 6.

Enfin quelques prévisions sont faites au paragraphe 7 sur d’éventuels développements
ultérieurs.

Les seuls résultats extérieurs auxquels il est fait appel sont d’une part le lemme de
zéros (proposition 3.1; cf. [P1], proposition 3.1, [P2] et [De]), d’autre part les résultats
de Sinnou David ([D1], [D2] et [D3]) sur les groupes algébriques (voir le paragraphe 4).

La motivation initiale de ce travail était d’obtenir une estimation contenant des
versions effectives des principaux théorémes de transcendance concernant les groupes al-
gébriques, de maniére a fournir par exemple des mesures de transcendance, ou bien des
minorations de combinaisons linéaires de logarithmes (aussi bien dans le cas usuel des
logarithmes de nombres complexes que pour des logarithmes de points rationnels sur des
groupes algébriques commutatifs — cf. [PW]). Entre temps sont apparues deux autres
applications: mesure de la répartition des points rationnels sur un groupe algébrique (cf.
[W4], Chap. 5), et, plus récemment, résultats d’indépendance algébrique en liaison avec
des mesures d’approximation simultanée (travaux en commun avec D. Roy — cf. [RW2]
et [RW3]). Toutes ces conséquences du théoréme 2.1 seront développées ailleurs.
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L’auteur remercie chaleureusement Damien Roy pour sa lecture minutieuse ainsi que
pour ses nombreux et pertinents commentaires sur une version antérieure de ce travail.

§ 2. Une version effective du théoréme du sous-groupe algébrique

On énonce le théoréme du sous-groupe algébrique et on en donne une version effective
(théoreme 2.1) qui est le résultat principal de ce texte.

(a) Le groupe algébrique G. Soient K un corps de nombres, D un entier = [K: Q]
et Gy, Gy, ..., G, des groupes algébriques commutatifs connexes définis sur K. On sup-
pose G,= G (avec dy=20) et G,=-=G,;, =G, (avec 0=d; <n). On pose
G =GyxG, % %G, et on désigne par

TEOZG—*GO et nl:G_’Glx"'del=anl

les surjections canoniques.

La dimension de G est d = d, +d, + d, avec d, = dim(G,, X - xG,). On pose
;=dim G; (0 £ i < n), de sorte que

So=dy, 0,=1 (1Sisd), et Sg+-+5,=d.

On suppose §; = 1 pour d, +1 < i < n, de sorte que d, = 0 si et seulement si » = d,. On
suppose aussi d = 2.

Pour 0 £ i £ n, on se donne d’une part une base, rationnelle sur K, de I’espace tangent
T;,(C) de G, a l'origine, et d’autre part un plongement, défini sur K, de G; dans un espace
projectif Py.. On suppose que

- pour i =0, on a N, = d, et I'exponentielle de G, s’écrit
€XPgy(zys - v 2g) = (Lizyiviz,)), (24, ..., 24,) € C;
—pour1<i<d,onalN;=1et
expg,(z) = (1:e*) e P (C);

— pour d, <i < n, les propriétés 4.4, 4.5 et 4.6 du paragraphe 4 sont satisfaites. On
écrira I’exponentielle de G; sous la forme

expg,(2) = (#§'(2) 1+ o) € Py, (©) (zeC),

ou les N, + 1 fonctions ¢f), ..., ¢{ sont entiéres sans zéros communs dans C%. On désigne
par h(G,), H;* et H; les quantités introduites dans le paragraphe 4 et associées au groupe
G,, dont la dimension est 6,. Le nombre h(G;) est =1, tandis que H;", H sont deux
fonctions réelles de variable réelle qui contrélent la croissance des fonctions entiéres ¢!
(voir (4.3)).
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Quand z est un élément de C? ou de C%, on désigne par |z| le maximum des modules
des composantes de z, et par ||z || la somme de ces modules. On utilisera en particulier ces
normes pour des éléments de Z¢ et donc pour des éléments de N¢.

On identifie T;(C) d’abord au produit T, (C) X -+ X Ty (C), puis a C% la deuxiéme
identification étant faite grace au choix de bases précédent. En particulier T, (K) est identifié
a K9 Le groupe algébrique G est plongé dans I'espace projectif P = Py, % - x Py, et on
écrit ainsi 'exponentielle de G(C) comme une application exp; de C? dans P(C) dont le
noyau Q = expg*(0) est un sous-groupe discret de C%

(b) Les données arithmétiques. Soient 7/, = 0 et M =1 des entiers, wy,...,w, des
éléments de K% n,, ..., n,, des éléments de C? avec y; = exps(n;) € G(K) pour 1 £ j < M,
et y, = 0 (¢lément neutre de G(K)). On désigne par W = Kw, +---+ Kw,_ le sous-espace
de K“ engendré par les w, (1 <k </,). On définit un sous-ensemble ~ de G(K) par
Z={yp - Vu}-

(c) Les données analytiques. Soient wy, ..., w;, 1}, ..., 1) des éléments de C% On
designe par ¥ le sous-C-espace vectoriel de T;(C) engendré par wy, ..., w;,, par ¥ celui
engendré par 13, ..., Ny

W' =Cwi+--+Cw, et ¥ =Cni+--+Cny.
On définit des entiers r, ry, r, et r par
r=dimg(#"+7v"), ry=dimcn(¥"),
r4ry=dime¥”’, r,=r—r—r;,
ou 7 est la surjection de C? sur C*/Tg (C). On a donc r, = dimg (¥ T, (C)) et
r,=dime (W[ W' vy Zdimen(W + V) —ry.
(d) Le théoréme du sous-groupe algébrique. Avant de poursuivre, notons que le

théoréme du sous-groupe algébrique (théoréme 4.1 de [W2]) peut étre formulé de la
maniére suivante:

On suppose wy=w, 1 £k <4y), nj=n; 1 £j< M) et d>r. Soit Y le sous-groupe
de T;(C) engendré par 1, ..., Ny, et soit I = expg(Y) le sous-groupe de G(K) engendré
par 2. On pose

Kk = rang; Y —rang, I’ = rang; (Y nker expg) .

Il existe un sous-groupe algébrique connexe G* de G, rationnel sur K, G* + G, ayant la
propriété suivante; posons

d* = dim G/G*, d} = dimG,/n,(G*),
dff = dim(G, x -+ X Gd,)/’H(G*) , dy=d*—d§—df,
¢ = dimg (W + T5.(K))/T5o(K)) et (¥ = rang; ((I' + G*(K))/G*(K)) ;
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alors d* > £ et

(F+d¥+2d¥)d—r)S(d+2d,— k) d*—¢F).
Pour des variantes de cet énonceé, voir [R].

Notre but est d’établir une version quantitative de cet énoncé: on remplace les hy-
pothéses w; = w, et ; = n; par une majoration de leur distance.

(¢) Les paramétres B,, B,, 4; et E. Pour majorer la hauteur des points w, et y;, on
va expliciter leurs coordonnées. On écrit

W= (Bixs--»Ba) A=k =4)
et

r’jz(ﬂl,{0+j’“'sﬁdo,/0+j’u1j’""unj) l=sj=M),

avecu;;€ C%pour1 < i< net1<j< M. Onposeaussi Vi = expg,(U;;)) eG(K) (1S i<n,
1sj=M)et

Yoi = (i Brsorji Pago+ DEPLK) (1 Sj= M),

de telle sorte que 9; = (Yo, ¥1j»---» ¥a;)- En particulier on a f, , . ;€ K et y;;€ K* pour
1sh<d,,1Sisd etl1SjsS M.

Soient B, et B, des nombres réels avec B, = 2d et B, = 2d vérifiant

* ou bien les deux conditions

max h(1:By,: i Busoen) SlogB; et max h(1: By 4y 4:: Bu) SlogB,,
1=h<do 1<k<¢to

* ou bien les deux conditions

max h(1:B, 10 Busorn) SlogBy et max h(1:f ,: -1 By) SlogB,.
1shsdo 1sks¢o

De plus soient 4;>1 (1 £i < n) et E = e des nombres réels vérifiant
logd, 2 max max{h(y,),2/D, Elu,|/D} (1<i<d)
1SjsM
et, pour d, <i < n,

log4; 2 max max{h(y;), h(G), H (Ed|u;| +2)/D, H (d|u;|)/D},
1SjsM
ou |u;| désigne max |u;| (1=<i<n).
1SjSM

Avertissement. Souvent, les nombres n; (1 < j < M) seront des combinaisons linéai-
res des £, premiers:

My =sPny++ s,
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avec des entiers s{’, ..., s{. Les paramétres 4, ..., 4, dépendront alors non seulement
des hauteurs des composantes de #,, ..., #,,, mais aussi des nombres

s ISjSM1SvEL).

(f) Les paramétres U,V, T; et S,. On se donne ensuite deux nombres réels positifs
U,V et des entiers Ty, Ty, ..., T,, S,, tous = 0 vérifiant

DT,logB, < U, DS,logB,<U et Y DTlogd,<U.

i=1
On suppose aussi
DlogB, =2logE, DlogB,=logE, U=logkFE,
B,zTy+ T+ -+ T,+dS, et logB,= max h(G)).

di<iZn

Enfin on suppose V' = CU, ou C est une constante ne dépendant que de d (voir la remarque
aprés ’énoncé du théoréme 2.1).

On peut noter que la contrainte U = log E résulte des autres si (7, S,) =+ (0, 0).

(g) L’hypothése principale. On désigne par H(G; I') la fonction de Hilbert-Samuel
associée a I'idéal de G (pour le plongement de G dans P) et aux paramétres T;, T3, ..., T,

tandis que # (G; T') est le produit par d! de la partie homogene de degré d du polynome
de Hilbert-Samuel du méme idéal (les définitions de H et 5# sont rappelées dans la section
(a) du paragraphe 3).

On suppose
Lewen s g6, 1) 2 4 <T° - ”)(ds" * r2>(V/log Eymexirs ),
8 r r,
L’hypothése importante est la minoration de H(G; I'). La condition
H(G; T) < (1/8)e"/D

est satisfaite dés que U = 8 ND log(ND) avec N = max {6, N, + -+ N, }, car la majoration
max T, £ U implique H(G; T) < (U+ 1)".
0<i<n

(h) Enoncé du théoréme du sous-groupe algébrique effectif.

Théoréme 2.1. Supposons

max |wy—we|<e” er max |nj—n|Se’.
15ksto 1<jsM

Alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G* de G, G* + G, défini sur K, incomple-
tement défini dans G par des équations de multidegrés
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STy, Ty oo s Typ 2Ty 140 2T,

tel que, si on pose

W* = (W + Tp(K)/Ten(K),  Z* = (2 + G*(K))/G*(K)
(¥ =dimgW*, M*=CardZ*,

on ait

" d!
SEM* H(G* 1) < 2% s (deg G,y1)  (deg G T T,

50-

Remarque sur la constante C. La minoration V' = CU fait intervenir une constante
C ne dépendant que de d; quand d est fixé il n’y a qu’un nombre fini de valeurs possibles
pour les parametres d,, d,, n, J, ..., 9,; on précisera une valeur permise de C en fonction
de ces parametres; par exemple dans le cas linéaire, c’est-a-dire n = d,, on peut prendre
C=12d+13. Quand G est le produit d'un groupe linéaire par des courbes elliptiques
(c’est-a-dire quand 0, ., = - = J, = 1), on peut prendre C = 400d>. Dans le cas général,
C dépend des constantes C,, C,, C; et C, du §4.

Convention. Si S, = 0, on convient que S¢ vaut 1 quand £ = 0. De méme, si T, = 0
et &, = 0, on remplace T° par 1.

(i) Les matrices L et L’. Le théoréme 2.1 concerne la matrice «arithmétique» L, de
format dx (4, + M), dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées de wy, ..., w,
N1s---» Ny dans C% on écrit

L, L
L=(w; " w, ’71""1M)=<0 1)

l]-2 H—s
avec
ﬂu ﬁwo ﬂ1.4’0+1 Bl,f0+M
n-o= . ) ﬂ-1 = )
ﬂdol ﬁdot’o ﬂdg.[0+1 Bdo,(o+M
Bdo+l,l ﬂdo+1,t’o
[L2= E ". : s
ﬂu ﬁd(o

tandis que la matrice L5, de format (d; + d,) X M, est définie par blocs comme ceci:

Uy o Upy

dans cette écriture, u;; est un vecteur colonne dans C*"(1£ign). Pour 1£i<d, et
1 £j= M, u;; est un logarithme (complexe usuel) du nombre algebrique y;; € K*, tandis
que les matrices L, L, et L, ont leurs coefficients dans K.
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Les données analytiques permettent d’écrire une matrice L', de méme format que L,

a coefficients complexes:
CE)
L, L%

Les vecteurs colonnes de I’ dans C sont wi, ..., W/, N}, ..., Ny, Ce qui s’écrit:

l, ’ ’ [L, !’ ’
<[]_’(2)> = (wyw), et ([1_’;) =M1 M) -

r=rang(l), r;=rang(Ly),

On a donc

’

ry + ry = rang <[L’1> , ry+ry2rang(l, L}).
3
Le parameétre B, (resp. B,) tient compte des lignes de la matrice L, (resp. des colonnes de

la matrice L,), tandis que la hauteur des coefficients de la matrice L, est controlée au choix
soit par B,, soit par B,.

Le théoréme du sous-groupe algébrique concerne le cas ot les deux matrices L et I
coincident. Le théoréme 2.1 remplace cette hypothése par une majoration de leur distance:
si on définit la distance entre deux matrices de méme format par

diSt((aij)’ (a;{j)) = max |a;; — a;;|
LJ
alors 'hypothése du théoréme 2.1 s’écrit

dist(L, L)< e V.

§ 3. Résultats auxiliaires

Nous donnons la définition des fonctions de Hilbert H et s qui sont intervenues
dans le paragraphe 2, puis nous énongons le lemme de zéros. Ensuite nous rappelons la
deéfinition et les propriétés élémentaires de la hauteur logarithmique absolue de Weil; nous
terminons par l'inégalité de Liouville.

(a) Fonctions de Hilbert-Samuel. Soient K un sous-corpsde C, Ny, ..., N, des entiers
positifs. On désigne par P le produit Py X --- x Py, ; onva donc travailler avec des polynomes
en N, +---+ N, + k variables X,; (0 £ v < N,, 1 =i £ k), homogenes par rapport a chaque
groupe de variables X,;,..., Xy,; (1 £i < k); s’il n’est pas nul, un tel polyndme a un
multidegré D = (D,,..., D,). On désignera par K[X] l'anneau des polyndmes en
N, +---+ N, + k variables et par K[X],, le sous-K-espace forme¢ des polyndmes de multi-
degrés D et du polynéme nul.

Soit I un idéal multihomogéne de C [X]; on considere le C-espace vectoriel (C[X]/1),
des éléments de C[X]/I de multidegrés D; la fonction de Hilbert-Samuel H(I; Dy, ..., D,)
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de I est la dimension de I'espace (C[X]/I)p; le polynéme de Hilbert-Samuel de I est le
polynéme en k variables a coefficients rationnels dont les valeurs en (D, ..., D,), pour

min D, suffisamment grand, coincident avec H(I; D,, ..., D,). Soit d la dimension de I,
15isk

on définit ensuite #(I; Dy, ..., D,) comme le produit par d! de la partie homogéne de
degré d du polyndme de Hilbert-Samuel de 1. Dans le cas k = 1 on a J#(I; D) = (deg 1) D°.

Quand E est un sous-ensemble de P(C), on note encore

H(E;D,,...,.D)=H{,D,,...,D,) et H(E;D,,...,D)=#;D,,...,D,),
ou [ est I'idéal de définition, dans C[X], de I’'adhérence de E dans P (C).

(b) Lemme de zéros. On travaille ici, comme dans le paragraphe 2, avec un
groupe algébrique G de dimension d, défini sur K, décomposé en produit direct
G=GyxG % - XG,, avec

G0=G:0, Gl=.“=Gd1=Gm’ dimG,=5i (Oéiéﬂ)

et d=d,+6,+ -+, Chacun des groupes G; (0 =i =< n) est plongé dans un espace
projectif Py, et G est plongé dans P = Py X+ X Py,.

On fixe des entiers Ty, ..., T,, tous 20 et on considére I'espace K[X]; formé du
polyndme nul et des polyndmes de multidegre (7, ..., T,). On écrira H(E; T') et #(E; T)
aulieude H(E; Ty, ..., T,) et H(E; Ty, ..., T,) respectivement.

On a

HGT)= [ HG:T) ot #GT)=d! [] 5 #GiT)
i=0 i’

i=0
(cf. lemme 3.4 de [P1]), avec

To + do
d,

HG;T)=T,+1, #G;T)=T, degG=1 (1=i<d)

H(Gy; To)=< )s H(Gy; Tp) = Todo’ deg G, =1,

et
H(G;T)) = (degG)T* (0<isn).
Soit 2 un sous-ensemble fini de G(K) contenant I’élément neutre 0. On définit
Al={x;+ +x3sx,eZ(1=5i<d)}.
D’autre part soient #” un sous-espace vectoriel de 7;(C), x un point de 7;(C) et S un
entier = 0; on dit qu'un polyndéme P € C[X] s’annule au point expg (x) avec une multiplicité

= S le long de W~ ¢’il existe une base (w,, ..., w,) de # telle que

DZ(Poexpg)(x) =0 pour tout ¢ e N’ vérifiant ¢ £ S;
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cette condition ne dépend pas du choix de la base de #. Rappelons les notations:
pour u = (uy,...,u;)eC? D, désigne la dérivation u,(0/0z,)+ -+ u,(8/0z,); pour
w=(w,...,w,)e(C et ¢ =(0y,...,0,) € N/, D7 désigne la dérivation DJ! -+ D, qui
est d’ordre o || =0, + -+ g, '

Voici maintenant ’énoncé du lemme de zéros de P. Philippon.

Proposition 3.1.  On suppose qu’il existe un polynéme de K[X], qui ne s’annule pas
identiquement sur G(K), mais qui s’annule en chaque point de X [d], avec une multiplicité
=dS + 1 lelong de W. Alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G* de G, G* *+ G,
défini sur K, incomplétement défini dans G par des équations de multidegrés
(T, 1y,...,T,,,2T, ., ..., 2T,), tel que, si on pose

A = dime (¥ + T4 (C))/Teu(C)),
on ait

2 + G*(K)

S"Card( D )-x(G*; T)<2%(G;T).

La proposition 3.1 est un cas particulier du théoréme de [P2]. Le théoréme principal

A
méthode de [P2] (en caractéristique nulle) avec celle de [ De], on devrait pouvoir remplacer
le facteur 2%2 par 1.

. , , A :
de [P1] fournit ce résultat avec le facteur S* remplacé par <S+ ) En combinant la

(c) Hauteurs. Nous rappelons briévement quelques notions relatives aux polynomes
et aux nombres algébriques. On trouvera plus d’informations par exemple dans le Chapitre 3
de [W3].

Soit fe C[X}, ..., X,] un polyndme a coefficients complexes; on note degy, f le degre
partiel de f en la variable X; (1 £ i < k) et L(f) la longueur de f, c’est-a-dire la somme
des modules de ses coefficients. On a

L(fi+f)SL(f)+L(f) et L(fif2)SLUHLYS).

Si f est a coefficients réels >0, L(f) est la valeur f(1,...,1) de f quand on substitue 1
a toutes les variables.

On garde la notation 4[X] pour désigner I’anneau des polyndmes a coefficients dans
un anneau 4 en N, +--+ N, + k variables X,; (0 £v £ N;,1 £i £ k). On notera aussi
A[X] lanneau des polyndmes a coefficients dans 4 en N, +---+ N, variables X ;
(1<vEN,1£i5k). Pour FeC[X] homogene de degré L; en les N;+ 1 variables
Xois s Xyy (1S isk)etpoury = (yvi)0§v§N4,l§i§kECN‘+W+Nk+k ona

k
lF(Z)l é L(F) H omax ‘))viILis
i=1

<SvEN;

sSv=
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tandis que pour fe C[X] de degré < L; en les N, variables X,;,..., Xy, 1 Si<k) et
pour o = (avi)lévgN.-,l§i§keCN1+W+N" on a

1SvsEN;

k
| f@I = L(f) [] max{1, max fo,["}.
i=1 i

Soient K un corps de nombres et D un entier = [K: Q]; on note My ’ensemble des
valeurs absolues de K, normalisées de telle sorte que | - |, restreinte a Q soit

— la valeur absolue ordinaire sur Q si v est archimédienne,
— la valeur absolue p-adique sur Q, avec |p|, =1/p si v|p.
On désigne par D, = [K,: Q,] le degre local en v; la formule du produit s’écrit:

[T la|?*=1 pour aeK*.

veMk

Soient 3, ..., Iy des éléments de K, non tous nuls; on définit la hauteur logarithmique
absolue du point § = (3, : -+ : 3y) € Py(K) par

1
h(9) = Y. D,logmax{|9l,, ..., |Ixlo} -

[K: Q] veMk

La hauteur logarithmique absolue d’un nombre algébrique a est la hauteur du point projectif

(1:2)eP,(Q):

h(x) =h(1:0).
Pour N et M entiers positifs et pour 9,,..., 9y, 6,, ..., 0, nombres algebriques, la
hauteur du point (1: 9, :-: 3y :0,: -+ :6,,) € Py, »(Q) est majorée par

h(1:9,: - :9y: 0,10 )Sh(1:8,:-:8)+h(@:0,:---:0,).
La borne triviale suivante sera utile: pour 3 = (1: §;:-+-: §y) e Py(K) et ve My,
max{1,|9lp ..., |9yl,} < PP®.

(d) Inégalité de Liouville. Le seul endroit de la démonstration ou intervient ’hypo-
thése que certains nombres sont algébriques est dans la minoration fournie par I'inégalité
de Liouville (voir [F], Lemma 9.2 et [W3], Chapitre 3).

Lemme 3.3 (Inégalité de Liouville). Soient K un corps de nombres de degré < D,v
une valeur absolue archimédienne de K et N,, ..., N, des entiers positifs. Pour 1 S i<k,
soient oy, ..., . ; des éléments de K. De plus, soit f un polynome en N, + - + N, variables,
a coefficients dans Z, qui ne s’annule pas au point & = (®,;); <, <y, 1<i <k On suppose que f
a un degré total < L; en les N; variables X,;, ..., Xy, ;. Alors

k
log| /@), 2 —(D—DlogL(f) =D ¥ Lih(1:ay;itayy) .

i=1
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Démonstration. 1110’y a pas de restriction a supposer D = [K: @Q]. On écrit la formule
du produit pour f(a) + 0:

D,log| f@|,=— ¥ D,loglf@I,,

ou w décrit ’ensemble des valeurs absolues de K distinctes de v. Si w est archimédienne on a

k
log| f(@|, = Y Lilogmax {1, |ay;ly, ..., |tn,lw} +10gL(f);

i=1

la somme des D,, pour w archimédienne distincte de v est D — D, < D — 1. Si w est ultra-
metrique, le méme majoration est encore vraie sans le terme logL(f). La conclusion
provient de I'inégalité

k k
Y. D, Y Llogmax{1,|ayly, ....lax:l} SD Y Lih(lroy;:toy,). O

wFov i=1 i=1

§ 4. Préliminaires sur les groupes algébriques

Nous aurons besoin de deux types d’estimations: analytiques et arithmétiques. Nous
donnons en premier lieu I’énoncé concernant les groupes linéaires, ou tout est explicite.
Nous considérons ensuite un groupe algébrique commutatif, plongé dans un espace pro-
jectif, et muni d’une base de son espace tangent a I’origine; nous énongons les propriétés
que nous supposons satisfaites. Pour les courbes elliptiques de nouveau tout sera explicite,
grace aux résultats de S. David [D3].

(a) Polynomes exponentiels. Nous considérons d’abord le cas 4, =0. Soient
dy, d;, £, trois entiers =0 avec d =d,+d,; >0 et soient T, S,, T trois entiers =0.
Soient w = (wy, ..., w,,) € (CH)° et 0 = (04, ..., 6,,) € N?°; de plus soit

d
(T, ) = (Tys o ves Tggs by - os 1g) ENT,
OU Ty, ..., Ty, ty, ..., 1y, satisfont
T+ o+, STy, i+ 414, ST, 6+ +0,<S,.

On considere la fonction ¢,, suivante:

do dy
0ute) = 11 2 ] evee
h=1

i=1
avec z = (z4, ..., z;) € C% on lécrit plus briévement

P (2) =z
Nous allons exprimer DZ(z%e'*) comme un polyndme exponentiel: on introduit pour cela
dty+ d, variables W, Z, 1< i<d, 1Sk £¢,,1 < h=<d,); on désignera par Z[W, Z]
I’anneau des polyndmes en ces variables a coefficients dans Z.
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Lemme 4.1. 1l existe un polynéme P,

1o dans l'anneau Z[W, L] qui satisfait les pro-
prietés suivantes:

— quand on substitue, pour 1 S i<d, 1<k =<{¢,et 1S h=d,, lai-éme coordonnée
w;, de wy a la variable W, et z, a la variable Z,,ona

Dy(%€") = By, e
— pour 1 £k <4, P,, est homogeéne de degré g, en les d variables Wy,, ..., Wy,;

- pour 1 = h £ d,, P,,, est homogéne de degré v, en les £, + 1 variables W,,,, ..., W,, , Z,,;

s Stto

— le degré total de P en les variables Z,, ..., Z, est < | t];

— de plus la longueur de P,,, est majorée par

min {Tp, So} T S
< O [ I
ey (o))

n Pour ne pas exclure les cas T, = 0 et S, = 0, on convient que le coefficient du bindme
<k> vaut 1 pour n = k = 0. Ainsi quand Z, = 0 ou bien ¢ = 0, le polyndme cherché est

Z{t -+ Zi%, qui est de longueur 1. De méme, quand d, = 0 ou bien 7 = 0, la solution est
donnée par le polynéme

(o d1 Ok
I1 <Z tiu{io+i,k> )

k=1\i=1

dont la longueur est 75, Bien entendu, on convient que 75 vaut 1si T= S, = 0.

Démonstration. Quand £, =1 et ¢ =1, on trouve:
do dy do
Po= Y uwWaZi™' Il Zp+ ¥ Wi [1 237

h=1 1jsdo i=1 h=1
j*h

Le résultat annoncé s’en déduit par récurrence sur ||o|. O

Remarques. 1. On peut donner une formule explicite pour les polyndmes P,,,:

neee g (0 550 f ) 1),

n=1k=1 Knx! i=1 k=1 Kag+ik* n=1 Va!

ou , v décrit les éléments ((k;;), (v)) de N4% x N qui satisfont

o d
Y kptvi=1, (1Sh<dy) et Y kyp=0, 1Sk=Z/).

k=1 i=1
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2. On déduit du lemme 4.1 la majoration
4.2) L(P,,) S min{TS°~ To(T + Sp)™, (T + T)%°} .

(b) Groupes algébriques. Soit d un entier positif. Les constantes c,, ¢,, ¢3, ¢, ci-
dessous sont des nombres réels = 1 et m un entier = 1, qui dépendent seulement de d.

Soient K un corps de nombres, D un entier =[K:Q], G un groupe algébrique
commutatif de dimension d défini sur K et plongé dans un espace projectif Py sur K; on
se donne aussi une base de I’espace tangent T, (C) définie sur K, et une application analytique
® = (@g, --., @y) de C* dans C¥*!, représentant 'application exponentielle de G(C):

expg(2) = (900(2) A (PN(Z)) .

Quand on sera dans la situation des paragraphes 1 et 2, on appliquera ce qui va suivre a
chacun des facteurs G; (d, <i < n).

On désigne par h(G) un nombre réel =1 tel que les propriétés qui suivent soient
vérifiées.

(1) Croissance analytigue. On commence par contrdler la croissance des fonctions
entieres ¢, ..., @y. On désigne par R, 'ensemble des nombres réels strictement positifs.

Définition. On désigne par H™ et H~ deux applications R, — R telle que, pour
tout R = 0 et tout z e C? vérifiant |z| £ R, on ait

(4.3) —H™(R) = logmax{|po(2)], ..., loy@) |} < H'(R).

L’existence de H™" est banale, celle de H~ provient du fait que les fonctions ¢, ..., @y
n’ont pas de zéros communs dans C*, puisque leurs valeurs en un point z e C? sont des
coordonnées projectives du point expg(z).

On déduit des propriétés 4.2 et 4.3 de [D2] que pour une variété abélienne principale-
ment polarisée munie d’un plongement 40, il existe deux constantes positives ¢* et ¢,
ne dépendant que de d, telles que I’on puisse choisir

H*(R)=c'(R*+Dh(G)) et H (R)=c Dh(G).

Pour une extension d’une telle variété abélienne on peut donc encore prendre pour H~
une fonction constante (ne dépendant pas de R).

(2) Formules d'addition. On suppose de plus qu’il existe une constante ¢, = ¢;(d) 2 1,
un entier m = m(d) et des éléments 9 = (3, ..., 3,) de K™, avec

h(1:9,:-:9,) <c,h(G),

tels que les propriétés suivantes soient vérifices.
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Propriété 4.4. Il existe une constante ¢, = ¢, (d) = 1 vérifiant I'assertion suivante.
Pour tout ue CY il existe un voisinage ¥~ de 0 dans C? et il existe N+ 1 polyndmes
Ag, - .., Ay dans ’'anneau

Z[Xgr ..., Xps Yo .. Yoo Z4, ., 2]

satisfaisant:

(1) le degré total de chacun des polynomes 4, (0 < v < N) est < ¢, et sa longueur
est < e?;

(2) les A,sonthomogenesen X, ..., Xy, tous de méme degré; ils sont aussi homogénes
de méme degré en les variables Y, ..., Yy;

(3) pour tout z dans ¥/ les valeurs de ces polyndomes au point

((Po(z)a (AR (pN(Z)’ (Po(“)a ERRE ] (pN(u)’ ‘91’ A ‘9m) ’

ne sont pas toutes nulles et forment des coordonnées projectives du point

(oz+u):py(z+u).

Dans [D1], la proposition 2.3.6 donne les propriétés des formules d’addition pour
les variétés abéliennes, tandis que la proposition 2.3.8 concerne les extensions par G, et G,,,.

Cette propriété 4.4 permet de majorer h(y, + y,) pour y, € G(Q) et pour y, e G(Q)
dans un voisinage de 0 (dépendant de y,):

h(y, +7,) = Cz(l +¢,h(G)+h(y,) + h(Vz)) .

On peut majorer plus efficacement h(y, +---+7y,) pour y,, ..., 7, dans G(Q). Pour cela,
sur une variété abélienne, on utilise d’une part la quadraticité de la hauteur de Néron-Tate
et d’autre part le théoréme de Manin-Zarhin comparant les hauteurs de Weil et de Néron-
Tate (cf. lemme 4.6 de [D2]). Sur un groupe algébrique commutatif quelconque, on utilise
en plus la proposition 5 de [Se].

Propriété 4.5. 1l existe une constante c; = ¢;(d) = 1 telle que, pour tout n =1 et
toute famille {y,, ..., y,} de n éléments de G(Q), on ait

h(y, +--+7,) £ csn*max{h(G), h(y,), ..., h(y,)} .

(3) Equations différentielles. La K-structure de ’espace tangent de G a I’origine
fournit des équations différentielles satisfaites par les composantes de I’application expo-
nentielle de G(C) (cf. [D2], th. 4.1 pour les variétés abéliennes principalement polarisées
munies d’un plongement 4 @, [D1], propositions 2.3.13 et 2.3.17 pour les extensions d’une
telle variété par G,, et G, respectivement).

Propriété 4.6. Il existe une constante ¢, = c,(d) = 1 et un entier rationnel 4 avec
1< 4 L€ tels que, pour tout triplet (k,v,1) d’entiers avec 1<k =<d, 0Sv<N et
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0 <1 £ N, il existe un polyndome C,,, dans 'anneau Z[X,, ..., Xy, Z,, ..., Z,,], de degré

total <c, et de longueur =<e“, tel que la fonction méromorphe de d variables
4(0/0z,) (0, (2)/9,(2)) soit égale a

Cin(@0(D/0,(2), ... ox(2)]0,(2), 81, ..., 8,) -

On désignera, pour 0 < v,1 < N, par p,, la fonction méromorphe ¢,/¢, (aucune des
fonctions ¢, n’est identiquement nulle). On écrira aussi

lplz(wol""’IPNl)’

considérée comme application méromorphe de C* dans C¥*1!,

Quand ¢, ..., ty sont des entiers = 0 de somme 7, on a, pour w = (w,, ..., w,) € C*
et0<1=N,

N N d
zww(n wc:) > szkw::—l(n w,i*:) Con 9).
v=0

v=0 k=1 u¥v

On en déduit, quand wy, ..., w, sont des éléments de C?, S, un entier = 0 et ¢ un élément
de N’ avec ||a| £ S,, que la fonction

N
Alel Dvi( [ wé:)
v=0
s’exprime comme un polyndéme a coefficients dans Z,
— homogene de degré o, en wy,, ..., wy (1 S k = 4p),

—en 3y, ..., $s Wour - - -» Yyur de degre total < T+ (c, —1)S,,

— de longueur

llall -1
édltalleuliall I‘I (T+((’4—1)i):_<_dSO€C4S°(T+C4S0)S°.
i=0

Dans le cas trivial S, = T = 0, cette longueur vaut 1 (par convention un produit vide est
égalal).

(c) Exemple: courbes elliptiques. Voici un choix admissible de valeurs dans le cas
d = 1 pour les nombres m, c,, ..., ¢, et 4 des trois dernieres propriétés:

m=2, ¢;=1, ¢,=7, ¢c3=12, ¢,=3, 4=2.

Les cas G = G, et G = G, étant triviaux, il suffit de le vérifier quand G est une courbe
elliptique. C’est I’objet de ce qui suit.

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K avec [K: Q] < D.
On choisit un modéle de Weierstral3 de E:

6 Journal fiir Mathematik. Band 493
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EQC)={(1:p(2): 9'(2));zeC} = B,(C).
On désigne par g, et g4 les invariants de @ et par j I'invariant modulaire:

1728g;

24} g gy, j= B2

Onprend m=2et 3, =g,, 3, =g;. On définit
h(E) =max{1,h(1:g,:83),h(j)},
ce qui permet de choisir ¢; = 1.
On choisit une base (w,,w,) du réseau Q = ker exp, des périodes de @ avec
T=w,/w, €%, ou ¥ est le domaine fondamental habituel pour ’action de SL,(Z) sur le

demi-plan de Poincaré.

On désigne par g, et o, les fonctions de Weierstral3 associées au réseau Q, = Z + tZ,;
elles sont reliées aux fonctions g et o (associées au réseau £2) par

0(2) = ,0,(z/0,), P(2)=w;*p,(zlw,).
On pose ensuite 1, = 2{(w,/2),

¢(2) = e MG (2), 9(2) = 0, 0,(z/w,)

et
P02 =9*(2), 0,(D=032)P (), ¢,(2) =D P'(D).
(1) Estimations analytiques. D’apreés la Proposition 3.1 de [D3] on a pour toutze C
7-10"*exp{—2.51n Im(z) — 3n|Im(z)| + 3= |Im(z)|?/Im ()}
< max{|¢? 2,10} (2) 0.2, |} (2) 9 (2) |}
< 3.33exp {37((1/4)Im () + | Im(2)| + |Im(2) |*/Im (7))} ;
donc

7-10"*min{1, |w,|*}exp{—2.51 2 Im(z) — 37|Im(z/w,)| + 37|Im(z/w,)|?*/Im (1)}
< max{|@’(2)], 10> p @), 10> (@) ')}
< 3.33max {1, |w,|*}exp{(3n/4)Im(7) + 3n|Im(z/w,)| + 3n|Im(z/w,)|*/Im(7)} .
Pour estimer |w, |, on utilise le lemme 3.2 de [D3] (voir aussi le 4-lemme de [FP]):

1 1

1.825—(n/6)Im(r)| ;|1/12 < < 1.85 - (n/6)Im(t)| ;|1/12
——————— e ST €
(12|g2|)1/4 IJI _l 1! = (12|g2|)1/4 I.]I

sij#+0, et
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1 1
1.825 - (n/6)Im(t) < l I < 1.85 - (n/6)Im(r)
55 € S|wq =
(271g511)'? =NE

Q71g, )72 ¢

si j=0 (le cas j = 0 se déduit du cas j + 0 en passant a la limite quand g, — 0). D’un
autre cOté on a aussi
—Dh(E) = —Dh(j)<logl|j| = Dh(j)< Dh(E)
et
— Dh(E) < — Dh(g,) < log |g,| < Dh(g,) < Dh(E)
sij*0,et
— Dh(E) < — Dh(g;) < log |g,| < Dh(gs) < Dh(E)

sij = 0 (car alors g5 # 0). En utilisant le lemme 1 de [FP] on obtient ’encadrement suivant
de Im(z), pour te £ et j = j(1):

3 3
VT_ < Im(7) _§§ max {1, log|j|} = % Dh(E).

Ainsi on trouve

3n+4
12

Dh(E)+1.20 < log|w,| £ 0.8+%Dh(E)

sij=*0,et

3n+2
12

1
Dh(E) +1.55 <log|w,| £ 1.13 + g Dh(E)

si j = 0. Dans tous les cas on obtient

3n+4
12

Dh(E)+1.20 < logmin{1,|w,|} et logmax{l,|w,|} < % Dh(E)+1.

On minore finalement — |Im(z/w,)| + |Im(z/w,)|?/Im(z) par — (1/4)Im(x), ce qui permet
de poser

R R?
HY'(R)=5+5Dh(E)+3n +3n
R) E) 3 i o me

et H (R)=19Dh(E)+4.

Remarque. Lenombre|w,|*Im(t) = Im(w,®,)est I'aire d’'un domaine fondamental
du réseau Q.

(2) Formules d’addition. Pour u € Q la proposition 4.4 est trivialement vérifiée avec
A,=X,, A, =X, et A, = X,. Supposons u ¢ Q. Si on utilise les formules d’addition bien
connues

9'(2) — 50'(14))2

1
‘0(”“):_“’(Z)_‘O(“)“LZ(p(z)_@(u)
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et

9 W) p'(2) — 9 (2) ')
#(2) — o W)

P'(2)— '@

Pt = "o

o +u)+

’

on obtient les polyndmes
Ao =4(X,Y,— X, Yx)3X0 Yy,
A ==4X Y= X V) (X, Yo+ Xo V) + (X, Yo = X, ) (X, Yo — X, Y)* X X,
A, =4(X, Yo - Xo V) (X, Yo + X, YD (X, Yo — X, 1)?
— (XY =X 1) X Yo +4(X, Y, — X, V) (X, Yo — X, Y)* X, Xy

qui sont de degre total 8 et de bidegres (4, 4) en (X, X;, X,) et (¥,, ¥}, Y,). La solution
n’est pas unique: on peut changer de représentant dans une classe modulo I'idéal engendreé
par les polyndmes

XoX? —4X?+Z, X¢X,+Z,X3 et Y Y7 —4YP+Z, Y2IY,+Z,Y3.

Lange et Ruppert ([LR], §3) ont écrit des formules d’addition de bidegrés (2, 2) en
Xy, X1, X,) et (Y,, Y;, Y,) qui sont associées a un recouvrement de C?: il s’agit d’un
«systéme complet de lois d’additions» (c’est plus précis que ce que demande la proposition
4.4). Parmi les polyndmes qui interviennent dans ces formules, celui qui a a la fois le plus
grand degré et la plus grande longueur est

AX2Y}—A8XEY2Z, + XEYH(Z} —36ZH) —4(X, Y, + X, Y,)? Z}

—8Xo X, Yo, ZF— (X Y, + X, Y) (144X, Y, Z, + 12X, Y, Z, Z,) .
Son degré total est 7 et sa longueur 425 < e”. On peut donc prendre ¢, = 7.

(3) Hauteur de Néron-Tate. La différence entre la hauteur quadratique de Néron-

Tate et la hauteur h sur E(Q) a été majorée explicitement par H. Zimmer (lemme 3.4 de
[D3]). On en déduit

3 log?2
h(y+++7) S5 (17 +2h(E) + 3:%-— (14n% +23) + n?max {(h(y,), ..., h(3,)} .

On majore (9/4) + (37/3) log 2 par 11, ce qui autorise a prendre c; = 12.

(4) Equation différentielle. On définit six fonctions méromorphes y;; = ¢;/p; pour
0<ig2et0=j<2avecij:

YVio=0, V3o=§", V=0,
vor=1/9, vu,=1/p", v,=p/p.

On vérifie alors, a partir de I’équation différentielle

Pr=4p>—g,0 -85,
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que 'on a

2910=2v50, 2¥50=1290—g,, 29} =3 + 280, +383%31 »
2yo = = 29519315 290, = — 12‘P122 +gz‘P022 s 291 =—1=2g,y5,p;, — 383‘032-

Chacun des 6 polynémes du second membre a un degré total < 2 et une longueur < 13 < 3,
ce qui justifie les valeurs 4 =2 et ¢, = 3.

Remarque. On aurait aussi pu prendre 4 =1 si on avait choisi 3, = g,/2; mais il
faudrait alors soit remplacer g, par g,/2 dans la définition de h(E), soit remplacer ¢, par
1+ log2.

(d) L’astuce de Baker-Coates-Anderson. Voici comment seront utilisées les proprié-
tés (4.3), 4.4, 4.5 et 4.6. On supposera dans la suite, d’abord que le nombre ¢,(0) n’est pas
nul, ensuite que ['ensemble {3,,...,9,} contient les nombres v,,(0) = @,(0)/¢,(0)
(1 = v = N). Noter que cela peut demander une permutation des ¢,; par exemple, dans le
cas elliptique, il convient maintenant de numéroter {@,, ¢, ¢,} de telle sorte que

Po(2) = 9*(2) p'(2) .

Soit u un élément de C%; soit 1 un indice, 0 < 1 £ N, tel que ¢,(u) * 0. De plus, soient
Wy, ..., w, des éléments de C*, e N et t = (ty,...,1,_ 1, 1,4y, ..., Iy) € N¥. On considére
la fonction méromorphe dans C*:

vi= [ (o/o)

O0ZvEN
v¥a

et on s’intéresse au nombre DYy} («). On introduit encore deux entiers 7> 0 et S, = 0 tels
que [t =Tet o] =S,

On commence par utiliser les formules d’addition: d’apres la propriété 4.4, il existe
des polyndmes 4,, ..., Ay, a coefficients dans Z, qui dépendent du point u, dont les valeurs
au point

((PO(Z)’ -'-a(pN(Z)’ q’o(“)9 R (pN(u)"gl’ -"’Sm) ’

pour z dans un voisinage de 0, soient des coordonnées projectives du point

(@o(z+u): 1 oy(z+u).

Comme ¢,(u) # 0, on a aussi 4,(¢(0), ¢(1)) # 0. Dans la suite, z décrira un voisinage ¥~
de 0 dans C? dans lequel 4,(¢(2), ¢ («)) * 0 et

(Ao(@ @), @) : - : Ay(0(2), ) = (P z +w): -+ @y(z + 1))

Ainsi, pour z€ ¥,

o Av(<p<z>,<p<u))>*v_ (Av(%(z), w.(u)))‘“
“"(””)‘ogrv]gN(A,(w(z),w(u)) = Il @ nm))

v¥i vE
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On multiplie par AT (y,(2), ,(4)), on dérive o fois et on obtient, en posant ¢, = T — || ¢ |,

N
D3 (A] (wo (2), w)w! (z + u)) = D$< IT 4% (wo (@), w,(u))> :

v=0

On peut écrire le membre de gauche sous la forme

AT @, p W) DLW+ W)+ Y 4,z 0Dy (pi(z+w),

ffe'll <liell
ou, dans la somme, ¢’ décrit 'ensemble des éléments de N qui satisfont ||o’|| < | o |,

tandis que ¢,.(z, u) sont des nombres complexes qui ne dépendent pas de ¢, mais seulement
de T.

On considére maintenant le membre de droite. D’aprés la propriété 4.4,

N
[T A% (o (2), v, ()

v=0

est un polyndme a coefficients dans Z en

Wo(2) = (Woo (D), -, Wno (D), w,(1) = (o, (W), ..., ¥y, W), $=(4,....9,),

de degré total < ¢, T et de longueur < e°2T. On utilise ensuite la propriété 4.6 et la remarque
qui la suit:

N
A“”"D;:< [T 45w (@), w.(u))>

v=0
peut s’exprimer comme un polyndme a coefficients dans Z,
— homogene de degré g, en wyy, ..., w;, (1 S k £ 4,),
— en y,(u), de degré <c, T,
— en Y, (z) et 3, de degre total <c, T+ (c,—1)S,,
— de longueur
< e2TdSoe 5o (¢, T+ ¢, Sp)% .

On prendra finalement la valeur en z = 0; on a supposé que les nombres y,,(0) ap-
partenaient a I'ensemble {9,,...,9,} pour pouvoir omettre la dépendance en

Yo (0) = (U’oo ©0), ..., vno (0))-

Remarque. Cela corrige I’'argument de la section 4 c de [PW], p. 292: il y est affirmé
qu’il existe des polynémes P'® qui représentent le composé de dérivations D' et d’opérateurs
de translation t%; si les dérivations font en effet intervenir des polyndmes, les translations
en revanche nécessitent des fractions rationnelles; prenons par exemple ¢ = 0 (on ne dérive
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pas), s =1,y, = p, p, = o' et P = X,, la fonction @ (v + z), dont les pdles sont — v + £,
ne peut pas s’exprimer comme polynéme en g (z) et p'(z).

(e) Conclusion. On considére maintenant la situation générale du paragraphe 2,
pour un produit G = G, X G, X - X G,, avec G, = GZ°, G, = -+ = G;, = G,,; comme on
I’a dit au début de ce paragraphe, on va appliquer ce qui précéde a chacun des facteurs
G; (d, £i £ n), dont la dimension est J;. Ces groupes algébriques sont tous définis sur le
méme corps de nombres K. On supposera que chacun des groupes Gy, +1s ---» G, vérifie les
propriétés (4.3), 4.4, 4.5 et 4.6.

On dispose, pour chaque i = d, + 1, ..., n, de constantes ¢, (6;), ..., ¢, (;), toutes = 1,
de deux applications H;" et H; de R, dans R, de deux entiers positifs m(5;) et 4(5;), avec
4(5;) = exp{c,(d;)}, et enfin d’un élément

99 = (99, ..., 89 )

de K™®@ tout ceci ayant été défini dans la section (b) ci-dessus (ou d est maintenant
remplace par 6, .4, ..., d, respectivement). On pose:

n

C;= max ¢(6,) pourj=1,2,3, Co= Y ¢4(5)

di<izn i=dy+1
et
4= H 4(5,) .
i=di+1
On a donc
h(1:99:-: 98 ) < C,h(G) et 4= e,

Ces paramétres C;, 4 ne dépendent que de d;,n, .+, ..., d,. Ils sont donc majorés par
des fonctions de d = dim G.

Enfin, pour d; < i < n, on considére une famille de polyndémes (4, ..., A§)) donnant,
d’aprés la propriété 4.4, des formules d’addition au voisinage du point u® sur le groupe
G;. Pour alléger les notations on écrira 4(X,Y) au lieu de

ADXpy ooy Xy Vi ooy Yy, 09,09 .

Remarque sur le cas d, = 0. Pour que le résultat que nous allons démontrer (pro-
position 4.7) soit encore vrai dans le cas d, = 0 (c’est-a-dire n = d;; cf. lemme 4.1), on
posera, dans ce cas particulier, C; =0 (j=1,2,3,4,5) et 4=1.

On va travailler avec des fonctions de d variables complexes z = (z, ..., z;) € C%. On
écrira aussi z = (29, ..., z™), avec

(Zgy.--524,)€C® pouri=0,
W={z, ,,€C pour 1 <i<d,,

F) .
(260+"'+5i—1+j)l§j§6ieci pour d1< 1 é n.
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En utilisant (4.3), on déduit, pour d, <i<net|z9| <R,
H; (R) < logmax {| ¢z, ..., [of) )} £ H (R) .

Soit u € C% pour chaque indice i dans I'intervalle d, < i < n, on choisit un indice 1; avec
0=1, =N, tel que

oW + 0.
On note encore, pour d; <i<net0=v,1 < N;:
W= 00l et v = il i)
Pour d, <i < n, chacune des fonctions Ip‘(,i) (0 = v £ N,) est analytique au voisinage du
point ». Rappelons aussi que 1'on a supposé ¢{(0) # 0 (d, <i < n).
Soient Ty, ..., T, des entiers positifs; on définit
T=T,++T, et T*=T, ., ++T,.

Pour chaque (t, t) dans N9 *n*Na+1*+Nu qont les composantes

(TWishsdo € N, (t)1<i<a, € N
et

i=)osven €NV (dy<iZn)
satisfont:

T+ o+, ST,

Ni
ST, 1Sisd) et Y t,=T, (d,<i<n),
v=0

on définit une fonction ¥,,, méromorphe dans C?, par

Tt

do dy n N
v == e 1111 Gy
h=1

i=1 i=di+1 v=0
Voici le résultat principal de ce paragraphe.

Proposition 4.7.  Etant donné des éléments wy, ..., w,, dans C*, un élément o dans N’
avec || || £ Sy, et un point u dans C*, quand on choisit (15,4 1, ..., 1,) de sorte que () % 0
(d, +1= i< n), il existe des nombres complexes q, (indexés par o' qui décrit 'ensemble
des éléments de N’° satisfaisant || o' || < ||a||), tels que, pour tout (t,t) comme ci-dessus, le
nombre

450, w) [1 (AGPO. v W)+ Y g,DI ¥lu)

i=di+1 lfe'll <llell

soit la valeur d’'un polynéme, a coefficients dans Z,
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— en Wy, ..., Wy, homogeéne de degré o, (1 S k < ¢,),

— €N Wy, ..., Wy, Uy, homogéne de degré t, (1 < h < d,),

en e'*i de degré < T, (1<i<d,)),

|

en p ™) = (w&, @), ..., v\, ")), de degré < C,T, (d, <i<n),
—en 39 =99, ...,99;,), de degré < C,T,+ c4(6,)S, (d, <iZn),

— de longueur

S BRI + T+ So)™

avec

Cs=2C,+10g(6*(C,+ Cy), 6*=max{d;, ..., 0,} .
Remarque. Les nombres g, dépendent de o, w, u, Ty, ..., T,, mais pas de (1, ¢).

Démonstration. Pour simplifier I’écriture on introduit des fonctions de d variables
complexes:

do dy
Fo@) = 1z [] evene
h=1

i=1

et

Ni
O = T G0e)™ @ <isn.
v=0

pour pouvoir écrire

Y. =FK I @)

i=dy+1

On utilise la propriété 4.4: pour d; <i<nona

. N; A(i)(w(i)(z(i)) w(f)(u(i))) tyi
(i) ti v 0‘ 2> T i )
=11 <A::’(wa”(z">), PROD)

v=0

On pose encore

4@ = [1 ADEOE), g )T

i=d;+1

et

Fi_g,(2) = (AP @8 ), w2 @) (v (z + w))"
N, o o .
= [T (AP WP ED), P @)™ @, <isn),
v=0

de sorte que

A Y, (z+u) = F{Ez+wk (@) F_,@).
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On multiplie les deux membres de cette derniére relation par 45, on applique ’opérateur
Dg, puis on remplace z par 0. A gauche on trouve

A°40)D¥, W+ Y 4. DY),

lle'll <llall

A droite on obtient

n—d
ASo—llall Z a! ' l_[l(A/Ai)”""“A,”"‘”D"f,"l:}(u*),

Kotki+ o tun_a=0 Kol Ky_a! iz

avec 4,=1,4,=40;) 1Sisn—d))et
w* =, ..., u"9,0,...,0),

ce qui fournit le polyn6me désiré en appliquant le lemme 4.1 et la section (d) ci-dessus; la
longueur de ce polynéme est majorée, d’aprés (4.2), par

! n—dy ) . NP
ASoZ F (To 4ot ];l)llxoll n eCZTd.*-i&d”l’:_ly (C2 7:!1+i + c4(5,-) | K; ”)IIK;II 4@ llxill

K i=1

SA(Ty+ T+ + Ty + C,T* + C,Sp)0eC2 ™% max 6. O

di+12ign

Remarque. Dans I'application que nous avons en vue il faudra majorer le facteur

A0 = 1 (AO@EO), pOEO))T;

i=di+1

c’est la valeur, au point

(lp(()dl + 1)(0)’ ey (()n)(o), wl(:,’:l)(“(dl + 1))’ ey IP,(:)(U(")), QUi+ 1), ey g(n)) ,
d’un polyndme de degré < C,T; en les variables correspondant a y{(0), p” (u”) et §?
(d; < i £ n), et de longueur majorée par e“27*, Comme chacun des nombres ¢’ (0) appar-
tient 4 I'ensemble {9, ..., 9%);,}, on a

n

log|40)|SC, Y T,(1+C,Dh(G)+logmax{l, max [p&u")}).
OgvgNi

Vi
i=dyi+1

§ 5. Majoration analytique d’un déterminant

La démonstration du théoréme 2.1 pourrait étre faite a 1’aide de la méthode trans-
cendante classique remontant a Thue et Siegel, utilisant une fonction auxiliaire construite
par application du principe des tiroirs de Dirichlet. Nous préférons I’approche plus moderne
qui repose sur I’étude de déterminants d’interpolation; cette derniére méthode a deux
avantages: la démonstration est un peu plus simple, et les constantes, plus faciles a calculer,
sont légérement meilleures.
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On doit a Michel Laurent [L1] I'observation que des déterminants de la forme
(@2(n)); <iust (OU @y, ..., @ sont des fonctions analytiques, disons dans C%, et n,, ..., n,
des points de C%) peuvent étre majorés non trivialement grice au lemme de Schwarz.
Comme me I’a signalé Jonathan Pila, ces déterminants apparaissent dans la littérature sous
le nom d’«alternants». Noux développons ici de telles majorations, en introduisant plusieurs
ingrédients. D’abord nous prenons des dérivées le long d’un sous-espace %" de C% non
seulement la dimension de %', mais aussi celle de 'espace ¥’ engendré par les points 7,,,
et celle de ¥'+ %", interviendront. Par exemple, dans la situation qui apparait dans la
méthode de Baker, #” est un hyperplan de C%, tandis que ¥’ est une droite contenue
dans #". Dans la méthode de Schneider (quand il n’y a pas de dérivées), #"' = 0.

On introduit un autre raffinement: si les fonctions ¢, ..., ¢, dépendent polynomi-
alement des d, premicres variables z,,...,z,, la dimension des projections sur
C47 4o = C4/(C% x 0) des espaces ¥ et # joue également un role. Par exemple, dans la
démonstration du théoréme de Baker par la méthode de Schneider en plusieurs variables,
¥ est un hyperplan de C% %"’ est soit réduit a 0, soit une droite contenue dans ¥, et on
ad,=d—1, donc n(¥"') a pour dimension 1.

Ainsi le nombre total de variables qui apparaissent est la dimension r de ¥+ #”,
mais pour obtenir de bonnes estimations on fait intervenir la dimension ry de n(¥™).

Enfin le nombre dont nous voulons majorer la valeur absolue n’est pas le déterminant
d’interpolation lui-méme, mais le déterminant d’une matrice dont les coefficients sont
proches du précédent: ses coefficients sont bien de la forme D, ¢,(n,), mais les points 7,
ne sont pas dans 77, ils sont seulement proches de points 7, de ¥"'; de méme les composantes
de w servant a dériver ne sont pas dans %", mais w est proche d’un w’e (#').

Dans un premier temps on estime un déterminant (D2 ®:(n,) + 35/1;:)_1§ ausL AVEC
n,€v"" et w,e#”, puis on considere plus précisément la situation qui nous intéresse avec
un déterminant (Dg*@;(1,))1 < 1., < POUr n, proche de n, € ¥ et w, proche de w,e #".

(a) Enoncé de la proposition principale. On fixe trois entiers d > 0, d, = 0 et /, =2 0,
avec d 2 d,. On désigne par = la projection C? — C?~ % sur les derniéres composantes, de
noyau C% x {0}. Soient ¥"' et #"' des sous-espaces vectoriels de C*; on pose

r=dimg (Y +#'), r=dimc(¥ 'nkern), ry=dimen(¥"’), r,=r—r —r;.
Soient L >0, T, = 0 et S, = 0 des nombres entiers; on se donne

« pour 1 £ A < L, une fonction ¢,, entiére dans C¢ et un nombre réel M, > 0;

* pour 1 < u < L, un élément 5, de ¥ et un élément o, de N’ avec | o, = So;

* pour 1 £ A=< Let1=<pu<L,un nombre complexe d;,;

« pour 1 £ A < Let teN% avec || 1| £ T,, une fonction y,, entiére dans C*~%;

» pour 1 £ k £ £,, un élément w; de #"'. On pose w' = (W}, ..., w;,) € (W")’.
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88
Enfin V et E sont deux nombres réel positifs et ¢ un nombre complexe. On suppose

lel<e™, Eze,
Zii ZJS“W}.z(ZdM 1 '--’zd) (1 é ’1 é L)

0:(2) = Z

Izl = To

et,pour 1 <AL, usL,
log|d,,| = M; et log Sup, (D3 @) (Em) | = M, .

On pose 73 = max{r;, 1} et
V=V+7#TylogE+ (7; +1)Sylog E + 7, (7, + 1) log E .

v

On suppose enfin
I 2 To+r\[So+7, v ;3'_‘17:
(7 +1)! r r, log E V'

Proposition 5.1. Le déterminant A de la matrice LX L

(D () + 35/1,‘)1 <Aus<L

est majoré par
1
log|4] < =5 LV +LlogQL) + M+ + M, .

La démonstration de cette proposition va utiliser d’abord un lemme combinatoire,
ensuite une variante d’un lemme de M. Laurent, enfin le lemme de Schwarz le plus simple:
pour une fonction entiére f d’une variable complexe ayant a l’origine un zéro de multiplicité

206, etpour E=1,0na
If)| S E™® |?Iu-pE LFOI.

Nous montrons ensuite comment utiliser les inégalités de Cauchy pour vérifier les hypo-

théses.
Le lemme 5.2 ci-dessous est une variante du lemme 3

(b) Un lemme combinatoire.
de [L2] (voir aussi les lemmes 4.3 et 9.2 de [W3]).
., K, des entiers =0, d et L deux entiers positifs et

Lemme 5.2. Soient s,K,, ..
Iy, I, ..., I, une partition de ’ensemble {1, ...,d}, avec Card I, =i, (0 < o < 5). On définit
unnombre O, comme le minimumdes ||k, || + -+ | k.|| pourky, ...,k éléments deux-a-deux
distincts de N? satisfaisant

Y k<K, 1S0<s,1<A<L).

iely

On définit un nombre réel M par
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m!'L
S (Katis)
(")
=1 ]

avec m = max{iy, 1}, et on pose K = K, + -+ K,. Alors

M™ =

m
z— — 1).
@L_m+1LM mL(K+m+1)

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer i, =1 pour 1 <o <.
Pour chaque entier a = 0, on définit

N,=Card{keN%||k| =aet ) k"< K,(1=Z0=<5)}.

iely
Si A4 est un entier positif tel que
A A
Y N,SL, alors @, ) aN,.

a=0 a=0

Nous allons vérifier que pour tout a = 0,

N < a+m-—1\ lil K,+i,
= m—1 a=1 io' .
En effet, une fois les composantes k) de x pour i€ I, (1 £ o < s) choisies, le nombre de
(k)¢ 1, qui donnent lieu a un k € N* avec || k|| = a est

a— Y kP+m—1
i¢lo
m—1 '

Donc
S fCet i, —1
Na = Z l_[ ( l _ 1 ) D)
COseees cs =0 o
ou (g, ¢4, ---, ¢;) décrit les (s + 1)-uplets d’entiers = 0 vérifiant

<K, (1065 et co+"+e¢=a.
cot+m—1 a+m—1
m—1 m—1 )’
’i e, +i,—1\ (K, +i,
=0 io—l Bl io '

Pour 0 Sc¢,<aona

A

tandis que pour 1 < g < s,
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La majoration annoncée pour N, en résulte.
On utilise le méme argument pour montrer, pour a = K,
— — s /
Naza K+m 1'HKU-+16-

- m—1 =1 Iy
En effet comme ¢ = K on a

co+m—1 a—K+m-—1

m—1 m—1 ’

carco+ - "t+e,=aete,+ -+, =K

v

On définit maintenant un entier 4 par

A+1
L< Y N,

a*
a=0

IIA

A
2 N
a=0

En combinant I’égalité
Ai‘ a+m—1\ (A+m+1
So\m—1 ) m ’

avec la majoration de N,, on trouve

L<(A+::+l>~ H (Kd:{—i,>_(A+m+1)m H <K +1>

o=1\ I, Iy

donc

s K s
(A+m+1)" 1’[( "i+l">>m!L‘

o=1 (4
Gréce a la définition de M, cette derniére inégalité s’écrit
A+m+1>M.

D’un autre c6té on déduit de la minoration de N,

e £ ET) 0

0
On utilise ensuite la formule

4 a—K+m—1 mA+K(A—-—K+m
Y a =T
ok m—1

m+1 m

avec la minoration
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<A—K+m>Z(A—K)"'
m - m!

pour obtenir

S (K +1i
> A _ m, 4 4
L—(m+l)!(m +K)(4— K) al=l1< P )
mA+ K L
> . — m.,
2 1 UK

En minorant brutalement mA4 + K par m(A4 — K) et en utilisant I'inégalit¢ A + m+1> M
obtenue précédemment, on déduit

m K+m+1\"t1
0,2— IM[1———mF .
L= m+1 ( M )

Pour terminer, on remarque que le lemme 5.2 est banal si M < (m +1)(K+m+1), et on
applique, pour x = (K+ m + 1)/M et t = m + 1, I'estimation

A—=x)=1-1x
quiest vraiepour t21et0<x<1. O

(¢) Un lemme de M. Laurent. Le lemme suivant raffine le lemme 9.3 de [W3] qui
était basé sur une idée de Michel Laurent [L2].

Lemme 5.3. Soient
A=) 1<aust € B=W)i<iust
deux matrices L X L a coefficients complexes et ¢ un nombre complexe. On pose

A=det(A+¢B);

pour chaque sous-ensemble I de {1, ..., L}, on définit
a sidel,
A= Aotz anses e G {bi: sidgl.

Soient m, y, %1 X2, V des nombres réels positifs; on suppose que pour tout I,
log|4;1 < = 2ol II"* '™+ Gty = V| + 12
ou |I| désigne le nombre d’éléments de I; on suppose aussi

lej e,
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Alors

togldl < —Lv+ 7V (Y 4 + Liog2
g = XO m+1 XZ g .

Démonstration. Le déterminant étant multilinéaire, on a
A=Y  Lly,.

Donc

log|4| < Llog2 + max{log|4,|—(L—|I))V}
I
< —LV+ Llog2+ max{log|4,|+|I|V}.
I

La fonction
Y =x(—=xox"™+ 1)

atteint son maximum au point x = (my, /((m + 1)3,))™, et le maximum est

<m>m( Xl >m+1 '
Xo m+1 ’

ceci termine la démonstration du lemme 5.3. O

Remarque. Dans nos applications nous supposerons

m,m+1

m-yy
(m+ 1"y

I\

1
=LV,
2

de telle sorte que la conclusion puisse s’écrire

1
log|A|§—§LV+x2+Llog2.

(d) Démonstration de la proposition 5.1. Soit 7 un sous-ensemble de {1,
considere la fonction d’une variable complexe (:

4,) = det(dl(;lt)(g))lé}..u§L s

ou, pour 1 £ u < L, d}D est définie par

Dr@)(Cny) sidel,

I =
4@ = {51,‘ sii¢l.

Nous allons déja minorer ’ordre d’annulation de cette fonction 4, a I'origine.

Premier pas. La fonction 4, a un zéro a l'origine de multiplicité

..., L}; on
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— 1118, ,
ou le nombre O, vérifie
1 F 3!l 1rs
— O,z > 3 — 3 (Ty+ So+ 75+ 1)
= R+ To+r\(So+r, BTot ot 7t
41 Fa
Soit (ey, ..., €,,) une base de ¥"'nker n. On compléte en une base (e, ..., ¢, ,,,) de

¥, puis en une base (e, ..., e,) de ¥+ #7, et finalement en une base (e,, .. ed) de C.

Partant de deux points w et # dans C“ et d’une fonction entiére ¢, si on définit W et
1 comme les vecteurs de coordonnées respectifs de w et n dans la base (e, ..., ¢;), et si on
deéfinit une fonction entiére ¢ sur C en posant

G(z1s s 29) = @(z1e+ + z5€)

alors on a
D;p@) = D, o) .

Donc, quitte a remplacer chacun des w, et des 7, par le vecteur de ses coordonnées en
base (e,, ..., ;) et quitte & remplacer chaque fonction ¢, par ¢,(z,e, + -+ z;¢,), on peut
se ramener au cas ou (e, ..., ¢;) est la base canonique de C.

On développe chacune des fonctions ¢, en série de Taylor a 'origine:

@ (2) = Z Can 2"

xeNd

Aux fonctions ¢4, ..., ¢, on a associé la fonction 4,. Notons provisoirement cette derniére
.- Alors

Le,..., (pL: Z Z Clxl'” CLKLAI,Z"n ..... zRL

Kk1eNd kreNd

On peut donc supposer, sans perte de généralité, que chacune des fonctions ¢, est un
mondme en z, disons @,(z) = z*4, ou ki, ..., k; sont des éléments de N*. Pour ke N,
D?.(z*) est soit nul, soit un polyndme homogene en z,, ..., z, de degré ||k || — || o ||; si on
multiplie les coefficients des lignes d’indice 4 € I par {5°, on peut mettre en facteur {/l*»Il;
donc, si la fonction 4, n’est pas identiquement nulle, elle a un zéro de multiplicité
2 max {0, || k[l + -+ [, | = [1]So}. I nous reste a minorer |/ x,|| 4+ | %, | quand
4, n’est pas nulle.

Considérons une ligne d’indice 4 € I dans la matrice dont le déterminant est 4,({):
@) d) avee df=di)()=DL(E(Cn) (A SpSL).

Comme ey, ..., e, appartiennent a C% x {0}, la fonction ¢, dépend polynomialement des
variables (z,, ..., z,), avec un degré < T,,. Donc

7 Journal fiir Mathematik. Band 493
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LKPST,.

i=1

Etant donné que w, e #' < C ' x 0" et 5, ey’ =C"*x 09" """ C'x 0", si une
composante k{” de k; avec r <i < d ne s’annule pas, alors d{) = 0 pour 1 < u < L.

Puisque 7, € 7" =C" ' x 07" """ et g £ S, si
r .
Y KkP>S,,

i=ry+r3+1

alors de nouveau d{j) = --- = d{J) = 0.

On pose I,={r+1,....,r+r}, L={,...,n}, L={rn+r+1,..r}
I, ={r+1,...,d}. Soit X I'’ensemble des x € N pour lesquels

ZK(i)éTo, ZK(i)éso’ et k9=0 pouriel,.

iely iel;
Des remarques précédentes on déduit que 4, s’annule si les ¢léments «,, ..., k; de A ne
sont pas deux-a-deux distincts. On utilise le lemme 5.2 avec s =3, K, =T, K, = S,,

Ky=0,iy=ry,iy,=r, iy=r,, i3=d—r et L remplacé par |I|. Le résultat annoncé en
résulte.

Deuxiéeme pas. On a
log|4,(1)| < — O, log E+|I|SylogE+log(L)+ M, +-+ M, .
On utilise le lemme de Schwarz avec le premier pas:
log|4;(1)| = —(©; —|1]|Sy)log E + log IgllipEIA,(C)l :
Pour1£AZLL,ona

log sup max [dD)I=M,;
L

I¢|=E 1sus
il en résulte, que, pour |{| = E on a
log|4, ()| S log(L) + M+ + M, .

Troisiéme pas. De ce qui précéde on déduit que les hypothéses du lemme 5.3 sont
verifiees avec m = 7, et x,, X, X3 définis par

m+1  xo YV'(To+r\(So+r, — !
m logE r r v

=V, ty=logLY+M,+ - +M,.
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L’hypothése sur L entraine

m I’}m +1 1
=S LY. 3
m+1) X 2
(e) Inégalités de Cauchy. Soient ¢ une fonction de d variables complexes, w, ..., Wy,

des éléments de C?, et ¢ un élément de N’°. On veut majorer le module de la valeur de
D ¢ enun point  de C%. Une premiére solution est de faire intervenir £, variables complexes
supplémentaires ,, ..., {,, et d’écrire que DJ¢(n) est la valeur de la fonction

(0/0L,)7* +++ (0/0Lp) (@ Wy §y + -+ + Wpo Ly + 1))

au point ({y, ..., {,,) = (0, ...,0). Grice aux inégalités de Cauchy, on obtient ainsi, pour
tout ¢ > 0,

o!
| D3 ()] < JTeT SUP lo( + tw)],
tl=e¢

ou ¢ décrit les éléments de C* vérifiant |¢| = g, et tw désigne I'élément 7, w, + -+ 1, Wy,
de C“.

Nous utiliserons aussi un autre type de majoration, que ’on va obtenir en écrivant
explicitement DJ ¢ en termes des dérivées

D¢ = (0/0zy)" -~ (0/0z:)" ¢

pour des ve N

Soient W,,, Z, (1 < i=<d, 1 <k £¢,) des indéterminées; on peut écrire

‘o d OK o.!
n( Wikzi> =ZW wrzv,
1 v :

k=1 \i=

avec les notations suivantes:

d ¢o
ol=a"0q,), vi=]] Vie! s
i=1k=1
d fo d
W= I‘[ 1"[ Wy, Z¥= l—[ Zi”"in,
i=1k=1 i=1

et v décrit les éléments de (N“°)? de la forme v = (vy,..., %), V; = (Viy, ..., Vig,) € N7
(1igd), avecv,+ - +v,=0.

On considére le polyndme P en les variables W), et X, (avec v = (v,, ..., v,) € (N“0)?
etv, +- -+ v, =o):

|
PW,X)=Y %T WX, .
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Ainsi D}, est la valeur de P quand on substitue les coordonnées w;, de w, aux variables
W, et D* aux variables X:

- al
DW(P = Zv: —V—!— w'D v,
avec D = (8/0z,) " -+ (8/dz,) el

Le polyndme P est homogéne en W,,, ..., W,,, de degré g, (1 < k < /,), et homogéne
de degré 1 en les variables X,; le degré total est || o || + 1. Comme les coefficients de P sont
= 0, sa longueur n’est autre que sa valeur au point W, = X, =1, c’est-a-dire

!
I _ gl
~ vl

(comparer avec le lemme 3.1 de [PW]).

On introduit un petit raffinement a ces estimations: soit d,, un entier dans 'intervalle
0 £ d, £ d; supposons que ¢ dépende des variables z,, ..., z; de fagon polynomiale, de
degre total < T

P = I IIZ<:T Z3 e 220 (Zgg 4 15 -5 Za) -
tii= 1o

Dans ce cas on peut restreindre la somme sur v ci-dessus aux éléments de (N’0)? de la
forme (v, ..., V), v+ -+ vy =0, avec [ v ||+ + [ v, | £ Ty; dans ce cas le degré total
de P en les variables W, (1 S h =< d,, 1 £k < ¢,) est majoré par T,.

On déduit de ce qui précede:

Lemme 5.4. Soient ¢, et d des entiers positifs, wy, ..., w, des éléments de C*, o un
élément de N’°, o un nombre réel positif, ¢ une fonction analytique dans C* et n un point de
C%ona

o!
IDuol= oy sup 1o+ twy +0+ e W)
ltl=e

et aussi

d\lell

IDgoMI=al{—] [w[™ Wl sup lo(n+ ).
Q teCd .
ltl=e
De plus, si (zy, ..., z;,) = @(z) est une application polynomiale de degré = T, alors
A\l To
IDo(n)| = a! (-Q-) ( max max{1, qul}>

1Shsdo
15ks¢o

Zo Tk
I ( max max {1, |Wik|}) sup |o(n+1)].
d teCd

k=1 \do<isd
ltl=e
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Remarque. Quand un des w, est nul, le membre de gauche de la deuxiéme inégalité
est nul si le o, correspondant n’est pas nul; si g, = 0, on convient que le coefficient | w, |’*
dans le membre de droite vaut 1.

(f) Autres résultats auxiliaires. Nous démontrons maintenant deux lemmes qui
seront utiles dans la suite. Le premier repose sur I'inégalité triangulaire et permet de minorer
la différence entre deux valeurs d’'un méme polynéme en deux points voisins. Le second
utilise le premier ainsi que les inégalités de Cauchy.

Lemme 5.5. Soient ¢ un nombre réel =20,n,,...,n,, des entiers >0, et

PeC[X,, ..., X X X

JUTERRRE LY 'S EIURRE] mnm]

un polynéme en n, +---+ n,, variables, de longueur L(P), de degré total N, homogéne de
degré L; en les variables Xy, ..., X;, (1 <i<m). Pour 1 <i< m, soient a; et b; deux
éléments de C", et soit V; un nombre réel >0, avec

max{|a;],|b;|} SV, et |a,—b;|Z¢eV;.

Alors

|P@— P()| < eNL(P) [] V.
i=1

Rappelons que, pour a; € C*, la condition |a;| < V; signifie max |a;;| < V..

13
1sjsn

Démonstration. Pour tout entier A = 0 et pour a et b dans C, la relation

at—b*=@—-b)@ 1+ +b71
conduit a

|a* — b*| £ Ala — bl max{|al, |b}* .

Par récurrence sur m, on en déduit, pour a,...,a,, by, ..., b, nombres complexes et
Ais-evs Ay entiers =0,

ladt---apm — bl b < Y A la,— b Imax{|a,l,|b,}* " [] max{la,l,|b,l}*.

v=1 u*v
1susm

Démontrons le lemme quand P est un mondme; pour 4;; (1 £i<m, 1 £j < n,) entiers
20, on a, d’aprés le calcul précédent,

m n; m ni
11 ot 11 11 st
i=1j=1

i=1j=1

m n;

<Y Y Ajla;—bylmax{la;l, b [T max{lag;l, 16 347

i=1j=1 @'j") * (i)
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Pour 1 <i<met1=<j<n;, on majore |a;; — b;;|max{|a,;|,|b;|}*'~" par e¥;*, et on
utilise la relation

m n; m
[T 11w =11 v
i=1j=1 i=1

m ng

Enfin ) ) A, est le degré total du mondme considéré. Ceci démontre le lemme 5.5
i=1j=1
quand P est un mondme; le cas général en résulte immédiatement. O

Remarque. On en déduit (en considérant ’homogénéisé) que la majoration du lemme
5.5 est encore vraie quand P n’est pas homogene, mais est seulement de degré < L; en les
variables X;,, ..., X}, , a condition de supposer ¥; 2 1 pour les i correspondants.

Lemme 5.6. Soient{, 2 0,d = d, =0, T, = 0 des nombres entiers, ¢ < 1, ¢ des nomb-
res réels positifs, Q, Q,, Q, des nombres réels 2 1,n,n', wy, ..., w, , wy, ..., w, des éléments
de C% o = (0y,...,0,,) un élément de N° et ¢ une fonction analytique dans C*, qui dépend
polynomialement des variables z,, ..., z; , avec un degré total < T,. On pose S, = | o, et
on suppose

In—n'|<e, max |w,—wi|Sce,

1<ksto

max max{|wyl, [wil} £ Q;, max max{|w,|, |w,l} <Q,
1<hs<do do<iszd
15ks¢o 1<k 2o

et Q = max{Q,, Q,}. Alors

|Dyo(m) — Dyo (') < 26(S, + 1)/ *°d > min {Q%, QT°Q3°} WP lo(n+u)l.

ul=o+

Remarques. 1. Dans le cas d, = 0 on peut prendre 7T, = 0 et ©, =1 de telle sorte
que Q = Q, et QT°Q3 = Q5.

2. Quand Z, = 0 on peut prendre S;=0et Q, =2, =Q=1.
Démonstration. Considérons pour commencer le cas particulier ou w = (wy, ..., W)

est la base canonique de C% w' = w et Q, = Q, = Q. D’aprés les inégalités de Cauchy, pour
tout o € N, en notant D° pour (8/dz,)°* -+ (8/0z,)"*:

o!
sup |[D°@(n+0)| S —op sup e +u)l.
Q lul=e+1

lvls1
On applique le lemme de Schwarz a la fonction d’une variable complexe
f@=Do(m+z(n"=m)—Don),

enposant R=1sin =n"et R=1/|n —n'| sinon. Comme |y — 5’| < 1, on a toujours R = 1.
Grice au fait que f(0) = 0, on trouve

SIS A/B)[Sf |-




Waldschmidt, Approximation diophantienne dans les groupes algebriques (1) 99

Donc

o!

[D°@(m) —D°@(n)| = 2|n—n'| Sup D@ (n+v)|=2[n—n'| P lo(n+u)l.
v| S u|l=g¢

Ce cas particulier va nous permettre d’appliquer le lemme 5.5 pour traiter le cas général.
On utilisera aussi la majoration

o!
max{| D7 ()|, | D°e ()|} < oo 5P le(n+u)l,
ul=¢

qui provient du lemme 5.4 et de I’hypothése | —n'| £ 1.

Le polynéme P introduit avant le lemme 5.4 est homogene de degré 1 en les X, a
undegré < Tyenles W, (1S h=<dy,, 1Sk ={)et < Spenles W, (dy<i<d 1=k </
On utilise le lemme 5.5 avec

* soit m = 2,
n1=d/0, V1=Q, L1=“0Ha
* soit m = 3,

n,=dyly, ny=(d—dyt,, Vi=9Q,, V,=Q,, Li=T,, L,=8,,

tandis que L, = 1 et que n,, est le nombre de v e (N)? tels que v, +--+v; = 7:

ﬁ <ak +d— 1)

n, = .

" k=1 d—1

Le cas particulier traité au début, avec ¢ remplaceé par (|| v, |, ..., [ v, ), montre que ’on
peut prendre

Vu=2llalte™ """ sup |o(n+u)l
1

[ul=¢+

car |[v, |+ +[yll=lol,etona

d
T vl eV < fat/ehel.
i=1

On trouve ainsi

IDZo(n) —DZ o) =|P(w, D¢ (n)) — P(w, D¢(n"))|
< 2e(|lo )+ Dg eligliell min {QS, QTo O30} ' sup |o(n+uw).
1

ul=¢+

D’ou le lemme 5.6. O

(g) Application. On reprend les notations de la proposition 5.1, y compris I’hypothese

Lo 2 (T+n\(So+n)( P Y7
= 7+ 1! r r, log) VvV’
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avec i = max {r;, 1}. On considére de plus des éléments ), ..., 7., wy, ..., w, de C? tels que

max In,—n, <e’ et max |w,—wSe V.
<uslL 15kt

On veut majorer le nombre

Aan = det(Dz“%('?u))l <AusL-

Dans la suite, M, ..., Mj, W, W, = 1, W, = 1 désigneront des nombres réels positifs soumis
aux contraintes suivantes:

M; 2 log Sup_ lgaCn, +0l A=4pusl),
feci =2

max |w,|sSW,, max |w, | S W,
1<h<do do+1=5isd
15k=¢o 1Sk=¢o

et
W =max{W,, W,} .
Corollaire 5.7. On a
1 1
I log|4,,| =< — 3 V+1log(4L) + (So+ Ty)e " + S, logd + log ((S, + 1)!)
. 1
+ min {S, log W, T, log W, + S, log W, } +7 (M{+-+M)).

Démonstration. On utilise le lemme 5.6 avecp =1, =¢"",

Q=W l+e"), Q=W,1+e"), Q=Wl+e").
Pour 1< A< Let1 < u< L, on définit un nombre complexe J,, par
Diro;(n,) = Dt (n,) + e—V‘SAu ;

ona

4,, = det(Dxo, (n,) +e Véiu)l <AusL-
On rejoint ainsi les notations de la proposition 5.1.
Si on pose

M, = M;+ S, logd + log((S, + 1)!) + min {S, log W, T, log W, + S, log W,}
+log2+ (So+ Tp)e ",
on déduit du lemme 5.4

log| Dyt o,({n,+ )| = M,
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pour tout (4, u) avec 1 £ A, u < L, tout { € C avec |{| = E et tout te C? avec |¢| = 1. Enfin
le lemme 5.6 donne

log|é,,| = M,
pour tout (A, u) avec 1 < A, u < L.

Cela termine la démonstration du corollaire 5.7. O

§ 6. Démonstration du théoréme 2.1

(a) Utilisation du lemme de zéros. Notre but est de montrer que, sous les hypothéses
du théoréme 2.1, il existe un polynéme multihomogene non nul P € K[X], de multidegrés
(Ty, ..., T,), non identiquement nul sur G, qui vérifie

Dy (Poexpg)(siny+ - +spyhy) =0

pour tout (o, s) € N x NM avec | o || < dS, et || s|| = d. Pour alléger les notations on écrira
Sn pour syny + -+ Sy -

Une fois que l'existence de ce polyndme aura été établie, il ne restera plus qu’a
appliquer le lemme de zéros de Philippon (proposition 3.1) avec S = S, et #” le sous-espace
vectoriel de 7;(C) sur C engendré par W, ce qui donne précisément la conclusion du
théoréme 2.1 avec /§ = 4.

(b) La matrice .#. On pose L = H(G; T); d’aprés la définition de cette fonction H
(paragraphe 3(a)), il existe L mondmes dans K[X], de multidegrés (7, ..., 7,), dont les
restrictions & G composées avec exp; donnent L fonctions linéairement indépendantes:

do dy ) n Ni ) .
e fle 111 eoen.
h=1 =1

i=di+1v=0

avec les notations z = (zy,...,2,) = (zy,..., 24, 2", ..., z")e C? et, pour 1<i<n,
Z9 = (2504 ... 4+5,_,+ )15 € C”; en particulier on a z2® = z, ., pour 1 £ i = d,. Les para-
métres 1, t;, {,;, entiers = 0, varient dans les domaines suivants:

Ni
ItI£T, =T, (1isd), ) t,=T (d<isn).

i
v=0

On ordonne ces éléments (1, t;, t,;) de fagon arbitraire, ce qui fournit une numérotation
®;, ..., ¢, des L fonctions considérées. On introduit la matrice

M= (D;((P}.(s ’7)))(1;(0,9) ’

ou I'indice A de lignes varie dans I'intervalle 1 < 4 < L, tandis que I'indice (g, s) de colonnes
décrit les couples satisfaisant o e N, ||o || < dS, et se NM, ||s|| = d. Pour écrire cette
matrice, on doit ordonner les couples (g, s); on choisit n’importe quel ordre vérifiant, pour
tout s,
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(0,5)<(d',s) quand ol <|o'|.

i 1 r \ en déduira I’existence de nombres
Si on montre que cette matrice .4 a un rang < L, on en déd I’exist d b

complexes ¢, ..., ¢, (en fait dans K'), non tous nuls, tels que la fonction
L
¢ = Z G Pa
A=1
vérifie

Di®(sn) =0, pour tout (o, 5)e N°x N avec |[o|| £dS, et |s|| =d,
ce qui est précisément ce que I’on souhaite démontrer.

(c) Construction des déterminants A, et 4,,. Pours=(s,,...,s5,0)eNMet1 <i<n,
On PoSe u;; = sy + -+ + Spehipe € C%. Alinsi, m: C? — C?~ % étant la projection de noyau
C%x {0}, on a n(sn) = (tyg, ... Upg)-

On proceéde par contradiction en supposant la matrice .# de rang L. On construit
une matrice carrée inversible de format L x L de la fagon suivante: sa premiére colonne
est la premiere colonne non nulle de .#, la suivante est le premiére colonne de .# linéaire-
ment indépendante de la premiére, la troisiéme est la premiére colonne de .# linéairement
indépendante de ces deux colonnes, et ainsi de suite. Le déterminant de la matrice ainsi
construite peut s’écrire

Aan - det(Dx“(%(Suﬂ)))l <AusL

avecs, = (8,1,...,5,m) € NM (1 £ u £ L) satisfaisant 8,1+ + 8, = d. Pour chaque coup-
le (,pw) (d+1=i<n1=u< L), on choisit un indice 1;, avec 0 < 1;,, < N, tel que

I(pa(,»i:(uis“)l = max l(p(vi)(uis“)l .
0<SVEN;

SvVaN

La fonction

¢Au=(/’,1 n ((0;(:2)—“

i=dy+1
est méromorphe dans C? et analytique au point s,7. Le nombre

4, = det (Dx“¢1u(su '7))1 <iusL

appartient au corps K.

Pour 1 £ 4, u £ L on calcule Dg* ¢, ,(s,n) en utilisant la formule de Leibniz; on voit
apparaitre la somme de

(D3, (5, n) n (‘P;(.-i: (uis,.))_ T

i=dy+1

et d’une combinaison linéaire de Dg ¢, (s,n) pour des o’ vérifiant | ¢’ || < || g, ||; la construc-
tion précédente de 4,, assure que, pour 1 < u < L, le vecteur (D;“qS“ (s, '1))1§ a<p estla
somme du vecteur
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" .
((Dfi“ (s, '7)) H (‘P;(.l,)‘ uis,,,))‘ Ti)l <AL
i=dy+1

et d’'une combinaison linéaire de vecteurs colonnes de la matrice dont 4, est le déterminant,
pour des indices inférieurs a (o,, 5,). On en déduit

L n
Aar = Aan H H ((pl(::(uis“))_n '
p=1i=d;+1
On va majorer 4,, par des arguments analytiques, en fonction de ¢ = dist(L, L'). On

minorera ensuite 4,, par un argument arithmétique (inégalité de Liouville). Pour comparer
ces deux estimations, on utilisera (4.3).

(d) Estimation analytique: majoration de |4,,|. Pour majorer |4,,|, on va vérifier
que I’on peut appliquer le corollaire 5.7 avec S, remplacé par dS,. On impose une premiere
contrainte sur la constante C, a savoir

(6.1) C23(F+d+1),

avec 7, = max{r,, 1}. Nous allons en déduire que I'hypothése principale

@D za( (" gy

1 2

L 2 To+r \[dSy+r, 14 ;3_17
F+DI\ r, log) V'

Eneffet ona L = H(G; T),

implique

v

T,log E < (UlogE)/(DlogB,) S U, S,logE<(UlogE)/(DlogB,) U
et log E < U. Donc

V—V=(FTy+ 73+ 1)dSy+ 73 (73 + D)Iog E S (F, + ) (F3 +d+ 1)U
S (F+1D)(F+d+1D)V/C.

On utilise la majoration

<1+g> <2n! pournz=1

et la minoration (6.1) pour en déduire ’estimation annoncee.
Si R, ..., R, sont des nombres réels =1 et si z est un élément de C? qui vérifie
|zl <R, pour1<h<d, et |ZP|<R, pour1<is<n,

on déduit de (4.3) la majoration
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log|g,(2)| = Tylog Ry + 2 T,R; + Z T,H*(R)) .

i=1 i=dy+1

On utilise cette estimation avec
Ry=dEBY?+2, R,=dE|u|+2 (1<5i<n)

(rappelons que I'on a pos¢, pour 1 i< n, |y;| = 1131a<xM lu;;1) et z = {s,n +t avec (e C,
=J=

|{|=E et te CY% |t| = 2. On majore encore R, par 2dEB?, puis R, par (d+1)DlogA,
pour 1 £i<d,, et enfin H;(R,;) par DlogA; pour d; <i < n. On en déduit

log sup max |@;,((s,n+ 0| = M;
I{|=E 15usL
ltj=2

avec

M; = DT,logB, + T,log(2dE) + (d+ 1) D Z T,logA;+ D Z T,log A; .

i=dy+1

On définit W] et W, de la maniére suivante:

* dans le cas ou B, et B, satisfont

max h(l:By i Pysyen) SlogBy et max h(1:f vy ,: 2 fu) SlogB,,

1<h<do 1<k<¢o
on pose W, = BY, W, = BY et W = max{W,, W,};

* sinon, on a

max h(1:f,,::fy) <logB,

1Skt
et alors on prend W, = W, = W= B2.
Ainsi on a toujours
min {dS, log W, T, log W, + dS, log W,} < DT,log B, + dDS,log B, .

On majore d’une part (dS, + Ty)e™V par log2 et d’autre part d*5°(dS, + 1)! par B
grice aux hypothéses
B,22d et B,2dSy+1.

On déduit du corollaire 5.7:

1 1
—logld, 1= —zV+V,
L ogl anl-— 2 + an

avec

V.o =log(8L)+2DT,log B, + d(D + 2)S,log B, + T, log(2dE)

+(d+1)DZTlogA +D Z T, log 4, .

i=1 i=d;+1
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(e) Estimation arithmétique: minoration de |4,,|. On va utiliser la proposition 4.7

avec S, remplacé par dS,, u par n(s,n) et ¢ par g,. On pose, pour 1 < u < L,

Ey=a4% TI (40w 0, v, )™

i=dy+1

Il existe des nombres g, (indexés par les (o', ) € N“*x N qui satisfont ||¢’ || < || o, et
1= u = L), tels que, pour 1 £ A £ L, le nombre

plu = Equ“d)lu (sy ’1) + Z qa’qulgblu(sur,)

soit la valeur, au point

Bix » Su1 Bh.t’o+l +oot SuMﬁh,to+M , etin, w.(.-i:(“is,‘) , 99,
d’un polyndéme a coefficients dans Z de longueur majorée par
CsdSo+ CaT* (0 4 T 4 (4S,)?50 < ¢CsdSo+CaT* pdSo
avec les notations suivantes, déja introduites avant la proposition 4.7:
T=T ++T, et T*=T,  ++T,.

Le polyndbme en question a un degré majoré

—parg,en By, ... By 1=k <4,

= par Ty en By o Purgs Sut Brcor1 1 F SumBucorm 1S h = dy),

— par T en e*i =y} -y (1S i < dy),

- par C,7; en lpl(ii:(uis“) (dy<i=n),

— par C, T;+ ¢4(8;) Sg en 99 = (99, ..., 9% (d,<i=Z n).
On développe $,1 B 041+ "+ SumBhso+m €t on considere p,, comme polyndme en
Butis -+ Bh.zo+ m» toujours de degré 1,, (1 = h < d,), mais la borne pour la longueur est

multipliée par d ™.

Pour1sisd;et1spu=<L,ona

M
h(e“s) = h( 3 £ Y 5,,h0y) S dlog 4.

i=1

Les composantes de w,“,‘:(u,-s“) (d, <i=n) sont des coordonnées projectives du point
S,1%i1 + + S Vi dont la projection sur G;(K) (d; <i < n) a pour coordonnées pro-
jectives

w\f,il)m(uisu) (0 é v é N;),
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noter que la coordonnée d’indice v = 1;, vaut 1. D’apres la propriété 4.5, la définition de
C, et I'hypothese

log 4; 2 max {h(G;), max h(y;,)},
1SjsM
le point 5,;7;; + "+ S, Vip @ une hauteur logarithmique absolue majoree par

6.2 d?Cymax{h(G;), max h(y;)} <d*C;log4,.
1SjsM

Comme les nombres =, et g,,, ne dépendent pas de 4, on peut écrire

LB, = det(qu)lgz,u§L :

Le membre de droite est maintenant un polyndme a coefficients dans Z,

en B4, -, P> de degré majoré par o, + -+ 0., (1 £k 7)),

—en By, ..., B.sy+ m> de degré majoré par 1y, + -+ 1, (1 £ h = dy),

ene‘s«dedegré¢ <T,(15i<d,1Su=sL),

I

en p(u;,), de degré < C, T, (d;<i<n 1= pusL),
Lig \isy 2 1

—en 9, ..., 9%, de degré au plus L(C, T; + dc,(5,) S,),

de longueur majorée par
L!eL(Csto+Cz T*)BgSngLTo .
On va maintenant utiliser I'inégalité de Liouville du lemme 3.3 pour ce polyndme en
dlty+dyM+L(N,+-+N,)+m
variables, avec m = m(9,,,.) + -+ m(d,); on écrit donc
det(P)1gause =fCEY, ..., P,
pour un polyndme f en XV, ..., X, ou XM, ..., X® représentent respectivement soit
(cas1) (d—dy)t,, do(to+M), Ld,, L(Nj4y++N,), m
variables, soit
(cas 2) dty, dyM, Ldy, L(Nj, ++N,), m

variables. En effet, on est amené a distinguer deux cas, qui par hypothése couvrent toutes
les situations: :
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(cas 1) h(1:Bui Breosem) SlogB, (1=h=d,);
(cas 2) h(1: By Buw) SlogB, (1=sk<=/y).

Rappelons que I'on a toujours

h(l: By sorr: i Breorm) SlogBy (1S h=d,)
et

h(13ﬂdo+1,k3 o iBy) SlogB, (1£k<4).

Les degrés partiels de f et les dimensions des espaces dans lesquels se trouvent les points
EMD ., &) sont définis par:

L
Lf): Z O » L(Z) Z Tins

p=1

Nkmz d—d,, (5(11;(), .- 6.(11).101( = (ﬁdo+1 ks - Bar) 1=k,
(cas 1) N;fz) ={l+ M, (55.21), .. §.2}0+M) =(Bn1s s ﬁh,t’o+M) (1=hsdy);

NO=d, (€0 80 = s oo B A Sk<4y);
(cas 2) NJZ) =M, (5221), s f;ft)’wM = (ﬂh,t’o+ JUREEES ﬂh,l0+M) (1=h=d,);
et, dans tous les cas:
Ly =T, NP =1, &l=e (1sigd,1spsl);

L(it) =[C, T, Ni(:) =N, 654) = wl(.-i:(uisu) d<isnml=sp=sl);
L = L[C, T, +dc,(5,) S, NP =m(5), (&P,....E05) =00, ...,085,) (d,<iZn).

Dans la minoration du déterminant de la matrice (p,,); <, , <. que I'on déduit du lemme
3.3, la contribution de la longueur donne un terme:

(D —1)L(logL + C5dS, + C,T* + dS, log B, + T, logd) ,

tandis que les hauteurs des composantes ¢, ..., ¢® du point considéré contribuent a
I’estimation de la maniére suivante:

‘o

Y LPh(1: R &yl ) S dLSglog B,
k=1

2 LPh(1: &R &) S LT, log By

dy L dy
S Y IPh(: D) <dL Y Tlogd,,

i=1pu=1 i=1

n L n
YooY LPh(: g i EGN) SdPC,CL )y, Tilogd,,

i=di+1 p=1 i=d;+1
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n dy
Y, LPh(:&P g8 )< C1L<C2 Y. TilogA;+dC,S, long> :
i=1

i=dy+1

i=

Ainsi on obtient

1
- ZIOg‘det(qu)lgz,u§L| SD—-1D(logL+CsdSy+ C,T*+dS,log B, + T, logd)
dy
+ DTylog B, + (14 C,C,)dDS,log B, +dD ), T,logA4,
i=1

+ C,(Cy+d*C)D ), T;logd;.

i=dy+1

Pour en déduire une minoration de 4,,, on doit encore majorer |=Z, --- 5, |; on utilise
I’estimation figurant a la fin du paragraphe 4:

log|&,|£dC,So+C, Y T,(14+C,Dh(G)+logmax{l, max |y} (u;)I}),
i=di+1 OsvsN:
pour 1 < u < L. On majore
Y T,(1+C,Dh(G)) par (1+C)D Y Tlog4,.
i=dy+1 i=dy+1

Fixons 1 £ u £ L et d; <i < n. La majoration (6.2) que nous avons établie plus haut de
la hauteur logarithmique absolue du point s,;7;; + -+ 5,57y €ntraine

log max |yl (u;,,)| < d>CyDlog4;.

0SVEN;

Ces estimations impliquent

log max |5,|£dC,So+ C,(1+Cy+d*C3)D ) T log4;.

lsusL i=dy+1

Comme Cy = C,, on peut majorer dC, S, par dCs S,. De plus, comme log 4; 2 h(G;) =21,

on peut majorer 7* par Y. 7T;logA;. Finalement on conclut
i=dy+1

1
—logl4,. |2 -V,
L Ogl arl-— ar

avec
V.. =(D—1)(logL+dS,log B, + T, logd) + D(T,log B, + dS, log B,)
dx n
+dD Y Tlogd;+ C,D Y TlogA,+dDSy(Cs+ C,C,logB,),
i=1 i=dy+1
ou
C;=2C,(1+C;+d*Cy).
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(f) Conclusion. Rappelons le lien entre les deux déterminants 4, et 4,

L n
de=40 [T I (080,07

u=1i=dy+1

On majore le module du nombre

M
‘su ; wj l]

par

II/\

M
Z I =dlul.

1s,4

De (4.3) on deduit, grace au choix des indices 1;,,

log| o ()| 2 — H; (d|u;]) 2 — Dlog 4;
et

loglAar|§log‘Aan[+DL Z IllOgAl

i=dy+1
On pose
Va=Vua+D 3 Tlog4,
i=dy+1
= (D —1)(log L + dS,log B, + T, logd) + D(T,log B, + dS, log B,)

dy
+dD Y T logA,+(C,+1)D Z T;logA;+dDS,(Cs+ C,C,logB,) .

i=1 i=d;+1

On compare la majoration de |4,,| (¢tape (d)) avec la minoration de | 4,,| (¢tape (¢)); on
va vérifier

1
v V. <-V,
an+ ar 2

on en déduira une contradiction; alors I’hypothése que la matrice .# est de rang L n’est
pas satisfaite, ce qui est le résultat attendu.

La condition V,, + V. < 7 V' qu’il nous reste a vérifier s’écrit

V
5> DlogL+3log2+d(3D+1)S,logB,+ T,log(2dPE) + 3DT,log B,

+Qd+1)D Z T,log A, + Cy D Z T, log A, + dDSy(Cs + C,C,log B,) ,

i= i=dy+1
'

avec

c. _JCi+2 sin>d,
570 sid,=0.

8 Journal fiir Mathematik. Band 493
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En utilisant les inégalités
201*P <V, 2dPE < B,
avec les majorations
3D+1=<4D et dDS,(Cs+ C,C,logB,) =d(Cs+ C,C,)U,
on voit que I’hypothese V' = CU du paragraphe 2 donne I’estimation voulue si on prend
(6.3) C=8d+11+2max{Cg,2d+1} +2d(Cs+ C,C,).
Lacontrainte (6.1) qui était apparue plus tot est évidemment satisfaite pour cette valeur de C.

Par exemple quand n = d, (cas linéaire) on peut prendre C = 12d + 13, comme cela
a été annonceé au paragraphe 2. Dans le cas n > d;, comme on a

Cs=2+2C,(1+C;+d*C;) et C5=2C,+log(6*(C,+ C,)),
on peut conclure que
C=8d+15+4C,(1+ C,+d*C3)+2dC,(C, +2) + 2d1og(6*(C, + C,))
est une valeur admissible.

Par exemple quand G est le produit d’un groupe linéaire par des courbes elliptiques,
onad, = =9,=1et on peut alors prendre

C,=1, C,=7, Cy=12, C,=3(n—d,)<3d,

ce qui donne le résultat avec C = 379d? (on a supposé d = 2). O

§ 7. Perspectives

Le théoréme 2.1 contient déja de nombreux énoncés d’approximation diophantienne.
On peut encore le développer dans différentes directions; nous en indiquons quelques-unes.

(a) Dans le cas particulier d, = 0 (G est alors un groupe algébrique linéaire), la
matrice L, décrite a la fin du paragraphe 2 a pour coefficients des logarithmes (usuels) de
nombres algébriques. La dualité entre les méthodes de Gel’fond et de Schneider revient a
transposer L. On s’attend donc a ce que le résultat final soit essentiellement invariant quand
on permute les deux ensembles de paramétres {d,, Ty, B,, r,} et {/,, Sy, B,, r,}. La prin-
cipale dissymeétrie qui apparait dans les hypothéses du théoréme 2.1 concerne les conditions
imposées aux parametres B, et B,: on impose B, 2 T, + T avec T = T, + -+ T, , alors
qu’il n’y a pas de restriction semblable sur B,.

On peut démontrer une variante du théoréme 2.1, dans le cas d, = 0, dans laquelle
B, et B, jouent essentiellement des rdles symétriques.
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(b) La dualité que nous venons de mentionner suggére de faire varier les paramétres
t; dans d’autres domaines que le produit des intervalles [0, 7;]. Par exemple on peut prendre
—T; = t; = T;pour 1 £i £ d,; cela conduit dans certains cas a des estimations l1égérement
plus précises.

(¢) Au lieu de travailler avec des sous-ensembles de G(K) de la forme
{s;7,+ "+ 8,%,} (qui sont les plus fréquents dans les applications), nous avons préféré
considérer des sous-ensembles quelconques Z = {y,, ..., 75} = G(K). La loi d’addition in-
tervient au niveau du lemme de zéros, qui impose de considérer des sommes de d éléments
de cet ensemble.

La dualité incite & considérer aussi des ensembles de dérivations plus généraux que
ceux que nous avons fait intervenir ici. Le nouveau lemme de zéros de [P2] permet
précisément de le faire: au lieu de se restreindre a un unique paramétre S, et aux éléments
o € N“vérifiant | o | £ S,, on peut considérer les «dessous d’escaliers» introduits dans [P2].

(d) Pour obtenir des minorations de combinaisons linéaires de logarithmes par la
méthode de Baker [PW] (resp. par la méthode de Schneider [W2]) il vaut mieux travailler
avec un quotient (resp. un sous-groupe) du groupe algébrique G.

Dans ce type d’applications, il est important de raffiner la constante numérique. Par
exemple il est utile de noter (voir la majoration de ¥ — V dans la section (d) du paragraphe
6) que I’on peut remplacer le coefficient 4 dans la minoration de H(G; I') de ’hypothése
principale par

2 P+ DFE+d+ DY
(f3+1)!<1+ C , Fy=max{ry,1}.

On peut aussi modifier Iégérement les hypothéses du paragraphe 2 pour raffiner la constante.
Ainsi, en supposant B, = 4d?*et B, = d?, on peut majorer 2d”E par B3P? et d*5°(dS, + 1)!
par B;%592 permettant de retrancher d + 1 a la valeur de C (dans le cas linéaire on obtient
donc 11d + 12 a la place de 12d + 13). D’un autre c6té on peut aussi remplacer la condition
log A; = 2/D pour 1 £i < d, par la contrainte plus faible log 4, = 1/D. 1l suffit pour cela
de remplacer le terme 2 max{Cg, 2d + 1} dans (6.3) par 2 max{Cyg, 2d + 2}.

(e) Sur la partie additive GZ° de G on a utilisé la base habituelle (donnée par les
monodmes) de ’espace des polyndmes. D’autres bases autorisent parfois des raffinements
(par exemple celles introduites par Fel’dman — voir [F], Lemma 19.7, p. 127). La méme
remarque s’applique pour les dérivées.

(f) Le théoréme 2.1 ne contient pas le théoreme du sous-groupe algébrique, parce
que ce dernier tient compte d’éventuelles périodes appartenant au sous-espace ¥~ (c’est le
parameétre k dans I’énoncé du théoréme du sous-groupe algébrique — paragraphe 2, section
(d)). Il semble que le raffinement suivant du théoréme 2.1 soit accessible:

Soit k un entier 2 0 (le cas k = 0 est celui qui préceéde); supposons que ¥’ Nnker expg
contienne k éléments w, ..., w,, linéairement indépendants sur R:

0, = (Wgy,-.-,0,) (1=Sv=k)
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avec w;, € C% et w,, = 0. On introduit des entiers positifs S, ..., S,, astreints aux conditions

(ES,|lo, )% <Dlogd;, 1=sv=k,1ZiZn),
avec
01="""=04=1, Qs1=""=0,=2.

Alors, dans I’hypothése principale, on peut remplacer H(G; T) par S, --- S, H(G; T).

(g) On peut adapter la méthode introduite par Philippon dans [P3] pour I'indépen-
dance algébrique: on conserve la méme matrice analytique L', mais on demande & la matrice
arithmétique L d’avoir ses coefficients dans une extension finie K de K. On remplace
I’hypotheése

dist(, L)< eV
par

[Tdist(L, o) <e™”,

ol ¢ décrit les K-plongements de K dans C. On retrouve 1’énoncé précédent pour K = K.
Cette approche fournit des résultats d’indépendance algébrique par une variante de la
méthode de [RW2].

(h) Les résultats donnés dans le présent texte sont archimédiens; un analogue ultra-
meétrique peut étre obtenu, avec une dépendance explicite en la caractéristique residuelle p.
On peut aussi considérer plusieurs places et donner un énoncé d’approximation simultanée.

(i) Un autre développement a envisager concerne les modules de Drinfeld.
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