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'Séminlairf de Théorie des Nombres 4-01
Année 1971-1972 - exposé n® 4 16 novembre 1971

FONCTIONS ELLIPTIQUES ET NOMBRES TRANSCENDANTS
par

Michel WALDSCHMIL'T

Apres avoir défini les fonctions elliptiques et indiqué succinte -
ment leurs propriétés essentielles, nous exposerons les principaux résul-
tats de transcendance les concernant, depuis les travaux de Siegel et de
Schneider jusqu'au théoreme de Ramachandra sur les fonctions algébrique-
ment additives. Nous énoncerons ensuite un théoréme général dont nous
étudierons les conséquences, retrouvant en particulier tous les résultats
précédents. Nous terminerons par un apergu sur les travaux récents, de
Baker et Coates, sur les formes linéaires de périodes de fonctions exponen-

tielles et elliptiques.
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(cléture algébrique de @ dans C ).
On utilise d'autre part la notation suivante, inspirée par [12] :

soient fl,...,f des fonctions méromorphes, et A un entier rationnel

d
positif ou nul. On notera

L N ER

si les fonctions fl’ ...,f, sont algébriquement indépendantes sur C , et si

d
la condition

x sont des nombres complexes, distincts des

, 1 X
pdles des f, tels que fi(xj)eﬁ pour lsisd, 1<jspl

entraine

X)oeee 0 X0 sont @Q-linéairement dépendants.

Résumé des principaux résultats

On note a, B des nombres algébriques, b un nombre complexe
* . .
non nul, ©, # des fonctions elliptiques de Weierstrass dont les invariants
8, By et g; , g;: sont algébriques, w et w* une période non nulle de §

et P¥, ( la fonction zéta associée 3 P; si Wy, est un couple de périodes

2

1t bwz , (a,b)EZxZ , on note
“1 Y2

n=2a ((5)+ 2b((57) -

fondamentales de £, etsi w=auw

On a les résultats suivants :

Hermite -Lindemann : b(z, ez) =0
Gel'fond .. b(e?, eBz) =0
. bz
Schneider : 8(z, e ) s1

8(eP*, #(z)) = 0
0(P(z), az+BL(z)) =0
6(P(z), P*(Bz)) =0
Schneider, Siegel, Lang b
et Ramachandra : He®, e 2)<2
Ramachandra : 6(z, P(bz))s2
b(e”, Abz))<3
5(P(z), Fbz))s4 .
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Nous aurons de plus la majoration suivante :
6(P(z). bz + C(z))<4.

§.1. - DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DES FONCTIONS

ELLIPTIQUES

Les fonctions elliptiques, dont nous allons donner la définition,
jouissent de propriétés analogues a celles de la fonction exponentielle :
elles sont périodiques, poss&dent un théoréme d'addition algébrique et
vérifient une équation différentielle 2 coefficients algébriques. Toutes les

propriétés que nous allons énoncer se trouvent dans [24] ou [25].

DEFINITION. - Une fonction elliptique est une fonction mérémorphe pPoOS -

sédant deux périodes linéairement indépendantes sur @Q .

L'ensemble A des périodes d'une fonction elliptique non constante
forme un sous-Z-module de € qui admet un systéme générateur
(wl, wz)e CxC , avec Im(wz/wl) >0 (certains auteurs notent (Zwl, ?.wz) un

tel systéme générateur) ; on dira que (wl,wz) est un couple de périodes

fondamentales, et on appelle parallélogramme des périodes (associé & un

tel couple) le parallélogramme P de sommets 0, W, W, w1+ w, fermé
sur les cdtés [0, wl[ et [O,wz[ (ainsi PNA = {0}). La fonction elliptique
considérée est entierement déterminée par les valeurs qu'elle prend dans
P.

Enfin on dit que deux points z et z' de € sont congrus modulo A

si z-z2'€¢ A.

On peut montrer que deux fonctions elliptiques ayant les mémes
périodes sont algébriquement dépendantes sur € . Nous n'étudierons donc,
pour chaque (wl, wz) € CxC avec Im(wz/ml) >0, qu'un seul exemple de
fonction elliptique de périodes fondamentales (wl, wz) ; nous choisissons
lesfonctions P de Weierstrass, caractérisées par la propriété de n'avoir

qu'un seul pdle (double) dans le parallélogramme des périodes. Nous aurions
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pu également choisir les fonctions elliptiques S, Sy dn de Jacnhi, qui
ont deux pdles simples dans P (d'apres Liouville, il n'y a pas de fonction
elliptique entiére non constante). C'est un exercice trés simple de traduire
les résultats suivants, qui concernent les fonctions de Weierstrass, pour

obtenir des propriétés des fonctions de Jacobi.

w
Soit (wl,wz) €CxC , avec 'a%‘ ¢ R . On définit la fonction zéta de
1
Weierstrass (associée a (wl, wz)) par

1 ] 1 1 Z
g(z)-z+2 (z—Q+Q +—)QZ ,

ou &' estla somme étendue 3 l'ensemble

{0=m w+mw, | (m

Wyt mow, »m,) € zZxZ-{011 .

1
On démontre que 1'on définit ainsi une fonction méromorphe, de péles

mlml+m2u)2 , (r‘nl,mz)e ZxZ . La fonction ( est quasi-périodique :

Clztw) =¢(z)+m, , i=1lou2, o n, = ZQ(wl/Z)

Les quatre nombres w,, w,, npen, sont liér, par la relation de Legendre :

1" 72

Myup- Mw, = 2im.

On définit la fonction P (associ€e a (wl. wZ) ) par

' 1 ! 1 1
P(z) = ¢ (2) = + T ( -—9.
z2 (z-Q)2 02)

on obtient ainsi une fonction elliptique, un couple de périodes fondamentales
étant (wl, wz) .

Les propriétés d~ la fon~<tion P ~ont, nous l'avons dit, analogues
a celles de la fonction cxponentielle. En efi~t, elle vérifie une équation dif

férentielle

2 3
LR - -
P = 49 ‘gZP g,

dont on déduit

P - 6P —
: 6 2 ’

ol g, et 83 appelés inva. a-ts de la fonction £, sont déterminés (en

fonction de (wl, wz)) par

1

g, =608 — ; g, =140% —

2 3 6
9] Q
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Ces deux nombres vérifient g23 # 27'g32 ; en effet, les trois racines compléxes

1" €20 &3 du polynéme 4X -g
Wy Wy m1+ wo
P aux points z >

e,,e,, e Xug3 » qui sont les valeurs de la fonction

2
, sont distinctes.

Recxproquement, étant donnés deux nombres complexes 8, 8,

2
vérifiant g, ;4 27 gy > il existe une fonction elliptique £ vérifiant
! - - -
P = 4P gZP gs -

Etudions maintenant les formules d'addition vérifiées par les

fonctions ( et £ . La fonction zéta vérifie :

Catv) = C)+ e+ Graerd pour ufv

on en déduit le théoréme d'addition algébrique de la fonction § :

P(utv) = -Pu) -P(v) +% (f—i(i—)t%-é};l pour u#v ,

ainsi que les formules de duplication

C2u) = 2¢(u) +3 o)

Pi(a)
et P(2u) = -2P(u) + & (“) )

D'apres un théoreme de Weierstrass, les seules fonctions possé-
dant un théoreme d'addition algébrique sont les fonctions rationnelles de =z,
de exp z , ou encore de (P(z), P'(z)). Si on se restreint aux formules
d'addition algébrique a coefficients algébriques (sur @ ), on a le résultat
suivant (cité par Ramachandra [12]). Pour une fonction complexe méro-

morphe f, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un polynéme non nul an[x, Y, Z] tel que

P(f(z1+ zz) , f(zl), f(zz)) =0

1’ % et z1+ z, ne soient pas pdles de f.

pour tout zlec ) zze(l'l tels que z
(ii) 11 existe Re @ (X,Y) et beC, b #0, tels que

f(bz) = R(y(z) , y'(z)),

or y(z) est égaled z, & expz, ould P(z), la fonction P ayant ses
invariants g, et gy algébriques. On dit alors que f est algébriquement

additive,
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I1 nous reste 2 mtroduxre la fonction modulaire J : & tout couple
(wl’ wz) eCxC vér1f1ant &n(—zﬁ >0, nous avons associé deux nombres

g, et g , vérifiant gz # 27 g3 . On remarque alors que le nombre

3
g2
3 2
87278y
ne dépend que du rapport T-= e On définit 1l'invariant modulaire J(1)
1
par 1728 g3
2
M =3 2
8,278,

Si T estimaginaire quadratique, la fonction £ possede une multiplication
complexe, et J(T) est algébrique. Mais nous verrons que, pour T algé-
brique de degré supérieur & 2, J(1) est transcendant. La démonstration
de ce résultat, due ‘a Schneider, utilise les propriétés d'une fonction ¢
associée a T= —L. Or on peut introduire la fonction modulaire de la ma-

niére équivalente suivante :
l. - J est définie pour dm T>0 ;

2. - Cette fonction satisfait la relation

JM) = 3(t) pour 3m 1>0, (o, B, v, 8)€ 2.4 ,

T+
Y ad-py=1.
3. - Elle possede le développement de Fourier
k 2iMT
) = s = e , a,.€Z .
k—-l %k 4 k
(I1 faut ajouter la condition a 1= 1 si on veut retrouver exactement le coef-

ficient 1728).
Aussi Schneider ([5] probleme 2) a-t-il posé le probleme suivant :

Démontrer le théoréme sur la transcendance des valeurs de la

fonction modulaire J(T) par une étude directe de cette fonction, et non par

I'étude des ¢ -fonctions.

Ce probleme est toujours ouvert.
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§.2. - TRANSCENDANCE DES VALEURS DE FONCTIONS ELLIPTIQUES :
TRAVAUX DE SIEGEL ET SCHNEIDER

Le premier énoncé de transcendance concernant les fonctions el-
liptiques est dd & Siegel [8] qui a montré, en 1931, que si £ est une fonction
elliptique de Weierstrass, dont les invariants sont g, et g, et les périodes

Wy w, 1'un des quatre nombres
gz ’ g3 ’ wl ’ 0.)2
est transcendant. En particulier, si g, et g, sont algébriques et si P

admet une multiplication complexe, alors w., et w, sont transcendants.

1
Trois ans plus tard, Schneider (9] démontrait la transcendance

de 1'un des quatres nombres

55 By 0 W, My
2 3 1 1y
plus généralement, si B C et T= - sont @Q-linéairement indépendants,
l'un des cinq nombres !

gz’ g3’ T, B' P(wle)

est transcendant. Notons que Schneider annongait déja un théoreme sur les

fonctions entidres 2 valeurs entieres, qu'il ne devait publier qu'une 1949 [11]

Apres quelques travaux de Polya, puis de Popken et Mahler, en 1935

(suivant lesquels 1'un des nombres

6

Wy Wy 8, W By
2 I 6
TT i T

est transcendant), est paru le travail le plus important sur ce sujet ; les
nombreux résultats que Schneider y démontre sont depuis devenus classiques ;

ce sont les propositions 1, 2 et 3 suivantes.

PROPOSITION 1. [10] - Soit £ une fonction elliptique de Weierstrass, et

¢ la fonction zéta associée ; si a, b, t sont des nombres complexes, avec

(a,b) # (0,0) et t non pdle de £, alors un au moins des six nombres

a,b,gz,g3.5’(t),at+b€(t)

est transcendant.
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En particulier, pour toute période w # 0 d'une fonction P ayant
des invariants g, et g, algébriques, si %’- n'est pas période de P, les
trois nombres

w,n=2¢G) .1
sont linéairement indépendants sur le corps @ des nombres algébriques ;
donc w et n sont transcendants, ainsi que (-Ll
Le théoreéme de Lindemann sur la transcendance de 1, c'est-a-
dire la transcendance du périmétre d'un cercle dont le rayon est algébrique,

se généralise de la maniére suivante [3]:

Soient (xl, yl) et (xz, yz) deux points réels distincts de 1'ellipse

xz 2
T+l—b =1 (0<b<a).
Si a, b, X1 X, sont algébriques, la longueur de l'arc de l'ellipse
2 22
s(x,,x ) = j‘xz (.2___:_5_.25_)%(1 2_ 1 - P.Z..
1’72 TN 2 2 * o 87 2
1 a -x a

est un nombre transcendant. En particulier, le périmetre d'une ellipse ayant
des axes de longueur algébfique est un nombre transcendant. Ceci se géné-
ralise aux intégrales elliptiques de premigre ou deuxiéme espece, alors
qu'on connait trés peu de résultats sur les intégrales elliptiques de troi-
sieme espece (probleme 3 de Schneider [5]) ; la raison en est que les dé-
monstrations utilisent des propriétés de fonctions méromorphes. Cependant
on peut déduire du théoreéme de Baker sur 1l'indépendance linéaire de lo-
garithmes (nous en reparlerons au §. 5.) la transcendance du nombre

(voir (3] p. 97):

\f dx3=-:1;'(Log2+—J%-).

0 l+x

Citons enfin 2 ce sujet le quatrieme probléme de Schneider (57 :
Généraliser sous la forme la plus large possible les théorémes de

transcendance sur les intégrales elliptiques de premigre et deuxidme especes,

pour obtenir des résultats analogues sur les intégrales abéliennes.

Le résultat annoncé au §. 1. concernant la fonction modulaire J
(précisément la transcendance de J(t) quand T est algébrique de degré

supérieur 3 2 ) se déduit de la
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PROPOSITION 2. [10] - Soient P et #* deux fonctions elliptiques de

Weierstrass, d'invariants g, 1 8y et g; , g'; respectivement. Soit B # 0

un nombre complexe tel que les fonctions P(z) et P*(B z) soient aAlgébrique-

ment indépendantes (sur € ). Alors les sept nombres

B, 85 By 850 B, P(), P (B1)

ne sont pas tous algébriques.

Une condition nécessaire et suffisante pour que les deux fonctions
P(z) et P*(Bz) soient algébriquement indépendantes est qu'il existe quatre
rationnels r, j (i=1,2; j=1,2) tels que
1=
wy = (ry qwptry puy) 8
* ( .
wp = (rp, 1 91 ¥ T, W) 8

%

ol (‘”1’ ‘”2) (resp. (w1

, w;)) est un couple de périodes fondamentales de
P(z) (resp. P*(z)). ‘

Dans le cas P = P*, pour que P(z) et P(Bz) soient algébriquement
indépendantes, il suffit que B soit irrationnel, et que w,/w, ne soit pas
imaginaire quadratique. L'analogue pour la fonction £ du théoreme de

Gel'fond -Schneider sur la transcendance de ab est alors le suivant :

soient B un nombre algébrique irrationnel, et £ une fonction el-
liptique dont les invariants g, et g, sont algébriques, n'admettant pas

de multiplication complexe. Pour t¢ €, 1'un des deux nombres

P(t), Pt

est transcendant. (Si 1'un d'eux est infini, l'autre est transcendant).

Enfin la proposition suivante contient la transcendance de /g

pour g, et g, algébriques.

PROPOSITION 3. [10] - Soit P une fonction elliptique de Weierstrass,

d'invariants g, t gy i soient B et t deux nombres complexes, B£O.

Les cinq nombres

gz’g3'BrP(t).eBt

ne sont pas tous algébriques.




Les propositions 1, 2, 3 admettent de nombreuses autres consé-
quences qui sont exposées dans [1, 3, 4, 6, 7, 10, 11], et surtout dans [5].

Une généralisation aux variétés de groupes a été commencée par
Lang dans [7,2] Plusieurs variantes des résultats de Lang ont été établies
dans [17], mais les énoncés ainsi obtenus ne sont pas encore entidrement

satisfaisants.

Les propositions précédentes nécessitaient, initialement, chacune
une démonstration propre. Mais en 1949, Schneider [11] a obtenu un théo-
réme treés général sur les valeurs algébriques de fonctions méromorphes,
qui contient tous les résultats précédents comme corollaires.Cet énoncé a
été notablement simplifié depuis (cf. 2, 5, 6, 7] et 'appendice du livre de
Lang : Algebra). La formulation que nous allons donner n'est pas la plus
fine, mais est suffisante pour les corollaires que nous désirons. Notons
d'ailleurs que les simplifications que nous venons de mentionner ont beau-

coup affaibli le théoreme initial de Schneider [11].

Nous dirons qu'une fonction entiere est d'ordre inférieur ou égal
a p s'il existe deux constantes positives c et Ro telles que
Log sup |F(z)|sc. R’ pour R 2R
2= R
ce que nous noterons ([2]; notations de Vinogradov) :

Log IFlR < Rp pour R 2
Une fonction méromorphe est d'ordre inférieur ou égal a p si elle est
quotient de deux fonctions entieres d'ordre inférieur ou étala p. On dira
qu'une fonction rationnelle est d'ordre 0.

THEOREME 1. [2,5,6,7] - Soient K un corps de nombres, f ,f. des

1: ces d
fonctions méromorphes d'ordre inférieur ou égal & p. On suppose que deux

sont algébriquement indépendantes sur K , et que

des fonctions fl' ,fd

la dérivation opeére sur le corps K(fl, ,fd) .

L'ensemble des nombres we¢C, non pdles des fi , tels que

fi(wv)EC pour i=1,...,d et v=1,...,m

est fini.
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On peut donner une majoration explicite du nombre de w ([2]par’
exemple 2.p.[K:QJ]+2), mais cela n'a pas de conséquences ici.

Le théoréme 1 contient le théoréme de Hermite Lindemann sur la
transcendance de ea (a#0 algébrique), le théoreme de Gel'fond Schneider
sur la transcendance de ab (a#0,1 algébrique et b algébrique irration-

nel), ainsi que les propositions 1,2 et 3 précédentes de Schneider.

Par exemple la proposition 1 se déduit du théoréme 1 quand on
choisit

fl(z) =az+b ((z); fz(z) =P (z) ; f3(z) = PYz) ;

{w} = {multiples entiers de t non pdles de £}, grace au

LEMME 1. [5] - Soit (a,b)e €xC , (a,b) # (0,0) . Les deux fonctions
fl(z) =az+b ((z) et fz(z) = P(z)

sont algébriquement indépendantes.

En effet, si Pe C[X,Y] estun polyndme non nul tel que
P(fl(z), fz(z)) =0 pour tout ze C ,
alors

P(fl(z+kwi), P(z)) = 0 pour tout (z,k)eCxZ ,

d'ou

awi+bg(wi) 0, i=1 ou 2.

La relation de Legendre
- - "n'
Nyt Mpwy = A
montre que le systéeme
am1+b n = 0
+ =0
aw, b n,

n'admet que la solution triviale (a,b) = (0,0) .




4.12 ) .

§.3. - TRANSCENDANCE DES VALEURS .DE_FONCTIONS ELLIPTIQUES :
LE THEOREME DE RAMACHANDRA

Dans 1'énoncé du théoreme 1 (et par conséquent des propositions 1,
2 et 3), l'existence d'une équation différentielle a coefficients algébriques est
indispensable pour obtenir la conclusion Par exemple les deux fonctions =z
et a’= exp(z Log a), ou a # 0,1 est algébrique, prennent des valeurs al-
gébriques pour tout z¢@ ; cependant, le théoreme de Gel'fond Schneider
nous dit qu'elles ne prennent pas toutes deux de valeurs algébriques pour z
irrationnel, et ce sont précisément ces deux fonctions que Schneider utilisait
pour démontrer la transcendance de ab (tandis que Gel'fond utilisait les
deux fonctions e’ et ebz , qui vérifient une équation différentielle a coef-
ficients algébriques si béa ). Aussi Ramachandra, généralisant cette dé-
monstration de Schneider, a étudié la répartition des points ou plusieurs
fonctions méromorphes algébriquement indépendantes prennent simultané -
ment des valeurs algébriques. Ceci lui permet d'étudier des majorations
du nombre maximum (noté 6(1’1,{2)) de nombres complexes, @Q-linéaire-

ment indépendants,ou deux fonctions fl, f, algébriquement indépendantes

2
prennent toutes deux des valeurs algébriques.

Avec cette notation, le théoréme 1 admet comme corollaires :

- le théoreéme de Hermite Lindemann : &(z, ez) =0 ;
- le théoreme de Gel'fond Schneider é(ez, eb Z) =0 si b estalgébrique
irrationnel ;

- la proposition 1 : &{az +b ((z), P(z)) =0 si a,b, 8, g, sont algé-
briques, (a.b) # (0,0) ;

- la proposition 2 : 6P (z), P (Bz)) =0 si g, &5 g'; , g’;: , B sont algé-
briques (la notation 6(f1,f2) suppose que fl et f2 sont algébriquement

indépendantes) ;

- la propersition 3 : 8(P(z), eBz) =0, si g, By B sont algébriques.

La nmiéthode de Ramachandra va permettre d'étudier

8z, P(1z)) . 8(e”, P(t2)) , 8(P(2), P*(t2)) ,
quand 8, 83 gg, g;’ sont algébriques, mais le nombre complexe t est

transcendant.
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Ramachandra s'est limité aux fonctions algébriquement additives '
(nous étendrons plus tard, §.4., sa méthode 2 1'étude de b6(a z+b ((tz), P(tz)),
ou a, b, g8, 85 sont algébriques et t transcendant). Il est alors utile d'in-

troduire la

DEFINITION [12]. - Soit f une fonction méromorphe. Un point z€ C est

dit "pseudo-algébrique' (pour f) si z estun pdlede f, ou si f(z)ea ,

c'est-a-dire si _
flz)eQU =]
Remarquons que deux fonctions algébriquement dépendantes sur
0 posséedent les mémes points pseudo-algébriques. D'autre part l'ensemble
des points pseudo-algébriques d'une fonction algébriquement additive forme
un sous -espace vectoriel de € sur @ .
Ramachandra démontre alors le :

THEOREME 2. [12] - Soient f f. (d22) d fonctions méromorphes

1’7777
algébriquement additives, algébriquement indépendantes sur € , d'ordre

inférieur ou égal a o respectivement. On pose :

1 Py

p=1 si f ,f. ont une période commune ;

1"-- d
=0 sinon.

Alors l'ensemble des points pseudo-algébriques communs 2 fl’ ’fd
forme un sous-espace vectoriel de € sur @ , de dimension
+...+ -
L < ) Py 8
d-1
Remarque - Soit f une fonction méromorphe algébriquement additive ;

il existe donc (§.1) un nombre complexe b # 0 et une fraction rationnelle
Rea(X, Y) , tels que

f(bz) = R(y(2), ¥'(2)) ,
avec y(z) =2z, ou ((z)=expz, ou §(z) =™z). Les deux fonctions f(bz)
et |(z) sont algébriquement dépendantes sur Q (griace a 1'équation diffé-
rentielle de la fonction { ), donc ont les mémes points pseudo-algébriques
(cf. [12] lemme 8). On peut donc remplacer, dans 1'énoncé du théoréme 2,

chaque fonction fi par la fonction \yi(—g—) qui lui est associée. On
i
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constate ainsi que 4 = b(fl’ ,'fd) .

D'autre part, f est d'ordre inférieur ou égal 3 ¢ (>0 quelconque),

1 ou 2, si §(z) estégald z, expz ou £(z) respectivement.

Pour utiliser la proposition 1, il reste a déterminer quelles fonc-
tions algébriquement additives sont algébriquement indépendantes. Il
n'existe pas encore d'énoncé général, mais les cas particuliers connus

permettent d'espérer que le résultat suivant soit vrai :

a,z a,z
Les fonctions z , e ye ., € , Pl (blz), e P)\(bxz) sont algébri-
quement indépendantes, si et seulement si les nombres complexes apseeaay
sont @Q-linéairement indépendants, et les fonctions Pl(blz), ,P)\(b}\z)

sont algébriquement indépendantes.

Il reste alors a étudier l'indépendance algébrique des fonctions
Pi(biz) ; ici encore, seuls des résultats partiels sont connus (voir la propo-
sition 2, ainsi que [12] lemme 7).

Une formulation équivalente au théoréme 2 est donnée pour les
relations suivantes, ou 'Pi sont des fonctions elliptiques de Weierstrass,
w, une période de non nulle de P.l , dont les invariants gZ,i et g3’i sont

algébriques, bi des nornbres complexes non nuls, et a un nombre al-

gébrique.
(3. 1) 8z,a%) = 1
3.2) st o252
(3.3) 8z, P (b 2) < 2
(3. 4) 8(e?, e (b,2)) s3
(3.5) 82T, P (w z)s2
(3. 6) 8(e?, P, (b 2). R,(b,2)) s 2
(3.7) 3(, (b, 2). £,(2)) < 4
(3.8) &, (w, 2) ,Pz(wzz))s3
(3.9) 8(°,(b,2). &,(b,z), @,(2)) < 3

(3.10) 6(Pl(wl z), Pz(wz z), P3(w3z) <2

(3.11) 5@ (b z), ©,(b,2), B(b,2), ©,(b,2z) S2 .
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La relation (3. 1) est le théoréme de Gel'fond Schneider, et sous
cette forme, on peut effectuer assez simplement la démonstration de la

transcendance de ab ; la relation (3.2), équivalente a

b .z b_z b z
e !, e2, ed3)s1,

a également été obtenue par Schneider, Siegel et Lang. On conjecture

([7] chap. II et (5] probléme 1) que l'on a

b,z b.z
(3.12) 6e !, e2)s1.

Il suffirait, pour obtenir ce résultat, que l'on puisse remplacer, dans la

conclusion du théoréme 2, 1'inégalité large
pl+... +pd- )

par 1l'inégalité stricte
ol+... +pd- )

</

Ramachandra [12] conjecture méme que l'on a, dans tous les cas,
(3.13) L<1 .
Cette conjecture se réduit donc 2a
b.z b_z

(3.12) {>(e1 ,ez)sl

(3.14) 5(z, P(bz)) s 1
(3.15)  &e?, Pbz)) <1

(3.16) 8 (b 2), @, (b,2)) s 1.

§.4. - ENONCE DU THEOREME GENERAL, ET APPLICATIONS A LA
FONCTION ZETA DE WEIERSTRASS

Le théoréme général est le suivant :

THEOREME 3. [17] - Soient dl, dZ' d3, d4, d des nombres entiers vérifiant

+d422.

2 3

dl=0 oul ;d,20;4d Zd420 ) d=dl+d2+d3




Soient bl' ...,bd -d des nombres complexes non nuls,
cj (d-d4<j$d) des nombres complexes, Pl’ ,% des fonctions elliptiques

3
de Weierstrass, d'invariants 85 K et 83 x algébriques, (lSksd3) , et

soit CL (1s¢s d4) la fonction z€ta de Weierstrass associée a 51

Soient fl’ ,fd les fonctions méromorphes, d'ordre inférieur ou
égal a pl, ,pd respectivement, définies de la maniére suivante :
= = <€i < :
fi(z) biz » R 0, 1si d1 ;
= = 1S i
fi(z) exp b.z , o, 1, d<i dl+ d,
= = <is R
fi(z) Pi—dl-dz(biz) ) 2, dl+d2 i d1+d2+d3 ;
= = 1 £
fi(z) cz+ Ci—d 4 -d (bi—d z) , P, 2, d1+d2+d3<1 d.
1 2 3 3
On définit 8§ par 6=1 siles fonctions fl’ ,fd ont une période
commune, 6 =0 sinoﬁ. Alors
+...+ -
(4. 1) 5(f.,...,f.) s ) Pa”®
' | Y d-1
De plus, si les nombres bl’ 'bd-d4 , Cd—d4+l yeue ,cd sont tous algébriques,
alors
. 65(f.,..., =0.
(4.2) (fl fd) 0
En fait, la proposition 3 de [17] est plus générale et ne concerne
pas seulement les valeurs algébriques des fonctions fl’ ,fd .

En plus des propositions 1,2 et 3 (qui sont équivalentes a la re-
lation (4.2)) et du théoreme 2, on déduit du théoreme 3 les inégalités
suivantes :

o(e?, P(byz) , C(b 2)+ b,z) S 2

5(P(z), ((z)+bz) s 4

6(Pwz), Clwz) ;nZ) <3

8(F (b,2), P(b,2) , ¢ (b 2) +b,z) <3
é(Pl(wlz), Pz(wzz), gl(wlz)- nlz)s 2
5P, (b, 2), £,(b,2), P,(b,z), ¢, (b 2) -b,2) < 2

G(Pl(blz), PZ(bZZ) , Ql(blz)+b3z , Qz(bzz)+b4z) <2 .
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La conjecture (3. 13) de Ramachandra serait résolue si on pouvait
remplacer (4.1) par :
<
6(f1,... ,fd) 1,
c'est-a-dire, si, outre (3.12), (3.14), (3.15) et (3.16), on avait

8(P(z), ¢(z) +bz)< 1.

La transcendance de T/w (proposition 3) renforce la vraisem-

blance de cette conjecture.

§.5. - INDEPENDANCE LINEAIRE DES PERIODES DE FONCTIONS
EXPONENTIELLES ET ELLIPTIQUES

Nous avons vu que, £ étant une fonction elliptique dont les in-
variants g, et g, sont algébriques et dont un couple de périodes fonda-

mentales est (wl, w,) » chacun des nombres suivants est transcendant :

5)
wl,wzy'f’]l,ﬂz, ZITT.

D'autre part ils sont li€s par la relation de Legendre
nlwz— wlnz = 21,

Le degré de transcendance du corps Q(wl' Wys My» My o 2iT) sur @ est

2
donc 1, 2, 3 ou 4. La détermination de ce degré est un probléme ouvert.
Une premigre approche consiste a étudier la transcendance‘des formes
linéaires a coefficients algébriques (c'est-a-dire les polyndmes de degré 1).
On peut ensuite étudier 1'indépendance linéaire sur D de ces nombres.
Depuis le résultat de Schneider que nous avons vu au §. 2. et qui contient
l'indépendance linéaire de 1, w, .My les principales propriétés ont été
obtenues par Baker et Coates.

En 1968, Baker [13] a montré que toute forme linéaire non nulle
en w

, W a coefficients algébriques, est transcendante. Il a étenduce

1’727
résultat en 1969 [14] aux formes linéaires non nulles en W Wy Nye My,
(on en déduit la transcendance de la somme des circonférences de deux

ellipses dont les axes ont des longueurs algébriques). Ceci devait étre
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généralisé par Coates qui démontrait, ([15]) en 1970, la transcendance de

toute forme linéaire non nulle en Wys Wy s My My 2im A coefficients algé-

briques. On en déduit la transcendance de T+ pour toute période de w

(rappelons que le théorgme de Schneider entraine la transcendance de m/u;

voir §. 2. proposition 3).

Il reste alors 2 étudier 1'indépendance linéaire sur @ des nombres
1, Wy Wys Nys My 2iT, dans le cas ol la fonction £ n'admet pas de multi-
plication complexe (sinon évidemment 1, w. , w

1’ Y2
22

est quadratique). Le probleéme n'est pas entiere-

sont linéairement dépen-
dants sur @ , puisque
ment résolu, mais Coates [16] a obtenu récemment 1'indépendance linéaire

de 1 ,wl, wz, 21T,

Citons un résultat effectif de Baker [21] dans ce domaine : si

(107g 0, a,, a, sontdes nombres algébriques de degré < d et de hauteur sH,

1 2
ona: K
+ . -
lao o+ azwzl > c. exp - (log H)
ou k et c sont deux constantes positives ne dépendant que de 8, By Wis W,
et d.

On en déduit que pour tout nombre algébrique a# 0, on a
|P(@)] < ¢ exp(Log H(@))"
ou k et ¢ ne dépendent que de g, 83 et [(R(a): Q]

Ces résultats ne sont pas les meilleurs possibles (voir conjectures
de [21]); ils font suite aux travaux de Fel'dman [18,19], (voir & ce sujet [23]),
et utilisent la méthode qui avait permis & Baker de montrer la généralisation

suivante du théoréme de Gel'fond-Schneider [2] :

Si .Log Qyr-ees Log o sont des logarithmes de nombres algébriques
@ -linéairement indépendants, alors 1, Log Qpreees Log a, sont Q-lindaire-

ment indépendants.

On peut poser le probleme analogue pour la fonction £ :

soient u_,..., u s w des nombres complexes MQ-linéairement indépen-

1 1’ Y2

dants ; soit £ la fonction de Weierstrass associée a Wy, w,

que les invariants g, et g, de P sont algébriques, et que

; on suppose
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P(ul), e P(un) sont algébriques. Etudier 1'indépendance linéaire sur Q

des nombres

Nous avons vu que le cas n = 2 était résolu par le corollaire 4 du théoréme 1

§.2. Une discussion de ce probléme pour n23 est faite par Coates [22].

Pour terminer citons un problédéme de Lang [20]: soit £ une fonc-
tion elliptique de Weierstrass dont les invariants g, et g, sont algébriques,
et soit w une période non nulle de P . Existe-t-il une infinité de réels t
tels que les nombres P(wt) soient algébriques et M@ -linéairement indépen-

dants ?

T T
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