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Séminaire de Théorie des Nombres de Bordeaux

Année 1987-1988 - Exposé n*® 30 le 19 mai 1988

SUR LES METHODES DE SCHNEIDER, GEL’ FOND ET BAKER

par

Michel WALDSCHMIDT

L’exposé donné le 19 Mai 1988 était intitulé ” Approche transcendante pour la con-
jecture de Leopoldt”. Les résultats récents de M. Laurent [2,3] y ont été présentés; ils
contiennent tout ce que 'on sait faire actuellement, par voie transcendante, sur les conjec-
tures de Leopoldt et de Jaulent. L’énoncé de transcendance utilisé est la version p-adique
du théoréme principal de [10] ; ce dernier intervient aussi dans les travaux de D.Roy [8]
sur 'image, par le plongement canonique, du groupe multiplicatif d’un corps de nombres.

Nous développons ici une remarque de [10] (fin du §3). On connait maintenant trois
démonstrations différentes du théoréme de Baker sur I'indépendance linéaire de logarithmes
de nombres algébriques. Chacune d’elles conduit & des énoncés effectifs : minorations de
combinaisons linéaires de logarithmes de nombres algébriques a coefficients algébriques.
Deux des méthodes, auxquelles nous attribuons les noms de Schneider et de Gel’fond
respectivement, donnent essentiellement les mémes estimations. On peut les considérer
comme duales 'une de 'autre (en un sens que nous précisons). La troisieme, que nous
appelons méthode de Baker, est un raffinement de celle de Gel’fond et donne des mino-
rations plus fines. Il serait intéressant de raffiner de méme la méthode de Schneider pour
développer une méthode duale de celle de Baker.
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1. Les trois méthodes.

Partons d’une égalité :

(1.1) Bilogay + -+ fBnloga, =logant
ou aji,...,an41 sont des nombres algébriques non nuls, logaj,...,loga,; des déter-
minations complexes non nulles de leurs logarithmes, et 3, ..., 8, des nombres algébriques.

Il s’agit de montrer que (1.1) implique

(1.2) logay,...,logan41 sont linéairement dépendants sur Q
et
(1.3) 1,01,..., s sont linéairement dépendants sur Q.

Il est facile de voir, par récurrence sur n, que chacune des conclusions (1.2) et (1.3) implique
l’autre.

a) La méthode de Schneider.

On construit, grace au principe des tiroirs, un polynéme non nul P € Z[X;,..., Xp41] (ou
plus précisément une suite de polynoémes, dépendant d’un parameétre), tel que la fonction

F(z1,...,2n) = P(z1,...,2n,ai" ... al")
soit petite sur un polydisque | z |< r de C*, ou, pour z = (21,...,2,) € C*, on pose

| 2 |= max | 2; |. On déduit de l'inégalité de Liouville que cette fonction F' s’annule en
beaucoup de points de la forme

(h1 4 hnt1B1s- s hn + hag1Bn), (h1,.. . hny1) € AR

On utilise enfin un lemme de zéros pour conclure que (1.3) est vérifié.

b) La méthode de Gel’fond.

On construit P € Z[X},...,Xp+1] non nul tel que la fonction
F(z1,...,2,) =P (621,...,ez",eﬂ‘zl+"'+ﬂnzn)

soit petite dans le polydisque | z |[< r. Alors F et certaines de ses dérivées s’annulent en
des points
(slogay,...,slogay), seld.

Un lemme de zéros avec multiplicités implique que la fonction F' est identiquement nulle,
ce qui donne (1.3).
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c) La méthode de Baker.
On construit P € Z[X;,..., Xp41] tel que la fonction
F(zy,...,2,) =P (e", .. .,e"‘,eﬂ“""'"""ﬂ""‘)
s’annule, avec ses premieres dérivées, en des points de la forme

(slogay,...,slogay), sel.

Si, disons,
on o'
;9;? PE F(slogai,...,sloga,) =0 pour [t |<T, 0<s< S,
avec t = (t1,...,t,), alors pour | t |< T'/2, la fonction d’une variable
6!1 tn
Fy(z)= v ——F(zlogay,...,zlogay)

az{‘ zlr

admet S zéros d’ordre > T'/2. Un lemme de Schwarz pour les fonctions d’une variable
complexe permet de majorer Fy(z) sur un disque, et d’utiliser 'inégalité de Liouville pour
en déduire que Fy s’annule en z = s pour |t |[< T/2et 0 < s < S), avec S; > S. Un lemme

de zéros permet encore de conclure.

Chacune des trois méthodes permet aussi de traiter les formes linéaires non ho-

mogenes : une relation

Bo+ Prlogag + -+ Brloga, =logant

ne peut étre satisfaite que si Sy = 0. On trouvera des détails sur les deux premieres

méthodes dans [10] §3c, et sur la derniére dans [1] et [6] notamment.
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2. Limites des méthodes.

On suppose maintenant que le nombre
A=p logal +- 4 ﬂn ]Ogan - logan+1

n’est pas nul, et on veut le minorer. On introduit des quantités B, A;,...,A,4; qui
majorent les hauteurs des §; et des a; :

log B > h(B:), 1<i<n,
log Aj > max{h(a;),|loga; |,1}, 1<j<n+l

On suppose aussi
log B > D max{log A;,...,log A, }

avec

D = [Q(a1,---,ant1,P1,...,0n) : Q)

On va expliquer comment chacune des méthodes de Schneider et de Gel’fond permet de
démontrer

| A |> exp{—CD("'H)z(log B)"2+" logA;...log Apy1}
alors que la méthode de Baker (cf. [1,6]) donne

| A |>exp{—CD"*3*logBlog A; ...log Ant1}

ou C ne dépend que de n (pour comparer avec [1] et [6], noter qu’ici, A est une combinaison
linéaire de n + 1 logarithmes).

Suivant une idée introduite initialement par Shorey, on obtient un résultat plus précis
quand les nombres | log a; | /log A; sont petits. Pour absorber ce raffinement, on introduit
une gquantité E vérifiant

< E < mi D ; . .
e < E <min{B ,lsljnslle+l{eDlogAJ/ | logaj [}}
Noter qu’on peut toujours choisir E = eD.

Nous allons supposer
(2.1) 0<| A |<exp{-U}
et expliquer pourquoi les méthodes de Schneider et de Gel’fond impliquent seulement

U < CDM*(log B)” *" log 4, .. . log Apy1(log E)™™ 2",
tandis que la méthode de Baker donne

U <CD"logBlog A ...log Ant1 log(DE)(log E)™"2.
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Nous allons seulement montrer comment apparaissent ces estimations, et nous remplace-
rons les constantes ne dépendant que de n par la notation <.

On introduit des parametres Lo, Ly, My, ..., M,41, entiers assez grands dépendant de
n, Al,. ..,An+1, B, D, EetU.

a) La méthode de Schneider.

Pour qu'’il existe un polynome non nul P a coefficients entiers algébriques dans le corps
de nombres K = Q(ay,...,an41,P1,-..,Pn), de degrés < Ly en Xy,...,X,, et de degré
< Ly en X, 41, tel que la fonction

F(z1,...,2p) = P(21,...,2n,07" ... Q")
vérifie
log | F |,< U, avec T = 1T?<xn(Mi + Muy1 | Bi ),
il suffit que ’on ait
(2.2) LyL, > (U/log E)".

On obtient ce résultat en utilisant le théoreme 3.1 de [9]. L’hypothése (2.1) montre ensuite
que, pour 0 < h; < M;, (1 <7 < n+ 1), le nombre

¥ =P (ht +hog1Br, ., b + b1 Bn, 0l ...a:;:;;‘)
vérifie log | v |« —U. L’inégalité de Liouville va entrainer v = 0, pourvu que 'on ait
(2.3) Ly < U/DlogB et M, < U/DLylogA4;, 1<i<n+1.
Compte tenu de (2.2), on déduit de (2.3) :
L > (Dlog B/log E)".
On veut montrer que le systeme d’équations
P (hl + hng1Biy- s b+ hng1 B, 0 ...aﬁ';;l) =0, O0<h<M, (1<i<n+1)

est impossible pour P # 0. Il est nécessaire, pour cela, que le nombre d’équations soit
supérieur au nombre de coefficients de P :

(24) Ml...Mn+1 >>L3L1

En considérant (2.2) et (2.3), on voit qu’une contradiction ne peut étre obtenue avec (2.4)
qu’a condition de supposer

U > D"t (Dlog B/log E)""*Vlog A; ...log Apt1(log E)™™,
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c’est-a-dire
(2.5) U > DD’ (log B)"2+" log Ay ... log A1 (log E)™" 72",

Pour n = 1 on retrouve la minoration D*(log B)? log A log A2(log E)~% pour des formes
linéaires en deux logarithmes par la méthode de Schneider [4,5].

b) La méthode de Gel’fond.

On construit maintenant P de degrés < M; par rapport a X;, (1 <i<n+1),tel quela
fonction
F(zla cey zn) =P (611, ceey ezn,eﬁlzl+"'+ﬂ"z")
vérifie
| Fl,<eV

pour 7 = 25 maxj<i<na | log a; | . Le théoréme 3.1 de [9] demande

(26) M ... Aln_q.l > (U/ log E)n
On introduit des dérivations Dy, ..., D, sur C[X;,...,X,41] en posant
D;X; =6;;X; pour 1<:<n, 1<j3<mn,

D,‘Xn+1 = ﬂ,‘.’(,ﬂ.] pour 1 S 1 < n,

ou §;; est le symbole de Kronecker, de telle sorte que, pour t,...,t, entiers > 0, on ait
atl 6t" 2 Zn Brzi++PBnzn ty tn 2y zn P17+ +Pnzn
é—zﬁ---gz-tP(e yeee €€ )=(D1...DnP)(e yee. €M € )
1 n
On a
t tn L] s atl 0t"
log ‘ (Dl Dn P) (01,...,Otn+1) - -a—t‘ WF(slogal,...,slogan) |<< =U.
2, Zn

Les inégalités de Cauchy permettent de majorer

g

o8 Oz

| F(slogai,...,slogan) |

en fonction de | F' |,. On déduit de I'inégalité de Liouville
(D' ... D& P) (al,... at,) = 0
a condition que

(2.7) DTlogB<U et DMSlogA; <U.
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Ainsi (2.7) impose
My...Mpy <UD 8" og A; ... log Any,
et (2.6) demande alors
U> D"*'S"H1og A, ...log Any1(log E)™™.
Pour pouvoir utiliser un lemme de zéros, il nous faut
T"S > M, ... Mpy,,

donc
S > (Dlog B/ log E)",

et on retrouve (2.5).

¢) La méthode de Baker.

Montrons d’abord comment obtenir une contradiction sous ’hypothése
(2.8) U > D"t3(log B)?log A, ...log A, 4 1(log E)™ "2,

On construit P, de degré < M; en X;, tel que, en reprenant les notations de la méthode
de Gel’fond, on ait :
(DY ... D& P) (al,...,a%,) = 0

pour 0 <t; <T, (1<:<mn) et0<s<S5. On utilise pour cela le lemme de Siegel, qui
impose
M,... My >T"S.

Une formule d’extrapolation pour les fonctions d’une variable permet de majorer

2 Lpy
3z{1 9zt "

pour 0 < t; < T/2 en prenant T'Slog E >« U. De nouveau, 'inégalité de Liouville va
montrer

(D} ...DP) (af,...,a8,1) =0
pour 0<t; <T/2, (1<i<n)et0<s<S avecS > SetS <S5, acondition que

DTlogB <« U, DM;S'logA; < U, (1<:i<n+1).
Le lemme de zéros nécessite My ... Mp41 < T™S’'. On doit donc choisir

T <« U/Dlog B, M; <« U/DSlog A;,
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et
(2.9) U > D"*'S%log A; . ..log Any1(log E) ™.
Enfin la condition S > Dlog B/log E conduit & (2.8). Pour n = 1, la condition (2.8) est

la méme que (2.5) (et la démonstration ne difféere pas de celle qu’on obtient par la méthode

de Gel’fond).
Voici comment on améliore (2.8) en supposant seulement
(2.10) U > D" logBlog A, ...log A,y log(DE)(log E)™"2.
Il s’agit de remplacer S? par SD log(DE)/log E (avec toujours S > Dlog B/log E) dans
(2.9). Pour cela on introduit une variable supplémentaire zp : on construit un polynéme

P € K[Xy,...,Xnt1), en n + 2 variables, de degré < M; en X;, (0<:<n+1),eton
considere la fonction

F(z0,21,...,2n) = P (20,€%,..., e”",eﬂ”1+"'+ﬂ"z“)
de n variables. Les conditions du lemme de Siegel deviennent
MoMy ... Mp4q > TS,
et celles de 'inégalité de Liouville s’écrivent
TSlog E >« U, DTlogB < U, DM;SlogA; < U, (1<i<n+1)

et aussi

DM, log(DE) < U.

Le lemme de zéros demande
MM, ... Mpyy < TS,
d’ou la contrainte
U > D"*?Slog A, ...log Apyylog(DE)(log E)™™71,

avec S >< Dlog B/log E.

L’estimation DMy log(DE) <« U est obtenue a l’aide des polynémes de Fel’dman :
si on utilisait la base usuelle 1, z,...,2Mo~1 de ’espace des polynomes de degré < My, il
faudrait remplacer log(DE) par log(DE log B).
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3. Formes linéaires simultanées.

Ramachandra, puis Loxton ont montré que la méthode de Baker donnait de meilleures
estimations lorsque l'on consideére plusieurs formes linéaires indépendantes. Supposons

n
IZﬂij loga; —logy; |<e ™V  pour 1<j<t,
i=1

avec aj,...,Qn,Y1,-- -, nombres algébriques multiplicativement indépendants. Le cas
t =1 a été étudié ci-dessus. On prend encore Ap41, ..., Apnys vérifiant

log Ant; > max{|logv; |, (7)€}, 1<j <t

a) La méthode de Schneider.

On reprend le méme polynéme P € K[X,...,Xn41] que précédemment dans la méthode
de Schneider, mais on obtient maintenant

t t
Plhi+ ) kiBij,...shn+ 3 kjBnj,aft . akryftyft ] =0
j:l j:l !

Seule la contrainte du lemme de zéros est modifiée : il suffit maintenant de
L(T;Ll <K M;... MnMn+1 .. Mn+t'

On trouve -~ .
U LI D¥*1(log A; .. .log Ante)t (log E)~ %

avec Ly > (Dlog B/ log E)", donc
(81) U D*DE D (log BY"#+(log A; ... log Ani)F (log ) "0+

1l faut encore vérifier que les parametres M;, (1 <i < n+ 1) ne sont pas trop petits (on
prend des parties entieres); ceci donne la condition

n+1 n . —-n
(3.2) U> ISI?;T)chD (log B)" log Ai(log E)™".

b) La méthode de Gel’fond.

On considére une fonction auxiliaire de la forme

n n
P (e",..v,ez",eziﬂ ﬁ“z‘,...,ezim ﬂ"z‘).
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La construction de P nécessite seulement
Ml oo Mn-H < (U/ logE)",

et le lemme de zéros demande
T"S > My ... Muye

pour obtenir une contradiction. Les autres contraintes sont les mémes qu’au §3b, donc il
faut supposer

U D¥15%*1(log A, ...log Apye)* (log E)~*

avec encore S > (Dlog B/log E)", et on retrouve la condition (3.1). On doit aussi sup-
poser (3.2) pour assurer M; > 1, (1<i<n+t).

¢) La méthode de Baker.

On reprend la méthode du §2c, mais avec
Mo...Mpye > TS,
On trouve comme contrainte
U D™ S(log A, ...log Ante)* (log(DE))* (log E)~ *F
avec S > Dlog B/ log E, donc
U > D***F log B(log A, ... log Any¢)t (log(DE))* (log E) 1~ =
La condition M; > 1 (1 <i <t) s'écrit

2 , -1
U> lﬁr?£1}1{+tD log Blog Ai(log E)™".

Le résultat précis que ’on obtient est le cas particulier du théoréme 1.9 de 7] correspondant
ad=n+tet d, =0.
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4. Quelques remarques.

a) Nous avons dit que les méthodes de Schneider et de Gel’fond étaient duales I'une de
lautre. Voici en quel sens. Dans la méthode de Schneider (§2a), les équations auxquelles
on aboutit avant d’utiliser le lemme de zéros s’écrivent

n n+1
(3.1) > s [I(hi + hga i) T ol =0,
e)) i=1 i=1

avec 0 < h; < M;, (1<i¢<n+1), quand on écrit

n+1

P(Xla"'7Xn+l) = sz HX;\i'
(N i=1

Dans la méthode de Gel’fond, (c.f. §2b), si on écrit

n+1
hi
P(Xla"'vXﬂ'Fl) = th HX: y
h =1
les équations auxquelles on arrive sont
n n+1

(3.2) Z qh H(hi + hnt1B8i)" H oM =0,
h

i=1 i=1

avec 0 <t; < T, (1<i<n), et 0<s<S. Ainsi la matrice du systéme (3.2) est
essentiellement la transposée de celle du systeme (3.2). Cela explique que les estimations
soient les mémes.

Actuellement, c’est la méthode de Baker qui donne les meilleures estimations. Cepen-
dant les constantes absolues y sont encore assez grandes (voir [1], ainsi que [11] pour le
cas p-adique), tandis que la méthode de Schneider donne des constantes beaucoup plus
raisonnables (cf. [4], et surtout [5]).

Dans le cas particulier n = 1, on peut modifier le début de la construction de la fonc-
tion auxiliaire en appliquant le lemme de Siegel pour résoudre des équations. On peut en-
suite utiliser des formules d’interpolation car les fonctions ne dépendent que d’une variable.
Ces formules analytiques sont actuellement plus précises quand les dérivées n’interviennent
pas. Cela explique que la méthode de Schneider donne de meilleures constantes absolues
que les deux autres pour les formes linéaires en deux logarithmes.

b) La méthode de Baker est en quelque sorte un raffinement de celle de Gel’fond. On
voudrait raffiner de la méme maniére la méthode de Schneider, afin de remplacer la con-
dition (2.2) par LoL; > (U/log E)". On pourrait étre encore plus optimiste et espérer
remplacer la condition sur U par

U > Dmax{log B,log A,,...,log A,}.
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Pour cela il “suffirait” de travailler avec une fonction
21 z
P(20,21,...,2n,0a5" ... a"),

aux points (ho,h1 + hnt1P1,..., hn + Ant18p), o le polynome P a des degrés disons
< L_,,Ly,...,Ly, L, respectivement, et de remplacer les contraintes actuelles

L L?L; >« (U/log )" >« My... My

par
L_ngLl >KL U/ logE >L M,... Mn+1

sans modifier les conditions
LyDlogB < U et DL M;logA; < U, (1<i<n+1)

et
DL_, < U, DM, <« U.

Il ne s’agit la bien str que de spéculation.

c) Nous avons seulement expliqué les limites des méthodes. Nous n’avons pas montré que
ces limites peuvent étre effectivement atteintes. Pour la méthode de Baker, les détails sont
exposés par exemple dans [6]. Pour les deux autres, les détails ne sont pas encore écrits,
mais il “suffit” de combiner les démonstrations de [6] et [10].
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