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NOMBRES TRANSCENDANTS ET FONCTIONS SIGMA DE WEIERSTRASS

Note de Michel WALDSCHMIDT.

Presented by P. Ribenboim, F.R.S8.C.

INTRODUCTION. Les théorémes de Schneider [S] (chap. II, § 4) sur les fonctions P

eta-de Weierstrass peuvent &tre interprétés en termes de points algébriques sur
une courbe elliptique ou sur 1'extension d'une courbe elliptique par le groupe
additif (ces groupes algébriques correspondent aux intégrales elliptiques de
premiére ou deuxiéme espéce). On peut alors les déduire d'un théoréme de

Lang (L] (chap. III, § 4, th. 4). Si on ‘applique ce méme théoréme de Lang a
1'extension d'une courbe elliptique par le groupe multiplicatif (correspondant 3
certaines inté“grales elliptiques de troisiéme espice), dont la description a été
donnée par Ser;e (cf. [A]), on obtient un énoncé de transcendance sur les valeurs
de fonctions sigma [A] (chap. III).

Nous démontrons ici cet énoncé directement 3 partir du critére de transcendance

de Schneider Lang, sans faire intervenir de groupe algébrique.

§ 1. FONCTIONS SIGMA DE WEIERSTRASS.

Soit L = Zwl # 2’uu2 un réseau de €. Le produit canonique de Weierstrass associé i

L est la fonction entiére

2
o(2z) =z l ¢! -;f;) exp(§,+ z 5 )-
welL,w$ 0 2w
Avec les notations habituelles, elle vérifie
w,
TErw) = col@) el D}, G=1,2)

et
m=-] mz '
: omz) = D" (DT @ (F(2), ¥ (2)), (mez, my0),
ol \.ym(X,Y) est une fonction rationnelle de X,Y 3 coefficients dans Q(gz,g3). (voir
. par exemple [F] 5> P. 205). On en déduit que, pour p et q entiers positifs, wel et
n= 2(z +w) - 3(z), le nombre
P 2
o (Gw) exp(- —% pw)
9 2
q
est algébrique sur le corps Q(gz,g:!). Par exemple
) 8 'Y
e

(538 =- gL RSl )y
(3 Y3 2 )
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Dans le cas particulier L = Z + Zi, on vérifie que

‘T(%) LT Ve R L B

Enfin, pour ue€, ug¢L, le nombre

e (u + (w/2)) exp {_7(%+%>)}

o (u)

est algébrique sur le corps Q(g,,83, ).

§ 2. UNE FONCTION MULTIPLICATIVEMENT PSEUDO—PéRIODIQUE.

Soit uoe.c, % ¢ L. La fonction méromorphe
oz *u) -3()z
v TP Ty K. :
vérifie pour wel
F(z +w) = F(2) exp{?uo —wﬁ(uo)} o
Sa dérivée logarithmique est

P 1 @)
F) "2 F@ -F@)

La fonction des trois variables Ugs Ups Uy

F(u, + “2) °'(“o+“1+“2)°'(uo)°—(“l)r("2)
F(u)F(uy) o (g tu)) o (o Fu))aluyhu,)

est une fonction rationnelle de f(uo) 5 K’(u]), B°(u2) , T (uo) 5 d (U]) 2" (UZ) s 3

coefficients dans 0(82-53).

Soit Bm(X) eQ(gz,g3) [X] le polyndme défini, pour m entier positif, par
RCONNMRSOR JON S

De la relation

- B (¥(2))
S(mz) = mJ(z) + ¥ (2) W N

on déduit que, si uy est un point de torsion, il existe un nombre PO , algébrique sur
le corps Q(SZ-QJ, )“(uo)), tel que la fonction

F z

()

F(z)e

soit algébrique sur le corps Q(g;,83 f(ua),f(z))-
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§ 3. LE THEOREME DE TRANSCENDANCE.

On suppose 8783 r(uo) algébriques. On se propose d'appliquer le critére de Schneider
Lang [L](chap. IIT, § 1, th. 1) aux fonctions

@, F@eP, @ (), 102 W),
avec Pei . Si la fonction F(z)ePz est algébrique sur Q(P(z)), on déduit de la pseudo=

périodicité de F et de la relation de Legendre que u_ est un point de torsion. Com=

o
me le théoréme de transcendance correspondant i ¥Xz), ez, ¥'(z) est connu [s] (chap. 1I,
th. 18), on supposera que u, n'est pas de torsion.
Soit ue€, avec u ¢ L, u + uy ¢ L. Supposons pour commencer u -~ u, ¢ L. Comme il y a
une infinité de m‘sl tels que m u ¢ L, mu - uy # L, mu+ uy ¢ L, on obtient la transcen—
dance de 1'un au‘moins des 2 nombres ' =3 frt
Fw) - Fef .

Choisissons u tel que 2u - u &L (donc u ¢L , ut u°‘¢ L) et Pweq -
Aprés un calcul facile on en déduit la transcendance du nombre i

o lug)? expfuy + (u, + @) (B -3 N}
ce qui montre que le restriction u - uy ¢ L était superflue. On a ainsi démontré le

résultat suivant

THEOREME. - Soient?une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants 89183 algé-

briques, u,ug deux points algébriques de ¥°, et p un nombre algébrique. On_suppose que

u, n'est pas un point de torsion, et que u et u + u  me sont pas pdles de . Alors le

nombre
ofu + uD) (P = 5(“0))“
P O=

est transcendant.
§ 4. COROLLAIRES

Le premier corollaire montre que la dérivée de F prend des valeurs transcendantes aux

points GMF s'annule.
COROLLAIRE 1. - Soient we&lL, 7= 5(z + w) -3(z). Alors le nombre
2
o(u) exp{Yuo + (ug +w) (P - E(uo))}

est transcendant.

&£
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Ainsi, uy étant toujours un point algébrique de¥qui n'est pas de torsion, le
nombre 1
-—=u
R 5208,)
¥
est transcendant.
Enfin, en choisissant pour u dans le théor2me un quotient dewpar une puissance de 2,

Bz

on obtient la transcendance des pseudo périodes de F(z)e

COROLLAIRE 2. - Avec les notations du corollaire 1, pourw# O le nombre

exp{wi(uo) -y, * Pw}

est transcendant.
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