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(5/20) Exercice 1.
a) Soit # un nombre réel dans l'intervalle 0 < 6 < 3. Montrer que les deux propritétés suivantes
sont équivalentes.
(i) Il existe une constante ¢; > 0 telle que, pour tout nombre rationnel p/q, on ait

(ii) Il existe une constante co > 0 telle que, pour tout couple (x,y) d’entiers # (0,0), on ait

2% — 23] > oyl
b) Montrer qu’il existe une constante c3 > 0 telle que, pour une infinité de couple (z,y) d’entiers,
on ait
2% — 2% < eslyl.

xercice 2. Soit A un nombre réel positif. Donner un exemple d’un polynéme homogene
3/20) E ice 2. Soit A bre réel positif. D le d’ lynéme h ¢
f(X,Y)=aX?+bXY + cY? de degré 2 dont le discriminant b? — 4ac est A et tel que

min{|f(z.y)|: (2.) € Z x Z. (x.9) # (0.0)} = V/AJS.

(6/20) Exercice 3. On désigne par K le corps Q(v/2,V/7,1).

a) Quel est le degré de K sur Q? Donner une base de K comme espace vectoriel sur Q.

b) Montrer que K est une extension galoisienne de Q, décrire son groupe de Galois et donner
la liste des sous-corps. Pour chacun des sous-corps k& décrire le groupe de Galois de K sur
k et donner un élément primitif de k£ sur Q.

Rappel : un élément primitif d’'une extension finie F/F est un élément x de F' tel que F' = E(z).

c) Soit f(X) = X*+2X? 7 € Q[X]. Quel est le corps de décomposition de f sur Q ? Quel est
le corps de décomposition de f sur K 7
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(6/20) Exercice 4.

Un entier positif D sans facteur carré est dit congruent s’il existe un triangle rectangle de cotés
rationnels dont I’aire est égale a D ; autrement dit si et seulement s’il existe des nombres
rationnels positifs a, b, c € Q avec a® +b? = 2 et D = ab/2.

a) Montrez que les solutions (a, b, ¢) de I'équation a?+b? = ¢ en nombres rationnels strictement
positifs sont de la forme

1—¢2 2
C<1—|—t271—}—t2’1> avectEQ,0<t<1.

b) En considérant = —t et y = (1 + t2)/c, déduisez de la question a) que D est congruent si
et seulement si I’équation Dy? = 2® — x a une solution (z,y) dans Q? avec —1 < z < 0.
¢) Dessinez approximativement la courbe Cp(R) d’équation Dy? = 23 — 2. En utilisant le fait
qu’une droite qui intersecte Cp(R) en deux points rationnels, I'intersecte en un troisieme
point rationnel, montrez que D est congruent si et seulement si 'équation Dy? = 2® — x
a une solution dans Q2 avec y # 0.
d) Soit (x,y) € C1(Q) avec z > 1. On a donc y? = 23 — .
(i) Montrez que x est un carré de Q.
(ii) Montrez que  + 1 et & — 1 sont
e s0it tous deux des carrés, i.e. z + 1 = u3
e soit tous deux des doubles de carrés, i.e. x +£1 = 2u%
avec u4 et u_ dans Q.
(iii) Soit X(Q) = {(t,u,v) € Q3: > —u? =1, v? —t? = 1} ; montrez que I'application

(t,u,0) — F(tu,0) = ((t+u)(t+v), (t +u)(t—|—v)(u+v)>

induit une bijection de X (Q) sur C1(Q) \ {(—1,0),(0,0),(1,0)}.

Indication : en notant f(t,u,v) = (x,y) on pourra vérifier
r—1=({t+u)(ut+v) e x+1=(t+v)(u+v),

puis considérer I'application

Cl(Q)\{(_170)’(070)7(170)} - X(Q)
_ 2241 22 -20—-1 22422 —1

et vérifier fog(z,y) = (z,y) pour (z,y) € C1(Q) \ {(-1,0),(0,0), (1,0)}.
e) On admet le fait que 1 n’est pas un nombre congruent. En posant = = a?/b? et y = ac?/b>,
montrer qu’il n’y a pas d’entiers non nuls a, b, ¢ tels que a* — b* = ¢?, i.e. que I’équation

de Fermat pour n = 4 n’a pas de solutions entieres.





