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Préface

Le texte qui suit est la rédaction d’un cours de troisieme cycle donné a
I'Université P. et M. Curie (Paris VI) en 1994/95 dans le cadre du D.E.A.
(Diplome d’Etudes Approfondies) Algébre et Géométrie de Mathématiques

Pures.

Depuis trois ans que ces notes ont été rédigées, d'importants progres ont
été réalisés. En particulier un contre exemple a la conjecture initiale de Mazur
(qui est le theme central de ce cours) a été construit par J.L. Colliot-Théléne,
A.N. Skorobogatov et H.P.F. Swinnerton-Dyer. Néanmoins le cas particulier
de cette conjecture qui concerne les variétés abéliennes (et plus généralement

les groupes algébriques commutatifs) reste plausible.

Merci a tous ceux dont les remarques m’ont permis d’améliorer le texte
initial, notamment Valérie Callendreau, Vincent Bosser, Jean-Louis Colliot-

Thélene, Damien Roy, Joost van Hamel et beaucoup d’autres.

Paris, Février 1998.

Michel WALDSCHMIDT.

World Wide Web http ://www.mathp6.jussieu.fr/~miw/TPR.html
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Notations

7 anneau des entiers rationnels, Q corps des nombres rationnels

Q corps des nombres algébriques (cloture algébrique de Q dans C)

R corps des nombres réels, C corps des nombres complexes

U groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 (cf. p. 17)
Ln, groupe des racines de l'unité d’ordre divisant n

K> groupe multiplicatif des éléments non nuls d’'un corps K

Re z et Sm z parties réelles et imaginaires d’'un nombre complexe z (cf. p. 34)
P, et A, espaces projectifs et affines de dimension n (cf. pp. 1 et 2)
Ga, G groupes additifs et multiplicatifs (cf. p. 2)

©, ¢, o fonctions de Weierstral (cf. pp. 3, 123 et 126)

Ta, expa, G(C), G(R), G(R)? (cf. pp. 4, 44 et 106)

G* (sous-groupe associé, réseau dual) (cf. pp. 28-31)

Mat, xm (K) (espace de matrices de format n x m & coefficients dans K) (cf. p. 33)
G (cf. pp. 34, 89, 129)

m(G), mg(G), mi(G) (cf. pp. 39, 70, 108 et 110)

L, L(G), Lk(G), expg g (cf. pp. 45 et 108)

Ta, Xa (cf. p. 60-61)

Tk ks Resgyp (cf. pp. 91 et 130)

Ga, Qr, me(G) (cf. pp. 91-92)

Qa, rc(G), G(C)°, mc(G) (cf. p. 106)

a(G), Qe r, kr(G) (cf. p. 107)

G(K )tors (cf. p. 123)

nv(H), ¥y (H), h (hauteur de Néron-Tate) (cf. pp. 137-138)
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I. — Introduction a la lecture de ’article de Mazur

Dans ce premier chapitre, nous présentons les grandes lignes de I'article de Mazur [Maz
1992]. Pour énoncer la conjecture principale, nous commengons par quelques préliminaires
de géométrie algébrique. Pour Mazur, une variété est un “schéma réduit de type fini sur un
corps (en général Q). Pour nous, ce sera plus simplement une “variété quasi-projective”.
Nous en donnons la définition dans le premier paragraphe. On trouvera tous les détails
dans le chapitre I de [H 1977].

§1. Variétés quasi-projectives

Soient k un corps et n > 1 un entier. L’espace projectif P, (k) est I'espace des droites
vectorielles de k" *! ; un point (o, ...,z,) € k"1, distinct de (0, ..., 0), définit une droite

{(tzo, ... ,tzy); t €k} = (mo 1t zpn).
Quand P € k[Xy,...,X,] est un polyndéme homogene de degré d, on a
P(txg, ..., txy) = t*P(xo, ..., zp),

et pour (xg,...,2,) € k"1, la condition P(zg,...,7,) = 0 ne dépend que de la classe
(xo:---:mxy) de (zo,...,x,) dans Py, (k) ; on dira que (xg : -+ : xy,) est un zéro de P.

Un sous-ensemble de P, (k) est un ensemble algébrique si c’est ensemble des zéros
d’un idéal homogeéne de k[Xo,...,X,] (cC’est-a-dire un idéal engendré par des polynémes
homogenes). On définit une topologie sur P, (k) en prenant comme fermés les ensembles
algébriques : c’est la topologie de Zariski.

Un espace topologique Y est dit irréductible s’il est non vide et s’il n’est pas réunion
de deux fermés propres.

Une variété projective sur k est un sous-ensemble algébrique irréductible de P, (k).
Une variété quasi-projective est un ouvert d’une variété projective.

Pour énoncer la conjecture de Mazur on a besoin de la notion de wvariété lisse : cela
signifie que tous les points (géométriques, c’est-a-dire sur un corps algébriquement clos) de
la variété V sont non singuliers : I’anneau local de V' en ce point est un anneau régulier.
Voici les définitions de ces termes (cf. [H 1977]).

Les fonctions réguliéres sur une variété V forment un anneau O(V'); 'anneau local
d’un point P € V (k) en V est 'anneau Op des germes de fonctions régulieres au voisinage
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de P dans V' ; son idéal maximal M p consiste des germes de fonctions qui s’annulent au
point P. L’anneau local Op est régulier si sa dimension (de Krull : c’est le plus grand
entier n tel qu’il existe une suite Py C P; C --- C P, d’idéaux premiers) est égale a la
dimension du Op/M p-espace vectoriel .\Sw\\,\_w?

Exercice. Vérifier que la courbe d’équation affine y° = x® + 622y +22y? n'est pas réguliére
au point (0,0). Tracer le graphe de cette courbe.

Ezxemples.
1. L’espace projectif P, (k) est une variété projective.
2. L’espace affine A, est une sous-variété quasi-projective de P,, :

Ap(B)={(:ay: - ran); (11 1a) €K7} CPy(k);
c’est le complémentaire du lieu des zéros du polynéme Xy € k[Xo,. .., X,].
3. Si P € k[Xy,...,X,] est un polynéme homogene non nul, ensemble Z(P) de ses zéros

dans P, (k) est un ensemble algébrique, appelé hypersurface de IP,,. Si P est irréductible (ou
méme seulement une puissance d’un polynéme irréductible), alors Z(P) est irréductible :
c’est une variété algébrique.

4.Pour k = Qet P(Xo,...,X,) = X5+ +X2,ona Z(P) =) dans P,,(Q). On est amené
naturellement pour étudier la géométrie d’une variété a supposer le corps k algébriquement
clos : par exemple k = C, ou bien k = Q (cloture algébrique de Q dans C : c’est le corps
des nombres algébriques). Mais d’un autre coté on voudrait aussi étudier les points de la
variété qui sont rationnels sur @Q ou sur un corps de nombres, ou encore sur le corps R
des nombres réels. On sera ainsi amené & considérer pour une méme variété V (c’est-a
dire pour un systéme d’équations données) les points de V' dans différents corps k ; ceux-
ci seront notés V (k). Une propriété géométrique de V est une propriété des points de V'
rationnels sur un corps algébriquement clos. Une variété sur un corps k est dite absolument
irréductible si elle est irréductible sur une cléture algébrique de k.

5. Le complémentaire de 0 dans A; est une variété quasi-projective dont les points sur un
corps k forment 'ensemble £ = k\ {0} ; on peut aussi représenter le groupe multiplicatif
k> du corps k comme ’ensemble des points rationnels sur k& de I'hypersurface affine H
d’équation X;X, =1 dans Ay(k), grace & I'isomorphisme

K - H(k)
z = (z,1/z)

Sur k aussi bien que sur k* on a une structure de groupe (additif dans le premier cas,
multiplicatif dans le second). Le graphe de la loi de groupe est encore une variété :

{(z,y,2 +y); (z,y) € k x k} C Ag(k),

ﬁﬁ@qasw (z,y) € k* x wxw C As(k)

respectivement.
On obtient ainsi deux groupes algébriques notés G, et Gy, respectivement, avec

Ga(k) =k et Gy (k) = k.
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Définition. Un groupe algébrique sur un corps k est une variété quasi-projective, définie sur
k, munie d’une structure de groupe, telle que le graphe de la loi de groupe soit une variété
quasi-projective définie sur k.

Un autre exemple de groupe algébrique est donné par le groupe linéaire général GL,,.
On définit de maniére naturelle la notion de sous-groupe algébrique (qui est a la fois un sous-
groupe et une sous-variété), et on dit qu’un groupe algébrique est linéaire s'il est isomorphe
(comme groupe algébrique) & un sous-groupe fermé d’un groupe GL,,. Par exemple G, et
G sont deux groupes linéaires — pour le premier considérer le sous-groupe de GLg formé

des matrices
1 =z
0 1)/°

Tout produit de groupes algébriques linéaires en est encore un (car GL, x GL4 est
isomorphe & un sous-groupe algébrique de GL,,14); en particulier un produit de copies
de G, et de Gy, est un groupe linéaire.

Nous nous intéresserons principalement aux groupes algébriques commutatifs. On
vérifie que tout groupe algébrique linéaire commutatif sur un corps algébriquement clos

est isomorphe & un produit de copies de de G, et de copies de G, :
d d
Gy° x Gyt

Il existe des groupes algébriques commutatifs qui ne sont pas linéaires. L’exemple le plus
simple est fourni par les courbes elliptiques (voir par exemple [Sil 1986]). On les étudiera
sous la forme de Weierstraf3 :

E(k) = {(t:z:y) € Pa(k); y’t = 42° — gout® — gat’},

ol go et g3 sont deux éléments de k tels que le discriminant A = g5 — 27¢2 ne
soit pas nul. Cette condition sur le discriminant signifie que la variété est lisse; on le
vérifie en utilisant le critére jacobien : si f(T,X,Y) € k[T, X,Y] désigne le polynome
Y2T — (4X3 — go XT? — g3T%), alors la condition A # 0 équivaut & dire que le systéme
d’équations

[t w,y) = (0/00)f(t,2,y) = (0/0x) f(t,2,y) = (0/0y) f(t,x,y) = O

n’a pas de solution (¢ : z : y) € Ps.

Le corps k sera toujours de caractéristique nulle : ce sera souvent un corps de nombres.
Alors le groupe E(k), appelé groupe de Mordell-Weil de E sur k, est un Z-module de type
fini, donc isomorphe & Z" X FE(k)tors, avec E(k)tors groupe fini. Le nombre r est le rang du
groupe de Mordell-Weil de E sur k. Dire que E(k) est infini revient & dire que son rang
est > 1.

On étudiera aussi les points réels ou complexes (si le corps k est plongé dans R ou C
respectivement) de E. Quand k& = C, on définit une fonction méromorphe p dans C telle
que

2
O =4p" — g2 — g3,

3
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qui admet pour groupe de périodes un réseau 2 = Zw; + Zwo de C; les éléments de €2 sont
aussi les poles de p. Pour 21 et 22 dans C, on a p(21) = p(22) si et seulement si z; — 22 € Q.
Ainsi I'application

C — E(C)

z = (L:p(z):9'(2)
qui envoie © sur (0 : 0 : 1) induit un isomorphisme analytique entre le quotient C/Q et
E(C). On peut donc transporter la loi de groupe additif de C/Q en une loi de groupe
sur E(C) et on démontre que cette loi donne & E une structure de groupe algébrique
commutatif défini sur le corps k = Q(ga, g3) : la fonction p vérifie un théoreme d’addition
algébrique dont nous reparlerons. Cette loi de groupe a une description géométrique simple :
la courbe E est une cubique (définie par un polynome de degré 3), et une droite de Py(C)
coupe la courbe en trois points; alors trois éléments de E(C) ont une somme nulle dans
le groupe si et seulement s’ils sont alignés. Quand deux des points sont dans F(k), le
troisieme l’est aussi car 1'équation & résoudre pour trouver ses coordonnées est de degré 1.
On retrouve le procédé de la corde et de la tangente décrit par Bachet de Méziriac qui a
fournit & Fermat la traduction de certains travaux de Diophante d’Alexandrie.

Plus généralement, on définit une variété abélienne comme un groupe algébrique dont
la variété sous-jacente est projective (un tel groupe algébrique est alors commutatif). Une
variété abélienne est isomorphe au quotient de C™ (ou n est la dimension de la variété) par
un réseau (sous-groupe discret de rang 2n).

Enfin il existe encore des groupes algébriques commutatifs qui ne sont pas des produits
de copies de G,, Gy, et de variétés abéliennes ; mais (théoreme de Barsotti-Chevalley) on
les obtient tous en prenant des extensions

0-Gh xGh -G —A—0.

Les points complexes d'un groupe algébrique G commutatif sur C forment un groupe
de Lie complezxe; l'algébre de Lie de G(C) est I'espace tangent & l'origine T (C) de G sur
C; si d est la dimension de G, c¢’est un espace vectoriel sur C de dimension d; on associe
a G(C) une application exponentielle qui est un homomorphisme analytique :

expg : To(C) — G(C)

dont I'image est la composante neutre de l'origine G(C)° (donc expg; est surjectif quand
G est connexe). Le noyau de cette application est un sous-groupe discret de T(C). Pour
G = G,, lapplication exponentielle est 'identité C — C; pour Gy, c’est 'application
exponentielle usuelle z — e* de C sur C* ; pour une courbe elliptique E, I'application
exponentielle C — E(C) est donnée par (1: p: ).

Quand le groupe algébrique G est défini sur R, ses points réels forment un groupe de
Lie réel G(R), I'algebre de Lie T (R) est un sous-R-espace vectoriel de T (C) de dimension
dim G, et expg : Ta(R) — G(R) est un homorphisme analytique de noyau Q N 7T¢(R) et
d’image la composante connexe de 1’élément neutre G(R)? de G(R).

Cette application exponentielle permettra de linéariser certains problémes : pour
étudier la densité de sous-groupes de G(C) (ou de G(R)), on pourra se ramener & étudier
la densité de certains sous-groupes de C? (ou de R9).
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§2. La conjecture de Mazur
Voici la conjecture 1 de [Maz 1992] :

Conjecture de Mazur. - Soit V une variété lisse sur Q telle que V(Q) soit Zariski dense
dans V. Alors I'adhérence pour la topologie réelle de V(Q) dans V(R) est une réunion finie
de composantes connexes de V (R).

L’hypothese de lissité est nécessaire : pour le voir, on prend une variété V lisse sur
Q telle que V(R) ait deux composantes connexes, 'une sur laquelle les points rationnels
sont denses, l'autre qui ne contient aucun point rationnel. On fait subir & cette variété
une transformation birationnelle sur Q qui conserve les points rationnels de telle
maniére que I'image ne soit pas lisse. On peut s’arranger pour que la variété singuliere
ainsi construite ne vérifie pas la conclusion.

Un exemple explicite est le suivant : la variété de départ est la courbe elliptique sur Q
d’équation y? = 2% + 622 + 2z ; le lieu des points réels F(R) a deux composantes connexes,
I'une qui n’est pas bornée et sur laquelle les points rationnels sont denses (le point (1,3)
est d’ordre infini), 'autre bornée qui ne contient pas de point rationnel (cet exemple,
di & A. Bremner, m’a été signalé par D. Masser ; voir [NZM 1991] p. 294, fin du §5.7).
On pose ensuite X = zy, Y = y; on obtient une courbe singuliere C sur Q, avec C(R)
connexe, mais 'adhérence dans C(R) des points rationnels n’est pas C(R). En revanche, si
on consideére le complémentaire de (0,0) dans C(R), on trouve 4 composantes connexes, et
les points rationnels sont denses dans deux d’entre elles : ce n’est pas un contre exemple
a la conjecture! Une construction légerement différente est proposée dans [Maz 1995] a
partir de la surface de Swinnerton-Dyer :

24yt =Ur -T2 -2)

que Pon “pince” pour identifier les deux points (2,%,A) = (£v/2,1,1). On obtient une
surface singuliere dont les points réels ont deux composantes connexes, I'une lisse ou les
points rationnels sont denses, I'autre ayant un seul point rationnel (singulier).

L’hypothése suivante dans la conjecture de Mazur est que V(Q) est Zariski dense dans
V. Cela signifie que si un polyndéme s’annule sur tous les points rationnels de V', alors il
s’annule sur V' tout entier. Quand V est une courbe, cette hypothese signifie simplement
que l'ensemble V(Q) est infini. En dimension supérieure, on demande que V(Q) ne soit
pas contenu dans un sous-ensemble algébrique W de V distinct de V'; si c¢’était le cas,
pour étudier la situation il suffirait d’appliquer la conjecture a chacune des composantes
irréductibles de W (ou plus exactement au lieu lisse de chacune de ces composantes).

On considere ensuite 'adhérence de V(Q) dans V(R) pour la topologie réelle de V' (R)
(qui est homéomorphe localement & un ouvert de R%, avec d = dim V). La conclusion de la
conjecture est que cette adhérence, qui est fermée par définition pour la topologie réelle,
est aussi ouverte, donc est réunion de composantes connexes réelles.

Si V(R) est connexe, la conclusion signifie que V(Q) est dense pour la topologie
réelle dans V(R). Quand V(R) n’est pas connexe, les points rationnels peuvent se trouver
seulement dans certaines composantes, comme dans l’exemple ci-dessus de la courbe
elliptique y? = 2 + 622 + 2z.
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D’apres la conjecture de Mazur, dés que V(Q) est Zariski dense, quand C est une
composante connexe de V(R), alors C N V(Q) est soit vide, soit dense dans C. C’est en ce
sens que les points réels sont contagieuxr dans les composantes connexes.

La motivation initiale de cette conjecture est I’analogue du 10-éme probleme de Hilbert
(résolu par Matijasevic en 1972) pour des solutions rationnelles & des systémes d’équations
diophantiennes. Voir & ce sujet [Mat 1995].

Dixiéme probléeme de Hilbert. — Décider si une équation diophantienne est résoluble.
Etant donnée une équation diophantienne en un nombre quelconque d’inconnues avec des
coefficients numériques entiers rationnels, décrire un procédé permettant de déterminer en
un nombre fini d’opérations si I’équation est résoluble en entiers rationnels.

Le lien avec ce qui précede se fait par 'intermédiaire de la conséquence suivante de
la conjecture de Mazur : si W est une variété définie sur Q, I’adhérence pour la topologie
réelle de W(Q) dans W(R) n’a qu’un nombre fini de composantes connexes.

Ce dernier énoncé permettrait de démontrer que Z n’est pas “diophantien” au sens
suivant : il n’existe pas de polynéme P(T,Xq,...,X,) € Q[T,Xy,...,X,] tel que,
pour t € R, on ait : ¢ est entier si et seulement s’il existe (z1,...,x,) € Q" tel que
P(t,z1,...,2,) = 0.

En effet, si un tel polynoéme P existait, il définirait une hypersurface W = Z(P) dans
A, 41 dont la projection par le morphisme 7 : A, 1 — Ay, qui envoie (t,z1,...,2,) sur ¢
vérifierait

T(W(Q) =Z c Q= A1 (Q),

et adhérence réelle W de W (Q) dans W (R) vérifierait 7(W) = Z; donc W aurait une
infinité de composantes connexes.
Pour plus de détails, voir [Maz 1995].

§3. Théorémes d’approximation

Le théoréme d’approzimation faible d’Artin-Whaples (voir par exemple Bourbaki,
Algébre commutative, Chap. 6 §7, ou bien S. Lang [L 1993], Chap. 12 §1 th.1.2 p. 467)

dit que si |- |1,...,| - |s sont des valeurs absolues non triviales sur un corps k, qui sont
deux-a-deux indépendantes, I'image de k par le plongement diagonal dans [T, ;.. (k|- |:)
est partout dense : pour tout € > 0 et tout (z1,...,zs) € k® il existe x € k tel que

| — 24| <€ pour 1 <i<s.

Le qualificatif “faible” est donné en comparaison avec 1’énoncé suivant (cité seulement pour
mémoire : nous ne l'utiliserons pas), appelé théoréme d’approzimation forte (voir Cassels
et Frohlich, Algebraic Number Theory, Chap. 2, §15 p.67, et O.T. O’Meara, Introduction
to Quadratic Forms, §36 G) :
Soit k un corps de nombres ; soit S un ensemble fini de places de k, et soit vy ¢ S une
autre place de k. Pour chaque v € S, soit x, un élément du complété de k en v. Enfin
soit € > 0. Alors il existe o € k™ tel que

low — 24|y < € pour tout v € S
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et
lal, <1

pour tout v & S, v # vg.

Exercice. Soient x un nombre réel, p1,...,pm des nombres premiers deuz-a-deux distincts,
81, .-, 8m des entiers positifs, ay, ..., an, des entiers rationnels, et € un nombre réel positif.
a) Montrer qu’il existe deux nombres entiers non nuls u et v, premiers entre euz, tels que

et uwu=qv (modp) pourl<i<m.

b) Montrer qu’il existe deuzx entiers n > 0 et u tels que

U
xr— —

<e€ et
pY

u=app? (modp;’) pour2<i<m.

Les définitions suivantes concernent une variété X lisse sur un corps de nombres k.
Définitions.

1. On dit que X posséde la propriété d’approximation faible sur k si le plongement diagonal
X (k) = [[ X (k)

a une image dense (dans le produit, v décrit toutes les places de k).

Par exemple, si X est une variété affine plongée dans A,,, et si, pour u = (uy,...,uy) €
k, on note |u|, = maxi<i<y |ui|y, alors, par définition de la topologie sur [, X (k,), dire
que X possede la propriété d’approximation faible sur & signifie que pour tout ensemble
fini S de places de k, pour toute famille (z,),es avec x, € X (k,) pour tout v € S, et pour
tout € > 0, il existe x € X (k) tel que

| —@yly < € pour tout v € S.

Ainsi la droite affine posseéde la propriété d’approximation faible, d’apreés le théoreme
d’Artin—Whapples.
2. La variété X posséde la propriété d’approzimation trés faible sur k s’il existe un ensemble
fini T de places de k tel que, pour tout ensemble fini S de places de k avec SNT = 0,
I'image du plongement diagonal

X(k) = [T X (k)
veS
est dense.

Il est clair que si une variété lisse X sur k possede la propriété d’approximation faible,
alors X possede la propriété d’approximation tres faible (prendre 7' = 0).
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3. Soit S un ensemble fini de places de k. On dit que la variété X est S-ouverte si’adhérence
de I'image de X (k) — [],cg X (ky) est un ouvert de [],cg X (k).

Si une variété lisse X sur k posséde la propriété d’approximation faible, alors X est
S-ouverte pour tout ensemble fini non vide S disjoint de 7T'.

Quand on prend £ = Q et que S ne contient que la place archimédienne de Q, la
condition que la variété X est S-ouverte signifie que X (Q) est ouvert dans X (R) : c’est la
conclusion de la conjecture de Mazur.

Ces propriétés d’approximation sont étroitement liées au “principe de Hasse” : une k-
variété X satisfait le principe de Hasse si I'existence d’un point de X rationnel sur chaque
complété k, de k implique Pexistence d’un point de X rationnel sur k (voir & ce sujet [CT
1992]).

84. Exemples

Voici quelques-uns des exemples proposés par Mazur dans [Maz 1992].

a) Courbes.

La conjecture de Mazur est vraie pour les courbes lisses sur Q. Pour le démontrer, on
distingue trois cas :

1. La courbe est de genre 0. Si la courbe n’a pas de points rationnels, la question ne se
pose pas : les hypotheses de la conjecture de Mazur ne sont pas vérifies. S’il y a point
rationnel, le fait que le genre soit nul permet de se ramener a la droite projective P; par une
transformation birationnelle (une courbe de genre zéro est une courbe rationelle, encore
appelée unicursale, i.e. que Pon peut “paramétrer” par des fractions rationnelles), et la
densité est alors évidente.

2. Le genre de la courbe est 1. Si la courbe n’a pas de point rationnel, ’hypothese de la
conjecture n’est pas vérifiée. Si elle a un point rationnel, grace au théoreme de Riemann-
Roch on montre que le choix d’un tel point permet de lui donner une structure de courbe
elliptique. L’application exponentielle complexe induit un isomorphisme entre les points
complexes F(C) d’'une courbe elliptique E et un tore C/(Zw; + Zws) ; on en déduit un
isomorphisme entre F(R) et un tore R/Zw, qui est un groupe de Lie réel compact de
dimension 1. On utilise alors un théoréme d’approximation (Tchebychef-Kronecker) pour
conclure. Les détails seront donnés dans le cours.

Il ne faudrait pas croire d’ailleurs que cela répond a toutes les questions que souleve
le probléeme de la densité de E(Q) dans E(R). On s’interrogera sur 'approximation d’un
élément de E(R) par un élément de E(Q), en utilisant des mesures de transcendance pour
le quotient d’intégrales elliptiques (on rapprochera cette question de la discussion dans la
section “Heights, measures and dynamics” de [Maz 1995]). On étudiera aussi I'adhérence
de E(k) dans E(C) quand k est un corps de nombres plongé dans C.

3. Sur une courbe de genre > 2, un théoreme de Faltings (anciennement conjecture de
Mordell — voir par exemple [L 1991]) dit qu’il n’y a qu’un nombre fini de points rationnels
sur Q. Les hypotheses ne sont alors pas vérifiées.
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b) Fibrés en coniques sur Py

On considere ici des “familles” de courbes paramétrées par une variable A € P1(Q).
Pour chaque A, la courbe d’indice X est une conique, et la variation en A est polynomiale.
Nous avons déja mentionné ’exemple de Swinnerton-Dyer (1962) :

224y = (AN -7\ - 2);

le lieu réel a deux composantes connexes, et les points rationnels sont tous situés sur une
de ces composantes, ou ils sont denses.
Un exemple plus récent est celui de L. Wang : la surface

24y = (A -7 (A\2-2)(2)\? - 3)

a trois composantes connexes réelles, une seule contient des points rationnels.

Les travaux de Colliot-Thélene, Salberger, Sansuc, Skorobogatov, Swinnerton-Dyer. . .
permettent d’établir la conjecture de Mazur pour de telles surfaces ayant < 5 fibres
dégénérées (i.e. au plus 5 “mauvaises” valeurs de ), ainsi que pour les surfaces cubiques
lisses qui contiennent une droite rationnelle sur @, et aussi pour les intersections lisses de
deux quadriques dans Py.

Colliot-Thélene et Sansuc ont fait intervenir dans ce contexte I'hypothese (H) de
Schinzel en liaison avec les variétés définies par des équations de la forme

Qi(Xits -, Xin,) = Pi(A1, ..., An), 1<i<r),

ou Q1,...,Q, sont des formes quadratiques en ny + - - - + n, variables, chacune de rang
> 2, et les P; appartiennent & Q(Ay,...,A,).

Hypothése (H). — Soient f1,...,fs (avec s > 1) des polynoémes irréductibles de Z[X]
dont le coefficient du terme de plus haut degré est > 0. On suppose qu’il n’existe pas
d’entier n > 1 qui divise tous les nombres

fi(k) - fo(k),  (k€Z).
Alors il existe m € N tel que les s nombres fi(m), ..., fs(m) soient premiers.

Si cette hypothese (H) est vraie, alors sous les mémes hypotheses il existe une infinité
d’entiers m € N tel que les s nombres f1(m),..., fs(m) soient premiers (remplacer X par
X +m +1). Voir & ce sujet [S-S 1958].

Dans leur article, Schinzel et Sierpinski démontrent que 1’hypothese (H) implique
Pexistence d’une infinité de nombres pseudo-premiers de Carmichael(*), et aussi que, pour
tout a € Z, |a] > 1 sans facteurs carrés, il existe une infinité de nombres premiers p
tels que a soit racine primitive modulo p (la classe de a modulo p est un générateur du
groupe cyclique (Z/pZ)*). De nombreuses autres conséquences de cette hypothese (H) sont
connues.

(*) Un entier n > 1 est appelé pseudo-premier, ou encore nombre de Carmichael, si pour
tout entier a premier & n on a a®~! =1 (mod n); c’est seulement en 1992 que Alford,
Granville et Pomerance ont montré qu’il existait une infinité de tels entiers qui ne sont pas
premiers ; voir [Ri 1994].
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¢) Hypersurfaces cubiques lisses

Swinnerton-Dyer a montré qu'une hypersurface cubique X dans Py avec N > 3 (c’est
le lieu des zéros d’un polynéme homogene de degré 3), supposée lisse, est S-ouverte pour

tout ensemble fini S de places de k; en particulier elle vérifie la conjecture de Mazur. Un
schéma de démonstration est donné dans [Maz 1992].

d) Intersection compléte de deux quadriques

D’apres Colliot-Thélene et Sansuc, si P; et Py sont deux polyndémes homogenes de
degré 2 en N > 6 variables & coefficients dans Q, et si X = Z(P;) N Z(P,) est une
intersection compléte ('idéal (Py, P») est de codimension 2 dans Q[Xo,...,Xn]), pure,
géométriquement integre et non conique, qui possede un point rationnel non singulier,
alors X possede la propriété d’approximation faible, donc vérifie aussi la conjecture de
Mazur.

e) Surfaces elliptiques

L’exemple suivant qu’étudie Mazur est celui d’une famille (FEj)ep,(q) de courbes
elliptiques : pour tout ¢ € P1(C) sauf au plus un nombre fini, E; est une courbe elliptique.
Par exemple si g et g3 sont deux éléments de Q(¢) tels que la fraction rationnelle g5 —27g2
ne soit pas identiquement nulle, alors

y? =42 — g2(t)x — gs(t)

définit une courbe elliptique E; pour tout ¢ qui n’est ni pdle de gy ou g3, ni zéro de
g3 — 27g3. L’équation écrite est celle de la partie affine de F; : on devrait écrire gz et g3
comme quotients de deux polyndmes homogenes Go/D et G3/D respectivement, et écrire
dans Py

D)2 = 42’ D(t)2% — Ga(t)x2® — Gs(t)z°

avec a, b, ¢ choisis pour que I’équation soit homogene (a + degD +3 = b+ degGa + 1 =
c+ deg G3).
Considérons par exemple la famille de courbes elliptiques

(Ey) y? =a® +tx.

Pour t = 0 la courbe Ey n’est pas lisse ; pour toutes les autres valeurs de ¢ ¢’est une courbe
elliptique, ayant une composante connexe si ¢t < 0, deux si t > 0. Pour ¢ = 7 ou encore
t = —1, le groupe F;(Q) est fini, tandis que pour ¢ = 877 par exemple, E(Q) est dense
dans E(R).

Définition. Une surface elliptique ou fibration elliptique S sur Q est une variété de dimension
2 sur Q, munie d’'un morphisme ¢ : S — P; sur Q, tel que, pour tout ¢ € P;(C) en dehors
d'un ensemble fini, la fibre F; = p~1(t) soit une courbe elliptique définie sur Q(t).

Chacune des courbes elliptiques F; possede une origine O, € Ej, et on a évidemment
©(O4) =t pour t dans l'ouvert de Zariski ot F; est une courbe elliptique. On définit une
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application rationnelle 7 : P; — S par w(t) = O qui est une section de ¢, c’est-a-dire
vérifie pom = I.

Une fibration sur Q est triviale si toutes les courbes F; sont isomorphes sur Q.

Soit S une surface elliptique sur Q. Désignons par 7 l'ensemble des t € P1(Q) tels que
E; = ¢7L(t) soit une courbe elliptique et que le groupe E;(Q) soit infini (c’est-a-dire tels
que le rang du groupe de Mordell-Weil de E; sur Q soit > 1).

Lemme. —Soit S une surface elliptique sur Q. Si 'ensemble T est fini, alors S(Q) n’est
pas Zariski-dense dans S.

Démonstration. On suppose S plongée comme sous-variété quasi-projective de Py. Si E(Q)
est un ensemble fini en dehors de {t1,...,t,}, on veut montrer que S(Q) n’est pas dense.
On utilise pour cela un théoréme de Mazur [Maz 1978| : un point de torsion d’une courbe
elliptique sur Q est d’ordre < 16 (*). Alors il existe un polynoéme P € Q[T, Xo, ..., Xn], tel
que P(t, X) s’annule sur E¢(Q) pour ¢t & {t1,...,¢,}. En multipliant par (T'—¢1) - - - (T'—t,,)
on obtient un polynéme @ € Q[T, Xy, ..., Xn], tel que Q(¢(X), X) s’annule sur S(Q) mais
pas sur S. []

Proposition. — Si la conjecture de Mazur est vraie pour la surface elliptique lisse S sur
Q, alors I’ensemble T est soit fini, soit dense dans R.

Démonstration. Supposons que 7 soit infini. Soit X I'adhérence réelle de S(Q). D’apres la
conjecture de Mazur, X est une réunion de composantes de S(R). Soit S(R)° la composante
connexe qui contient 'image {Oy; t € P1} de la section 7 considérée plus haut. Pour tout
t € P;(R) en dehors d'un ensemble fini, O; € S(R)°. Comme X contient ces Oy, X contient
S(R)?. Alors les points rationnels de S sont denses dans S(R)°, et par conséquent ils se
projettent sur un ensemble dense de P;(R). []

On ne connait pas d’exemple de fibration non triviale ot ’ensemble 7 soit fini. D’autre
part Tate et Silverman ont montré que le rang de F;(Q) ne peut chuter qu’en un nombre
fini de t € P1(Q).

Un cas particulier a été spécialement étudié : on fixe un polyndéme g € Q[X] de degré
3 et de discriminant non nul (i.e. ayant trois racines distinctes dans C), et on considére la
surface

(Ey) y>D(t) = g(x);

la courbe E; est appelée “tordue quadratique” (“quadratic twist”) de la courbe y? = g(x).
Pour plus de renseignements sur ce sujet, voir [Ro 1993], [K-W 1993] et [Maz 1995].

(*) Une généralisation de cet énoncé aux corps de nombres a été obtenue par Loic Merel :
Bornes pour la torsion des courbes elliptiques sur les corps de nombres. Invent. Math. 124
(1996), no. 1-3, 437-449. Zbl 960.24063 MR 96i:11057
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f) Variétés abéliennes

L’étude de la conjecture de Mazur pour les variétés abéliennes sera le theme central de
ce cours. Plus généralement nous considérerons un groupe algébrique G commutatif défini
sur un corps de nombres k. Au lieu de prendre le groupe de tous les points rationnels G(k),
nous en prendrons un sous-groupe de type fini (pour une variété abélienne A, le groupe A(k)
est de type fini d’apres le théoréeme de Mordell-Weil). Nous étudierons en premier lieu les
groupes linéaires, en liaison avec la conjecture d’indépendance algébrique de logarithmes de
nombres algébriques, puis les courbes elliptiques, ensuite les variétés abéliennes, enfin le cas
général. Nous admettrons les théoremes de transcendance qui seront nécessaires, mais nous
montrons précisément comment ils s’appliquent. Les méthodes transcendantes nécessitent
“beaucoup” de points rationnels : on demande que le rang du groupe de Mordell-Weil de
A(k) soit > d? —d+1, ol d est la dimension de A. La question reste ouverte pour les petits
rangs. Un exemple de surface abélienne (d = 2) ayant un groupe de Mordell-Weil de rang
1 est la Jacobienne de la courbe

y* =x(z —1)(z —2)(z — 5)(z — 6);
cf [G-G 1993]. D’autres exemples de “petits” rangs (0 < r < d) dus & W. McCallum,
concernent les jacobiennes des courbes
y'=a*(x —1);

voir [Maz 1995]. La conjecture de Mazur pour les variétés abéliennes a aussi été étudiée
par L. Wang dans [Wa 1995].

g) Surfaces de Kummer et surfaces K3

La fin de larticle [Maz 1992] décrit d’autres surfaces pour lesquelles des réponses
partielles sont connues. Il est intéressant de noter que ces surfaces ont “beaucoup”
d’automorphismes.

Voici un exemple de surface de Kummer. On part de deux courbes elliptiques

(E1) : v =a4+ax+b et (Es) : v =2+ cx+d
On considere ensuite la surface X d’équation
(3 + et +dyy? =23 + ax + b.

L’application ((z1,41); (z2,¥2)) — (%1,y1/y2, z2) définit un morphisme surjectif de E; x Es
sur X : tout (z,y,t) € X a deux antécédents; si 'un est QHTSVW A&FSVY lautre est
Q&T —11); (z2, —y2)). Le changement de signe de y sur une courbe elliptique est 'opposé
pour la loi d’addition, correspondant au morphisme —I (ot I est I'identité). C’est pourquoi
on écrit que X est le quotient de Ey x Ea par {£+I}.

La conjecture de Mazur pour ces surfaces a fait ’objet de plusieurs études, notamment
par Masato Kuwata et L. Wang [K-W 1993], [Wa 1994].

En 1997, Colliot-Thélene, Skorobogatov et Swinnerton-Dyer [CSS 1997] ont construit
un contre-exemple & la conjecture initiale de Mazur, et en ont proposé des modifications,
notamment la suivante : Soit V' une variété lisse sur Q et soit U une composante connexe
de V(R). On suppose que V(Q) NU est Zariski dense dans V. Alors V(Q) NU est dense
dans U pour la topologie réelle.
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§5. Une conjecture de Pierre Débes.

La fin de ce chapitre est rédigée par Pierre Débes.
UNE CONJECTURE GENERALISANT CELLE DE MAZUR.
On note G(Q) = Gal(Q/Q) le groupe de Galois absolu de Q.
CONJECTURE :

DONNEES : Soit f : V — W un morphisme étale défini sur Q entre deux variétés lisses
et irréductibles. Soit d > 1 un entier.

NOTATION : (1) L’ensemble des points w € W(Q) tels que f~*(w) contient un ensemble
de cardinal d invariant sous G(Q) est noté Ag.

(2) L’ensemble des points w € W (R) tels que f~!(w) contient au moins d points réels est
noté By.

HYPOTHESE : On suppose que Ay est Zariski dense dans W.

CONCLUSION : Soit C une composante connexe de By. Alors ’ensemble des points
w € CNW(Q) tels que la fibre f~!(w) contient un ensemble de cardinal d, constitué
de points réels et invariant sous G(Q) (et donc constitué de points totalement réels de
degré < d), est, soit vide, soit dense dans C (pour la topologie réelle).

Remarques : (1) Cet énoncé contient la conjecture de Mazur : prendre V. =W, f = Id
et d=1.

(2) Cet énoncé est vrai pour d = deg(f) si la variété W vérifie la conjecture de Mazur, en
particulier si W(Q) est dense dans toute composante connexe de W (R) (e.g. W rationnelle).

Preuve. Pour d = deg(f), on a Aqg = W(Q) et By est 'ensemble des points w € W(R)
dont tous les points de la fibre sont réels. Soit C une composante connexe de By. Par
hypothese, Aq = W(Q) est Zariski-dense. Donc d’apres la conjecture de Mazur, C est
contenu dans l'adhérence (réelle) de W(Q). Mais comme B, est ouvert, tout point w de
W(Q) suffisamment proche d’un point de C est automatiquement dans C. La fibre au dessus
d’un tel w est constituée de points réels et est invariante sous G(Q).

(3) On peut voir un lien entre la conjecture de Mazur (et sa généralisation) et le théoreme de
Florian Pop(!) qui affirme que “les points totalement réels d’une variété lisse et irréductible
définie sur Q sont denses dans les points réels”. L’argument est essentiellement le suivant.

(1) Pop, Florian. — Fields of totally ¥-adic numbers, preprint, Heidelberg, 1992 ; voir
aussi : B. Green, F. Pop and P. Roquette, On Rumely’s local-global principle, Jahresber.
Deutsch. Math.-Verein. 97 (1995), no. 2, 43-74. Zbl 857.11033 MR 96g:11065
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Soit C une courbe (il y a un argument qui permet de se ramener a ce cas) définie sur Q
et U un ouvert non vide de C(R). On se donne aussi un diviseur Q-rationnel Dy, de la
courbe. La premere étape consiste & construire une fonction f € R(C) telle que

(f)oo soit un multiple kDo, de Doo

(f)y ne consiste qu’en des points réels contenus dans U

(%)
Notons {u1, ..., un} une base de Lg(kDo). La fonction f s’écrit

NHMQ&S (a1,...,am €R)
i=1

Ensuite, d’aprés un “lemme de continuité des racines”, il existe un voisinage O de
(a1, ..., ) dans R™ tel que si a = (ay,...,an,) € O alors la fonction

m
fa= M itg
i=1

vérifie aussi les conditions (*). Si on choisit a € Q™, la fonction f, est définie sur Q. Ses
zéros sont réels et permutés par G(Q) et donc sont totalement réels.

En gros, l'idée est la méme que dans la remarque (2) : déformer légérement une fonction
qui n’a que des zéros réels de fagon a ce qu’elle soit définie sur Q.

(4) Le résultat de Pop nous a permis(2), & M.Fried et moi, de démontrer le probléme inverse
de Galois sur Q' (T)

[et aussi sur Q' (T') (Q'P désigne le corps des totalement p-adiques) car le résultat de
Pop est vrai aussi en p-adiques.]

Mon but ensuite était de montrer que tout groupe est groupe de Galois d’'un
revétement de P! défini sur Q, avec la condition supplémentaire que les points de
ramification soient rationnels (globalement). Cela se raméne en gros & trouver des points
totalement réels sur une variété V avec la condition supplémentaire que 'image de ces
points par un certain morphisme f : V. — W doit étre Q-rationnelle sur W. C’est le
sens la conjecture que je fais ici, qui est aussi assez similaire & une conjecture que j'avais
énoncée précédemment dans une note au CRAS(?) dans le cadre plus restreint des espaces
de Hurwitz.

(?) Debes, Pierre; Fried, Michael D. — Nonrigid constructions in Galois theory. Pacific
J. Math. 163 (1994), no. 1, 81-122. Zbl 788.12001 MR 95c:12008.

(3) Debes, Pierre. — Criteres de descente pour le corps de définition des G-revétements
de PL. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 315 (1992), no. 8, 863-868.

Zbl 761.12001 MR 93m:12003.



II. — Sous-groupes de R"

Le but de ce chapitre est de donner des critéres pour qu’'un sous-groupe d’un groupe
de Lie réel ou complexe soit dense. Le cas fondamental est celui d’un sous-groupe de R™,
ot la réponse est obtenue grace & un théoréme de Kronecker (théoreme 4.1).

Voici quelques indications bibliographiques concernant ce chapitre. Pour ’aspect
qualitatif, voir [Bo 1974] Chap. 7. Une autre référence de base est [H-W 1979] (en particulier
le chapitre XXIII pour le théoreme de Kronecker, mais aussi le chapitre III pour les suites
de Farey, ainsi que le chapitre XI pour I'approximation de nombres irrationnels par des
nombres rationnels ; il faut noter cependant que certains arguments peuvent étre simplifiés
en utilisant un minimum de langage algébrique). Deux autres références fondamentales
pour tout ce qui concerne les approximations diophantiennes sont [Ca 1957]et [Sc 1980].

Dans la rédaction qui suit, nous ne donnons des démonstrations que pour les énoncés
qui seront utilisés dans la suite du cours.

On utilisera la notion de groupe topologique (voir [D 1972], t.1, Chap. 12 §8). D’autre
part on utilisera plusieurs notions de rang. Le rang d’un groupe abélien est le nombre
minimal d’éléments d’'un systeme générateur de ce groupe. Le rang rationnel d’un Z-
module G, appelé encore rang de G sur Z ou sur Q, est le nombre maximal d’éléments de G
linéairement indépendants sur Q ; on le notera rang, G. Rappelons le théoreme de structure
des Z-modules de type fini : si G est un Z-module de type fini, le sous-groupe de torsion
Gtors de G est un groupe fini, le quotient G/Giors st un Z-module libre, isomorphe a Z",
ou r est le rang de G sur Z, et G est isomorphe au produit direct Gyops X Z". En particulier
pour un Z-module libre (i.e. sans torsion) le rang comme groupe abélien coincide avec le
rang comme Z-module.

On va travailler avec des sous-groupes de R™. La dimension de I’espace vectoriel sur R
engendré par un tel sous-groupe G sera appelée le rang réel de G ; noter que la dimension
de T'espace vectoriel sur Q engendré par un tel sous-groupe G n’est autre que le rang
rationnel du Z-module G.

Remarquons enfin que quand G et H sont deux sous-groupes de R™ avec H d’indice
fini dans G, alors G est dense dans R" si et seulement si H est dense dans R".

16 Topologie des points rationnels

§1. Sous-groupes de R

Comme le groupe R est sans torsion, tout sous-groupe G de type fini de R™ est libre :
il admet une base g1,...,9¢ :
G=17Zg1+ -+ Zge,

ol g1, ..., gesont des éléments de G linéairement indépendants sur Z. Il s’agit de déterminer
si un tel sous-groupe est dense dans R". Dans cette section nous nous restreignons au cas
n=1.

Soient g1, ..., g¢ des nombres réels linéairement indépendants sur Z. Il est clair que, si
¢ =1, le sous groupe G qu’ils engendrent est discret dans R. Nous allons voir inversement
que si £ > 1, alors G est dense dans R. En prenant g; comme base de R et en posant
6 = g2/g1, le résultat que nous nous proposons d’établir s’énonce de la maniere suivante
(voir [H-W 1979] Th. 438; [Bo 1974] Chap. 5 §1 n°1 prop. 1) :

Théoréme 1.1 (Tchebychef). — Soit § un nombre réel irrationnel. Alors le sous-groupe
Z + 70 de R est dense dans R.

Ainsi un sous-groupe de type fini de R est dense dans R si et seulement si son rang
sur Z est > 2. L’hypothese que le groupe est de type fini est évidemment nécessaire : Q est
dense dans R, et de rang 1 sur Z (mais de rang infini comme groupe abélien). Cela donne
une classification simple des sous-groupes de type fini de R : ou bien ils sont discrets de la
forme Zz, pour un x dans R, ou bien ils sont partout denses dans R. Cependant ce critere
n’est pas toujours “effectif” ; par exemple on ne sait pas si le sous-groupe Z + Zv (ou v
est la constante d’Euler) est dense ou non dans R. Il en est de méme pour Ze + Zm. Dans
le méme ordre d’idées, le sous-groupe de R engendré par 1, e + 7 et em est dense dans R,
donc il contient un sous-groupe de rang 2 sur Z qui est encore dense, mais on ne sait pas
en expliciter un!

Pour démontrer le théoréme 1.1 on établit deux lemmes préliminaires.

Lemme 1.2. — Un sous-groupe non discret de R est partout dense dans R.

Démonstration. Si G est un sous-groupe de R qui n’est pas discret, il existe une suite x,,
d’éléments de G, deux-a-deux distincts, qui a une limite dans R. Soit € > 0; il existe
un élément non nul = de G (de la forme z,, — z,,,) dans lintervalle [—e¢, €]. L’ensemble des
éléments nx, (n € Z) de G a une intersection non vide avec tout intervalle de R de longueur
> e. Donc G est partout dense dans R. []

Lemme 1.3. — Les seuls sous-groupes fermés de R, distincts de R, sont les sous-groupes
discrets, engendrés par un élément.

Démonstration. Les sous-groupes {0}, R et Zx, pour & > 0, sont des sous-groupes fermés
de R. Il s’agit de montrer qu’il n’y en a pas d’autre. Soit G un sous-groupe fermé de R
distinct de R. Le lemme 1.2 montre qu’il est discret. S’il n’est pas réduit & {0}, il contient
un élément non nul ainsi que son opposé, donc il contient un élément y > 0. L’intervalle
[0, y] est compact, donc l'intersection avec G est finie. Ceci montre que G posséde un plus
petit élément x > 0. Soit maintenant g € G; on pose m = [g/z], de sorte que m est
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Pentier rationnel tel que ma < g < (m+ 1)z ; comme g —ma est un élément de G vérifiant
0 < g —ma < z, on peut conclure g = mz et G = Zz. []

Démonstration du théoréme 1.1. Le fait que 0 soit irrationnel assure que I'adhérence G du
groupe G = Z + Z6 n’est pas de la forme Zx pour z € R, donc G n’est pas discret (lemme
1.3), et par conséquent G est partout dense (lemme 1.2). []

Le théoreme 1.1 dit qu'un sous-groupe de type fini de R/Z est soit fini (c’est-a-dire
est un groupe de torsion), soit dense dans R/Z (cf. [H-W 1979], Th. 439).

L’application exponentielle z — €7 du groupe additif R dans le groupe multiplicatif
C* a pour image le groupe multiplicatif U = {z € C*; |z| = 1} des nombres complexes
de module 1 et pour noyau Z. Le groupe topologique R/Z est donc isomorphe au cercle
unité U. On appellera intervalle de R/Z 1'image d’une partie connexe de U. Tout nombre
réel = se décompose en somme de sa partie entiere [z] € Z et de sa partie fractionnaire
{z} €[0,1) :

v=la]+{z}, []eZ {z}el0,).

Exercice. Vérifier les propriétés suivantes :

ﬁl.ﬁ.Hﬁo\,ﬁaw siz €7,

six € 7.
_ Az} + {22} si{x1} +{z2} <1,
{22} = TLT?ML sidor)+ L) > 1,

PNRR B C28 i €2, si {z1} — {22} >0,
to1 — 72} Afiilﬁa& si {z1} — {z2} < 0.

On trouvera d’autres démonstrations du théoréme 1.1 dans le chapitre XXIII de [H-W
1979]. Un argument simple utilise la compacité du quotient R/Z : 8’il existe un intervalle de
R/Z de longueur positive ayant une intersection vide avec I'ensemble S des {n}, (n € Z),
on montre qu’il existe un tel intervalle I de longueur maximale, et on remarque que pour
tout n € Z, le translaté I + nf est encore une intersection vide avec S'; le choix de [
de longueur maximale garantit que les intervalles I + n# ainsi obtenus sont deux-a-deux
disjoints ; mais on ne peut pas trouver une infinité d’intervalles disjoints de R/Z, de méme
longueur > 0. []

Une autre démonstration du théoréme 1.1 (en dimension quelconque), attribuée & Bohr
par [H-W 1979], §23.9, utilise la fonction €2, Cet argument analytique est & la base du
critere de Weyl (cf. [Rau 1976], Chap.1, §2.3) qui permet de montrer que les points {nf},
(n € Z), sont, pour @ irrationnel, “équirépartis” sur le cercle unité (voir aussi [H-W 1979],
§23.10, Th. 445).

Exercice. Soit R un rectangle dans le plan euclidien ; on considére une partition de R en
petits rectangles dont les cotés sont paralléles a ceux de R. On suppose que chacun des
petits rectangles a au moins un coté de longueur entiére. Montrer que la longueur d’un au

moins des cotés de R est un nombre entier.

En utilisant encore 'application exponentielle, on déduit du théoréme 1.1 un critere
pour qu'un sous-groupe de type fini de R* soit dense dans R* :
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Corollaire 1.4. — Soit I' un sous-groupe de type fini de R*. Les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) T est dense dans R*.

(ii) T est de rang > 2 sur Z, et I' contient un nombre réel < 0.

Démonstration. Comme P’application exponentielle exp : R — R est un isomorphisme
de groupes topologiques, ﬁD%M est dense dans %M si et seulement si G = exp™!(T') est un
sous-groupe dense de R, et le rang de G sur Z est le méme que celui de ' NRY. On déduit
du théoreme 1.1 que T NRY est dense dans R si et seulement si G est de rang > 2 sur Z.
Enfin un sous-groupe fermé de R* contenant R’ est soit égal & R, soit égal & R*. []

Exemple Le sous-groupe de R engendré par 2 et 3
{23% (a,b) € Z x Z}
est dense dans R ; le sous-groupe de R* engendré par —2 et 3
{(-2)*3" (a,b) € Zx Z}

est dense dans R*. Cela résulte de l'indépendance linéaire sur Z de log?2 et log 3.

Nous appliquerons le théoreme 1.1 de facon tout-a-fait analogue plus tard pour
une courbe elliptique (I'application exponentielle sera remplacée par la fonction p de
Weierstrass).

Le théoreme 1.1 est de nature qualitative. Kronecker en a donné une version quanti-
tative (voir [H-W 1979], Th. 440) :
Théoréme 1.5. — Soit 6 un nombre réel irrationnel. Pour tout x € R et tout N entier
positif, il existe deux entiers n > N et k tels que

|z —k —nb| < 3/n.

Un énoncé bien plus fort existe pour I’approximation de 0 par des points de Z + Z6
(c’est un probléme homogene, alors que le théoréme 1.5 est inhomogene).
Théoréme 1.6 (Dirichlet). — Soient 6 et ) deux nombres réels, avec @ > 1. Il existe
deux entiers p et q avec 1 < g < Q et

lgp —pl <1/Q.

Démonstration. (Voir [Ca 1957], Chapl, Th.I, ainsi que [Sc 1980], Chap. 1, Th. 1A). On
déduit le théoréme 1.6 du théoreme 4.2 (qui sera démontré ci-dessous) grace a la remarque
suivante : dans le théoreme 1.6, il n’y a pas de restriction a supposer @) entier. En effet, si
@ n’est pas entier, on le remplace par [Q] + 1, et on remarque que pour un entier ¢ € Z,
les conditions ¢ < Q et ¢ < [Q] + 1 sont équivalentes. []

Le théoreme de Dirichlet fournit un critere d’irrationalité :
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Corollaire 1.7. — Soit 6 un nombre réel. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 6 est irrationnel.
(ii) 1l existe une infinité de p/q € Q avec q > 0 tels que

p 1
0—=| < —.
_ L q

(iii) Pour tout € > 0 il existe p/q € Q tel que

0<gf —p|<e

Exercice.
1) Déduire le corollaire 1.7 du théoréme 1.6.
2) Utiliser le corollaire 1.7 pour démontrer Uirrationalité du nombre

S
CTITITST nl

Remarque.  Cette démonstration de lirrationailté de e remonte a Fourier (1815);
Uirrationalité des nombres e et e? avait été démontrée dés 1737 par Euler, utilisant les
fractions continues. C’est seulement en 1873 que Hermite a démontré la transcendance de
e

Compléments. On peut aussi démontrer le corollaire 1.7 en étudiant les suites de Farey
(voir [H-W 1979], Chapitre III, et Schmidt, Chapitre I), ou encore & l'aide des fractions
continues (voir [H-W 1979], Chapitre XI, et Schmidt, Chapitre I). Le “spectre de Markoff”
apporte des précisions sur la condition (ii) du corollaire 1.7.

On trouvera aussi dans [H-W 1979, §23.3, une application du théoréme de Kronecker
a un probleéme de billard (ou de miroir) ; (voir aussi [Rau 1976], Chap.1, §6.2).

Nous reviendrons bientdt sur ce sujet (voir le théoréme 4.2 ci-dessous, ainsi que le
chapitre V).

§2. Sous-groupes discrets de R"

Siz1,...,x sont des éléments R-linéairement indépendants de R"™, le sous-groupe G
qu’ils engendrent est de rang réel ¢, de rang sur Q aussi égal a ¢, et G est un sous-groupe
discret de R™. Nous allons voir que tout sous-groupe discret de R™ est de cette forme.

Théoréme 2.1. — Tout sous-groupe discret G de R™ est de la forme Zgy + - - - + Zge, ou
g1, - .., 9g¢ sont des éléments de R" linéairement indépendants sur R.

La démonstration va reposer sur le lemme suivant.
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Lemme 2.2. — Soit G un sous-groupe discret de rang réel r de R™. Soient ey, ..., e, des
éléments de G linéairement indépendants sur R. Soit
P={zie1+ - +axe; —1 <z <1}

Alors G N P est un ensemble fini, qui engendre G comme Z-module. Tout élément de G
est combinaison linéaire a coefficients rationnels de ey, . .., e,.

Démonstration. Comme G N P est compact et discret, cet ensemble est fini. Soit € G ;
on peut écrire x = tie1 + - - - + t,.e,, avec des t; réels. Pour chaque entier m > 0, on pose

T

Zm = MT — M?@ﬁﬁ = M?ﬁﬁ — [mti))e; € G.
i=1

i=1

Comme 0 < mt; — [mt;] <1, on a z, € P. En particulier

T =2z + M?Lm?
i=1

avec z1 € GNP et e; € GN P, ce qui montre que G N P engendre G comme Z-module.
D’autre part G N P est fini et contient tous les z,,, (m > 1) ; par conséquent (principe
des tiroirs!) il existe deux entiers positifs h # k tels que z, = z;. En écrivant

i=1

i=1

et en tenant compte du fait que les e; sont linéairement indépendants sur R, on conclut
(h — k)t; = [ht;] — [kt;], ce qui montre que chacun des t; est rationnel. []

Démonstration du théoréme 2.1.

Premiere étape. On commence par montrer qu’un sous-groupe discret G de R™ de rang réel
{ est contenu dans un sous-groupe discret de la forme Zy; +- - - + Zy,. Pour cela on choisit £
éléments eq, ..., ey dans G linéairement indépendants sur R. Tout élément de G est, d’apres
le lemme 2.2, de la forme t1e1 + - - - + tgeq, avec des t; rationnels. On écrit ces coordonnées
pour chacun des éléments de l'ensemble fini G N P (qui engendre G comme Z-module),
et on désigne par d > 0 un dénominateur commun des ¢; ; enfin on pose y; = ¢;/d, et on
trouve G C Zy1 + - - - + Zyq.

Deuzxiéme étape. Pour terminer la démonstration du théoreme 2.1, on utilise le théoreme
de structure des modules sur un anneau principal (“facteurs invariants”) : le groupe
Go = Zy1+- - -+Zyy est abélien libre de type fini, et G en est un sous-groupe. Alors il existe
une base de Gg de la forme (z1,...,2¢) (ce qui signifie que les z; sont des combinaisons
linéaires des y; & coefficients dans Z, et la matrice de passage a pour déterminant +1),
et il existe des entiers positifs aq,...,ar, ou a; divise a;41 pour 1 < i < £, tels que
(@121, . .., apwy) soit une base du Z-module G. On pose enfin g; = a;z;, (1 <i < ). []
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Corollaire 2.3. — Soient eq,...,e, des éléments R-linéairement indépendants de R™
et ty,...,t, des nombres réels; on pose 8§ = tie; + --- + tpe,. Alors le sous-groupe
Zei + -+ - + Ze, + 76 de R™ est discret dans R™ si et seulement si les nombres tq,...,t,
sont tous rationnels.

Démonstration. Si Zey + -+ - + Ze, + Z0 est discret dans R™, le lemme 2.2 affirme que
6 est combinaison linéaire & coeflicients rationnels de ey, ..., e,, donc (¢1,...,t,) € Q".
Inversement, si (t1,...,%.) € Q", on prend un dénominateur commun d > 0 de ty,..., ¢,

et alors G est un sous-groupe du groupe discret Z(ey/d) + - - + Z(e,/d). []

En particulier pour un sous-groupe discret de R™, le rang réel coincide avec le rang
rationnel : une famille d’éléments d’un sous-groupe discret de R™ est libre sur R si et
seulement si elle est libre sur Q (ou sur Z, cela revient évidemment au méme).

Quand on applique le corollaire 2.3 a la base canonique de R™, on trouve un résultat
dti & Kronecker (mais qui n’est pas “le” théoréme de Kronecker dont il est question dans
Pintroduction).

Corollaire 2.4. — Soient 01,...,0, des nombres réels. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) Pour tout € > 0 il existe des entiers p1,...,pn, ¢, avec q¢ > 0, tels que

0 < max |q¢b; — p;| <e.
@mss i — il

(ii) L’un au moins des n nombres 61, ...,0, est irrationnel.

Terminons cette section par une définition : un réseau de R™ est un sous-groupe discret
de rang n.

83. Sous-groupes fermés de R"
Voici le résultat principal donnant la classification des sous-groupes fermés de R™.

Théoréme 3.1. — Soit G un sous-groupe fermé de R", de rang réel r. 1l existe un plus
grand sous-espace vectoriel V' contenu dans G ; si W est un sous-espace vectoriel de R™
supplémentaire de V', alors W NG est un sous-groupe discret de R™, et G est somme directe
de Vet de WNG.

Une étape importante de la démonstration du théoréeme 3.1 est fournie par le lemme
suivant :

Lemme 3.2. — Un sous groupe fermé non discret de R™ contient une droite vectorielle.

Démonstration. On choisit une norme || - || sur R™. Soit G un sous-groupe fermé non discret
de R™. 1l existe un point g dans G, limite d’une suite d’éléments g,, de G, avec g,, # g.
Alors z, = g — g, est une suite d’éléments non nuls de G de limite 0. Soit M la borne
supérieure des ||z, ||. Pour chaque n > 1, soit k, I'entier > 0 défini par

[knan] < M <|[[(kn + 1)an]|
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La suite 2z, = kp2, a une valeur d’adhérence z € R™. Comme ||z,|| < M, on a ||z|| < M ;
mais on a aussi

lim ||z,| =0,
n—oo

lznll > M — ||a,|| avec
donc ||z|| = M. Enfin soit t € R; on a

tz = lim [thy]z, et [thy]z, € G,

n—oo

et G est fermé, donc la droite {tz; ¢ € R} est contenue dans G. []

Démonstration du théoréme 3.1. Soit V' la réunion des droites vectorielles contenues dans
G.PourzeV,yeVetAeR onalreGetyeGdonc A\z+ Ay € G; ceci étant vrai
pour tout A € R, par définition de V' on obtient Az + Ay € V, ce qui montre que V est
un sous-espace vectoriel de R™ sur R ; ainsi V' est le plus grand sous-espace de R™ contenu
dans G. Soit W un supplémentaire de V' dans R"™ ; tout g € G s’écrit g = v+w avecv € V.
etweW,doncw=g—veGNW et

GCcV+GnWcCaG.

Deplus VN(GNW) CVNW =0, donc la somme V + G NW est directe. Enfin WNG
ne contient pas de droite vectorielle de R™, donc (lemme 3.2) est discret dans R™. []

Le théoreme 3.1 montre que si G est un sous-groupe fermé de R™, il existe une base
(e1,...,en) de R™ telle que G soit 'ensemble des

tier + -+ trer +nppiep41 + -0+ ngey,

ot (t1,...,t,.) décrit R”, tandis que (n,41,...,n¢) décrit Z¢~". Alors G est isomorphe &
R” x Z'~", o1 £ est le rang réel de G, et r la dimension du plus-grand sous-espace de R™
sur R contenu dans G.

84. Sous-groupes denses de R"

Nous déduisons du théoreme 3.1 un résultat d’approximation bien connu qui joue un
role central dans la suite : il s’agit d’'un théoreme de Kronecker sur la densité de sous-
groupes de type fini d'un R-espace vectoriel de dimension finie.

Exercice. Soient R un groupe topologique commutatif, V un sous-groupe fermé de R, G un
sous-groupe de R.

a) On suppose que G est dense dans R ; montrer que G/GNV est dense dans R/V .

b) On suppose que GNV est dense dans V' et que G/GNV est dense dans R/V . Montrer
que G est dense dans R.

¢) Donner un exemple ot G est dense dans R mais GNV n'est pas dense dans V.

Exercice. Soient Ry et Ry deux groupes topologiques commutatifs et soit R le produit
mH X mw.

a) Si Gy est un sous-groupe dense de Ry et Go un sous-groupe dense de Ro, montrer que
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G x G4 est dense dans R.

b) Soit G un sous-groupe de R tel que {x € Ry; (z,0) € G} soit dense dans Ry et
{y € Ry; (0,y) € G} soit dense dans Ry. Montrer que G est dense dans R.

¢) Donner un exemple d’un sous-groupe de type fini de R? dont la projection sur chacun
des facteurs R x {0} et {0} x R est dense, mais qui n’est pas dense dans R2.

Soit G un sous-groupe de type fini de R™ ; si G est dense dans R™, alors évidemment G
contient une base de R™ sur R ; cela ne suffit pas : il faut au moins un point supplémentaire,
donc le rang de G sur Z est au moins n + 1. Dans un premier temps supposons G de rang
n+ 1; soit (er,...,e,) une base de R™ sur R appartenant & G, et soit e,11 € G tel que
le sous-groupe Zej + --- + Zenp41 soit d’indice fini dans G. Ecrivons e,11 dans la base
(e1,...,€n):

ent1 = bher + -+ Open;

alors le théoréme de Kronecker (voir par exemple [Ca 1957], [H-W 1979], Th. 442; [Bo

1974] Chap. 7 §1 N°3 corollaire 2 de la proposition 7)) affirme que G est dense dans R™ si
et seulement si les nombres 1,601, ...,0, sont linéairement indépendants sur Q.

Théoréme 4.1 (Kronecker). — Soient 0y, ...,6,, des nombres réels. Pour que le sous-
groupe

"+ Z(01, ..., 0n) = {(s1+ 5001, ., Sn + S00n); (S0,51,.-.,8,) €EZ"T'} CR®
soit dense dans R", il faut et il suffit que les n+ 1 nombres 1,61, ..., 0, soient linéairement
indépendants sur Q.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que les nombres 1,6, .
linéairement dépendants sur Q :

.., 0, sont

QH%H + - l_lgj%ﬁ = aop,

avec (ag,ai,...,a,) € Z", (ag,a1,...,a,) # 0. Alors Z" + Z(64, . . .,0,) est contenu dans
A:HT..;H:V eR™; ayxy + - +apx, € NT
qui n’est pas dense dans R™ : si H désigne ’hyperplan d’équation ajz1 + -+ + apx, = 0,
la projection sur R"/H est discréte.
Inversement, si G' est un sous-groupe de R™ qui n’est pas dense, alors il existe un
hyperplan V de R™ et un sous-groupe discret D de R™ isomorphe a Z tels que

GCVaeD.
On écrit une équation de 'hyperplan V' :
171+ + apry =0,

avec (a1,...,a,) € R, (a1,...,a,) # 0; une telle équation n’est définie qu’a une constante
multiplicative prés (en fait (ay,...,a,) est bien défini dans l'espace projectif). La forme

23

24 Topologie des points rationnels

linéaire (z1,...,2,) — a121 + -+ + apx, sur R™ a pour noyau V, et I'image de V & D
est un sous-groupe discret de R (isomorphe & D). On peut donc choisir une équation de V'
telle sorte que

VeDcC ﬁ&?...“&sv eR™ arxy + -+ apxy, me.
Appliquons ceci au cas ot G = Z™ + Z(b61,...,0,). Si G n’est pas dense dans R",
il existe des nombres réels aq,...,a, tels que tout élément (zy,...,x,) € G vérifie
a1xy + -+ apx, € Z. On écrit d’abord que la base canonique de R™ appartient & G : on
trouve a; € Z pour 1 < i < n. On écrit enfin que (61,...,6,) appartient & G : on obtient
a0y + -+ anb, € Z. Donc 1,0y,...,0, sont lindairement dépendants sur Q. []

Exercice. Soit G = Zg1+ - -+ Zgn+1 un sous-groupe de type fini de R" engendré par n+1
éléments g1, ..., gn+1 de R™. Ecrivons les g; dans la base canonique de R™ :

95 = (914> - Gnj)s (1<j<n+1).

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) G est dense dans R™.
(it) Les n+ 1 nombres réels

DvHamHA.@@.v rien , (I1<h<n+1)
1< <nt, Gh

sont linéairement indépendants sur Q.
(iii) Pour tout (s1,...,8p+1) dans Z™H1 distinct de (0,...,0), le nombre

911 Gintl

det
gni ot Gnontl
S1 ce Sn+1

n’est pas nul.

Le théoreme de Kronecker peut étre précisé de maniére quantitative. D’une part on
peut montrer (voir par exemple [Rau 1976] Chap.1, §6) que les points ({s6:},...,{s0.}),
(s > 1) sont équirépartis dans (R/Z)™. D’autre part on peut préciser comment se fait
lapproximation de 0 par des éléments d’un sous-groupe dense de la forme Z"+Z(61, ..., 6,)
de la maniere suivante :

Théoréme 4.2 (Dirichlet). — Soient n et m deux nombres entiers positifs, Q un nombre

réel > 1 et 0;, (1 < j <n,1<i<m)nm nombres réels. 1l existe des entiers p1,...,pn,
qis- -+ Qm avec

0 < max{|q],...,|gnl} <@
et

max [¢16;1 + -+ + gmbjm — pj| < Q~m/m.
1<j<n
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Démonstration. Cet énoncé est démontré en appliquant un théoréme de Minkowski sur
les formes linéaires, par exemple dans [Ca 1957], Ch.I, Th. VI, ou encore dans [Sc 1980],
Chap. 2, Th. 3A (voir la remarque p.37 — en fait un énoncé un peu plus précis y est
démontré). Nous allons donner une démonstration plus simple, mais qui suppose que le
nombre N = Q™/™ est entier (d’aprés [Sc 1980], Chap. 2, Th. 1E).

Pour chaque (t1,...,ty) € Z™ vérifiant 0 < ¢; < @, (1 <i < m), on considere le point

AAWH‘%HH + - A__vaQHSWq sy Aﬂwﬁ%zp +- xTwS%ﬁSWv

dans le cube n-dimensionnel [0,1]"; en comptant aussi le point (1,...,1) qui est dans
ce cube, on obtient au moins Q™ + 1 = N™ + 1 éléments de [0,1]" (qui ne sont pas
nécessairement deux-a-deux distincts). On divise [0,1]" en N™ cubes disjoints de coté
1/N; deux des N™ + 1 points considérés appartiennent au méme petit cube : cela
signifie qu'il existe des entiers rationnels ¢1,...,tm, S1,...,8n, th,...,th,, S1,...,Sh, avec
(t1y ..o stm) # (t, ..., t0,), tels que la différence (z1,...,x,) entre les deux points

ANH‘%HH + - AT?:‘%HS —S1y.-- JWH‘%S\H + - n_lug‘%ﬁg\ - %Sv

et
AN\H‘%HH +--+ w“:\%ps - w\f ey wm\%SH +--+ &,\5‘%33 - %wrv
vérifie
z;| <1/N.
jmax |z;] <1/
Le résultat annoncé s’obtient en posant ¢; = t; — ¢}, (1 < i < m) et p; = s; — s,
(1<j<n) [
Exercice. On désigne par || - || la distance & Uentier le plus proche : pour x € Z,
||z]| = min |z — al.
a€”Z
Soient n un entier positif et 01, ...,0, des nombres réels.

a) Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(2) (01,...,0,) €Q".

(1) Il existe une infinité d’entiers ¢ > 0 tels que

. —1/n
0 < max lgtyll < g~/

(#it) Pour tout € > 0, il existe un entier g > 0 tel que
0 < max |lgb;| <e.

1<j<n

(L’équivalence entre (i) et (i4i) est le corollaire 2.4. D’autre part le cas n = 1 de cet exercice

25

26 Topologie des points rationnels

est le corollaire 1.7.)
b) Montrer qu’il existe une infinité de (qi,...,qn) € Z™ avec

—n
s+ + qufll < (max la;[) ™"

¢) Montrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(¢) Les nombres 1,01, ...,0, sont linéairement indépendants sur Q.

(27) Pour tout € > 0, il existe une matrice carrée Qﬁ.vpm?m:w a coefficients dans Z et de
déterminant non nul, telle que

0< HHWHWWN: :QEQH + -+ Qa:%‘:__ < €.

Afin de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un sous-groupe G de
type fini de R™ soit dense dans R™, on introduit la définition suivante : on appelle caractére
de R™ tout homomorphisme continu de R™ dans U (ou dans R/Z, cela revient évidemment
au méme).

Exercice.

a) Vérifier que tout homomorphisme continu du groupe additif R dans lui-méme est une
application R-linéaire, c’est-a-dire de la forme x — Ax, pour un A € R. En déduire d’abord
que tout homomorphisme continu du groupe additif R dans le groupe multiplicatif R* est
de la forme & — e**, ensuite que tout homomorphisme continu du groupe additif R dans
le groupe multiplicatif U est de la forme x — €**. En déduire que tout homomorphisme
continu X : R — R/Z se factorise en x =soh :

R —" . R

XN s
R/Z

ot s : R — R/Z est la surjection canonique et h : R — R est une application linéaire.

b) Quand u est un élément de R™, lapplication 1, de R™ dans U donnée par x +— eXmwe
(ot u - x est le produit scalaire standard dans R™) est un caractére de R™. Vérifier qu’on
les obtient tous ainsi. Le noyau de v, est {x € R"; u-x € Z}.

¢) En déduire que Uapplication de Homg(R™, R) dans le groupe des caractéres de R™ qui,
a une forme linéaire @, associe X, @ x e2im2(®) est un isomorphisme de groupes. Le
noyau de x, est o~ (Z).

Proposition 4.3. Soit G un sous-groupe de type fini de R™. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) G est dense dans R™.

(ii) Pour tout sous-espace vectoriel V' de R™ distinct de R™, on a

rang;(G/GNV) > dimg(R"/V).
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(iii) Pour tout hyperplan H de R", on a rang;(G/G N H) > 2.

(iv) Pour toute forme linéaire non nulle ¢ : R" — R on a ¢(G) ¢ Z.

(v) Pour tout caractére non trivial x de R™, on a x(G) # {1}.

(vi) Choisissons des générateurs g1,...,g¢ de G sur Z et écrivons les coordonnées des g;
dans la base canonique de R™ :

95 = (914> 9nj)s (1<5<0);

pour tout (sy,...,s¢) dans Z* distinct de (0, ...,0), la matrice
g1r - Jue
gn1 " Gne
S1 ot Sg

est de rang n + 1.

On peut remarquer que le cas n = 1 ne donne rien de nouveau par rapport au théoreme
1.1.

Démonstration.

Notons déja que 'implication (ii) = (iii) est triviale.

(i) = (ii). Soient G un sous-groupe de type fini dense dans R™, V' un sous-espace de R"
distinct de R™ et s : R" — R"/V la surjection canonique. Comme s est continue et que
G est dense dans R", s(G) = G/G NV est dense dans R"/V, donc rang,(G/GNV) >
dimg (R"/V/).

(iif) = (i). Soit G un sous-groupe de R™ qui n’est pas dense. Montrons qu’il existe un
hyperplan H de R” tel que rang;(G/G N H) < 1. Désignons par G I'adhérence de G dans
R”. Soit V le sous-espace vectoriel maximal de R” contenu dans G. Etant donné que G
n’est pas dense dans R™, on a V # R™. De plus (théoreme 3.1) G/G NV est discret dans
R™/V. Soit H un hyperplan de R™ contenant V. Alors G/G N H est discret dans R"/H,
donc de rang < 1 sur Z.

(iii) < (iv) L’application de Homg(R™,R) \ {0} dans I’ensemble des hyperplans H de R™
(qui, & une forme linéaire non nulle, associe son noyau) est surjective, et deux éléments ¢,
(2 ont la méme image si et seulement s’il existe z € R* tel que w2 = 1.

L’équivalence (iv) < (v) résulte immédiatement de l'exercice ci-dessus qui établit un
isomorphisme ¢ — x,, entre Homg(R",R) et le groupe des caracteres de R”.

(iv) < (vi) Dire que le rang de la matrice donnée dans la condition (v) est strictement
inférieur a n + 1 revient a dire qu’il existe des nombres réels ¢, c1, ..., c,, non tous nuls,
tels que

c1915 + -+ CnGnj = CoS;j pour 1<j </

Quand (s1,...,87) # (0,...,0), on a (c1,...,¢,) # (0,...,0). L'existence de (c1,...,¢n)

équivaut donc a celle d'une forme linéaire non nulle ¢(z) = c121 + -+ + ¢y, telle que
rang;p(G) < 1. ]
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Exercice. Soit G un sous-groupe de type fini de R™ qui contient Z™. Montrer que G
est dense dans R™ si et seulement si, pour tout hyperplan H de R™ rationnel sur Q, la
projection G/GNH de G sur R"/H a une image dense.

Exercice. Soit G un sous-groupe de R™. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) G contient un sous-groupe de type fini qui est dense dans R™.

(ii) Pour tout hyperplan H de R™, on a rang,(G/GNH) > 2.

(iii) Pour tout sous-espace vectoriel V. de R™ distinct de R™, on a rang;(G/GNV) >
dimg(R™/V).

(iv) Pour toute forme linéaire non nulle ¢ : R™ — R on a ¢(G) ¢ Q.

Indication. Voir M. Waldschmidt, Quelques aspects transcendants de la théorie des
nombres algébriques, Cours de troisiéme cycle 1986/87, Publ. Math. Univ. P. et M. Curie
(Paris VI), 89, lemme 3.12.

Exercice. Soient m et n deuz entiers positifs, et soient ¥j;, (1 < j<n,1<1i<m) des
nombres réels ; on pose

Y = (Y145 -+, Uni) €RT, (1<i<m)

et
6= W1, ., 0jm) €R™, (1<j<n).

Ainsi
r=2"+72yw+-+ 2y, CR" et A=7" 476+ -+ 76, CR™
sont les sous-groupes engendrés par les vecteurs colonnes des matrices
1 - 0 Y11 - Oim 1 - 0 Y11 - Um
Do e
0 -+ 1 91 - Opm 0 -+ 1 Y - D
Montrer que le sous-groupe I' est dense dans R™ si et seulement si le sous-groupe A est de
rang n+m sur Z.

La fin de cette section va étre consacrée a une autre démonstration de I’équivalence
(iv) < (i) de la proposition 4.3. On utilisera la notion de “sous-groupe associé” (voir [Bo
1974] Chap. 7 §1 n°3) qui sera encore utile au §5.

Cette équivalence signifie qu'un sous-groupe de type fini G de R™ est dense dans R"
si et seulement si la seule forme linéaire ¢ : R™ — R qui envoie G dans Z est ¢ = 0. Noter
que, tant qu’il s’agit de groupes de type fini, il revient au méme de demander p(G) C Z
ou p(G) CQ.

De maniere générale, quand G est un sous-groupe (pas nécessairement de type fini)
de R™, on définit le sous-groupe G* de Homg(R™,R) associé a G par

G* ={p € Homgp(R",R); ¢(G) C Z}.
Proposition 4.4. — Soit G un sous-groupe de R" ; I'adhérence G de G dans R™ est
(G*)* ={z € R"; p(z) € Z pour tout ¢ € G*}.

Afin de démontrer la proposition 4.4 on établit deux lemmes.
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Lemme 4.5. — Si G est un sous-groupe de R", alors G* est un sous-groupe fermé de
Homg(R",R) et (G)* = G*.

Démonstration. Pour u et x dans R™, notons (comme dans I’exercice précédent la propo-
sition 4.3) u - ¢ € R le produit scalaire standard. L’application de R™ dans Homg(R", R)
qui envoie w sur x — u - x est un isomorphisme de groupes topologiques; notons 6
I'isomorphisme inverse. Alors

QAQ*VHAQm%:M u-g € 7 pour tout mmﬂwﬁ%:

est intersection des fermés A: eER™ u-g¢€ NT pour g décrivant G, donc est fermé dans
R™.
_ Pour p € G*, on a p(G) C Z, et comme Z est discret dans R et ¢ continu, on a encore

»(G) C Z, ce qui montre I'inclusion G* C (G)*. L’autre inclusion est banale : si G est un
sous-groupe de Ga, alors G est un sous-groupe de G3. []

Lemme 4.6. — Soit G un sous-groupe fermé de R™. Choisissons une base (e1,...,e,) de
R™ telle que
G=Re1+ - +Re, +Zert1+ -+ Zey.

Désignons par (fi,..., fn) la base duale de (e, ..., ep) :
file) = bij, (1 <i,j<mn).

Alors
G =Zfrsr+- +ZLfe+Rfepr+- +Rfp.

Démonstration. Toute forme linéaire sur R™ s’écrit de maniére unique t1 f1 + -+« + tp fn,
avec (t1,...,t,) € R™, et une telle forme linéaire envoie G dans Z si et seulement si on a
t;=0pour 1 <i<rett;€Zpourr<i<~L []

Démonstration de la proposition 4.4. Si G _est fermé, le lemme 4.6 donne facilement
(G*)* = G. Dans le cas général, on a G* = (G)* d’apres le lemme 4.5, donc

(G = ((6)")" =G.

0
On déduit de la proposition 4.4 que G est dense dans R” si et seulement si G* = {0}.
En effet, si G* = {0}, alors G = (G*)* = R" et G est dense dans R". Inversement, si
G =R", alors (G)* = {0}, et en utilisant le lemme 4.5 on peut conclure G* = {0}.
Exercice.
1) Soient Gy et Go des sous-groupes fermés de R™. Vérifier

(G1+G) =GiNG; et (GiNGy) =G + G

2) Soit G un réseau de R™. Vérifier que G* est un réseau de Homg(R™,R) (on dit que le
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réseau G* est dual de G). Quel est le réseau dual de G* ?
3) Soient Gy et Gy deuz réseaux de R™, avec Go C Gy. Vérifier que les deux groupes finis
G1/Gs et G5/G; sont isomorphes.

Exercice. Soit G un sous-groupe de R™.

a) On suppose que pour tout hyperplan H de R™, G/G N H est dense dans R™/H. Alors
G est dense dans R™.

b) En déduire I’énoncé suivant : si G/GN D est dense dans R™/D pour toute droite D de
R™, alors G est dense dans R™.

85. Sous-groupes minimaux de R"

Dans [R 1990a] et [R 1990b], D. Roy introduit et étudie la notion de sous-groupe
minimal dense de R™ : un sous-groupe de type fini G de R™ est dit minimal dense s’il
est dense dans R™, et si aucun sous-groupe de G de rang strictement inférieur au rang
de G n’est dense dans R™. Par exemple un sous-groupe de la forme Z" + Z(61,...,60,)
avec 1,6q,...,60, linéairement indépendants sur Q est minimal dense. Un autre exemple
de sous-groupe minimal dense, de rang 2n, est donné par (Z + Za)™, ot v est un nombre
réel algébrique de degré 2 (quadratique). Si G est un sous-groupe minimal dense de R" de
rang 2n, alors Roy montre qu’il existe une base uy, ..., u, de R, et un corps quadratique
réel k, tels que QG = kuj + - - - + ku,. De plus, tout sous-groupe minimal dense de R" a
un rang < 2n. Ceci est démontré dans [R 1990a], prop. 4.5.

Nous démontrons dans cette section les résultats de D. Roy qui nous seront utiles
dans la suite. Nous nous limitons au cas des deux corps Q C R qui interviennent pour la
densité, mais dans toute cette section on peut remplacer Q et R par deux corps k C K.

Exercice. Soit a un nombre réel. Le sous-groupe G = (Z + Za)? de R? est minimal dense
si et seulement si v est irrationnel quadratique.
Indication. Considérer les trois éléments («,0), (0,1) et (1, ) de G.

Nous utiliserons un résultat de D. Roy démontré dans [R 1992b], lemme 3.3, selon
lequel, si G est un sous-groupe de type fini de R™ tel que tout sous-groupe de G de rang
> rang; G —n+ 1 soit dense dans R™, alors il existe un sous-groupe de G de rang n+1 qui
est dense dans R”. Le résultat est un peu plus précis : on peut imposer aux sous-groupes
considérés de contenir un réseau Gy donné dans G. Ceci est d’ailleurs développé dans les
travaux de Roy sous le nom de sous-groupe minimal relatif.

Théoréme 5.1 (Roy). — Soient G un sous-groupe de type fini de R" et Gy un sous-
groupe de G discret dans R™ ; on suppose qu’aucun sous-groupe de G, contenant Gy, et de
rang n+ 1 sur Z, n’est dense dans R™. Alors il existe un sous-groupe de G, contenant Gy,
de rang > rang; G —n + 1, qui n’est pas dense dans R”™.

Par exemple le sous-groupe (Z + Zv/2)" de R™ est de rang 2n, il est dense dans R”,
et il ne contient aucun sous-groupe de rang < 2n qui soit dense dans R".

Démonstration. On peut supposer que G est dense dans R™, sinon la conclusion est banale.
Il n’y a pas de restriction & supposer que Gy est un réseau de R™ (tout sous-groupe discret
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de G est contenu dans un réseau inclus dans G). Par hypothese, pour tout g dans G, le
sous-groupe Gg + Zg de G n’est pas dense dans R™ ; la proposition 4.3 montre qu’il existe
une forme linéaire non nulle ¢ sur R™ telle que ¢(Go) C Z et ¢(g) € Z. On introduit le
réseau dual G§ de Gy :

G = {¢ € Homg(R",R); ¢(Go) C Z};
(voir la fin de la section 4). Ainsi pour tout g dans G,

X(g9)={¢ € Gg; #(9) € Z}

est un sous-Z-module non nul de G§. On choisit d’abord ¢; € G tel que X (g;1) soit de rang
minimal sur Z, puis ¢1 € X(g1), ¢1 # 0, et on pose

Gi1={9€G; ¢:1(9) € Z}.

Ainsi G; est sous-groupe de G contenant Gy, et la forme linéaire non nulle ¢, vérifie
¢1(G1) C Z, donc (proposition 4.3) Gy n’est pas dense dans R™. Il ne reste plus qu'a
vérifier que G; a un rang sur Z au moins égal a rang;G —n + 1.

11 est plus commode de travailler avec des Q-espaces vectoriels qu’avec des Z-modules :
on désigne par QG le Q-espace vectoriel engendré par G dans R™ :

QG = {z e R"; il existe d € Z, d > 0, tel que dz € G}.

On définit de méme QG C Homp(R™, R). Pour chaque g € QG, on définit une application
Q-linéaire 0(g) de QG§ dans R/Q qui envoie ¢ sur la classe de ¢(g) modulo Q. Le noyau
de 6(g) est QX(g). On obtient un homomorphisme

0: QG —  Homg(QG§, R/Q)
g — 0(g):9—(9) +Q
Le choix qui a été fait de g1 € G avec X(g;) de rang minimal signifie que application
linéaire 6(g;) est de rang maximal. Comme 0 # ¢; € Ker 6(g1), 6(g1) n’est pas injective
et la dimension sur Q de l'image de 0(g1) est < n. Le lemme suivant, encore dit & D. Roy,
donne, pour tout g € QG,

$1(9) + Q = 0(g)(¢1) € Im 6(g1).

Alors 'application
0: QG — R/Q
g — ¢(9+Q
a une image contenue dans celle de 0(g1). En particulier 'image de 6; est un Q-espace
vectoriel de dimension < n — 1. Des égalités
dimg Ker 6, + dimg Im 6; = dimg QG = rang;G,
on déduit
dimg Ker 6, > rang,G —n + 1.
Enfin Ker 6; C QGY, donc rang; G = dimg QG > rang;G —n + 1. []

Il reste encore & établir le lemme suivant qui vient d’étre utilisé (voir [R 1990a], lemme
3.4) :
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Lemme 5.2. — Soient F; et Fy deux Q-espaces vectoriels et F' un sous-espace vectoriel
de Homq(E1, E2). On suppose que Ey et F sont de dimension finie. Soit S un élément de
F de rang maximal. Alors pour tout T € F on a

T(Ker S) CIm S.
Dans la démonstration du théoréme 5.1, on avait
By =QGp, E;=R/Q, F=0(QG), S=60(g), T=0(g).
Comme ¢; € Ker S, on obtient

#1(9) +Q = 0(g)(¢1) € Im S = Im 0(g1).

Démonstration. Soient u un élément de Ker S et (uq,...,u,) une base d’un supplémentaire
de Ker S dans E;. L’image de S est le Q-espace vectoriel engendré par S(uy),...,S(uy,).
On veut montrer que T'(u) appartient & ce sous-espace, c’est-a-dire que les r + 1 éléments

S(u1), ..., S(ur), T(u)

sont linéairement dépendants sur Q.
Pour tout x € Q, le rang de S + Tz est < r, et par conséquent les r + 1 éléments

(S+aT)(ur),..., (S +2T)(ur), (S +2T)(u)
sont linéairement dépendants sur Q. Comme S(u) = 0, on en déduit que pour tout = € Q,
(S+2T)(u1), ..., (S +2T)(u), 2T (u)
sont linéairement dépendants sur Q. Pour x # 0, cela veut dire que
(S+aT)(w),...,(S+2T)(ur), T(uw)

sont linéairement dépendants sur Q. Ceci est encore vrai pour z = 0 : en effet, ces conditions
s’expriment par annulation des mineurs (r+1) x (r+ 1) d’une matrice & coefficients dans
@ ; ces mineurs sont des polynomes en x, et le fait que le coefficient de x soit nul signifie
que S(uy), ..., S(u,), T(u) sont linéairement dépendants sur Q. []

Remarque. L’ensemble des S € F' de rang maximal forme un ouvert de Zariski de F.

(L’espace vectoriel F est de dimension finie sur Q ; un choix de base U'identifie &4 Q", et la
topologie de Zariski sur F est induite par celle sur l'espace affine de dimension n sur Q).
En effet, si (T1,...,Ty) est une base de F' sur Q, un choix de bases de E; et Ey permet
d’associer & T; une matrice M; ; pour chaque entier m > 0, soit I,,, 'idéal de Q[ X7, ..., X,]
engendré par les mineurs m X m de la matrice Xy M7 + --- + X,, M,, ; soit enfin r le plus
grand entier tel que 'idéal I,. ne soit pas nul. Alors tout élément de F' a un rang < r, et les
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éléments de F' de rang < r sont ceux de la forme a7y + - -+ + a, T, ou (aq,...,a,) € Q"
est un zéro de I, ; ils forment donc un fermé de Zariski.

\

Exercice. Soient n et s des entiers positifs et My, ..., Mg des matrices carrées n X n a
coefficients rationnels. On désigne par

F={Mua + -+ Mu; (21,...,2,) € Q°}

le sous-espace vectoriel de Maty,xn(Q) engendré par My, ..., Ms. On suppose que tout
élément de F' a un déterminant nul. On suppose aussi qu’il existe un élément S de F' de
rang n — 1. Soient u et v deux éléments de Q™ tels que Su = 0 et vS = 0. Montrer que
pour tout T € F, on a vTu=0.

N.B. Les relations Su =0, v5 = 0 et vT'u = 0 s’écrivent respectivement

Uy 0
St =11, (vy ++ v,)S=(0 --- 0)
Up, 0
et
Uy
(01 vn )T =(0)
Up

Mode d’emploi des résultats des sections 4 et 5. On veut montrer que certains sous-groupes
G de R™ sont denses; par exemple on s’intéressera aux sous-groupes engendrés par des
points dont les coordonnées sont des logarithmes de nombres algébriques. Pour utiliser la
condition (iii) de la proposition 4.3, on est amené a rechercher une majoration du rang de
GNH, quand H est un hyperplan de R”, a savoir rang, GNH < rang;G —2. Pour certaines
classes de groupes GG, on obtiendra une majoration de rang, GNH indépendante du rang de
G ; alors il suffira de prendre un groupe G dans une telle classe de rang suffisamment élevé
pour conclure a la densité. De méme, en appliquant le théoréeme 5.1, on pourra conclure
que G contient un sous-groupe de rang n + 1 dense dans R™.

Corollaire 5.3. — Soient n, ¢ et k trois entiers positifs et G un sous-groupe de type fini de
R"™ de rang ¢ sur Z. On suppose que pour tout hyperplan H de R", on arang,GNH < k.

(i) Si ¢ > k+ 2, alors G est dense dans R".

(ii) Si £ > k+n+ 1, alors G contient un sous-groupe de rang n+ 1 qui est dense dans R™.

Démonstration. La propriété (i) résulte de 'équivalence (i) < (iii) dans la proposition 4.3 :
si rang; G N H < ¢ — 2 pour tout hyperplan H de R", alors rang;G/G N H > 2 et G est
dense dans R"™.

Supposons maintenant rang;G N H < ¢ —n — 1 pour tout hyperplan H de R". Soit
G’ un sous-groupe de G de rang > ¢ —n+1. On a

rang;G' N H <rang;GNH </{—-n-1,

donc rang; G'/G'NH > 2 pour tout hyperplan H de R™, ce qui montre que tout sous-groupe
de G de rang > ¢ — n + 1 est dense dans R™. Le théoréme 5.1 permet de conclure. []
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§6. Sous-groupes de C"

Le théoreme de Kronecker permet aussi de donner un critére pour qu'un sous-groupe
de type fini C" soit dense. On identifie C avec R? (et donc C" avec R?™) en prenant la
partie réelle et la partie imaginaire : pour z € C on écrit z = fe 2z +iSm 2. On travaillera
plutot avec le complexe conjugué (on désignera par Z = Re z—iSm z le complexe conjugué
de z € C), ce qui revient fondamentalement au méme, puisque

z1 o ozZp\ _ (1 i ez -+ Rez,
Z - Z, ) \1 —i Smz; --- Smz, /)’
Quand V et V sont deux espaces vectoriels sur C, un anti-isomorphisme est un isomor-
phisme de R-espaces vectoriels 7: V — V qui vérifie
T(A2) = M7 (2) pour A€ Cet z€V.
L’application R-linéaire ¢ de V dans V x V, qui envoie z sur Awu lwvv“ a pour image

o(V)={(27(2)); z€V}CV XV,

qui n’est pas un sous-C-espace vectoriel de V' x V, mais qui est isomorphe & V comme
R-espace vectoriel.

Si (e1,..-,en) est une base de V sur C, alors (eq, ..., ey, d€1,...,ie,) est une base de
V sur R, et Alm; . ,lm:vv est une base de V sur C. Pour z = z1e1 + - + 24, € V
avec (21,...,2,) €C" on a 7(2) =Z17(ey) + -+ Z,7(en) €V et

n

p(2) =D ((Re 2,)¢(es) + (Sm 2,)p(ie,)).

v=1

Ainsi (p(e1), ..., ¢(en), plie1), ..., p(ie,)) est une base de (V) sur R.

Voici le lemme qui nous permettra de ramener le probleme de la densité complexe a
une question diophantienne.

Proposition 6.1. — Soient V et V deux espaces vectoriels sur C, 7 : V. — V un anti-
isomorphisme et ¢ 'application R-linéaire de V dans V x V qui envoie z sur (z,7(2)). Soit
G un sous-groupe de type fini de V' ; on définit G = ¢(G) :

G={(9.7(9)); g€ G} CV x V.
Alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G est dense dans V.

(ii) G est dense dans e(V). B
(iii) Pour tout hyperplan complexe H de V x V on a

SsmNAm\mDmv > 2.
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(iv) Choisissons une base (e, ..., e,) de V sur C et des générateurs g1, ...,g¢ de G sur Z ;
écrivons les coordonnées des g; dans la base (e1,. .., ey) :
9j = g1j€1+ -+ gnjén, (1<j<e)y

pour tout (s1,...,s¢) dans Z¢ distinct de (0,...,0), la matrice

g1 - gue

n1 " Gne

g1 G

W:H e Wzm

S1 e Sg

est de rang 2n + 1.

Remarque. La condition (iii) s’exprime aussi de la maniére suivante : pour tout forme

linéaire complexe non nulle ¢ : V x V — C, on a SSWNSAQV > 2.
Démonstration. L’équivalence entre (i) et (ii) est claire : Papplication linéaire ¢ est injective,

elle induit un isomorphisme de V' sur ¢(V), et on a posé G= o(G).
L’équivalence entre (iii) et (iv) est aussi facile : dire qu’il existe des entiers rationnels

non tous nuls sq, ..., s¢ tels que la matrice de la condition (iv) ne soit pas de rang 2n + 1
revient a dire qu’il existe des nombres complexes U1, ...,9,, K1, ..., Ky, non tous nuls, tels
que, pour tout (z1,...,2,) dans G, on ait

n n
M‘%u&m + MZ&.M@ € Z;
Jj=1 Jj=1
n

ceci signifie donc que I’hyperplan d’équation MUM_HH 9z + =12 =0 dans V x V ne
vérifie pas la condition (iii).

Pour vérifier I’équivalence entre les condition (ii) et (iv), on utilise '’équivalence (i) <
(vi) des conditions de la proposition 4.3, en prenant (¢(eq), ..., ¢(en), @(ie1), ..., @(ie,))
pour base de ¢(V), et on remarque que la matrice de la condition (iv) a le méme rang que
la matrice a coefficients réels

Regnn -+ Regue
Re 9ni e Re 9ne
Smygnn -+ Sm g
Sm gn1 - Sm gne

S1 Sy
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Remarque. On sait par la proposition 4.3 que la condition (i) équivaut & la suivante :
(v) Pour tout hyperplan réel L de 'V, on a

rang; (G/GNL) > 2.

Choisissons une base (e1,...,e,) de V sur C. Pour chaque ¥ = (J1,...,9,) € C" avec
9 # 0, on définit un hyperplan (complexe) Hy de V' x V par

n n
N‘N% = MUN&@?MUEGQAQAV 3 MU%&.N&:TMU@&.EQ =0
j j j=1 j=1

On va vérifier que la condition (v) est encore équivalente & :
(vi) Pour tout ¥ € C*, 9 #0, on a

rangz (G/G N Hy) > 2.

Ecrivons pour cela une équation de L :

n

L=Lau= > (xj+iyess D Njwj+ Y mwjy; =0¢,

j=1 j=1 j=1

avec (A, 1) = (A1, s Ay 1, - - -5 i) € R?7\ {0}. On établit une bijection entre ’ensemble
des hyperplans complexes de V x V de la forme Hy, et I’ensemble de tous les hyperplans
réels de V, en faisant correspondre & Hy I'hyperplan Ly ,, avec ¥; = \j —ip;, (1 < j < n).
Dans ces conditions, pour z € V, on a z € Ly , si et seulement si p(z) € Hy. Donc

rang; (G/G N Ly,) = SEWNAW\Q NHy).

Ceci montre que les conditions (i), (v) et (vi) sont équivalentes.

Remarque. Le fait que (vi) est conséquence de (iii) est évident. D’autre part, on peut
déduire directement (iii) de (vi) de la maniére suivante. Supposons qu’il existe un hyperplan
H de V xV tel que o

rang; (G/GNH) < 1.

On choisit une équation de H de la forme

n

n n n
H= M zj€j, M w;T(e5) | ; M 9z + M kjw; =0,
Jj=1 Jj=1

Jj=1 Jj=1

(avec ¥1,...,0p,K1,..., Kk, nombres complexes non tous nuls), de sorte que, pour tout
z1e1 + -+ zpe, dans G, on ait
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On a alors aussi, en conjugant,

j=1 j=1
donc . N
MA%Q ITNQ.VNQ. + MTA&. ITWQ.VMQ. € Z.
=1 =1
Si (¥1,...,90) # —(F1,...,Rn), on pose ¥ = ¥; + F;, (1 < j < n); sinon, on pose

&. = 19;. Dans les deux cas on voit que I'hyperplan Hy de V' x V vérifie

SEWNA@\@D@%V <1

On va appliquer la proposition 6.1 en prenant pour V et V l'espace C" et pour 7
I’anti-isomorphisme donné par la conjugaison complexe sur chacune des n composantes ;
on le notera encore z — Z.

Corollaire 6.2. — Soient n, £ et k trois entiers positifs et G un sous-groupe de type fini
de C" de rang ¢ sur Z. On pose encore G = ﬁ@uwvw g€ QT et on suppose que pour tout
hyperplan complexe H de C2", on a rang,G N H < k.

(i) Si ¢ > k+ 2, alors G est dense dans C".

(ii)) Si ¢ > k + 2n + 1, alors G contient un sous-groupe de rang 2n + 1 qui est dense dans
Ccm.

Démonstration. La premiére affirmation résulte de I’équivalence entre les condition (i) et
(iii) dans la proposition 6.1. Pour montrer la seconde, on suppose SEWNQ NH</{-2n-1
pour tout hyperplan complexe H de C?". Soit G’ un sous-groupe de G de rang > £—2n+1.
On a . B

rang,G' N H <rang;,GNH <{—2n—1,

donc Ememu(\ / G'NH > 2 pour tout hyperplan complexe H de C?", ce qui montre (gréce
a la proposition 6.1) que tout sous-groupe de G de rang > £ — 2n + 1 est dense dans C".
Le théoréme 5.1 (avec n remplacé par 2n) permet de conclure. []

§7. Sous-groupes de type fini d’un groupe de Lie réel ou complexe

Dans cette section on utilise les considérations précédentes pour étendre les résultats
aux groupes de Lie commutatifs de dimension n > 0. Les notions dont nous avons besoin
sur les groupe de Lie sont exposées par exemple dans [D 1972], t.3, Chap. 16, §9 et t.4,
Chap. 19.

Un groupe de Lie réel est un groupe G muni d’une structure de variété différentiable
telle que les applications (x,y) — zy et z — 2~ soient de classe C*. Un groupe de Lie
compleze est un groupe G muni d’une structure de variété analytique complexe telle que
les applications (z,y) — 2y et  — 27! soient holomorphes.
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Dans un premier temps on suppose que R (groupe de Lie réel commutatif) est
connexe : alors (par exemple d’apres (19.7.9.2) dans [D 1972]) R est isomorphe & un produit
RP x (R/Z)?, ou p et q sont deux entiers > 0, et p+ ¢ = n est la dimension de R (on peut
prendre cela comme définition de R). Cela veut dire qu'il existe un homomorphisme de
groupes de Lie surjectif A : R™ — R, dont le noyau est un sous-groupe discret H de R",
avec rang; H = q. Soit RH (resp. QH) le sous-espace de R™ sur R (resp. sur Q) engendré
par H. Alors H est un réseau de RH, h(RH) est le sous-groupe compact maximal de R,
isomorphe & (R/Z)?, tandis que h(QH) est le sous-groupe de torsion de R, isomorphe &
@/Z)1.

Quelques ezemples. Le groupe multiplicatif RY est un groupe de Lie réel connexe isomorphe
a R. Le groupe multiplicatif R* est un groupe de Lie réel non connexe isomorphe a
R x (Z/2Z). Un groupe de Lie complexe a une structure naturelle de groupe de Lie réel.
L’application exponentielle exp : C — C* dont le noyau est 2inZ, induit un isomorphisme
entre CX et C/2inZ. Quand on compose avec I'isomorphisme R? — C qui envoie (z,y) € R?
sur z + iy € C, on obtient un morphisme surjectif h : (x,y) — e**% de R? sur C* de
noyau {0} x 27Z, qui donne un isomorphisme de groupes de Lie réels entre R x (R/Z) et
C*. L’image par cet isomorphisme du tore R/Z est le sous-groupe compact maximal U de

Cx.

R n P q h H

R4 d d 0 h(z) == {0}
(RY)® d d 0 h(z) =expx {0}

c 2d 2d 0 h(z,y) =z + iy {0}
(C*)4 2d d d h(z,y) = exp(z + iy) ({0} x 27Z)4

Les caractéres d’'un groupe de Lie réel commutatif R sont les homomorphismes continus
de R dans R/Z. Supposons de nouveau R connexe. Soit m : R — R/Z la projection
canonique. Pour chaque caractére xy de R, x o h est un caractére du groupe additif R",
donc il existe une forme linéaire ¢ : R™ — R telle que yoh=mo ¢ :

h

R™ R

¢ X

R R/Z

K

Cela détermine un isomorphisme entre le groupe des caracteres de R et le groupe additif
des formes linéaires sur R™ qui appliquent H dans Z.

Lemme 7.1. — Soient R un groupe de Lie réel commutatif connexe et I' un sous-groupe
de type fini de R. Les assertions suivantes sont équivalentes.
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(i) T est dense dans R.
(ii) Si x est un caractére non trivial de R, alors le noyau de x ne contient pas I'.

Démonstration. Posons G = h~1(T'); alors G est un sous-groupe de R™ qui contient H,
et I' est dense dans R si et seulement si G est dense dans R™. La proposition 4.3 montre
qu’'une condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que G ne soit contenu
dans aucun noyau d’un caractere non trivial de R™. []

Exercice. Vérifier qu’un sous-groupe I' de R contient un sous-groupe de type fini dense
dans R si et seulement si aucun caractére non trivial de R n’envoie I' dans Q/Z.

Dans le §2 de [R 1992b] est démontré le résultat suivant : le rang d’un sous-groupe
minimal dense de RP x (R/Z)? est < 2p + ¢ (on a déja vu le cas ¢ = 0). La démontration
nécessite 1'étude des sous-groupes denses de R"” minimaux relativement & un sous-groupe
discret H de R™.

Nous utiliserons la notation suivante [R 1992b] : si G est un groupe topologique
commutatif, le nombre m(G) désignera le plus petit rang (comme groupe abélien) d’un
sous-groupe de G dense dans G. Ainsi, quand G est un groupe abélien fini muni de la
topologie discréte, le nombre m(G) est le rang de G. Si p et ¢ sont des entiers > 0 avec
p+qg>0,0na

m(RP x (R/Z)?) =p+ 1.

Exercice. Soient a, b, ¢, d des entiers > 0 avec a +b+ ¢+ d > 0. Vérifier que le groupe
de Lie réel
G =R x (R*)? x C¢ x (C*)?

est isomorphe a
R? x (R/Z)¢ x (2)27.)"

avec p=a+b+2c+d. En déduire m(G) =a+b+2c+d+1.

Indication. On notera que G posséde 2° composantes connexes ; si G° est la composante
connexe de I’élément neutre, le groupe quotient G/G° est de rang — comme groupe abélien
— égal a b; on utilisera 'inégalité p + 1 > b.

Théoréme 7.2 (Roy). — Soient R un groupe de Lie réel commutatif connexe de dimension
n et I' un sous-groupe de type fini de R, de rang ¢ sur Z. On suppose que tout sous-groupe
de T" de rang > ¢ — n + 1 sur Z est dense dans R. Alors il existe un sous-groupe de I', de
rang m(R) sur Z, qui est dense dans R.

Démonstration. Désignons par ¢ le rang du noyau H de h, et par G = h~}(T) l'image
inverse de I' dans R"™ ; alors G est un sous-groupe de R™ de rang ¢ + ¢ qui contient H, et
tout sous-groupe de G de rang > ¢+ g —n + 1 qui contient H est dense dans R™. D’apres
le théoreme 5.1 de Roy, il existe un sous-groupe de G de rang n + 1 qui contient H et qui
est dense dans R™ ; son image par h est un sous-groupe de I', de rang n + 1 — ¢ = m(R),
qui est dense dans R. []

Exercice. Inversement, déduire le théoréme 5.1 du théoreme 7.2.
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Exemple 1. Sous-groupes de type fini de (R*)™.

On déduit du lemme 1.5 un critere de densité pour un sous-groupe multiplicatif I" de type
fini de (R*)™ de la maniére suivante.

Commengons par considérer la composante connexe (RY)™ de 1'élément neutre dans
(R*)™. Soit 'y un sous-groupe de (R})"; on désigne par Y I'image inverse de T’y dans R”
par lapplication exponentielle :

Y ={y eR"; exp(y) € o} CR™

comme I'application exponentielle établit un isomorphisme continu entre R™ et (R)™, il
en résulte que T'y est dense dans (RX)™ si et seulement si Y est dense dans R™. Choisissons
des générateurs 71, ...,7 du Z-module I'y et écrivons les coordonnées des «y; dans la base
canonique de R :

¥ = (Yijs -5 Ynj), avec y,; > 0pour 1 <wv<n, 1 <5<,

de sorte que
Ty = Tﬁw : ,.mevﬁ:m:m (s1,-080) € N@.

D’apres la proposition 4.3, Ty est dense dans (R)™ si et seulement si, pour tout (s1, ..., s¢)
dans Z* distinct de (0, ...,0), la matrice

logyi1 -++ logvyie
logvnr -+ logyme
51 .. S0

est de rang n + 1.

Une fois qu'un sous-groupe I de (R*)™ a une intersection Ty = I'N(RY)™ avec (RX)™
qui est dense, 'adhérence de T' est une réunion de composantes connexes de (R*)"; en
particulier un tel sous-groupe I' est dense dans (R*)™ si et seulement s’il a un point dans
chacune des 2" composantes. Il suffit en fait de vérifier que l'intersection de I' avec les n
composantes connexes

Co={(@1oz) € ®)% 2, <0, 2, >0,(1<p<mp#v)},  (1<v<n)

n’est pas vide :

Lemme 7.3. — Soit I' un sous-groupe de type fini de (R*)™ dont Iintersection T'N (R )™
avec (RY)™ est dense dans (RY)™. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est dense dans (R*)™.

(ii) Pour 1 <v <n,I'NnC, # 0.

Démonstration. Les images de C1,...,Cy, par la surjection (R*)™ — (Z/2Z)"™ forment un
systéme générateur du groupe (Z/2Z)". []
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Exercice. Soit G est un sous-groupe de (RY)", dense et de type fini. Montrer qu’il existe
un sous-groupe I' de (R*)™, dense et de type fini, tel que G soit contenu dans T et d’indice
2™ dans T.

Exercice. En wutilisant le théoréme 7.2, donner une condition suffisante pour qu’un sous-
groupe de type fini de (R*)™ contienne un sous-groupe de rang n + 1 qui soit dense dans
(RX)"™.

Exemple 2. Sous-groupes de type fini de (C*)".
On a vu que C* était isomorphe, comme groupe de Lie réel, & R x (R/Z) ; de plus C* est
connexe et m(C*)" =n + 1.

Soient ~1,...,7 des éléments multiplicativement indépendants de (C*)™; on veut
savoir si le sous-groupe I' qu’ils engendrent est dense dans (C*)™. Ecrivons les coordonnées
des v; dans la base canonique :

On choisit ensuite des logarithmes ¢y, ...,g¢ de 71, ...,7; respectivement :

95 = (915> -+ 9nj)s (1<y5<0).

Ainsi g,; est un nombre complexe vérifiant €9 =~,;, (1 <v <n, 1 < j < {); ce nombre
complexe n’est déterminé que modulo 2i7wZ ; mais le sous-groupe

G=Zg+ - +Zg+ (2ixZ)"* C C"

ne dépend pas des choix de ces logarithmes : si exp : C" — (C*)™ désigne encore
I'application exponentielle, on a G = exp~1(I'). Par abus de notation on posera g,; =
log,; et on écrira log(v,;/7,;) au lieu de g,; —g,; (ot Z désigne toujours le nombre
complexe conjugué de z).

On en déduit que le sous-groupe I est dense dans (C*)™ si et seulement si, pour tout

(51,---,80,t1,...,t,) € ZE™ différent de (0, .. .,0), la matrice suivante a pour rang 2n+1 :
log |11 log |y1e| o - 0
log Y1 log [Ynel 0o -+ 0
log(y11/711) log(y1¢/71,)  2im -+ 0
_ONA\V\:H\QSHV _OWAQ:N\%:NV 0 ce 2w
51 . s -t

Par combinaisons linéaires des lignes, on voit que cette condition équivaut a dire que, pour
tout (s1,...,80,t1,...,t,) € Z'™ différent de (0,...,0), les £ éléments suivants de R™**!
engendrent R™*1 :

Gom [V, - - -5 log |y, 2ims; 4ty log (v /F1;) + -+t HomSS\divv (1<j5<¥).
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Quand on se restreint aux (sq, ..., 8¢, t1,-..,t,) € Z pour lesquels ¢, = -~ = t, = 0, la
condition que l'on trouve exprime que la projection de I' sur R™ (c’est-a-dire la projection
de T sur le quotient de (C*)™ par le sous-groupe compact maximal) est dense dans R™.

Exercice. SoitT" un sous-groupe de (C*)™ de rang n+1 et soient v1, ..., Vnt1 des éléments

multiplicativement indépendants de I'. Choisissons des éléments x; et y; dans R™ avec

v =exp(z; +iy;),  (1<j<n+l).

On définit des nombres réels

Ap=det(vy;) .. . (<h<n+l)

1<5<n+1, j#h

et
11 0 Tlnp4l
p=det| - |, (1<k<n)
Tnl et Tnn+1
Ykl Ykl
Vérifier que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le sous-groupe T est dense dans (C*)™.
(ii) Les 2n + 1 nombres réels
1 1
DT ER) D:.,rf |%T e |mm§q
w ™
sont linéairement indépendants sur Q.
(iii) Pour s1,...,8n+1, t1,...,t, dans Z non tous nuls, le déterminant des n + 1 vecteurs

(@1jy -y Tngotryry + -+ tnlYnj + 55T), (1<j<n+1)

n’est pas nul.

Exemple (n = 1). Soient 7y = ™11 et v = 272 deux nombres complexes. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le sous-groupe

T = {31752 (s1,52) € Z°}

est dense dans C*.

(ii) Les 3 nombres réels

1
, - _
T T2, ﬁ@:\m &MSV

sont linéairement indépendants sur Q.
(iii) Pour s, s2, t entiers rationnels non tous trois nuls, le déterminant

Z1 T2
det
€ AS\H + s tys + mmﬁv
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n’est pas nul.

Exercice. En wutilisant le théoréme 7.2, donner une condition suffisante pour qu’un sous-
groupe de type fini de (C*)™ contienne un sous-groupe de rang n + 1 qui soit dense dans
).

Exemple 3. Un cas mizte : plongement canonique d’un corps de nombres.

N

Pour donner une colloration arithmétique a ce chapitre, nous allons terminer par un
exemple dans lequel on considére un sous-groupe engendré par des éléments algébriques
(aucun des autres énoncés ne faisait intervenir une telle hypothese).

Soit k& un corps de nombres de degré n sur Q : il existe un élément a de k tel que k
soit égal & Q(«). Désignons par f € Q[X] le polyndme irréductible de o sur Q ; le degré
de f est égal & n. On désigne par «a,...,ay, les n racines (deux-a-deux distinctes, car f
est irréductible) de f dans C :

f(X) = Eﬁm|o§.

On choisit une numérotation de ces racines de telle sorte que les nombres o, . .., a,, soient
réels, tandis que, pour r; < j < 71 + 72, les deux nombres complexes «; et a;,,; sont
conjugués ; les entiers 1 et ro ainsi déterminés ne dépendent pas du choix du générateur
a de k; ils satisfont 0 < r; < n, 0 < 1y < netr;+ 2ry = n. Le couple (r1,72) est la
signature du corps de nombres k.

Pour chaque indice j dans l'intervalle 1 < j < n, il existe un unique homomorphisme
de corps de k dans C qui envoie a sur «; ; on le note o;. L’image de o; est Q(a;). Pour
1 < j <71, le plongement o est réel, tandis que pour r; < j < 71472, les deux plongements
complexes o et o,,4; sont conjugués.

Le plongement canonique du corps de nombres k est 'application o de k dans R™ xC"2

qui envoie v € k sur (o; SVVH@M@?Q.

Le théoréme d’approzimation faible d’Artin—-Whapples affirme que 'image de k par
o est dense dans R™ x C". L’image par o du groupe multiplicatif £* est aussi dense
dans (R*)™ x (C*)". Une des motivations de D. Roy dans [R 1990a], [R 1990b] et [R
1992b] était la question suivante, soulevée par Colliot-Théleéne et Sansuc : existe-t-il un
sous-groupe de type fini de k* dont I'image soit dense dans (R*)™ x (C*)"2 ? Avec la
question subsidiaire de Sansuc : si oul, quel est le rang minimal d’un tel sous-groupe ?

Le résultat final dans [R 1992b] est le suivant : il existe un sous-groupe de type
fini de k™, engendré par r1 + ro + 1 éléments sur Z, dont I'image par o est dense dans
(R*)™ x (C*)™, et il n’en existe pas de rang plus petit.

Comme le groupe topologique G = (R*)™ x (C*)"2 est isomorphe au produit direct
(Z)2Z)" x R 772 x (R/Z)™, on a m(G) = ry + 712+ 1; c’est pourquoi la borne de Roy est
optimale.
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III. — Le probléme de densité pour les groupes algébriques linéaires

Soient dg et d; deux entiers > 0 avec d = dg+d; > 0. On considere le groupe algébrique
linéaire G = G x G%. Soient k un corps de nombres, I' un sous-groupe de type fini de
G(k) = k% x (k)% et v une place archimédienne de k. On désigne par k,, le complété de
k en v (ce corps est R ou C suivant que la place v est réelle ou complexe). Notre but est de
donner des conditions suffisantes pour assurer que I'image de T' dans G(k,) = k& x (k)%
est dense. Nous commengons par quelques exemples simples. D’abord quand le groupe de
Lie réel G(k,) est de dimension 1, alors k, = R, et G est soit le groupe additif, soit le
groupe multiplicatif ; dans chacun des deux cas le probleme de transcendance que nous
étudions est complétement résolu par le théoreme 1.1 du chapitre II : un sous-groupe de
type finiI" de R (resp. R} ) est dense si et seulement si son rang sur Z est > 2. En particulier
l'arithmétique n’intervient pas : on ne gagne rien a supposer que I' est contenu dans le
groupe des points dont les coordonnées sont des nombres algébriques.

Dans la premiére section nous supposons que le groupe de Lie réel G(k,) est
de dimension 2. Il n’y a que trois groupes & envisager : (G, x Gp)(R) = R x R*,
G2 (R) = (R*)? et G,,(C) = C*. Dans le premier cas, le théoréme de Gel'fond-Schneider
nous permettra de résoudre complétement le probleme. Dans chacun des deux autres, on
ramene la question de densité & un probleme de transcendance qui n’est pas encore résolu :
le probléme des quatre exponentielles; un énoncé partiel en direction de cette conjecture,
le théoréme des siz exponentielles, permettra de donner des éléments de réponse.

Pour étudier la densité, dans le groupe des points réels, de points rationnels sur des
groupes linéaires commutatifs G% x G%, il faut disposer de généralisations en plusieurs
variables des deux énoncés de transcendance auxquels on vient de faire allusion. I’extension
correspondante du théoréeme des six exponentielles est le théoreme du sous-groupe linéaire.
Le théoreme principal de ce chapitre est le théoreme 2.10 qui donne des conditions
suffisantes pour qu'un sous-groupe de type fini de G(Q NR), ot G = G x G, soit
dense dans G(R) = R% x (R*)%. Pour la partie conjecturale, on fera appel & la conjecture
d’indépendance algébrique de logarithmes (le cas homogéne suffira).

Les points complexes du groupe algébrique linéaire G = G% x G% forment le groupe
de Lie complexe G(C) = C% x (C*)%, dont 'application exponentielle est
ﬁ&o X Aﬁxvﬁ

..vN&omeuOJrf...vanv

expg : c —
ANT..JNQV = ANT.

Le noyau de cette application est {0}% x (2inZ)%. L’image inverse par exps du groupe
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= = = =d N o . .
G@Q) =Q" x Q@xva: est L(G) =Q° x L%, ot £ désigne le Q-espace vectoriel formé par
les logarithmes de nombres algébriques non nuls :

L= mx@mHAQXV = AN c€cC; e’ e @xw
Ainsi
LG) = {(Br,-. ., Bagi M. 3Aa): B €Q, (1< h <dp), e €Q”, (1<i<di)}

Nous travaillerons souvent aussi avec le groupe des points réels de G, qui est un groupe de
Lie réel G(R) = R% x (R*)% de dimension d ayant 29+ composantes connexes ; celle de
l’élément neutre est R% x A%HVS et 'application exponentielle, qui est la restriction de
expg & R, est un isomorphisme de groupes de Lie

eXpo R R4 — R x (RY)%
(1, @a) = (T1,...,Tay; P+t L. ")

Les résultats de transcendance dont nous aurons besoin (théoreme de Gelfond-Schneider
1.3*, théoreme des six exponentielles 1.7*, théoreme du sous-groupe linéaire 2.6*, théoréme
de Baker 2.8*) seront formulés sans démonstration ; c’est pourquoi on leur affecte un *.

§1. Groupes de Lie réels de dimension 2

Dans cette section nous considérons le probléeme mentionné dans I'introduction pour
les groupes de Lie de dimension 2. Pour chacun des deux groupes additifs G2(R) = R? et
G.(C) = C, le théoréme de Kronecker résout le probléme, sans faire intervenir de condition
arithmétique.

Exercice. Soient n un entier positif, k un sous-corps de R et I' un sous-groupe de type fini
de k™. Montrer que I' est dense dans R"™ si et seulement si pour tout hyperplan H de R™
rationnel sur k on a rang,(I'/T N H) > 2.

Rappel. Quand K est un corps et k£ un sous-corps de K, un sous-espace vectoriel V' de K™
est rationnel sur k s’il vérifie les propriétés équivalentes suivantes :

(i) V posséde une base formée d’éléments de k™.

(ii) V est intersection d’hyperplans définis par des équations (linéaires homogenes) &
coefficients dans k.

a) Sous-groupes de R x RY : le théoréme de Gel’fond-Schneider

Soit G le groupe algébrique G, x Gy,. Ses points réels forment le groupe G(R) = R x R*
dont on va étudier la composante connexe neutre G(R)? = R x R’. On désignera par p,
la projection R x R} — R sur le facteur additif, et par py, la projection R x R} — RY sur
le facteur multiplicatif. Etant donné que m(G(R)®) = 3 et m(R) = m(RY) =2, on a :
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Lemme 1.1. — Si " est un sous-groupe dense de R x %H“ alors p,(T") est un sous-groupe
dense de R et py, (T') est un sous-groupe dense de R*. De plus, si I' est de type fini, alors

rang;I" > 3, rangzpa (L) > 2 et rang;pm,(T) > 2.

Ces conditions nécessaires ne sont évidemment pas suffisantes en général : si x1, x9, T3
sont trois nombres réels linéairement indépendants sur Q, le sous-groupe engendré par les
trois points (z;,e%), (j = 1,2, 3) dans Rx R’ a pour adhérence la courbe {(z,e”); = € R}.

Nous allons montrer que ces conditions sont suffisantes si I" est un sous-groupe de type
fini dont les points ont des coordonnées algébriques.

On désigne par K le corps QNR des nombres algébriques réels (le corps @ des nombres
algébriques est K (i)). On notera K le groupe multiplicatif Q N R.

Proposition 1.2. — Soit ' un sous-groupe de type fini de K x K . Les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) T est dense dans R x RX.

(ii) On a rang;I" > 3, rang;p,(I") > 2 et rang;pm, (') > 2.

Quand T' est un sous-groupe de type fini de K x K, on peut choisir un systéme
générateur (y1,...,7¢); chacun des v; s'écrit (8;,«;), avec 3; nombre algébrique réel et
a; nombre algébrique réel positif, et on peut écrire

T ={(s1f1+ +seBe,ai' - -aj"); (s1,...,50) € Z*}.

Alors p,(T) = ZB1 + -+ - + ZB; C R, et de méme p,,(T') est le sous-groupe de R engendré
p ) p group + eng

par ai,...,ap. L’application exponentielle de G(R) est un isomorphisme de R? sur la
composante connexe de 1’élément neutre de G(R) :

exXpo R ¢ R? — RxR}
(z,y) —  (a,¢)

Pour 1 < j < /, on définit y; € R? par y; = (Bj,loge;) (ol log est le logarithme
usuel RY — R). On désigne par Y le sous-groupe de R? engendré par {y1,...,y.}. Alors
Y = mﬁumwﬁqvu donc T est dense dans R x R si et seulement si Y est dense dans R?. On

rameéne ainsi le probleme de densité dans R x RY d’un sous-groupe I' de K x K3 & un
probleme de densité dans R? d'un sous-groupe Y de K x (LNR).

La démonstration de la proposition 1.2 va utiliser un résultat de transcendance : le
théoreme de Gel’fond-Schneider, qui résolvait (en 1934) le septiéme probleme de Hilbert
(voir par exemple [G 1952], Chap. III, §2; [Sch 1957], Chap. II, Th. 14 ; [L 1966], Chap. III,
§1, Cor. 2; [L 1993], Appendice, Cor. 2; [W 1974], Chap. 2, Th. 2.1.1). Plus précisément
nous montrerons que la proposition 1.2 est équivalente au cas réel du théoréme de Gel’fond-
Schneider.

Nous énongons ce théoreme sous plusieurs formes équivalentes. Nous démontrons
I’équivalence entre les différents énoncés, mais nous ne démontrons pas les énoncés eux-
mémes. Voici pour commencer 1’énoncé complexe.
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Théoréme 1.3* (Gel’fond-Schneider). —

H Soient {1 et {5 deux éléments de L qui sont linéairement indépendants sur Q. Alors {1
et {5 sont linéairement indépendants sur Q.

[2] Si v est un nombre algébrique non nul, log a une détermination non nulle du logarithme
complexe de o, et 3 un nombre algébrique irrationnel, alors le nombre o, qui est défini
par exp(8log a), est transcendant sur Q.

[3] Soient £1, €5 et 3 trois nombres complexes, avec (£1,03) # (0,0), 8 irrationnel et
Ly = B¢y. Alors 'un au moins des trois nombres e’*, e’2, (3 est transcendant.

E Soient B1,...,...,0, des nombres algébriques non tous nuls et {1,...,¥¢, des éléments
de L non tous nuls. On suppose que les vecteurs colonnes de la matrice

QH e QS

O - 4,
engendrent dans C? un espace vectoriel sur Q de dimension > 2. Alors cette matrice est
de rang 2.

[5] Si D est une droite de C%, D # C x {0}, D # {0} x C, alors la dimension sur Q de
Despace vectoriel DN (Q x L) est < 1.

De cet énoncé on déduit la transcendance de nombres tels que (log 2)/(log 3), 2V2 e,

Remarque. On déduit aussi du théoreme de Gel’fond-Schneider que si (31 et (2 sont deux
nombres algébriques linéairement indépendants, alors I'un au moins des deux nombres
ef1 eP2 est transcendant. Le théoréme de Hermite-Lindemann affirme que chacun de ces
deux nombres est transcendants. En revanche le théoreme de Gel’fond-Schneider n’est pas
limité & la base e pour I’exponentielle : il affirme en effet que pour tout nombre complexe
non nul t, 'un au moins des deux nombres e*P! | €% est transcendant.

Exercice.

a) Montrer que le groupe additif K /7 est isomorphe au groupe multiplicatif @x N U. Soit
f: K — C* un homomorphisme de noyau Z et d’image contenue dans @x N U. Montrer
que f n’est pas continu en 0.

b) Montrer que le groupe additif K = Q N R est isomorphe au groupe multiplicatif
K} = Q' n RX. Soit g : K — R un homomorphisme injectif d’image contenue dans
K. Montrer que g n’est pas continu au point 0.

(Indication : Voir J. Dieudonné, Algébre linéaire et géométrie élémentaire, Hermann,
Coll. Enseignement des Sciences, 1964, Annexe I p. 163-164.)

Démonstration des équivalences [1] < [2] < [3] « [4] & [5]

[1] = [2] On pose { =loga et £y = Blogaj alors {1 € L, £y et {3 sont Q-linéairement
indépendants, mais Q-linéairement dépendants. Donc £3 ¢ L et le nombre 2 = o est
transcendant.

[2] = [3]. On pose o = e et loga = £;. Comme £y = 341, les nombres a, § et ef2 = o
ne peuvent étre tous trois algébriques.

H = H L’un des §; est non nul; on peut supposer 3; # 0. Si £; = 0, comme 'un des ¢;
n’est pas nul, la conclusion est triviale. Supposons ¢; # 0; il existe un indice j, 2 < j </,
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dﬁpcmymoo_o:zm AW« v mo;:Em\w#mgm:ﬁ5&%9&@&3% AWHV mEZ@.O:m;Hmhv
j 1
e L, by #0et §;/01 € Q. Gréace & [3] et & 'indépendance linéaire sur Q des deux
colonnes, on déduit £; # (8;/61)l1.

[4] = [5] Soit D une droite de C2. Supposons que (B1,41) et (B2, £2) soient deux éléments
Q-lindairement indépendants de D N (Q x £). La matrice

B Be

b U
est de rang 1, et ses colonnes sont linéairement indépendantes sur Q. Alors ou bien
B1 = P2 =0, auquel cas D = {0} x C, ou bien ¢; = 5 =0 et alors D = C x {0}.
[5] = [1]. On pose 8 = £3/¢; et on prend pour D la droite d’équation y = ¢1z. Elle est
distincte de C x {0} et de {0} x C, et contient les points (1,¢1) et (3,£2). On a méme
(1,£1) € DN(Q x £). Comme S est irrationnel, il résulte de [5] que DN (Q x £) ne contient
pas (8,£2), donc le nombre 3 est transcendant. []

Nous appellerons cas réel du théoréme de Gel’fond-Schneider les énoncés équivalents
suivant :
H Soient a1 et ap deux nombres algébriques positifs multiplicativement indépendants.
Alors le nombre log oy / log aa est transcendant.
H Si v est un nombre algébrique réel positif différent de 1 et [ un nombre algébrique
réel irrationnel, alors le nombre o = exp(Blog ), est transcendant sur Q.
H Soient £1, £y et [ trois nombres réels, avec ({1,42) # (0,0), B € Q et 5 = Bly. Alors
I’'un au moins des trois nombres e, e!2, 3 est transcendant.
E Soient (1, . .., Bn des nombres algébriques réels non tous nuls et ay,...,q, des
nombres réels algébriques positifs non tous égaux a 1. On suppose que les vecteurs colonnes

de la matrice
B o DB
logay --- logay,

engendrent dans R? un espace vectoriel sur Q de dimension > 2. Alors cette matrice est
de rang 2.

E Si D est une droite de R%, D # R x {0}, D # {0} x R, alors le Q-espace vectoriel
Dn AN. X hv est de dimension < 1.

Démonstration de l’implication E = Proposition 1.2.

On sait déja (lemme 1.1) que la condition (i) de la proposition 1.2 implique (ii). Supposons
maintenant que (ii) est vérifiée. On définit ¥ = @%mwﬁqv C K x (LNR). Alors Y est
isomorphe a I, et en particulier est de rang > 3. Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur
R2. S'il existe A € R* tel que ¢(x,y) = Az, alors rang;o(Y) = rang;p,(I') > 2. De méme
s'il existe p € R* tel que ¢(x,y) = py, alors rang;o(Y) = rang;pm(I') > 2. Dans les
autres cas on peut écrire p(x,y) = Ax + py avec A # 0 et p # 0. La droite D = Ker ¢
n’est pas un des axes de coordonnées et on déduit de E la majoration rang; (Y N D) < 1.
Comme le rang de Y est > 3, on peut conclure rang;¢(Y) = rang,(Y/Y N D) > 2. Ainsi
(proposition 4.3 du chapitre IT) Y est dense dans R2.
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Démonstration de l’implication Proposition 1.2 = H

On considére le sous-groupe I' de R x R* engendré par les trois éléments (1,e%), (5,e%2)
et (1,e). Son rang sur Z est 3, on a rang;p,(I') = 2, rang;p, (T') = 2, et I’ n’est pas dense
dans R x R*. Donc I' n’est pas contenu dans K x K, et I'un au moins des trois nombres
B, ', e® est transcendant. []

Remarque. Pour démontrer que le sous-groupe Y de R? est dense, il faut vérifier que le
rang de Y/Y N D est > 2 pour tout hyperplan D de R?. Ici, grace & I'’hypothése que Y est
contenu dans K x (LN R), on a pu utiliser un théoréme de transcendance ; il suffit alors
d’imposer cette condition pour les deux hyperplans R x {0} et {0} x R. Dans R?, ces deux
droites sont les images inverses, par I'application exponenticlle expg g @ (z,y) — (,e?),
des deux sous-groupes R x {1} et {0} xR*. Or G, x {1} et {0} X Gy, sont, avec {0} x {1} et
Ga X Gy, les seuls sous-groupes algébriques connexes de G, X Gy, (cf. lemme 2.4 ci-dessous).
Ainsi le résultat de transcendance permet de vérifier la condition rang,(Y/Y N D) > 2
chaque fois que I'hyperplan D n’est pas l'image inverse (par l'exponentielle) d’un sous-
groupe algébrique de G. Nous allons retrouver ce phénoméne dans l’exemple suivant, qui
est sensiblement différent car G2, posséde beaucoup plus de sous-groupes algébriques que
Ga X Gy

b1) Sous-groupes de (RX)? : la conjecture des quatre exponentielles
Soit G le groupe algébrique G2,. Ses points réels forment le groupe G(R) = (R*)? dont la
composante neutre est G(R)? = (RY)2. Pour chaque couple (a,b) € Z x Z, (a,b) # 0, on
désigne par ¢4,y ’'homomorphisme surjectif de groupes algébriques de G sur G, qui envoie
(u,v) sur uv®. Le noyau de ®(a,b) €5t le sous-groupe algébrique H, ;) de G, intersection
de G avec I'hypersurface {(u,v);uv® =1}.

Etant donné que m(G(R)?) =3 et m(R}) =2, on a:

Lemme 1.4. — Si I est un sous-groupe dense de (R})?, alors pour tout (a,b) € Z x Z,
(a,b) # 0, I'image ¢, ) (") est un sous-groupe dense de RY. De plus, si I est de type fini,
alors rang,I' > 3 et
rangz¢qp) (L) > 2 pour tout (a,b) € Z x Z, (a,b) # 0.

Supposons I' de type fini; soit £ son rang sur Z, et soient 71, ...,7, des éléments de

I', multiplicativement indépendants ; écrivons
Vi =(a;.8), (G=1....0.

Pour (a,b) € Z*\ {(0,0)}, la condition rang; @4y (L) > 2 signifie que deux au moins des
¢ nombres

b b
aify, ..., a0,

sont multiplicativement indépendants, ce qui revient a dire que deux au moins des ¢
nombres
alogay + blog By, .. .,alogay + blog B,
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sont Q-linéairement indépendants. Ces conditions nécessaires a la densité ne sont évidem-
ment pas suffisantes en général : si ¢ est un nombre irrationnel et z1,xs, x3 trois nombres
entiers positifs tels que les six nombres z1,z9,x3,2%, 2%, 2§ soient multiplicativement
indépendants, le sous-groupe
51 ,.52 .8 tsy,.tsa, ts3y, 3 X\2
{(aPraPay®, 2l a2 al®); (s1,52,83) € Z°} C (RY)

n'est pas dense dans (R)?, puisque son adhérence est la courbe analytique {(z,2t); = €

%HT et pourtant, pour tout (a,b) # (0,0), sa projection par ¢p) a pour image un
sous-groupe dense de RY.

On conjecture que ces conditions sont suffisantes si on suppose que les coordonnées des
points de I' sont des nombres algébriques. Cette conjecture est 'une des formes équivalentes
de la conjecture des quatre exponentielles réelles. Nous formulons d’abord I’énoncé dans
le cas complexe — plus général, et qui sera bientot utile — (voir [Sch 1957], Chap. V §4
Probleme 1; [L 1966], Chap. II, §1; [Ra 1968], p. 67; [W 1974], §2.3; [B 1979], Chap. 12
81).

Conjecture 1.5 (conjecture des quatre exponentielles). —

Soient x1,xo deux nombres complexes linéairement indépendants sur Q, et soient y1, Y2
deux nombres complexes linéairement indépendants sur Q. Alors I'un au moins des quatre

nombres
m&,ww: , @&H.@ma QQN.CH , Q&w@m

est transcendant.

. Soit

Ao A
M= : .
Ad1 o Aae
une matrice d x ¢ a coefficients logarithmes de nombres algébriques ; on suppose que deux
au moins des { colonnes de M sont linéairement indépendantes sur Q et aussi que deux
au moins des d lignes de M sont linéairement indépendantes sur Q. Alors le rang de la
matrice M est > 2.
. Soit D un hyperplan de C? ; on suppose D NQ? = {(0,0)}. Alors le Q-espace vectoriel
D N £? est de dimension finie, et cette dimension est < 1.

A propos de la condition , noter que si un hyperplan D de C2? (c’est-a-dire une
droite vectorielle complexe) vérifie D N Q? # {(0,0)}, alors le Q-espace vectoriel D N £2
est de dimension infinie, puisqu’il contient tous les (a), bA), pour A € £ et (a,b) € DNQ2.

Démonstration des équivalences . & . & .

. = . Une matrice d X £ est de rang < 1 si et seulement s’il existe des nombres
complexes z1,...,%4, Y1,--.,Ye telle que
z1
M = (ziyj)iziza = | 3 [ (1 - ye)-

1<5<e
Ld
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Si la matrice considérée dans . était de rang < 1, on pourrait écrire A\;; = x;y;, avec
Zx1 + ...+ Zxg sous-groupe de C de rang > 2, et de méme Zy; + . . . + Zyg sous-groupe de
C de rang > 2. En prenant deux z; linéairement indépendants et deux y; aussi, on déduit

que les nombres etis, (1 <i < d, 1 <j < {) ne peuvent pas tous étre algébriques.

Supposons qu’il existe deux éléments (¢1,¢]) et (f2,¢,) Q-linéairement
indépendants dans D N £2; comme D est une droite, le déterminant de la matrice

(4 %)

6 b

est nul. Les vecteurs colonnes de cette matrice sont QQ-linéairement indépendants ; d’apres
Hu les deux lignes doivent étre linéairement dépendantes sur Q, ce qui signifie que D
contient un élément non nul de Q2.

H = I La droite D = AAF v) € C?; xyv = &mﬁw a une intersection nulle avec Q?, car
21 et xo sont Q-lindairement indépendants. Elle contient les deux points (z1y1, z2y1) et
(21y2, 22y2) de C2, qui sont linéairement indépendants sur Q, car y; et yo le sont. Utilisant

Hg on déduit que ces points ne sont pas tous deux dans £2. []

Remarque. Sous les hypothéses de la conjecture des quatre exponentielles sous la forme EV
on sait démontrer que la conclusion est vraie si on ajoute l’hypothése que le corps obtenu
en adjoignant a Q les £d coefficients \ij de la matrice a pour degré de transcendance 1 sur
Q. On conjecture (cf. §3 ci-dessous) que cette hypothése supplémentaire ne peut jamais étre
satisfaite, mais on sait tellement peu de choses sur l'indépendance algébrique de logarithmes
que cet énoncé a quand méme quelques conséquences intéressantes.

La conjecture des quatre exponentielles réelles est 'un des énoncés équivalents suiv-
ants :
E Soient x1, xo deux nombres réels linéairement indépendants sur Q, et soient y1,y> deux
nombres réels linéairement indépendants sur Q. Alors I'un au moins des quatre nombres

mHH\,Su mHHwEJ mHm_@H , @Hm@m

est transcendant.
H Soient aj;, (1 <4< d, 1< j <{) des nombres algébriques positifs. On considére la
matrice d x
logay; -+ logagy
M = : . :
logagr -+ logage
on suppose que deux au moins des £ colonnes de M sont linéairement indépendantes sur

Q et aussi que deux au moins des d lignes de M sont linéairement indépendantes sur Q ;
alors le rang de M est > 2.

H Soit D un hyperplan de R? ; on suppose DNQ? = {(0,0)}. Alors le Q-espace vectoriel
DN £? est de dimension finie < 1.
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On montre maintenant la conjecture des quatre exponentielles réelles est encore équivalente
a I’énoncé suivant :

SiT' est un sous-groupe de type fini de Qmﬂvmv de rang > 3 sur Z, tel que, pour tout
(a,b) € Z x Z, (a,b) # 0, rangz¢(q ) (') > 2. Alors T' est dense dans (R} ).

Démonstration de I’équivalence entre

= [4]

On pose Y = mxwmwﬁmg C L2 NR2 11 sagit de vérifier que Y est dense dans RZ
ce qui revient a dire, d’apres la proposition 4.3 du chapitre II, que pour toute forme
linéaire non nulle ¢ sur R?, on a rang;p(Y) > 2. Si la droite Ker ¢ est rationnelle
sur Q, c’est-a-dire si p(z,y) = Maz + by) avec A € R* et (a,b) € Z2, (a,b) # (0,0),
alors rangz(Y) = rangz¢, ) (') > 2. Si au contraire D = Ker ¢ n’est pas une droite

rationnelle, c’est-a-dire si D N Q? = {(0,0)}, alors on peut appliquer H :

rang, (Y NKer ¢) < dimg(£*N D) < 1.

Comme Y est de rang > 3 sur Z, on trouve rang;¢(Y) > 2.

2|, on considére une droite D de R? telle que D N £% a un rang > 2 sur Z,

et il s’agit de vérifier D N Q? # {(0,0)}. On dispose de deux points (A1, \}) et (A2, \})
sur D N £L2; on choisit (A3, ;) dans £2 N R? de la manitre suivante : A3 n’appartient
pas au Q-espace vectoriel engendré par Aj, A, A2, Ay, tandis que \; n’appartient pas au
Q-espace vectoriel engendré par Ar, A}, A2, A5, A3. On pose encore a; = e, ay = m»ﬁ
v = AQE&.Y (j = 1,2,3), et on considere le sous-groupe I' engendré par 71,72,73 dans
(K})?. Alors T est de rang 3, et il n'est pas dense dans (RY)?, car Y = expgp(I) =
Z(A1, N)) +Z( A2, Ay) + Z(Xg, Ny) vérifie rang, (DNY) = 2 et rang; (Y/DNY) = 1. D’apres
E il existe (a,b) # (0,0) tel que rangzd(qp)(I") < 1. Grace au choix de Az et A3 on
trouve d’abord aAs + bA; # 0, puis ad; + bA] = ady + b, = 0. Cela permet de conclure
(=b,a) € DN Q2. []

Remarque. Les hypothéses rangz¢ ) (I) > 2 pour tout (a,b) # (0,0) permettent de
vérifier la condition (iv) de la proposition 4.3 du chapitre IT pour les sous-espaces vectoriels
de R? rationnels sur Q, tandis que la conjecture des quatre exponentielles permet de traiter
les sous-espaces vectoriels de R? qui ne sont pas rationnels sur Q.

Ezemple : plongement canonique du corps quadratique réel Q(v/2).
On désigne par a — a le plongement de Q(v/2) qui n’est pas identité : V27 =2
Le plongement canonique de Q(+v/2) est donné par
%m
(a,07)

Q(v2)

—
[0 —
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On s’intéresse a I'image du groupe multiplicatif Q(v/2)* dans (R*)? : on cherche un sous-
groupe de type fini de Q(v/2)* dont I'image soit dense dans (R*)2.

Un nombre premier p congru & +1 modulo 8 est décomposé dans le corps Q(v/2)
(cf. [H-W 1979], Th. 256) : il existe a € Z(v/2) tel que ca® = £p. Quand p est donné
il y a quatre valeurs de « vérifiant cette propriété (on peut choisir le signe =+, et on
peut permuter « et a”), et ces quatre valeurs se répartissent dans les quatre composantes
connexes (quadrants) de (R*)2.

Soient p1,...,pr (avec £ > 2) des nombres premiers congrus & +1 modulo 8. Pour
1 < j < ¢, choisissons o € Q(V2) tels que ajaf = £pj, (1<j<¥) avec

a1 <0, af >0, as >0, af <0

ce choix est fait pour que les quatre couples (o, a”), pour a € {1, a9, 02, ajas}, soient

dans chacune des quatre composantes connexes de (R*)? :

(65} 7 2

onap 7 o

Ce choix assure que le sous-groupe de (R*)? engendré par (aj,af), (1 < j < {), aune
intersection non nulle avec chacune des composantes connexes; pour qu’il soit dense, il
faut et il suffit que le sous-groupe de (R})? engendré par v; = (|oy, laZ]), (1 <7 <0
soit dense dans (RY)2. Par exemple on peut prendre py = 7, po = 17, ps = 23, py = 31,
ps=41...¢et

a1 =1-2vV2, as=-143vV2, a3=5-vV2 as=-144V2 as=7-2V2, ...

Les nombres |a], |af|, |az], [ag], . .. sont alors multiplicativement indépendants.
Par conséquent, si la conjecture des quatre exponentielles est vraie, alors

{(o1"a?a3®, (a9)* (aF)*2(a§)™);: (51,52, 83) € Z°},

sous-groupe de (R*)? de rang 3, engendré par les images des nombres aj,as,as via le
plongement canonique du corps quadratique réel Q(v/2), est dense dans (R*)2.

b2) Sous-groupes de (RY)? : le théoréme des siz exponentielles

On peut démontrer une version partielle de I'affirmation l ci-dessus : il suffit de supposer
que I' a un rang > 4.

Proposition 1.6. — Soit I' un sous-groupe de type fini de (K})2.
a) On suppose rang; " > 4 et rangz¢(q,4)(I") > 2 pour tout (a,b) € Z x Z, (a,b) # 0. Alors
I est dense dans (RX)2.
b) On suppose rang;I' > 5 et rangz 4 1)(T') > 3 pour tout (a,b) € Z x Z, (a,b) # 0. Alors
I" contient un sous-groupe de rang 3 qui est dense dans G%HVN

L’énoncé a) est équivalent au cas réel du théoréme des siz exponentielles dont nous

allons parler maintenant. L’énoncé complexe est le suivant (voir [L 1966], Chap. II, §1, Th.
1; [Ra 1968], p. 67; [W 1974], Chap.2 Cor. 2.2.3; [B 1979], Chap. 12 Th. 12.3).

53

54 Topologie des points rationnels

Théoréme 1.7* (théoréme des six exponentielles). —
[1] Soient w1,...,xq des nombres complexes linéairement indépendants sur Q, et soient
Y1,...,Ye des nombres complexes linéairement indépendants sur Q. On suppose ¢d > ¢+d.
Alors 'un au moins des nombres

eriYi, (1<i<d, 1<j<¥)

est transcendant.

[2] Soit M une matrice d x £ & coefficients logarithmes de nombres algébriques ; on suppose
que les d lignes de M sont linéairement indépendantes sur QQ et aussi que les £ colonnes de
M sont linéairement indépendantes sur Q ; si d¢ > d + ¢, alors le rang de M est > 2.

[3] Soit D un hyperplan de C? ; on suppose D N Q? = {(0,0)}. Alors le Q-espace vectoriel
D N £? est de dimension finie, et cette dimension est < 2.

Exercice. On munit le groupe multiplicatif KX de la relation d’ordre induite par celle de
R. Montrer que le seul automorphisme de ce groupe qui préserve la relation d’ordre est
lidentité.

(Indication. Montrer que si A et B sont deux sous-groupes non triviaux de R et ¢ un
homomorphisme de groupes de A dans B qui préserve l'ordre, alors il existe r € R tel que
¢ soit ’homothétie x — rz. Voir A.M.W. Glass and P. Ribenboim, Automorphisms of the
ordered multiplicative group of positive rational numbers ; Proc. Amer. Math. Soc., 122
(1994), 15-18.)

On laisse en exercice la formulation du théoreme des six exponentielles réelles, et sa
déduction de la proposition 1.6. On se contentera ici de déduire la proposition 1.6 du
théoreme 1.7.

Démonstration de la proposition 1.6 comme conséquence de -

a) Soit I' un sous-groupe de type fini de (K )? et de rang > 4 tel que rangz g, ) (I') > 2
pour tout (a,b) € ZxZ, (a,b) # 0. Soit  une forme linéaire non nulle sur R2. Pour montrer
que I est dense dans (RY)?, il suffit de vérifier rangzp(Y) > 2 (on Y = @Gmwﬁﬁjvv. Si
la droite D = Ker ¢ est rationnelle sur Q, on choisit (0,0) # (—b,a) € Q>N D de sorte
que rangzp(Y) = rangz¢(qp)(I') ; on peut alors utiliser 'hypotheése de la proposition 1.6.
Sinon, on a Q2N D = {(0,0)} et on utilise [3] qui donne rang,p(Y) = rang,(Y/Y N D) > 2.
b) Grace a la partie a) et au lemme 1.8 ci-dessous, les hypotheses faites sur I' assurent
que tout sous-groupe IV de T', de rang > ¢ — 1, est dense dans A%va. On utilise alors le
théoréme 7.2 du chapitre II avec R = (RX)?, n = 2, m(R) = 3 pour conclure. []

Lemme 1.8. — Soient G un groupe commutatif, H un sous-groupe, I' un sous-groupe de
type fini de G de rang ¢ et T un sous-groupe de I' de rang {'. Alors

rang, (I'/T" N H) > rang,(T/TNH) —(+ (.
Démonstration. La démonstration tient en une ligne :

¢ —rang, (I"/T' N H) = rang,(I" N H) < rang,(I' N H) = ¢ — rang,(I'/T N H).
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Ezemple. Soit T' un sous-groupe de (R)? engendré par ¢ éléments (o, 3;), ol les 2¢
nombres réels positifs o, 8; sont algébriques et multiplicativement indépendants. Si ¢ > 4,
alors I" est dense dans G%va. Si ¢ > 5, alors I' contient un sous-groupe de rang 3 qui est
dense dans (R%)2.

Ezemple : le corps Q(v/2).
Considérons de nouveau les éléments

a1 =1-2vV2, as=-1+43vV2, a3=5-vV2 as=-1+4+4V2 a5=7-2V2

du corps Q(v/2). Le sous-groupe de (R*)? de rang 4, engendré par les images des nombres
a1, g, a3, ay via le plongement canonique du corps quadratique réel @T\MY est dense dans
(R*)2. De plus le sous-groupe de Q(v/2)*, engendré par les 5 nombres a7, . . ., as, contient
un sous-groupe de rang 3 dont 'image par le plongement canonique est dense dans (R*)2.
Cependant la démonstration ne permet pas de préciser un tel sous-groupe de rang 3.

Exercice. Soient ag, a1, s, By, 81,82 des nombres algébriques réels positifs. On suppose
e o et By sont multiplicativement indépendants ;

e deuz au moins des trois nombres oy, a, as sont multiplicativement indépendants ;

e deur au moins des trois nombres By, 1, B2 sont multiplicativement indépendants ;

e e sous-groupe

I'={(ag' ol ai?, 652 81 B3*) ; (s1, 82,11, 12) € Z'}

de (RY)? est de rang 4.
Montrer que T' est dense dans (RY)?.

¢) Sous-groupes de C*
On désigne ici par G le groupe algébrique Gy, et on considere ses points complexes

Gm(C) = C*. L’application de R? dans C* qui envoie (z,y) sur e*+2™¥ induit un
isomorphisme de R x R/Z sur C* ; on note (s,p) : C* — R x R/Z 'isomorphisme inverse :
s: C* — R p: C* — R/Z
et 1
z  — loglz] z g log(z/]z])

Pour z € C*, le nombre 27p(z) est “argument” de z vu comme classe d’un nombre réel
modulo 27.

Etant donné que m(R) =2, on a :

Lemme 1.9. — SiT est un sous-groupe dense de C*, alors s(I") est un sous-groupe dense
de R et p(T') est un sous-groupe dense de R/Z. Par conséquent, si I est de type fini, alors

rang;s(I') > 2 et rang,p(T") > 1.

Quand T est de type fini, si £ est son rang sur Z et si 71, ..., ve sont des éléments de
I' multiplicativement indépendants, alors la condition que s(I') est dense dans R’ signifie
que deux au moins des £ nombres réels |1, ..., |7¢| sont multiplicativement indépendants.
La condition que p(I') est dense dans R/Z revient & dire que 'un au moins des ¢ nombres
vi/lvils (1 < j <€) n'est pas une racine de 1'unité.

Voyons maintenant ce qui se passe quand les coordonnées des éléments de I" sont des
nombres algébriques.
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Théoréme 1.10. — Soit I' un sous-groupe de type fini de @x. On suppose rang;p(T") > 1.
a) Si la conjecture des quatre exponentielles est vraie, alors T' est dense dans C* si et
seulement si rangys(T') > 2.

b) Sirangys(I') > 3, alors T est dense dans C*.

¢) Si rangys(I') > 4 et rang,p(I') > 2, alors T' contient un sous-groupe de rang 2 qui est
dense dans C*.

Démonstration. Soit £ le rang de I' et soient v1,...,7, des éléments multiplicativement
indépendants de T'; grace a la proposition 6.1 du chapitre II (voir le §7 du chapitre II),
on sait que I' est dense dans C* si et seulement si, pour tout s € Z+1\ {0}, la matrice &
trois lignes et £ 4+ 1 colonnes

0 loglyil -+ log|v

2im log(m1/|mnl) log("ve/|vel)
S0 S1 Se

est de rang 3; cette condition ne dépend évidemment pas du choix des logarithmes
complexes log(7;/]7v;]) (et on peut remplacer tous les log(~y/|v|) par log(v/7) si on le désire).
La condition que deux au moins des ¢ nombres réels |y1, . .., |v¢| soient multiplicativement
indépendants garantit le rang 3 pour la matrice quand sy = 0. On considére maintenant
le cas sg # 0; il s’agit alors de vérifier que la matrice

M log |71 . log ||
solog(y1/|v1l) — 2ims1 -+ solog(ve/|vel) — 2imse

est de rang 2.

a) On admet la conjecture des quatre exponentielles. Les ¢ colonnes de la matrice M
sont Q-linéairement indépendantes (car les ¢ éléments de la premiere ligne le sont). Les
deux lignes de M sont aussi Q-linéairement indépendantes, car d’une part la seconde ligne
n'est pas identiquement nulle (les quotients -y;/|7v;| ne sont pas tous racines de l'unité), et
d’autre part les éléments de la seconde ligne de M sont imaginaires purs alors que ceux de

la premieére sont réels. D’apres 1’énoncé dans la conjecture 1.5, la matrice M est de
rang 2 des que £ > 2.

b) Supposons que trois au moins des nombres |y1],...,|v¢| sont multiplicativement
indépendants ; alors de la méme maniere on déduit de I’énoncé [2] dans le théoreme des six
exponentielles que I' est dense dans C*.

¢) Enfin, si quatre au moins des nombres |y1], ..., |v/| sont multiplicativement indépen-
dants, et si deux au moins des nombres ;/|v;|, (1 < j < £) sont multiplicativement
indépendants, alors tout sous-groupe de I' de rang £ — 1 est dense dans C* (d’apres b) et
le lemme 1.8), et par conséquent I' contient un sous-groupe de rang 2 dense dans C*.
Ezemple : le corps Q(7).

On choisit ¢ nombres premiers distincts congrus & 1 modulo 4, par exemple
5,13,17,29,.... Cela permet de trouver ¢ éléments ~q,...,7 de Q(i)* tels que les 2¢
nombres complexes 7v;, 7, (1 < j < ¢) soient multiplicativement indépendants ; par exem-
ple

i =241, Yo =2+ 31,

Qw”%n_ls., J&HW:TMS..
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Le sous-groupe de Q(%)*, de rang 3, engendré par 7;, 72,73 est dense dans C*, et le sous-
groupe de Q(i)*, de rang 4, engendré par 71,72, v3,v4 contient un sous-groupe de rang 2
dense dans C*. Si la conjecture des quatre exponentielles est vraie, alors le sous-groupe de
rang 2 engendré par 71, v2 est dense dans C* ; pour le démontrer inconditionnellement, il
faudrait prouver que pour tout (X, 1) € Q2, le déterminant

det log 7| log 72|
log(v1/Inl) +2Xim  log(vz/|al) + 2uin
n’est pas nul.

Exercice. Construire un sous-groupe A de C* (remplagant le groupe 35&@&8&\©xx qui
vérifie :

a) Si T est un sous-groupe de type fini de A, alors T' est dense dans C* si et seulement si
rang;p(l') > 1 et rang,s(T) > 2.

b) Soit L = exp~'(A) ; il existe une matrice 2 x 2 de rang 1 a coefficients dans L dont
les lignes sont Q-linéairement indépendantes et dont les colonnes sont Q-linéairement
indépendantes.

Indication. On peut construire des exemples triviaux avec A C RJ se sorte que
rangy(L/LNR) < 1. Un exemple non-trivial est obtenu en prenant pour A le sous-groupe
de C* engendré par e®', e® et e'V¥172 ol 1 et x5 sont deux nombres réels positifs avec
T, x1,To algébriquement indépendants.

Remargue. Dans les deux exemples précédents (& savoir R x R} et (RX)?) nous avons
vu que, grace a un énoncé de transcendance, la seule hypothese nécessaire pour assurer
la densité d’un sous-groupe formé de points algébriques faisait intervenir les sous-groupes
algébriques de G, x Gy, et G2, respectivement. Dans le dernier exemple C*, le sous-groupe
algébrique sous-jacent est Gy, dont les seuls sous-groupes algébriques sont G, lui-méme et
les sous-groupes finis. Pour comprendre ce qui se passe il faut regarder la proposition 6.1
du chapitre II : on consideére 'application ¢ de C* dans (C*)? qui envoie z sur (z,%). Ce
mo:ﬁ_mmgﬁmummoiocm&mﬁAﬁxvm<mnHmmmocm-mwocvmmm_mwvamcmmam@w_@Eoosgoymcﬂym

situation.
Lemme 1.11. — Les sous-groupes de C* de la forme

H= SLAQ\%UV = AN e€C*; (2,2) € Q\QOVT
o1 G' est un sous-groupe algébrique de G2, sont les suivants :

C*, U={2eC% |z|=1}, {2 z€RY, (€uon},  fins
ol n est un entier > 1, et u,, désigne le groupe cyclique formé de racines n-iémes de 'unité
dans C*.

Démonstration. Chacun des groupes indiqués est clairement de la forme H = ¢~} AQ\ Aﬁvv
pour un sous-groupe algébrique convenable G’ de G2,. Il reste & vérifier qu’il n’y en a pas
d’autre.
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D’apres le lemme 2.2 ci-dessous, le sous-groupe algébrique G’ est défini par des

équations monomiales Nm:.mws =1, (1 <i < m), avec (a;,b;) € Z2. On distingue plusieurs
cas.

a) Si a; = b; = 0 pour tout i = 1,...,m, alors G’ = G2, et H = C*. On suppose
maintenant (ce n’est pas restrictif) (a;, b;) # (0,0) pour tout i =1,...,m.

b) Si a; = b; pour tout i, alors H est 'ensemble des z € C* vérifiant |2]2% = 1, (1 < i < m),
et alors H =TU.

¢) Si a; = —b; pour tout i = 1,...,m, les équations de H s’écrivent (z/Z)* = 1; pour
z€ Hona (2/]2])2% = (2/2)% = 1, donc HNU est le groupe des racines de I'unité ¢ € U
vérifiant (** =1, et on a H = {x(; & € R}, { € paq,;, (1 <i < m)}. Par exemple on
trouve le sous-groupe R en prenant F' = {1, -1}, alors que R} n’est pas de la forme
¢~ (G'(C)) (si une demi-droite {z(; = € R} est contenue dans H, alors la demi-droite
opposée {—x(; € RY} est aussi contenue dans H).

d) Si a; # +b; pour un 4, alors pour z € H on a d’une part |z|**% =1, donc |z| = 1 et
Z = 1/z, d’autre part 2%~% = 1, donc z est une racine de I'unité et H est fini. Enfin tout
sous-groupe fini du groupe multiplicatif d'un corps est cyclique. []

Remargue. On s’intéresse au rang de l'image de I' dans C* /H ; si H? désigne la composante
connexe de I’élément neutre de H, on a

rang(I'/T N H) = rang, (/T N HY).

La liste des sous-groupes H° de C* qui apparaissent comme composantes connexes d’un
¢~ (G'(C)), avec G’ sous-groupe algébrique de G, est : C*, U, RY et {1}.

§2. Le théoréme du sous-groupe linéaire

Soient dy et dy deux entiers > 0 avec d = dy + d; > 0. Soit I' un sous-groupe de type
fini de R% x (R*)%. Pour étudier la densité de T', on va, dans un premier temps, faire
intervenir les sous-groupes algébriques de G = G% x G& : si T est dense dans G(R), alors
pour tout sous-groupe algébrique G’ de G, G’ # G, I'image de I dans le quotient de G(R)
par G'(R) est encore dense. On commence donc par étudier les sous-groupes algébriques
et les quotients de G. Ensuite on énonce le théoréme du sous-groupe linéaire qui permet
de majorer le rang de Y/Y NV quand Y = oxwmmﬁ.,v et V est un hyperplan de R¢. Une
telle estimation ne peut pas étre valable pour tous les hyperplans V' : il faut supposer que
V ne contient pas d’espace tangent & un sous-groupe algébrique G’ de dimension positive.
On appliquera ensuite ce théoreme de transcendance au probléme de densité pour donner
une réponse partielle (qui étend & tous les groupes algébriques linéaires commutatifs ce
que nous avons fait au §1 dans le cas ol le groupe de Lie réel est de dimension 2).

a) Sous-groupes algébriques de G = G x G

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Nous allons déterminer
tous les sous-groupes algébriques de G = Gy x G1 ou Gy = G¥ et G; = G. Si G’ est
un sous-groupe algébrique connexe de G alors G'(C) est un sous-groupe de G(C), I'image
inverse de G’(C) par Papplication exponentielle de G est un sous-espace vectoriel de C¢ que
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P’on notera T/ (C), la restriction de expg & ce sous-espace est I'application exponentielle
de G'(C), et enfin le groupe quotient G(C)/G’(C) est le groupe des points complexes d’un
groupe algébrique linéaire commutatif G/G’.

ay) Sous-groupes algébriques de Gy = G

Commencons par montrer que les sous-groupes algébriques de G sont les sous-espaces
vectoriels de Go(K) = K%. Il y a un sens facile : si Hy est un sous-espace vectoriel de
K% comme Hy est intersection d’hyperplans, il est défini par des équations polynomiales
(de degré 1), donc Hy est le groupe (additif) des points rationnels sur K d’un sous-groupe
algébrique G, de Gy. La dimension dy du groupe algébrique G, est égale & la dimension du
K-espace vectoriel Hy. Le quotient K% /Hj est aussi le groupe additif des points rationnels
sur K d’un groupe algébrique, Go/GY, isomorphe &4 G%~%_ Enfin si k est un sous-corps
de K et sile K-espace vectoriel Hy est rationnel (*) sur k, alors le groupe algébrique Gj,
est défini sur k (c’est-a-dire peut étre défini par des équations polynomiales & coefficients
dans k).

Voici la réciproque :

Lemme 2.1. — Soit G}, un sous-groupe algébrique de Gy. Alors G{(K) est un sous-espace
vectoriel de Go(K) = K%.

Démonstration. Comme G((K) est un déja un sous-groupe additif de Go(K'), pour montrer
que c’est un sous-espace vectoriel il reste a vérifier qu’il est stable par multiplication par
un élément de K. Soit z € Gy(K) et soit A € K. Soit P € K[Xy,...,Xg,] un élément de
l'idéal des polynémes qui s’annulent sur le sous-groupe algébrique Gj. Il s’agit de montrer
que P(Az) est nul. Or on a nx € G{(K) pour tout n € Z, ce qui montre que le polynome
P(tz) € K[t] a une infinité de zéros, donc est identiquement nul. []

Exercice. Sous les hypothéses du lemme 2.1, si k est un sous-corps de K sur lequel Gy, est
défini, alors le K-espace vectoriel G{(K) est rationnel sur k.

Remarque. On a supposé que le corps K était de caractéristique nulle ; cette hypothese
est intervenue pour dire que le polyndéme P(tz) € K|t], nul sur Z, a une infinité de zéros
dans K. Sur un corps de caractéristique finie il existe des sous-groupes algébriques de G
qui ne sont pas des sous-espaces vectoriels, a cause des Frobenius z — z7. Cela donne lieu
a la théorie des modules de Carlitz et Drinfeld, ou la transcendance fait aussi 'objet de
nombreuses études.

Prenons maintenant K = C; comme l’application exponentielle de Go(C) est
lidentité, si Gj, est un sous-groupe algébrique de Gy, alors Iapplication exponentielle de
G(C) est encore identité du C-espace G(C) dans lui-méme. On notera alors Tey (C) =

Go(C). Si Gy est défini sur R, alors Tgy (R) = G(R) et expgy p 1 Tay (R) — Go(R) est
encore l'identité.

(*) Voir le rappel au début du paragraphe 1, p.45.
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ag) Sous-groupes algébriques de G1 = Gh

Considérons maintenant le cas dop = 0 : il s’agit d’étudier les sous-groupes algébriques
de G;. Si a® = A@%vi.;a%vq (1 < i < n) sont des éléments de Z?, le sous-groupe
multiplicatif de (K*)% défini par

N.DHAAHT..;&EvaAXVSW Tt oyt =1, CA&ASW

est le groupe des points rationnels sur K d’un sous-groupe algébrique G} de G;. On définit
un groupe algébrique quotient G1/G} dont les points rationnels sur K sont donnés par
I'image de I’application (K*)% — (K*)™ :

(i) (2

ay ay
Aab..;a&vlﬁﬁ g, VHMN.M:
Exercice. Vérifier que si le rang du Z-module engendré par aV,... a™ dans Z% est

dy — &1, alors la dimension du sous-groupe algébrique G est 81, et G| est isomorphe & un
produit de G3 par un groupe fini (G n’est pas nécessairement connexe).
Vérifier ensuite que le quotient G1/G" est isomorphe ¢ G& 01,

Pour montrer que tout sous-groupe algébrique de G; est de cette forme, nous
introduisons la notation suivante : quand A est un sous-groupe de Z?, on pose

H»QQH#@?..;QSVmANxVEm@wH...@mHH =1 pour tout Am?..;m&vmxﬁ

Cela définit, comme nous venons de le voir, un sous-groupe algébrique 74 de Gj.
Lemme 2.2. — L’application A +— T, est une bijection entre les sous-groupes A de Z%“

et les sous-groupes algébriques T4 de Gy.

Remarque. Soient k un corps de caractéristique nulle et 71, ..., v4 des éléments non nuls de

k. Alors le sous-groupe multiplicatif T' de k* engendré par 71, ...,vq4 a pour rang sur Z la
dimension du plus petit sous-groupe algébrique G’ de G¢, tel que (71,...,v4) € G'(k). En
effet, si A désigne le noyau de I'application Z¢ — T' qui envoie (a1, ..., aq) sur 75" - 75,

on a d—rang; A = rang,I" et G’ = T,. L’exercice suivant montre que G’ (k) est 'adhérence
de Zariski du sous-groupe engendré par (71, ...,7vq) dans G% (k) = (k)%

Exercice. Montrer que si G est un groupe algébrique sur un corps k de caractéristique nulle
et T' un sous-groupe de G(k), alors l'adhérence de Zariski de T' dans G(k) est le groupe des
points rationnels sur k d’un sous-groupe algébrique de G.

Pour démontrer le lemme 2.2 nous utiliserons le théoreme d’indépendance linéaire des
caractéres d’Artin (voir par exemple [L 1993], Chap.VI, Theorem 4.1) que voici :
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Lemme 2.3. — Soient G un groupe commutatif, K un corps et xi,...,Xn des homo-
morphismes deux-a-deux distincts de G dans K*. Alors xi,...,Xn sont linéairement
indépendants sur K.

Démonstration. Soient A1, ..., A\, des éléments de K non tous nuls tels que A;x; + -+ +
AnXn = 0. Parmi toutes les relations de cette forme, choisissons-en une pour laquelle le
nombre d’indices i, (1 <7 < n) avec A\; # 0 est minimal. Sans perte de généralité on peut
supposer que c’est la relation que nous avons écrite. Dans ce cas on an > 2 et A; # 0 pour
tout i = 1,...,n. Soit g € G ; pour tout z € G on a

M Aixi(xz) =0 et M Aixi(xox) = 0;
i=1 i=1
comme X;(zox) = xi(zo)xi(z) par combinaison linéaire on peut écrire
> " Ai(xn(0) = Xilwo)) xi(x) = 0
i=1

pour tout z € G. Le coefficient de x,(x) étant nul, cette relation est “plus courte” que
celle dont nous étions parti. Donc \; AX:QSV - x%aod =0pourl<i<n-—1. Comme
A # 0 pour tout 4, on a x,(zo) = x:i(xo) pour tout < = 1,...,n — 1, et ceci pour tout
20 € G. Or les caractéres ; sont deux-a-deux distincts. []

Démonstration du lemme 2.2.
Pour chaque a = (a1, ..., aq,) € Z® on définit un caractére y,: (K*)% — K> par

Q&H

Xa(W1,-- > ya,) =yt -yt pour tout (y1,...,ya,) € (KX)".

On associe aussi & chaque sous-groupe algébrique G, de G un sous-groupe ®(G}) de Z% :
®(G,) ={aczh; G CKer x,}.

Nous allons vérifier que Papplication qui associe & un sous-groupe A de Z% le sous-groupe
algébrique T4 de Gy, et 'application qui associe au sous-groupe algébrique G} de G le
sous-groupe ®(G}) de Z% sont des bijections réciproques. Les inclusions G C Ty(cy) et
A C ®(T4) sont évidentes. Il reste & montrer que ce sont des égalités.

Soit G un sous-groupe algébrique de G; et soit G} = HEQ\H )- Par construction, si a
et b sont des éléments de Z%, alors x, et x; donnent par restriction & G’ (K) le méme
caractére dans K * si et seulement si a — b € ®(G}) C Z%4, et dans ce cas ils donnent par
restriction le méme caractere de GY (K'). Nous allons vérifier I’égalité G| = GY en montrant
que tout polyndéme P(Y) € K[Y] qui s’annule sur G} (K) s’annule aussi sur GY(K). En
fait la fonction f:(K*)% — K induite par un polynéme peut-étre écrite comme une
combinaison linéaire

.\. = M@@X;

a€ER
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oll R est un sous-ensemble fini de N4 et (Pa)acr est une famille d’éléments de K. Soit R
I'image de R par l'application canonique de Z% sur Z% /®(G}). Pour chaque @ € R, on
désigne par Rg l'image inverse de @ dans R et par xg et X% les caracteres de G| (K) et
G (K) respectivement, & valeurs dans K*, induits par la restriction de x, pour a € @
ces caracteres ne dépendent pas du choix de a. Alors la restriction de f & G} (K) et G (K)
g’écrit respectivement

S (e @ X (Y )

aeR @ERg acR @€Rz
Si f s’annule sur G} (K), alors la somme & gauche est nulle, et comme les xg pour @ € R
sont des caracteres distincts de G (K) & valeurs dans K, le lemme implique qu’ils sont
linéairement indépendants sur K. On a donc

MU p, =0 pour tout @ € R,
a€ Ry

ce qui montre que la restriction de f & G7(K) est aussi nulle.

Considérons maintenant un sous-groupe A de Z% ; posons A’ = ®(74). Ona A C A’
et Ty = Tar. Si A # A, alors (voir exercice ci-dessous), puisque K est algébriquement
clos, il existe un caractére non trivial sur A’ qui est trivial sur A, et ce caractere s’étend
en un caractére c: Z4 — K* donné par

— .01 Qdy
OAQT...JQ\&HV |M~\H...@5

pour un élément y = (y1,...,yq,) de (K*)%. Par construction, on a y € Ta et y ¢ Tar.
Cette contradiction montre que ’'on doit avoir A = A’. []

Exercice.

a) Si A est un groupe abélien de type fini non réduit & l’élément neutre, il existe un caractére
non trivial sur A a valeur dans K*.

(Utiliser le théoréme de structure des groupes abéliens de type fini, avec le fait que K est
algébriquement clos.)

b) Si B est un groupe abélien de type fini et A C B un sous-groupe avec A # B, il existe
un caractére non trivial sur B mais trivial sur A.

(Appliquer a) & B/A.)

c) Si A est un sous-groupe de Z¢ et x un caractére de A, il existe y = (y1,...,yq) € (K*)?
tel que, pour (ai,...,aq) € A, on ait

Xm@f..i@&v = HQM: ...@Mn.
(Utiliser le théoréme des diviseurs élémentaires : il existe une base (e1,...,eq) de Z%, et

des entiers r, 01, ..., 0, tels que (d1e1,...,0,€,) soit une base de A.)
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Quand K = C, si A est un sous-groupe de Z% de rang d; —§; et G} = T4, application
exponentielle de G} (C) est définie comme la restriction de expg, au C-espace vectoriel

dy
Te (C) = {(21,...,24,) € C™ MSN& =0 pour tout a € A}.
i=1

Ce C-espace vectoriel est de dimension 97 et rationnel sur Q ; inversement, tout sous-espace
W de C% | rationnel sur Q, est de la forme Ta, (C) pour un sous-groupe algébrique G de
Gy : il suffit de définir G par G'(C) = expg, (W) (ce qui donne méme un sous-groupe
algébrique connexe).

Comme G} est défini sur Q, donc sur R, I’application expg g est toujours définie :

expgrr:  Ig(R)  — G1(R)°
AHT...N.&.&_V = Am&wq...,m&mwv
ou
dy
Te, (R) = {(z1,...,24,) € R"; MSH& =0 pour tout a € A}.
i=1
Exercice. Soient 01, ...,0,. des nombres réels positifs multiplicativement indépendants et

bio, (1 <i<d, 1< p<r) des entiers rationnels. On définit (a1, ..., aq) € (RY)? par

ai=[]ohe,  (<i<a).
o=1

On désigne par H(R) Uadhérence de Zariski dans Gy (R)¢ du sous-groupe
{(ad,... 03); s € Z}

engendré par ’élément (v, .
neutre de H(R) est

..,aq). Montrer que la composante connexe de l’élément
s s mv . ,

H(R)® = H(R) N (RY)? = ?E e T v (@1, 20) € (RY) W
o=1 o=1

az) Sous-groupes algébriques de Go x G

Apres avoir étudié les sous-groupes algébriques de chacun des deux facteurs Gy = G
et G1 = G%, nous pouvons maintenant décrire les sous-groupes du produit G = Gg x Gy.
Chaque fois que G, est un sous-groupe algébrique de Gy et G} un sous-groupe algébrique
de Gi, le produit G’ = G x G est un sous-groupe algébrique de G, de dimension
dim Gj+dim G4, et le quotient G/G’" = (Go/Gj) % (G1/G?) est encore un groupe algébrique
linéaire. Nous allons voir que ces produits G x G} épuisent la liste des sous-groupes
algébriques de G
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Lemme 2.4. — Soit G’ un sous-groupe algébrique de G = Go x G;. Alors il existe un sous-
groupe algébrique G, de Gy et un sous-groupe algébrique G, de G, tels que G' = G{ x G}.

La démonstration va utiliser un lemme sur les polynomes exponentiels.

Lemme 2.5. — Soient K un corps de caractéristique nulle, oy, . . ., o, des éléments de K*
deux-a-deux distincts, et ay,...,a, des polynémes non nuls de K[X]. On désigne par d;
le degré de a;, (1 <i <n). Alors la fonction

F: 7 — K
m

mo= 3 ai(m)a]

ne peut pas s’annuler sur un ensemble de dy + - - - + d,, + n entiers consécutifs.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur 'entier d; + --- + d,, + n.
Notons déja que le résultat est banal si n = 1. On définit, pour m € Z,

O(m) = a,"F(m) =Y ai(m)B",
i=1

avec f3; = «;/ay, de sorte que fBy,..., 03, sont encore des éléments de K> deux-a-deux
distincts, et 3, = 1. On écrit ensuite

D+ 1)~ a(m) = 3 bu(m)Ar,

avec 0;(X) = Bia;(X +1) —a;(X), (1 <i<mn). Pour 1 <i<n-—1lepolynéme b; € K[X]
est de degré d;, tandis que b, est soit nul, soit de degré < d,,. Dans tous les cas on peut
appliquer ’hypothése de récurrence pour conclure que l'application m — ®(m+1) — ®(m)
ne peut pas s’annuler sur un ensemble de d; + - - - + d,, + n — 1 entiers consécutifs. []

Exercice.

a) Vérifier que Uestimation donnée dans le lemme 2.5 est optimale : étant donnés un
corps K de caractéristique nulle, des éléments a, . .., a, de K* deuz-a-deuz distincts, des
entiers dy, . ..,d, tous >0, et un ensemble E de d1 + -- -+ d, +n — 1 entiers consécutifs,
montrer qu’il existe des polynomes non nuls ai,...,a, de K[X], avec a; de degré d;,
(1 <i<mn), tels que la fonction

F: 7z — K
mo= o 3L ai(m)al”

s’annule sur E.
b) Montrer que le lemme 2.5 peut s’énoncer de maniére équivalente sous la forme suivante :
Soient K un corps de caractéristique nulle, aq, ..., «a, des éléments de K* deux-a-deux
distincts, dy,...,d, des entiers tous > 0 et M un nombre entier. On ordonne I’ensemble
des dy + - -+ + d,, +n couples (i, j) d’entiers vérifiant 0 < j < d;, 1 < i <mn, et on forme la
matrice
M = ASQQM:V 0<j<d;, 1<i<n
MA1<m<M+dy+++dn+n
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Alors le déterminant A de M n’est pas nul.

¢) Calculer explicitement le déterminant A.

Indication. Voir U. Rausch, On a theorem of Dobrowolski about the product of conju-
gate numbers, Colloquium Math. 50 (1985), 137-142.

Démonstration du lemme 2.4. On pose

b ={z€Go; (z,1) G} et " ={yeGy; (0,y) € G'}.
On a évidemment G, x G§ C G'. Pour montrer I'inclusion dans Pautre sens, on choisit
d’abord un élément (x,y) dans G’, puis un polynéme P nul sur G’, et on pose, pour
(m,n) € Z2,

f(m,n) = P(mz,y").

Pour m € Z on a (mz,y™) € G, donc f(m,m) = 0. Le lemme 2.5 implique alors
f(m,n) = 0 pour tout (m,n) € Z2, donc f(1,0) = f(0,1) = 0. Ceci montre que (x,1)
et (0,y) appartiennent & G’. []

Dans le cas K = C, on a Ter (C) = T, (C) x T, (C) C C? et I’application exponentielle
de G'(C) = G{(C) x G (C) est la restriction & ce sous-espace de 'application exponentielle
de G :

expe @ T (C) G'(C)

—
ANT..JN&V = ANT...uN&ommN&a?rf..;mN&v

Dans C¢, les espaces tangents aux sous-groupes algébriques de G définis sur un sous-corps
k de C sont donc les produits Vg x Vi, ot Vy est un sous-espace vectoriel de C% défini sur
k, et Vi est un sous-espace vectoriel de C% défini sur Q.

Si Gy est défini sur R, alors T (R) = Ty (R) x T (R) C R? et

expgr g Ter (R) — G'(R)
(X1, ma) = (T1,...,Tgy; P+t L. ePd)

b) Le théoréme du sous-groupe linéaire

Soit V un sous-espace vectoriel de C? sur Q. On s’intéresse au Q-espace vectoriel
VN L(G), oly, rappelons-le, G = Gy x Gy, Gop = G, Gy = G% et

m

_ —do

L(G) = expg' (G@)) = Q

x L4

Siyvn A©§ x {0}%) # {0}, alors ¥ N L(G) est de dimension infinie sur Q car il
contient ¥V N AQQO X AHS.SV qui est un Q-espace vectoriel de dimension > 0. De méme,

si VN ({0}% x Qé) # {0}, alors V N L(G) contient Az pour tout A € L et tout
z € VN ({0}% x Q¥), donc le Q-espace vectoriel V N L(G) est encore de dimension
infinie.
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Théoréme 2.6* (théoréme du sous-groupe linéaire). — Soient dj et dy deux entiers
>0 avec d = dy + dy. Soit V un sous-espace vectoriel de C? tel que

VN (@° x {03 ={0} et VN ({0}* x Q") = {0}.

Alors le Q-espace vectoriel V N L(G) est de dimension finie majorée par

dimg (VN L(G)) < di(d - 1).

Il est important de remarquer que les conditions V N AQQO x {0}%) = {0} et

VN ({0} x Q™) = {0} signifient que si G’ est un sous-groupe algébrique de G défini sur Q
et de dimension > 0, alors le C-espace vectoriel T (C) n’est pas contenu dans V. En effet,
comme nous venons de le voir, un sous-espace vectoriel de C¢ de la forme T/ (C) (avec
G sous-groupe algébrique de G défini sur Q) s’écrit T, (C) x Te, (C), avec Ty (C) = W
sous-espace vectoriel de C% rationnel sur Q et G} = 74 pour un sous-groupe A de Z%.
Si G’ est de dimension positive, alors ou bien W # {0}, ou bien A # Z%. Dans le premier
—dg

cas W contient un élément non nul de Q
—do

Q

contient un élément non nul de {0}% x Q.

, et Te/(C) contient un élément non nul de
x {0}%1 ; dans le second cas T (C) contient un élément non nul de Q% et Te/(C)

Fixons d nombres complexes us, ..., uq,, V1, .- ., V4, , non tous nuls. On s’intéresse aux
solutions de 1’équation

Brur + -+ + Bagudy + Aivi 4+ -+ Agyvg, =0

s Bag; My hay) € Chavee B, € Q, (1 < h < dy), et
et € @x (1 <i < dy). Le théoreme 2.6* dit que, sauf cas triviauz, Pespace des solutions
est de dimension finie sur Q. Les deux cas triviaux sont les suivants.

e S’i] existe une solution non triviale pour laquelle A\; =--- = A4, =0:

ou les inconnues sont (S, .

Bruy + -+ 4 Ba,uag, =0

avec 0 # (B1,...,04,) € @mc“ alors pour tout 8 € Q, (851, .

solution.
o Sl existe 0 # (by,...,bq,) € Q% vérifiant

.y BBdy;0,...,0) est une

broy + -+ bayva, =0,

alors pour tout A € £, (0,...,0;Ab1,..., Abg, ) est une solution.

Exercice. Montrer que si V un sous-espace vectoriel de C? tel que

V(@ x {03y ={0} et VN ({0} xQh) = {o},
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alors il existe un hyperplan H de C* contenant V tel que

HO @Y x{0y") = {0} et HA({0}* xQ") = {0}.
En déduire que, dans le théoréme 2.6%, il n’y a pas de restriction a supposer que V est un
hyperplan de C?.

On déduit de ce théoreme 2.6* de nombreux corollaires. Pour commencer, le théoreme
de Gelfond-Schneider est équivalent au cas particulier dg = dy = 1, d = 2 (c’est la forme [5]
du théoréme 1.3*). Ensuite le théoréme des six exponentielles équivaut au cas particulier
do =0, dy = d =2 (c’est la forme [3] du théoréme 1.7*). On peut aussi donner un corollaire
du théoréme 2.6* (correspondant au cas particulier dy = 0, d; = d) qui généralise la forme
(2] du théoreme 1.7* :

Corollaire 2.7*. — Soit M une matrice d x ¢ & coefficients dans L, avec £ > d(d —1). On
suppose que les ¢ vecteurs colonnes de M sont linéairement indépendants sur Q. Alors le
C-espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes de M dans C? contient un élément
non nul de Q%.

Dans ce corollaire 2.7%, on ne peut pas remplacer I'’hypotheése ¢ > d(d — 1) par
£ > d(d—1)/2. Voici en effet un exemple d’hyperplan V dans C? qui vérifie VN Q? = {0}
et dimg(V N £%) > d(d — 1)/2 : on choisit d éléments A1, ...,\s dans £, linéairement
indépendants sur QQ, et on considere 'hyperplan d’équation

21A1 + 4 2qghq = 0.

Comme Ay, ..., A\g sont Q-linéairement indépendants, on a VN Q% = {0}. Pour 1 <i < d
et 1 <j <d avec i < j, le point de coordonnées (z1,...,zq4) avec

zn =0 UOC%HM?M&J \smﬁs“bwf Ns.”v,w; Nw”|v:

appartient & cet hyperplan et aussi & £?; les d(d — 1)/2 points ainsi obtenus sont
linéairement indépendants sur Q.

Noter que, pour minorer le rang d’une matrice a coefficients dans £ par un entier > 3,
il n’est pas suffisant de supposer les lignes linéairement indépendantes sur Q et les colonnes
linéairement indépendantes sur Q : considérer par exemple les matrices de la forme

0 A2 ... A
X, 0 ... 00
N, 0 ... 0

qui sont de rang 2.
D’autres minorations de rangs de matrices a coefficients dans £ sont connues ; voir en
particulier [W 1983b], [W 1988], [R 1988b], [R 1992a].

Voici un autre cas particulier du théoreme du sous-groupe linéaire.
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Corollaire 2.8* (théoréme de Baker homogéne). — Soient A1,...,\, des éléments
de L qui sont linéairement indépendants sur le corps Q des nombres rationnels ; alors ces
éléments sont linéairement indépendants sur le corps Q des nombres algébriques.

Démonstration du corollaire 2.8 comme conséquence du théoréme 2.6*.
On démontre 2.8* par récurrence sur n. Pour n = 1 le résultat est banal. Pour n = 2 il
est équivalent au théoreme de Gel’fond-Schneider (énoncé [1] du théoreme 1.3*), et nous
avons vu que le théoreme 1.3* était équivalent au cas dy = dy = 1, d = 2 du théoreme 2.6*.
On suppose donc que Ap, ..., A\,41 sont des éléments de £ qui sont Q-linéairement
dépendants. On suppose aussi, comme nous le permet I’hypothése de récurrence, que
Al,... A sont Q-linéairement indépendants. Il existe alors une unique relation de
dépendance linéaire de la forme

\QHV; + - +\Qﬁ\/§ = V,SXTT

avec des nombres algébriques (1,...,0,. On va utiliser le théoreme 2.6* avec dy = n,
di = 1,d = n + 1. Soit V I'’hyperplan de C"*! d’équation z,+1 = A121 + - + AnZn.
Comme Ay, ..., A, sont Q-linéairement indépendants, on a ¥V N (Q" x {0}) = {0}. On a
aussi trivialement V N ({0} x Q) = {0}. Enfin V contient les n + 1 vecteurs colonnes de la

matrice
10 B
0 - 1 B,
A1 A Anpr

Comme d;(d—1) = n, le théoréme 2.6* montre que ces vecteurs colonnes sont linéairement

dépendants sur Q, donc Ay, ..., A,41 sont linéairement dépendants sur Q et 5y, . .., 3, sont
tous rationnels. []
Remarque. L’énoncé 2.8* possede une version non-homogéne :

Si des éléments A1, ..., A\, de L sont Q-linéairement indépendants, alors les nombres

1,A1,..., A\, sont linéairement indépendants sur Q.

Ce théoreme, du & Baker, est une conséquence d’une version plus précise du théoreme 2.6* :
Sous les hypothéses du théoréme 2.6*, si W est un sous-espace de C?, rationnel sur
Q, de dimension t, contenu dans V, alors

dimg (VN L(G)) < di(d—t —1).

L’existence de W n’est pas une hypothese restrictive : on retrouve le théoreme 2.6* en
prenant W = 0.

Démonstrations du théoréme de Baker non homogéne en utilisant la borne

dimg (VN L(Q)) < dy(d—t —1).



Chapitre III. — Groupes algébriques linéaires

Premiére démonstration. On écrit une relation

Bid1+ -+ BuAn = Bat1,

avec des nombres algébriques [i,...,0nh+1 et des éléments Ay,...,\, de £ qui sont
linéairement indépendants sur Q (donc sur Q, d’apres le théoreme homogene). On va
utiliser le théoréme 2.6* avec dg = n, d; = 1, d = n + 1. Soit V I'hyperplan de C™*!
d’équation z,4+1 = A\121 + - -+ Apzp,. On vérifie, exactement comme dans la démonstration
du cas homogene, que 'on a VN (Q" x {0}) = {0} et VN ({0} x Q) = {0}, et que V contient
les n vecteurs colonnes de la matrice

0o --- 1

Moo A
qui sont clairement linéairement indépendants sur Q (et méme sur C). Comme d; = 1 et
d =n+1, le théoréme 2.6* entraine t = 0, c’est-a~dire V D@:t ={0}; 0or (B1,...,Bn+1)
appartient a V D@:t. Donc 1 =+ = fpy1 = 0.
Deuxiéme démonstration. On écrit une relation

Bo+ Bid+ -+ Bucidn—1 = A,

avec des nombres algébriques [g,B1,...,0n—1 et des éléments Ai,...,\, de L. Par
récurrence sur n on peut supposer que les nombres 1,31,...,5,_1 sont Q-linéairement
indépendants. On va utiliser le théoreme 2.6* avec dy = 1, dy = n, d = n + 1. Soit V
I’hyperplan de C**! d’équation z, = 2o + 3121 + - -+ + Bu_12n_1. Comme les nombres G;
sont algébriques, on peut prendre W = V et t = n. On a trivialement VN (Q x {0}) = {0} ;
d’autre part, comme les nombres 1,1, ..., 8,1 sont linéairement indépendants sur Q,
on vérifie V N ({0} x Q?) = {0}. Le théoreme 2.6* entraine V N (Q x L") = {0}; or
(Bo, A1---,An) appartient & VN (Q x £™). Donc By = A =+~ =\, =0. []

Les énoncés de transcendance que nous venons de citer ne sont pas les plus généraux
connus, méme pour la fonction exponentielle usuelle : on sait minorer le rang de matrices

de la forme
By By b do

B, M)} od

ou By, B1, By ont des coefficients algébriques, tandis que M a ses coefficients dans £. Les
Wo v engendrent sur C un sous-espace vectoriel de C? rationnel sur
2

By
M
de £(G). Quand le rang de la matrice est < d, tous ces vecteurs colonnes se trouvent dans
un hyperplan de C.

On trouvera dans les articles de Roy cités dans la bibliographie des résultats encore
plus généraux concernant le rang de matrices dont les coefficients sont des combinaisons
linéaires de logarithmes de nombres algébriques.

vecteurs colonnes de A

@, tandis que les vecteurs colonnes de A v engendrent sur Q un sous-espace vectoriel
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¢) Application au probléme de densité

On conserve les notations G = G% x G% et K = QN R. De plus on pose

mp(G)=d+1 et mp(G) =di(d—1) +2.
Ainsi, avec la notation du chapitre II, §7, on a mg(G) = m(G(R)). Le premier coefficient
mg(G) nous sert & énoncer une condition nécessaire de densité, alors que le second donnera
une condition suffisante.

Maintenant si I est dense dans G(R), alors pour tout sous-groupe algébrique G’ de
G, T/TNG'(R), qui est 'image de I" dans le groupe des points réels du quotient G/G’, est
dense pour la topologie réelle dans G(R)/G’(R).

Lemme 2.9. - Soit I' un sous-groupe dense de G(R)? = R% x (RY)%. Soit G’ un sous-
groupe algébrique de G = G¥ x G% de dimension < dim G. Alors T'/T' N G’ (R) est dense

dans QQ\Q\X%CO. En particulier si T est de type fini, on a
rang; (/TN G'(R)) > mg(G/G).
Noter que la condition écrite dans la conclusion entraine, comme il se doit, rang,I" >
mg(G) (prendre G’ = {0}).

Théoréme 2.10. — Soit ' un sous-groupe de type fini de G(R)? N G(K).
a) Si
rang; (T'/T N G'(R)) > mp(G/G")
pour tout sous-groupe algébrique G' de G, défini sur K, de dimension < dim G, alors
I'NG(R)® est dense dans G(R)°.
b) Si
rangz (I/T'NG'(R)) > mp(G/G") +d —1

pour tout sous-groupe algébrique G’ de G, défini sur K, de dimension < dim G, alors T
contient un sous-groupe de rang mg(G) qui est dense dans G(R)°.

Démonstration. Soit £ le rang de I" sur Z ; on définit

Y = mﬁumwﬁﬁjv CRY
c’est un sous-groupe de type fini de R? de rang ¢, dont I'image par exps est I' N G(R)?;
dire que I' N G(R)? est dense dans G(R)? équivaut & dire que Y est dense dans R¢, donc
(proposition 4.3 du chapitre IT) que pour tout hyperplan réel V de R?,

rang; (Y/Y NV) > 2.

1) On commence par établir le résultat suivant :
supposons £ > mg(G) ; supposons aussi

V(K% x{0}") ={0} et VN ({0} xQ™M)=/{0}
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alors I'inégalité désirée rang, C\\ Y NV) > 2 est bien vérifiée.
On démontre cela en utilisant le théoreme 2.6* ; on écrit une équation de I’hyperplan réel
V dans R? et on consideére I’hyperplan complexe V de C? défini par la méme équation, de
sorte que V = VN R?. Les hypotheses sur V impliquent
—do

Y@ x {0}") = {0} et VN ({0}% x Q) = {0}.

Enfin, puisque Y NV est contenu dans £(G) NV, on peut utiliser le théoréeme 2.6* :
rangz (Y NV) < dimg(V N L(G)) < di(d — 1) = mp(G) — 2;

on en déduit I'inégalité annoncée : rang, (Y/Y NV) > 2.

2) L’hypothese que nous avons faite (dans la premiere partie de la démonstration) sur
I'hyperplan réel V' s’écrit : il n’y a pas de sous-groupe algébrique de G, défini sur K,
de dimension positive, dont l’espace tangent soit contenu dans V. On ne fait plus cette
hypothese, mais on suppose

rang (I/T N G'(K)) > mp(G/G')

pour tout sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K avec dim G’ < dim G. On considere
le plus grand sous-groupe algébrique connexe G’ de G, défini sur K, tel que T (R) soit
contenu dans V. Il est défini de la maniere suivante : G' = G{) x G, ot G{(R) est le sous-
espace vectoriel de Go(R) engendré par la projection sur Go(R) de VN (K% x {0}%), tandis
que G} (R) = exp Aﬂnm (R)), olt T (R) est le sous-espace vectoriel de Tg, (R) engendré par
la projection sur Tg, (R) de V N ({0}% x Q™). On vérifie que, dans I'espace tangent
T4 (R) = Ty (R) de G(R) = G(R)/G'(R), hyperplan V = V/Tg:(R) vérifie la condition
suivante : il n’y a pas de sous-groupe algébrique de G= G/@G, défini sur K, de dimension
positive, dont ’espace tangent soit contenu dans V.

On applique le résultat démontré en 1) au sous-groupe ¥ = Y/Y N T (R) de T%(R),
dont I'image par exps dans G(R)est T =T/T NG (K) :

expg

YC Teg(R) —— (R) DGK)DOT

YC T=(R) —2¢, (G)(R) >G(K)>T.
On peut donc conclure :

rang, (Y/Y NV) = rang, (Y/Y N V) > 2.

3) Grace au lemme 1.8, la partie b) du théoréme 2.10 résulte maintenant de la partie
a) et du théoréme de Roy (théoréme 7.2 du chapitre II) avec B = G(R)?, n = d et
m(R) = mg(G). [J
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Exercice. On considére un sous-espace vectoriel L de R sur Q et on note Q son image par
Uapplication exponentielle :

Q=expL= Am\/w >m_ﬁw CRXY.

Soit 0 : N — N wune application. On suppose que pour tout entier d > 1 et pour tout
hyperplan V' de R? satisfaisant V N Q% = {0}, on a

dimg(V NLY) < 6(d).

Soient d un entier positif, G le groupe algébrique G2, et T' un sous-groupe de type fini de
o4

a) On suppose que, pour tout sous-groupe algébrique G' de G de dimension < d, on a
rangy Aﬂ\ﬂ n Q\Q%vvw 0(8) + 2,

ot § est la dimension de G/G'. Alors T est dense dans (RY)%.
b) On suppose que, pour tout sous-groupe algébriqgue G' de G de dimension < d, on a

rang; ([/T N G'(R))> 6(6) +d + 1,

ot § est la dimension de G/G'. Alors T contient un sous-groupe de rang d+1 qui est dense
dans (RX)%.

Corollaire 2.11. — Soient dy > 0, d; > 1 et £ > 1 des entiers, oy;, (1 <i<dy,1<j<¥)
des nombres algébriques réels positifs multiplicativement indépendants et Bp;, (1 < h < do,
1 < j <£) des nombres algébriques réels. On définit v, ..., 7, dans K% x (KX)% par

J\u.HAQH?...:Q&OQ.MQ:;..JD&:.Y AHMQMNY

et on désigne par I le sous-groupe de K% x (K} )% engendré par ces { éléments. On désigne

aussi par Ty la projection de T sur K% : c’est le sous-groupe additif de K% engendré par
81y, e, avec

B = (Brjs- -+ Baoj)s (1<j<0).
Enfin on pose d = dy + d.
a) On suppose que Tg est dense dans R%. Si ¢ > dy(d — 1) 4 2, alors T' est dense dans
R0 x (RY)h.
b) On suppose, pour tout sous-espace vectoriel V' de R% rationnel sur K avec V # R%,

rang; (To/ToNV) > d+ 1.
Sit > dy(d—1)+d+1, alors T' contient un sous-groupe de rang d+1 dense dans R% x (R )41.

Démonstration du corollaire 2.11. L’hypothese que les di¢ nombres a;; sont multiplica-
tivement indépendants assure que les sous-groupes algébriques G’ de G pour lesquels
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I'NG'(K) # {0} sont de la forme G’ = G{, x Gy, avec G|, sous-groupe algébrique de
Gy ; pour un tel sous-groupe G’,

rangy (I'/T N G'(K)) = rang; (T'o/To N GH(K)).

Pour démontrer la partie a) de I’énoncé, on utilise I’hypothese que T'y est dense dans R% :
quand G, est un sous-groupe de Gy de dimension < dy (ce qui ne concerne que le cas
dp > 1),ona

rangy (To/To N GH(K)) > mr(Go/Gp);

mais Go/G) est de la forme GS avec § > 1, donc mg(Go/Gh) = § + 1 > 2, tandis que
mp(Go/Gp) = 2; inégalité
rang; (T/T' NG/ (K)) > mp(G/G)

est donc bien vérifiée pour tous les sous-groupes algébriques G’ de G avec dim G’ < dim G
pour lesquels ' N G'(K) # {0} ; pour les autres, c’est-a-dire quand I' N G'(K) = {0}, on a

rang; (I'/T N G'(K)) = rang, () > mg(G) > mi(G/G).
Pour démontrer la partie b) du corollaire 2.11, on utilise I’hypothese
rang (To/ToNV) >d+1
pour tout sous-espace vectoriel V' de R% rationnel sur K avec V # R% ; on en déduit
rang; (T/T NG/ (K)) >d+1=mp(G/G')+d—1

pour tout sous-groupe G’ de G défini sur K avec dim G’ < dimG et 'NG'(K) # {0} ;81 G’
est un sous-groupe algébrique de G défini sur K tel que dim G’ < dim G et T'NG'(K) = {0},

rang (I/T N G'(K)) = rangy(T') > mp(G) +d — 1 > mp(G/G') +d — 1,

donc on peut appliquer la partie b) du théoréme 2.10.

Remarque. On déduit aussi du corollaire 2.11 le cas réel du théoreme de Baker homogene,
c’est-a-dire I’énoncé suivant :
si aq,...,a, sont des nombres algébriques réels positifs multiplicativement indépen-
dants, les n nombres log oy, . . ., log o, sont linéairement indépendants sur Q.
Pour déduire cet énoncé du corollaire 2.11, on considere une éventuelle relation de
dépendance linéaire de longueur minimale ; il s’agit de vérifier :

si aq,...,an41 sont des nombres algébriques positifs et multiplicativement indépen-
dants et si (1,...,0, sont des nombres algébriques réels tels que les nombres
1,81,..., B, soient linéairement indépendants sur Q, alors

QH HOWQH + - nTQﬁLO%Qﬂ_ wm ~O®Q3+H.
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On choisit alors un nombre algébrique positif ag tel que les n + 2 nombres «y, ..., an4+1
soient multiplicativement indépendants et on applique le corollaire 2.11 avec dy = n,
di1 =1, { =n+ 2, au sous-groupe de R™ x R} engendré par les n + 2 points

A%C.u..j%:m.w_omoﬁ.v“ AHMQMSVv

(Brs- s Prlogangt) et (0,...,0;log ).

§3. Indépendance algébrique de logarithmes et densité

Nous poursuivons 1’étude, commencée dans le paragraphe 2, de la densité dans
G(R) = R% x (R*) d’un sous-groupe de type fini de G(K) = K% x (K*)% o K = QNR
est le corps des nombres algébriques réels. Nous étudions maintenant la situation d’un point
de vue conjectural.

Les cas particuliers étudiés au paragraphe 1 pourraient laisser espérer que le coefficient
mp, dans le théoréme 2.10 pourrait étre remplacé par mg. Nous montrons pour commencer
qu’il n’en est rien. Nous énongons ensuite la principale conjecture concernant les loga-
rithmes de nombres algébriques, puis nous montrons comment elle permet de donner une
réponse complete (mais conjecturale !) au probléme de densité pour les groupes algébriques
linéaires.

a) Un contre-ezemple

Question Un sous-groupe de type fini T de G(K) N G(R)°, dont la projection sur
tout quotient (G/G')(K), avec G’ sous-groupe algébrique de G défini sur K de dimension
< dim G, vérifie

acmNAﬂ\ﬂ n Q\QQV > mg(G/G'),

est-il alors dense dans G(R)? ?

Cela voudrait dire qu'un sous-groupe de type fini ' de G(K)NG(R)? de rang > mg(G),
est dense dans G(R)? si et seulement si pour tout sous-groupe algébrique G’ de G, défini
sur K, vérifiant 0 < dim G’ < dim G, I'/T' N G'(K) est dense dans (G/G")(R)°.

La réponse est positive pour d; = 0, d’apres la proposition 4.3 du chapitre II. L’étude
que nous avons faite au paragraphe 1 montre que, si la conjecture des quatre exponentielles
est vraie, alors la réponse est encore positive pour d = 2.

Exercice. En utilisant le théoréme 2.10, montrer que la réponse est positive quand dq =1,
dy > 0.

Nous allons montrer que la réponse est négative pour G. Nous indiquerons ensuite
comment étendre ce contre-exemple aux groupes G%, d > 3.

Le point de départ est la remarque suivante (déja faite aprés ’énoncé du corollaire
2.7*) : quand aq,ag, as désignent trois nombres algébriques réels positifs multiplicative-
ment indépendants, hyperplan de R? d’équation

z1logay + zologas + z3logas =0
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contient trois éléments de £3 linéairement indépendants sur Q, & savoir les trois vecteurs
colonnes de la matrice antisymétrique

0 —logas logas
log a3 0 —logay |,
—logas logay 0

(voir & ce propos la remarque de M. Langevin citée dans [W 1983b], p. 1014 ; comparer
aussi avec le théoréme 6 de [R 1992a]).

Considérons maintenant six nombres réels algébriques positifs multiplicativement
indépendants o, e, a3, B1, B2, 3, et posons

Yo = OQTQM?Q&Y "= AHQQwuH\QwY J\MHAH\QWQHTQHV» QwHAQwuH\QH“HV.

Soit I" le sous-groupe de (K)? de rang 4 engendré par vo,71,72,73. Nous allons montrer :
T" n’est pas dense dans G%vav mais pour tout sous-groupe algébrique G’ de G de dimension
1 ou 2, I'/T' NG'(K) est dense dans (G/G')(R)°. En particulier cela implique que, pour
tout sous-groupe algébrique G’ de G tel que dim G’ < dim G, on a

rang (I/T N G'(K)) > mp(G/G").

Passons aux logarithmes : on définit un sous-groupe Y = Zyo+Zy1 +Zys +Zys = oxﬁmH (1)
en posant
yo = (log B1,10g Ba,log B3), y1 = (0,log a3, —log a2),

Y2 = A| MON QHWQOJ—OWQHV, Ys = COWQNu |~OW QTOV.

11 s’agit de vérifier : Y n’est pas dense dans R®, mais pour tout sous-espace vectoriel V de
R3, rationnel sur Q, de dimension 1 ou 2, Y/Y NV est dense dans R?/V.
Le fait que Y n’est pas dense dans R? est facile : la forme linéaire ¢ : R® — R qui
envoie (z1, T2, x3) sur z1 logay + x2log as + 3 log az n'est pas nulle, et p(Y) C Zp(yo)-
Nous allons maintenant vérifier que, pour tout hyperplan V' de R3, rationnel sur Q,
on a
rang; (Y NV) = 1.

En effet, si by 21 +bazz +b323 = 0 est une équation de V avec (b1, ba, b3) € Q3\ {0}, alors un
élément soyo + s1y1 + S22 + s3y3 de Y, avec (sg, 81, 52, 53) € Z*, appartient & I’hyperplan
V si et seulement si
by (solog B1 — s2log az + s3log aa) + ba(so log B2 — s3log ay + s1log as)
+b3(so log B3 — s1log ag + s2logay) = 0.

De l'indépendance linéaire des six nombres log a1, log s, log as, log (1, log B2, log B3 on
déduit sg =0 et

0 |®fw @w S1 0
@w 0 |~: S92 = 0
\@w @w 0 S3 0
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0 —bs bo
Comme la matrice | b3 0  —by | est derang 2, I'espace des solutions (so, $1, S2,83) €
by b 0

Q* du systeme d’équations est de dimension 1 sur Q, engendré par (0, b1, b2, b3), ce qui
démontre bien rang; (Y N V) = 1 quand V est un hyperplan rationnel sur Q dans R3. De
plus on obtient aussi Y N D = {0} quand D est une droite de R? rationnelle sur Q (écrire
D comme intersection de deux hyperplans rationnels sur Q).

On a donc rang;(Y/Y N V) = 3 pour tout hyperplan de R? rationnel sur Q, et par
conséquent Y/Y NV est dense dans R?/V (qui est isomorphe & R). D’autre part si D
est une droite de R? rationnelle sur Q, alors Y/Y N D est de rang 4 dans R3/D (qui
est isomorphe & R2); un hyperplan de R3/D, rationnel sur Q, s'écrit V/D, ot V est
un hyperplan de R3, rationnel sur Q, qui contient D ; alors la projection de Y/Y N D
sur (R3/D)/(V/D) = R3/V n’est autre que Y/Y NV, qui est de rang 3. On peut donc
appliquer la partie a) de la proposition 1.6 pour conclure que Y/Y N D est dense dans
R3/D.

Cette construction se généralise & R? de la maniére suivante. Prenons 2d nombres
algébriques réels positifs multiplicativement indépendants aq,...,aq,01,..., 34, €t con-
sidérons le sous-groupe I' de (R})? engendré par les d(d — 1)/2 + 1 points

i = (@ma; ™) = (a1 el L), (1<i< < d),
et
Yo = A\QT s QQ&V.
Lemme 3.1. — Pour tout sous-groupe algébrique G’ de G% de codimension § > 0, on a

1
rang; ([/TNG'(R)) > 6d+1— MQQ +1);
mais I' n'est pas dense dans (R})%.

Ainsi, pour 1 < 6 < d, le sous-groupe G’ de G défini par les équations 23 = - = 25 = 1

est de codimension J, et il contient v;; pour § < i < j < d, donc

rang;(TNG'(R)) > ~(d—6)(d— 56— 1)

N —

et

rang, (/T NG'(R)) < Sd(d—1) +1 - WE\ S)d—6—-1)=6d+1— w%f ).

N

Démonstration. L’espace tangent & I'origine T (R) de G’ est un sous-espace de T (R) = R4
rationnel sur Q, de codimension 0 ; on écrit des équations de ce sous-espace :

d
SoPa=0,  (1<k<0),
h=1
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avec b ... b9 linéairement indépendants dans Z<,
b = (b, 07) ezt (1<k<d).
Soit
> Ty + Zyo
1<i<j<d
le sous-groupe de R? engendré par
@&.HQ:Lomflmriommsvﬁ:m@q (1<i<j<a)

et

= (log 1, . .., log Ba).
On a

rang; ([/T N G'(R)) = rangy (Y/Y NTe (R)).

Un élément

M SijYi; + SoYo
1<i<j<d

de Y appartient & T/ (R) si et seulement si 'élément s = (s;5, sp) de Z4~1D/2+1 vérifie

d
MU @m& MU 54 (0nilog aj — dpjlogay) + solog B, | =0 pour 1<k<54.
1<i<j<d

L’hypothese d’indépendance linéaire des nombres log a, .. ., log ag, log 41, . .., log B4 per-

met d’écrire ces conditions

d

h—1
so=0 et Mm%&il M meQ& 0
i=1

j=h+1

pour 1 < h<detl<k<J.

Par conséquent le rang sur Z de Y/Y NT¢(R) est égal au rang du systéme de dd+ 1 formes
linéaires

Lo=Xo, Lu= Mx%@ M X, (1<h<d 1<k<9)
i=1 j=h+1

en les indéterminées Xy, X;;, (1 <i < j < d).
Pour h et k entiers vérifiant 1 < h < det 1 <k <4, et pour ¢ et j entiers vérifiant
1 <i<j<d, le coefficient n::& de X;; dans Ly, est

o U sih=i
G =AW sih=j

0 sinon.
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On a supposé que les éléments b, ... b étaient linéairement indépendants. Quitte &
changer de systéme générateur du Z-module engendré par b ,b®) on peut se ramener

au cas ou
bY =0 powr1<i<k<gsetby” #0 pourl<k<o.
Alors m@;& est nul pour 1 < i < k < h, tandis que pour 1 < i =k < h, il vaut @MSQE.. La

matrice des L:S avec l <k <h<detk <§ dunepart, 1 <i<j<deti<ddautre

part, est Hdmsms_mqmu avec pour diagonale
1 1 § 5
(R SN N A
cette matrice est donc inversible, de rang

5(6+1)

(d—1)+(d—2)+ 5

+(d—8)=do—

Il reste a vérifier que I" n’est pas dense dans A%Hvﬁ ce qui revient a dire que Y n’est
pas dense dans R?; il suffit d’exhiber une forme linéaire non nulle ¢ : R — R telle que
rang;¢(Y) < 1. On prend pour cela

o(x1,...,xq) = z1logay + -+ - + x4log ag,

de sorte que o(Y) C Zp(yo). [
On remarquera que, pour d >3 et 1 <§ <d,onadd>d+ (1/2)6(6 + 1), donc

5d+1— W%: 1)>6+1=ma(G/G).

Par conséquent pour chaque entier d > 3 on trouve un contre-exemple & la réciproque du
lemme 2.9 pour G&.

Exercice. Soit d un entier > 3 et soit G = G%. Montrer qu’il existe un sous-groupe de type
fini de G(K) = (KX)?, de rang > mg(G), dont la projection sur tout quotient (G/G')(K),
avec G’ sous-groupe algébrique de G vérifiant 0 < dim G’ < dim G, a une image dense
dans (G/G")(R)°, mais qui n’est pas dense dans G(R)?

Indication. Avec les notations du lemme 3.1, prendre un sous-groupe algébrique de
dimension maximale G’ de G, dim G’ < dim G, tel que I' = T'/T' N G'(R) ne soit pas dense
dans G(R), ou G désigne le quotient G/G'. Vérifier rang, (') > E%AQY et montrer que
les projections de T sur les quotients de G (distincts de {0} et de G) sont denses dans les
points réels.

Etant donné que, pour 1 < <d, on a

1 1
— — > —
od muagws w%a 1),
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le groupe I' que nous venons de construire satisfait
1
rang; (I/T N G'(R)) > 3 (6(6 —1)+2);

le théoréme 2.10 montre qu’il n’y a pas d’exemple ol le coefficient 1/2 soit remplacé par
1 : si un sous-groupe I' de (K} )¢ vérifie

rang; (T/TNG'(R)) > 6(6 — 1) +2

pour tout sous-groupe algébrique G’ de G¢, de codimension § > 1, alors ' est dense dans
(RY)™.

Exercice. Montrer que la conjecture 3.3 ci-dessous entraine la méme conclusion sous
Uhypothése

rang,, (T/T N G'(R)) > w% ) +1

Indication. Voir le corollaire 2 p.278 de [R 1988b].

b) La conjecture d’indépendance algébrique

La principale conjecture dans ce domaine est la suivante (voir [Si 1949], p.84, fin du
chapitre IIT; [G 1952], p.177, fin du chapitre IIT; [L 1966], p.31, fin du chapitre IIT) :

Conjecture 3.2 (conjecture d’indépendance algébrique). Soient A1,...,
des éléments de L qui sont Q-linéairement indépendants; alors ces éléments sont
algébriquement indépendants.

On ne sait pas encore démontrer qu’il existe deux éléments de £ qui sont algébri-
quement indépendants !

Exercice. La conjecture 3.2° implique trivialement les deus résultats suivants :

a) Si A1, A2, A3, Aq sont quatre éléments de L linéairement indépendants sur Q, alors
A1de # Az

b) Si A1, A2, A3 sont trois éléments de L linéairement indépendants sur Q, alors A Ao # ym.
Vérifier que ces deux énoncés a) et b) sont aussi conséquences de la conjecture des quatre
exponentielles 1.57. Démontrer ensuite la réciproque : les deux énoncés a) et b) impliquent
la conjecture des quatre exponentielles 1.5

Indication. On pourra utiliser 'identité

(aX +bY +cZ)X =Y Z = (a+bc)X> — (Y — cX)(Z — bX).

Exercice. (D’aprés D. Roy). Montrer que la conjecture 3.2° est équivalente & I’énoncé
suivant :

Soient n un entier positif, X une sous-variété algébrique affine de C" définie sur Q, P un
point de X dont les coordonnnées sont dans L et V le plus petit sous-espace vectoriel de
C™ rationnel sur Q qui contient P. Alors V est contenu dans X.

Nous utiliserons le cas particulier suivant de la conjecture d’indépendance algébrique :
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Conjecture 3.3” (conjecture d’indépendance algébrique homogéne réelle). -
Soient «q,...,a, des nombres algébriques réels positifs multiplicativement indépen-
dants. Si P € Z[Xy,...,X,] est un polynome homogene non nul, alors le nombre
P(logai,...,logay,) n'est pas nul.

¢) Application au probléme de densité

Soient £, dy et dy des entiers > 0 avec £ > 0 et d = dy+d; > 0, a;; et B4; des nombres
algébriques réels, (1 < h <dy, 1 <i<dy, 1< 5 <L), avec a;; > 0 pour tout (4,5); on
définit 1, ..., 7, dans K% x (K})¢ par

(1<j<o,

Vi = AQG;..JQ&ONMQCQ..;Q&QY

et on note I le sous-groupe de R% x Q%Hv& qu’ils engendrent :
I'= AA%H\Q:H +- mamtﬁgww e D\MMVHMEMQOLM&MAH ;8= A%H“ s VMNV € NNW

On choisit une base (61, .. .,6,) dans K3 du sous-groupe multiplicatif engendré par les dy ¢
nombres a;; et on écrit

T
a; = [[ 05,  (<i<d, 1<j<0),
p=1

avec des b;;, dans Z.
Passons aux logarithmes : on définit encore un sous-groupe Y = Zy; + - -+ + Zy, de
R? par

Y; = AQHQJ...v@&oumwomcﬁuv:‘LOWD&:.Y AH M.w < Nv

Lemme 3.4. — Si la conjecture 3.3" est vraie, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) le sous-groupe I' est dense dans R%™ x (RY)% ;
(i1) le sous-groupe Y est dense dans R?;

(#i1) il existe (z1,...,2,) dans (RY)" tel que le sous-groupe de R% x (R)% engendré par
JHJ A udN“ avec
T T b
Ny = Q:T.JQ&Q&E&Winuf.q:&.b«:kw 5 AHMQMNVQ
p=1 p=1

soit dense dans R% x (RY)% ;
(iv) il existe (£1,...,&,) dans R" tel que le sous-groupe de R? engendré par

\mw:;...u\w&o.\mMTC\»Mbu...QMW&Q\»ME ) AHMQMNVv
p=1 p=1
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soit dense dans R,

Démonstration. L’équivalence entre (i) et (ii) d’une part, (#ii) et (iv) d’autre part, provient
du fait que I’application exponentielle attachée au groupe algébrique G = G x G4 sur
R:

. . .U v,
CXPer - AQT...J\Z&SCT..JG&HVI AQT..J:&DJN Yeoe &Hv

établit un isomorphisme de groupes topologiques entre R% et R% x %.HVS, L’implication ()
= (ii1) (resp. (it) = (iv)) est banale : on prend z, = 0, (resp. £, = log6,) pour 1 < p <r.
C’est seulement pour établir 'implication (iv) = (i4) que la conjecture d’indépendance
algébrique homogene réelle va étre utile.

Supposons que le sous-groupe Y de R% n’est pas dense : il existe une forme linéaire
non nulle ¢ : R? — R telle que ¢(Y) C Z. On choisit une base 21, ..., 2 de Y NKer ¢ :

4
2= (2rny e, ) = 385y,

j=1

(1<7<e),

avec des mmi dans Z, et

t = rang; (Y NKer ¢) =rang,Y —rang;p(Y) > rang;V — 1.

Comme ¢(z;) = 0, la matrice ijv a un rang < d. On écrit les coeflicients de

1<r<t1<i<d
cette matrice : pour 1 <7 <tetl1<i<d,

¢ (7) ;
> i=18; Bij pour 1 < i < dy,

MUMHH mmi > o1 bidg jologl, pour dy <i <d.

Zri =

Etant donné que les nombres logfy,...,log#, ne vérifient pas de relation algébrique
homogene non triviale (grace a la conjecture 3.3° que l'on admet), si &1,...,&, sont des
nombres réels et si on pose

0 T
Crim S s B
ST S bicdg e pOUrdo < i <d,

pour 1 < i < dy,

la matrice ?r:v a encore un rang < d. En renversant I'argument, on déduit que

1<7<;1<i<d
le sous-groupe de R? engendré par

m:.f.;QQE;M@CKE:;M@S?@ , (1<5<0),
p=1 p=1

n’est pas dense et assertion (iv) n’est pas satisfaite. [

Exercice. On admet la conjecture 3.3°. Soient ag, ay, Bo, B1 des nombres algébriques réels
positifs. On pose
I = {(agat, BoB7"); (k,€,m) € Z°} € (RY)%.
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a) On suppose que ag et By sont multiplicativement dépendants. Montrer que T' est
dense dans A%va si et seulement si les trois nombres ag, a1, 51 sont multiplicativement
indépendants.

b) On suppose que g et By sont multiplicativernent indépendants. Montrer que les deux
conditions suivantes sont équivalentes

(i) T est dense dans (RY)?.

(i1) Les deux nombres ag, a1 sont multiplicativement indépendants, et les deux nombres
Bo, 01 sont multiplicativement indépendants.

Le lemme 3.4 suggere une condition nécessaire et suffisante (conjecturale) pour
quun sous-groupe de type fini de G(K) N GR)? = K% x (K})% soit dense dans
G(R)? = R% x (RY)®%.

Conjecture 3.57 (conjecture de densité pour les groupes algébriques linéaires
commutatifs). — Soient I un sous-groupe de type fini de G(K)NG(R)? de rang ¢ ; soient
Y1, ..., des éléments de I" linéairement indépendants sur 7Z. On désigne par H I"adhérence
de Zariski de Z(v1, . . ., ve) dans G*. Alors T est dense dans G(R)° si et seulement s’il existe
(n1,...,m) € H(R) tel que le sous-groupe Zmy + - - - + Zn, soit dense dans G(R)°.

Du lemme 3.4 nous allons déduire :

Lemme 3.6. — La conjecture 3.5° est équivalente & la conjecture 3.5°.

Démonstration.

Conjecture 3.8° = Conjecture 3.5

Si H est I’'adhérence de Zariski du sous-groupe Z (71, . . ., ve) de (G% x G%1)*, engendré par
le point (y1,...,7¢), alors la composante connexe de l'origine de H(R) est

HR)? = i (wo3@1,...,3) € R X (RY)"

ﬁ
) b,

woBng; [ [ «bo
p=1

C R x (RY)™¢

1<h<dy,1<i<dy,1<5<e

(voir lexercice & la fin de la section ap) du paragraphe 2). Il suffit donc d’appliquer le
lemme 3.4.

Congjecture 3.5° = Conjecture 3.5°

Nous n’utiliserons la conjecture 3.5° que pour les groupes G&, avec d > 2. On sup-
pose que la conjecture d’indépendance algébrique homogene réelle n’est pas vraie : il
existe des nombres algébriques réels positifs multiplicativement indépendants, 61, ...,6,,
tels que les nombres log#y, .. .,log 6, vérifient une relation de dépendance algébrique ho-
mogene non triviale. Soit P € Q[X1,...,X,] un polynéme homogéne non nul tel que
P(logby,...,logh,) = 0. Le lemme 3.7 ci-dessous affirme qu’il existe des nombres ra-
tionnels

@&mmm@g AHM&A&JHA&A&JHAQA%Y
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tels que la matrice carrée
T
M(Xy,...,X,) = M bijoXo R
e=t 1<i,j<d

a coefficients dans QX1 + - - - + QX ait pour déterminant Nm\%wﬁﬁ. Ainsi la matrice M
est de rang d, mais le rang de la matrice

M(logy,...,logb,) = (> bij,logf,
o=1

1<i,j<d
est < d.
On choisit des nombres algébriques réels positifs a1, ..., aq tels que les d + r nombres
g, ...,aq, 01,...,0, soilent multiplicativement indépendants et on définit des éléments de
(K5) pax
T
Y =(a1,...,aa), =0k ,  1<j<d
o=1 1<i<d
Le sous-groupe de Q%UA engendré par o, . .., 74 n’est pas dense, car les vecteurs colonnes
de M(logbs,...,log6,) appartiennent & un méme hyperplan.
Soient z1,...,2p, &1,...,& des nombres réels positifs dont les logarithmes sont
algébriquement indépendants. On pose
”
mo= (8, = | [[#h , 1<j<d
o=1 1<i<d
Pour montrer que le sous-groupe engendré par ng, 71, - . . , g est dense dans G%Jx;ﬁ on utilise

) m&v € NR‘I/AOT

la proposition 4.3 du chapitre II : il s’agit de vérifier que pour tout (so, .
le déterminant de la matrice

log &
N'\N\H >*QON.HHJ...“~OWHQAV
log &4
S1 -+ Sq So

n’est pas nul. Ce déterminant est un polynome en log &y, ... ,log&,, dont le terme constant
est spdet M(logzy,...,logz,). Si sp # 0, alors det M' # 0. Si s9 = 0, alors on a
(s1,...,84) # (0,...,0). On compléte le vecteur (sy,...,sq) en une base de R? avec d — 1
vecteurs lignes de la matrice M (log x4, ...,logx,) ; si i est I'indice du vecteur ligne de cette

matrice qui n’a pas été utilisé, le coefficient de log¢; dans le déterminant de M’ n’est pas
nul. On obtient ainsi un contre exemple & la conjecture 3.5 pour le groupe G%,. []

La démonstration du lemme 3.6 a utilisé le résultat suivant, dit & D.Roy [R 1988a],
Prop. 3 (voir aussi [R 1990b], Prop. 3.3) :
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Lemme 3.7. — Soient A un anneau commutatif unitaire et n un entier.

a) Tout polynéme de anneau A[Ty,...,T,] est le déterminant d’une matrice carrée &
coefficients dans le A-module A + AT, + -- -+ AT,,.
b) Pour tout polynéme homogéne f de A[Ty, ..., T,], il existe une matrice carrée de format

d x d a coefficients dans le A-module ATy + --- + AT,, dont le déterminant est H%\%m\&.

Démonstration.

a) On désigne par R = A[Ty,...,T,] Panneau des polynémes & coefficients dans A en n
indéterminées. Pour chaque entier d > 1, on note Ry le sous-A-module de R formé des
polyndmes de degré total < d. Ainsi Ry = A+ ATy +- - -+ AT, tandis que Ry est engendré
comme A-module par les monomes 17" --- T2 avec a1 + -+ + ap < d. Quand E et F'
sont deux sous-A-modules de R, on désigne par EF' le sous-module de R engendré par les
produits zy, (r € E, y € F). Donc Rq = R1R4—1 pour tout d > 2.

On remarque déja que si une matrice M a ses coefficients dans FF ou E et F sont
deux sous-A-modules de R, alors il existe une matrice P dont les coefficients sont dans
E, et une matrice @Q dont les coefficients sont dans F, telles que M = PQ. En effet on
peut écrire M = My + - - -+ Myyy, avec yq, ...,y dans F', et les matrices My, ..., M, ont
toutes le méme format que M, et sont a coeflicients dans E. Si M est de format d x ¢, on
peut prendre par exemple P de format d x (tf) et @ de format (t£) x £ :

y1le
P=(M - M), Q=|: |,
Yl
ou I, est la matrice identité ¢ x £.
On remarque ensuite que si P est une matrice p X ¢ et () une matrice ¢ X p, alors

det(PQ) = det Albw MV .

Pour le voir il suffit de multiplier cette derniére matrice a gauche par la matrice A a 0 v

P I,
I, Q
0 PQ

dont le déterminant est 1; le produit est A v dont le déterminant est égal a celui

de PQ.
Ces deux remarques montrent que toute matrice carrée M a coefficients dans R4, avec
d > 2, a le méme déterminant qu’une certaine matrice carrée a coefficients dans Ry_1.

Par récurrence on déduit qu’il existe une matrice a coefficients dans R; ayant le méme
déterminant que M.

b) Soit f € A[Ty,...,T,] un polynoéme homogene. D’apres a), il existe une matrice carrée
M & coefficients dans A+ ATy + - - -+ AT, telle que f(1,T4,...,T,) = det M. On remplace
dans M chaque coefficient de la forme ag+a1Ty +- - - +a, Ty, par agTo+a1 T+ -+anT),. []

Exercice. Soit P un polynéme de degré D en n variables ; montrer qu’il existe une matrice
carrée, de format d x d, avec d < (n+ 1)P~1, 4 coefficients dans A + ATy + -+ + AT,
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dont le déterminant est P.
Indication. Reprendre la démonstration, mais en utilisant la relation suivante, pour des

matrices carrées My, My, ..., M, de méme format k X k :
—X, I,
det(My + My X1 + -+ + M, X,) = det Ty :
X, I
M, -+ M, My

Exercice. Soit S l'anneau x:u&:q .. .mesv_ des polynémes en mn inconnues N@Cvn (1<

i <n,1<j<m). Montrer que tout élément de S est le determinant d’une matrice M de
la forme

Moo Mo
My M
M= . .
Mo M
ot Mj; a ses coefficients dans A sii ou j s’annule, tandis que, pour j =1,...,m, Mj; a
ses coefficients dans le sous-A-module L; de S engendré par uﬁtu e k«ﬁmv
Ezemple : tout polynome dans l'anneau A[X1,...,Xn, Y1,...,Ys] peut étre écrit sous la
forme
My M
det | My M]
M, M}

ot les matrices My, My, Mo, M, ont leurs coefficients dans A, la matrice M{ a ses
coefficients dans AXq1 + -+ AX,, et M} a ses coefficients dans AYy + - -+ + AY}.
Indication (d’aprés D. Roy). Soit P € S. D’apres le lemme 3.7, P = det N ou N est
une matrice a coefficients dans

\»@H\H@...@H\S.

Donc on peut écrire N sous la forme

I
I
N=No+Ni+--+Np=(No N1 ... Np)| .|,
I
ot N a ses coefficients dans A tandis que N; a ses coefficients dans L; pour j = 1,...,m.
On désigne par I la matrice identité de méme taille que N. On a
I 1 ... I 0 00 ... 0 =N
I 0 ... 0 Ny I 0 ... 0 Ny
det | 0 I o 0 Ni | —qet |0 I .. 0 N | —=4detN.
00 ... I N, 00 ... I Np
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Nous avons vu (dans la démonstration du lemme 3.6) que le cas particulier dg = 0
de la conjecture 3.5 suffisait pour impliquer la conjecture 3.37, qui & son tour implique la
conjecture 3.57. Par conséquent les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout entier d; > 0, le groupe algébrique G& possede la propriété de densité.
(ii) Pour tout dy et d; entiers > 0 avec d = dgy + dy > 0, le groupe algébrique @mo X @Mw
possede la propriété de densité.
Ainsi la situation conjecturale contraste avec ce que l'on sait démontrer : dans le théoreme
2.10, les facteurs G, recelent des informations non redondantes.

Lemme 3.8. — La conjecture 3.5° est vraie dans le cas particulier d, = 0.

Démonstration. Quand d; = 0 et dy = d, le groupe G(R) des points réels du groupe
algébrique G = G? est le R-espace vectoriel R?. Soit T' un sous-groupe de type fini de
R? de rang ¢, et soit (71,...,7¢) un systéme générateur de I' comme Z-module. Si H est
I'adhérence de Zariski dans G du sous-groupe Z(71, . . . ,Y¢), alors H(R) est le sous-espace
vectoriel de R% engendré par ce point :

H(R) = {(n=,...,7z); v € R}.

Alors Zry; + -+ 4 Zry; est dense dans R? si et seulement s’il existe € R tel que
Iy + - - - + Zrypx soit dense dans R?. []

Voici un exemple pour terminer cette section :

Corollaire 3.9. — Sous les hypothéses du corollaire 2.11, si on admet la conjecture 3.37,
alors pour que T' soit dense dans R% x c%ﬂif il faut et il suffit que I'on ait £ > d + 1 et
que Ty soit dense dans R%.

Démonstration. Une implication est banale : si I est dense dans R% x (R%)%, alors d'une
part la projection Ty de I' sur le facteur R% est dense et d’autre part on a ¢ = rang,(I") >
mg(G) = d + 1. Pour la réciproque, on utilise la conjecture 3.5 : le fait que les di¢
nombres o;; soient multiplicativement indépendants assure que I'adhérence de Zariski H
du sous-groupe de G* = G%* x G%* engendré par le point (Bhjs ij)1<h<do,1<i<di,1<j<t
vérifie m.c.»%vo = AA&OQ:N@Hﬁ.VHMbM&aLM@.M&LM.w.Mﬁ A&ou&ﬁ.v € R x Q%HVSNW. Il reste a
montrer qu'il existe (2;5)1<i<d; 1<j<¢ € A%HVSN tel que le sous-groupe Zny + - - - + Zn, de
R0 x (R¥)% engendré par
nj = Bujs- - Bagsi ¥1js - - s Tarj),  (1<j <)

soit dense dans G(R)? = R% x (RY)%. On prend des nombres réels t;;, (1 < i < di,
1 < j <{), qui sont algébriquement indépendants (sur Q, donc sur K) et on pose z;; = e'is,
(1<i<dy,1<j<0).1lsagit de vérifier que pour tout (si,...,s) € Z*\ {0}, la matrice

B o By o Pue
Baor 0 Bagi o Bage
M= tn - ti; - tlu
lay1 o+ tayy o tage

N IR )
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est de rang d 4+ 1. Comme T est dense dans R%, la matrice obtenue en ne conservant
que les dy premieres lignes et la derniére est de rang dp + 1 (c’est la proposition 4.3 du
chapitre II qui le dit). On considére un mineur non nul de M de format (do+1) x (do +1).
Les dop + 1 colonnes correspondantes de M sont linéairement indépendantes sur R. Comme
les nombres t;; sont algébriquement indépendants sur K et que £ > d + 1, tout systeme
de d + 1 colonnes de M contenant les dy + 1 colonnes choisies est encore libre sur R. On
applique encore une fois la proposition 4.3 du chapitre II pour conclure. []

Exercice. On considére un sous-espace vectoriel . de R sur Q et on note Q son image par
Uapplication exponentielle :

Q =explL = ﬁm\/ ym_ﬁw C RX.

1. On fait l’hypotheése suivante :
toute famille Q-linéairement indépendante d’éléments de IL est algébriquement libre
sur Q.
Soient d un entier > 0, G le groupe algébrique G, et T' un sous-groupe de type fini de Q%
de rang £ ; soient v1, ..., des éléments multiplicativement indépendants de I'. On désigne
par H Uadhérence de Zariski de Z(1, . ..,7) dans G°. Alors T est dense dans (RY)? si et
seulement s’il existe (n1,...,me) € H(R) tel que le sous-groupe Zm + - - - + Zn, soit dense
dans (R)%.

2. Réciproquement, on suppose :
si d est un entier > 0, G le groupe algébrique G¢, T' un sous-groupe de type fini de Q¢
de rang ¢, vy, . . ., ve des éléments multiplicativement indépendants de I, si H désigne
I'adhérence de Zariski de Z(71,...,7,) dans G¢ et s'il existe (n1,...,m.) € H(R) tel
que le sous-groupe Zn; + - - -+ Zng soit dense dans (R )?, alors I est dense dans (R})?.
Sotent A1,..., Ay des éléments Q-linéairement indépendants de L et P € Q[X1,..., X,]
un polynéme homogéne non nul. Vérifier P(A1,..., A\p) # 0.

§4. Groupes algébriques linéaires sur C

—d
Soit I' un sous-groupe de type fini de Q

X A@x Y41, On veut savoir si I' est dense dans
Cd x (C*)%. Au groupe algébrique G = G x G% on associe un groupe algébrique G
défini sur R, dont le groupe des points réels est isomorphe & G(C). La réponse & la question
de densité fera intervenir les sous-groupes algébriques de G.

Le cas dy = 0, G = GZ est facile, grace a la proposition 6.1 du chapitre II. On
reprendra I’étude des sous-groupes de C*, (G = Gy,) qui a été commencée dans la section
c) du paragraphe 1 ; on ’étendra ensuite aux sous groupes de type fini de (C*)4, (G = GZ,)
avant de considérer le cas général.

a) Sous-groupes de C%
Le probleme de la densité de sous-groupes de type fini de C% a fait I'objet de la
proposition 6.1 du chapitre II. On définit une application ¢ : C* — C2?9 par

(21, 2d) = (Z15- -1 2d} By -+ -, 2d)-
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Quand T est un sous-groupe de type fini de C?, on pose I= e@);

I'={(y,9);vel}cc*

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est dense dans C.
(ii) Pour tout hyperplan compleze H de C*%, on a

wmmeAw\w NH)>2.

Choisissons une base (71, ..., v¢) du Z-module I et posons 7; = ¢(v;), (1 < j < ¢), de sorte
que I’ = Z4, + - - -+ ZA;. L’adhérence de Zariski Z de Z (31, . ..,7;) dans (C24)¢ = G24(C)
est le plus petit sous-espace vectoriel sur C de C2% contenant le point (¢(1),...,¢(ye)) :
si on écrit v; = (Bi5)1<i<a, (1 < j < ¥0), alors

Z = {(2Bij 2Bij)i<i<a<j<e; 2 € Ch.

L’intersection de Z avec I'image diagonale de ¢ est le plus petit sous-espace vectoriel sur
R de C?% contenant le point (o), ()

— —d . —
Quand T est contenu dans G(Q) = Q, ce sous-espace est rationnel sur K = QN R. On

notera enfin que les conditions (i) et (ii) précédentes sont encore équivalentes a la suivante :
(iil) Il existe x € R tel que Zavy, + - - - + Zary, soit dense dans G(C) = C%.

b) Sous-groupes de C*
On a vu (dans le paragraphe 1, section c¢)) que I'étude de la densité dans C* d’un sous-
groupe de type fini T faisait intervenir le sous-groupe I' C (C*)? défini par

L={(,7);vel}.

On pose
C? et ¢: C* — (C2

p: C —
z = (2,2) t —  (41)

Le groupe algébrique G2, est linéaire; on le plonge habituellement dans GLy de facon
diagonale, mais il y a d’autres plongements. Considérons ’application
f: (C2 — GL2(C)
Lt +t) %t —ta)
(t1,t2) +
IwA? —t2) WQH +t2)
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Le déterminant de la matrice est

1 1
N? +19)% — NE —t9)2 = t1ty.

L’image de 6 est un sous-groupe de GLo(C) :

9((C*)?) = AA b @v :(u,v) € C2 w40 £ & C GLy(C).

—v u

On définit une sous-variété algébrique G de GLy de la manitre suivante : on écrit GLs
comme 'hypersurface d’équation (X;X4 — X2X3)X5 = 1 dans l'espace affine Aj et G
est la sous-variété d’équations X1 = X4, X2 = —X3. On peut donc voir aussi G comme
I'hypersurface algébrique d’équation T3(T? + T2) = 1 dans Az. Le groupe des points
complexes du groupe algébrique G est

2

m?

Le groupe algébrique G est isomorphe sur C au groupe G, mais il n'y a pas

d’isomorphisme sur R entre ces deux groupes algébriques. La variété G est définie sur
R (et méme sur Q), et ses points réels forment le sous-groupe

G®) = ﬁ § J (@y) € B2, @éipi c G(O)

—y T

qui est isomorphe & C* par 6 o ¢ : pour z + iy € C* on a

Oop(x+iy) =0(x+iy,x —iy) = A\a@ Nv

Plus généralement, si K est un sous-corps de C, ’application

a b _ L Jatib sii=+vV—-1¢K,
I@g A@._.S.@,@IS.Sm:.mN

donne un isomorphisme

= [ K(i)* siig K,
Qﬁawﬁwxxwx siieK.

On obtient I'application exponentielle exps de mﬁﬁv en composant avec 6 I'application
exponentielle de (C*)? :

expg C? - (C*)?
(21,22) — (e™,e*)
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et
T4(C)=C* — G(C)

wnmﬁ + e*2) W?S — e*2)

expg = 0 oexpg: :

(z1,22)

—5(e7 —e®2)  L(e*t +e%2)

Comme 6 est un isomorphisme, les noyaux de expg et de expgz sont les mémes, & savoir
N2

AM\SH. Nv : eXpg2

ﬁm m Aﬁ X vw

eXpa /. 0
G(C).

La restriction de expg au sous-espace (C) est 'application exponentielle de @e%v On
écrira donc T5(R) = ¢(C) (qui est un R-espace vectoriel de dimension 2). Le C-espace
vectoriel C? admet comme base (1,1) et (i, —i); on définit une R-structure sur C? en
considérant le R-sous-espace vectoriel engendré par ces deux éléments :

ﬁm = AANH AT&NMQNH |&NMVM AN?NMV mﬁww
U
e(C)  ={(z+iyz—iy); (z,y) € R*}.
On a le diagramme commutatif (ot expg_ est application exponentielle usuelle z — €7) :
c P, cx
2 0o
expg g

To(R) —<5%  G(R)
N . N
Ts(C) —25 G(C).

Le noyau de expg  est (2inZ), sous-groupe de rang 1 de Ti5(R).
D’apres le lemme 1.11, si G’ est un sous-groupe algébrique de G, lintersection G’ (R)
de G'(C) avec G(R) est 'image par I'isomorphisme 6o ¢ de 1'un des sous-groupes suivants :
ﬁxq d« H%H X f2n,  Hn,

avec n entier > 1.

Remarque. La construction qui vient d’étre faite est un cas particulier de la restriction des
scalaires. Quand k est un corps de caractéristique nulle et A une k-algebre commutative
unitaire, ayant une base finie ey, ..., e; comme k-espace vectoriel, on peut définir une loi
interne sur ’espace affine de dimension d de la maniére suivante :

AHH“...J&AVA@T..Q@&V = A\HAHJEV,...J\.RA%“@VY
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ou les polynémes fi,..., fq dans k[X1,..., X4, Y1,..., Yy sont définis par :

(wre1 + -+ xqeq)(yrer + - - - +yaea) = fr(z,y)er + - + falx, y)eaq.

En écrivant 1 = uje; +- - - +ugeq, on obtient un élément unité v = (uq, ..., uq). On montre
qu’il existe un polynéme D € k[Xq,..., X, ayant la propriété suivante : si B est une
k-algeébre commutative, pour (x1,...,xq) € B, le systéme d’équations

filw,y) =wi,  (1<i<d)

a une solution (y1,...,y4) € B? si et seulement si D(z) € B*. On note T4 le groupe
algébrique défini sur k, ouvert de Zariski de A4 défini par D(z) # 0. Pour toute k-algébre
B, T4(B) est un groupe, et T4 (k) = A* est le groupe des unités de A.

Par exemple si on prend pour A un corps K extension finie de k, le groupe algébrique
ainsi obtenu, noté Ty, est le tore associé a extension K/k. Le groupe Ty (k) est K>,
alors que T/ (K) est (K*)4. On dit aussi que Tk i, est le tore obtenu par restriction des
scalaires de Gy, de K a k; on note encore T/, = Resg /i (Gm). Nous reviendrons sur cette
question dans le chapitre suivant.

X

c) Densité dans (C*)?¢ de sous-groupes de (Q")?
Soit d un entier > 1. On conservera la notation 6 : (C*)? — GL2(C) pour I'application
qui a été introduite ci-dessus, mais maintenant ¢ et ¢ désigneront les applications

p: €4 — C*H et ¢: (C)4 — (Cx)
z = (2,2) t — (1)
On pose
6 : (Cx)2d — GL24(C)
(t1,. . tasth, ..., ty) —  diag(0(t1,t)),...,0(ta, th))

L’image, qui est évidemment isomorphe & (C*)?¢  est le groupe G (C) des points complexes
d’un sous-groupe algébrique G de GLog, de dimension 2d, défini sur Q. Ce sous-groupe
algébrique est isomorphe sur C au groupe algébrique G2¢. L’application §¢ o ¢ donne un
isomorphisme de (C*)¢ sur le groupe G(R) des points réels de la variété algébrique G. On
définit T5(R) = ¢(C?), qui est un R-espace vectoriel de dimension 2d, isomorphe & C¢ par
¢, contenu dans T (C) = C?4, et on a encore un diagramme commutatif

expgd
i

ﬁ& Aﬁxv&

@ 0%00
TA(R) —2S%,  G(R)
N N

expgs ~

T-(C) —2P6, G().

Le noyau Q de expg est (2i7Z)??, tandis que celui de expga g est le sous-groupe suivant de
rang d de T5(R) :

Or = ¢((2inZ2)?) = Z2ine; + -+ + L2imey,
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oll €1,...,€eq désigne la base canonique de C? et € = (g,—€5), (1< j<d).
Comme groupe topologique, G(C) est isomorphe & (C*)?? et G(R) & (C*)?, ce qui
donne

m(G(C)) =2d+1 et m(G(R)) =d+1.
On pose EGAWV = EAQQQV et E%A@v = EAQQ@V

Les sous-groupes algébriques de G sont obtenus en prenant les images par 8% des sous-
groupes algébriques de G2?; ils sont donc indexés par les sous-groupes A de Z2? : I'image
par 8¢ du sous-groupe 74(C) sera notée G4(C) :

G = (b otasth, 6 € G 6 (50352 =1 pourtont (a,0) € A},

Le groupe des points réels de Ga est G4a(R) = G4(C) N QQ@ :

Q\—Q%v“ﬁAwHQ...v&&mMHV..;MQVMAwwu...aﬁ&VmAﬁXv&u
4 ...umh&m& ...mm@ =1 pourtout (a,a’) € \5.

L’espace tangent a l'origine de G4(C) est le plus grand sous-espace vectoriel contenu dans

ox@m% AmmAﬁvv :

d
Tg,(C) =< (2,2) e C¥; MASN& +ajz]) =0 pour tout (a,a’) € A
i=1

C’est un sous-espace vectoriel de C2¢ rationnel sur Q, et

d
Tg,(R) =4 (2,2); 2 € CY, MUASN& +a;z;) =0 pour tout (a,a’) € A
i=1

Le noyau de I'application exponentielle de G4(R) est
Ker expg, g = §(2imn, —=2imn); n = (n1,...,nq4) € Z4,
d
MUAS —al)n; =0 pour tout (a,a’) € x@ C Tg, (R).

=1

Si k est son rang, alors d — k est le rang de Iimage de A dans Z? par I'application
(a,a') —a—d.

Soit G’ un sous-groupe algébrique de G de codimension § ; désignons par « le rang sur
7 du noyau de expgs . La composante connexe de I’élément neutre de G'(R) est isomorphe
au quotient de R?¢=% par un sous-groupe de rang &, donc

mg(G') = BAQ\Q@V = dim G’ — rang;Ker expg p+1=2d -8 — k +1;
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de méme
mg(G/G') = m(G(R)/G'(R)) = dim(G/G") — rang (Ker expg qip) +1=0—(d—r)+1.

Quand T est un sous-groupe de type fini de (C*)?, on définit I =00 ¢(T) ; c’est un sous-
groupe de G(R), et T est dense dans (C*)? si et seulement si I' est dense dans G(R). Si T
est dense, alors pour tout sous-groupe algébrique G’ de mq I'image de T dans le quotient
G(R)/G'(R) est encore dense, donc

rangy Gn\w NG'(R)) > B%AQ\QQ.

Soient v1,...,7; des éléments de A@xi multiplicativement indépendants, et soit I'
le sous-groupe multiplicatif (de rang ¢) qu’ils engendrent. On veut donner des conditions
suffisantes qui entrainent que T' est dense dans (C*)<.

Exercice. En s’inspirant des démonstrations des corollaires 2.11 et 3.9, établir le résultat
suivant. Soient a;; (1 < i< d, 1< j <) des nombres complezes algébriques non nuls,
tels que les 2dl nombres i, @;; soient multiplicativement indépendants. On désigne par
V5 € A©xvg le point de coordonnées (avj,. .., aq), (1 <j <L), et par T le sous-groupe de

—X

(Q")? qu’ils engendrent.
a) Si £ >2d(2d — 1) +2, alors T est dense dans (C*)<.
b) On admet la conjecture 8.5°. Si £ > d+ 1, alors T est dense dans (C*).

Nous allons donner un résultat plus précis que celui proposé dans l’exercice précédent.
On définit

Y =expg, (D) = Zyy + -+ + Zyg + Z2imey + -+ + Z2imeq C C.

On pose encore Y = ©(Y); il s’agit de vérifier que pour tout hyperplan complexe H de
C24, on a rang (Y /Y N H) > 2. Rappelons la notation

Qr = Ker expa p = ﬁQw@.ﬁNu&v = 72imél + - - - + Z2imeéy.

On remarque que Y contient Qg ; si SE@NAWM% / QrNH ) > 2, alors I'inégalité & démontrer
est claire. On peut donc supposer que le nombre n = Smea% / @% N H) est égal & 0 ou 1.
On considere le sous-espace de C?? engendré par Q2% N H : c’est le plus grand sous-
espace de C?¢ rationnel sur Q contenu dans H, donc c’est le plus grand sous-espace de
la forme T/ (C) qui soit contenu dans H, avec G’ sous-groupe algébrique de G. De la
définition de T on déduit que Qr N H est contenu dans T (R) : plus précisément

Ter (R) N Qr = H N Q.

En particulier la dimension de G’ est > d — 7.
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On pose V = H/T¢/(C); c’est un hyperplan de HQ\QAGY qui ne contient pas de
sous-espace de T \Q\Aﬁv rationnel sur Q de dimension > 0 (il ne contient pas de sous-
espace de la forme T /e (C), avec G” sous-groupe algébrique de G contenant G’ et

de dimension > dim G’). On pose encore Y’ = Y /Y N Te(R). Clest un sous-groupe de
type fini de T ¢ (R) dont l'image par lapplication exponentielle de G/G’ est contenue

—X

dans (G/G")(Q) ~ (@")°, avec § = dim G — dim G’. On est donc dans les conditions
d’applications du théoreme 2.6 :

rang; (Y’ NV) < dimg(L£° NV) <605 — 1).

Comme Y'/Y' NV et W\\W\ N H sont isomorphes, pour conclure & la densité de I" dans
(C*)? il ne reste plus qu’a vérifier la condition

rang,Y' > 0(60—1)4+2 on Y =Y/Y NTe(R) et dimG =2d—4.

On imposera cette condition pour tous les sous-groupes algébriques G’ de G pour lesquels

BmeAﬂQA%V DD%V =d—n avecn=0ouletd<d+mn.

Remarque a) : le cas n = 0. Un hyperplan H de C?¢ qui vérifie rang,, A.ID@%V = d contient
Qg, donc contient €7, ..., €7 (*). Par conséquent il a une équation de la forme

d
M%iww +2;,) =0,
k=1

avec (91,...,94) € C*\ {0}. L’intersection d’un tel hyperplan H avec ¢(C?) est 'image

par ¢ de

d
zeCe: M%wﬁo 2z =0
k=1

La condition

rang, (Y /Y NTer(R)) > 6(6 — 1) +2

dans le cas Qp C Ter (R) n’est autre que I’hypothése qui est nécessaire pour pouvoir
appliquer le théoreme 2.6* et garantir la densité du sous-groupe de A%Ug engendré par les
éléments

(el -« - lag]), (1<5<0).

(*) Noter qu'un tel hyperplan H ne contient pas ¢(C?), bien qu’il contienne I'image par
¢ d’une base de C?; mais ¢ n’est pas C-linéaire !
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Remarque b) : le cas n = 1. L’hypotheése que nécessite le théoreme 2.6* pour garantir la
densité du sous-groupe de U? engendré par les éléments

(/@i yagi/ag),  (1<7<0)
provient des hyperplans ayant une équation de la forme

d

> Owlzk—2) =0,

k=1
avec (01,...,94) € C*\ {0} et n=1.
Voici un exemple :

Proposition 4.1. — Soient o;;, (1 <i <d, 1 < j < () des nombres algébriques complexes

non nuls. On suppose que si S1,...,S¢, G1,...,a4, a,...,a,; sont des nombres entiers tels
que
d ¢ ,
aisj—a;sj _
ITITe5 s =1,
i=1j=1

alors ou bien s1 = --- = s = 0, ou bien a1 = --- = ag = a§ = --- = a/; = 0. On définit

v = (oaj,...,0q5) € AQXV& (1 < j <) et on désigne par I' le sous-groupe de A@xvm
engendré par yi,...,Y-

a) Si T est dense dans (C*)%, alors £ > d + 1.

b) Si £ > d?+4d+1, alors T est dense dans (C*)<.

c) Si £ > d?+3d, alors T' contient un sous-groupe de rang d + 1 qui est dense dans (C*)<.

Démonstration. La partie a) de I'énoncé résulte de 'égalité m((C*)?) = d + 1. Pour la

partie b), on remarque que si G’ est un sous-groupe algébrique de G tel que dim G’ < dim G ,
alors _ ~
YNTq Q%v =QrNTe Q%v

Pour le vérifier, on écrit qu'un élément

N a

@H M &ﬁ@gv._v M ?GAM&#D&
Jj=1 k=1

de Y appartient & un sous-espace de C?¢ rationnel sur Q :

d

MAP\N: +a,z,) =0,

v=1

avec (a,a’) # (0,0) ; on déduit de ’hypothese d’indépendance multiplicative :

d
s1=---=5,=0 et MAP\I@S?HP
v=1
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ce qui donne y € o((2i7Z)%) = Qg.
Ainsi Y/ = M\(‘\wv N T (R) a pour rang

rang,; Y’ = rang,Y — rang; Qs N Ter(R) = £ + 1.

Enfin, comme n < 1 et § < d+n, 'hypothése £ > d? +d + 1 entraine £ +n > §(5 — 1) + 2.

Pour démontrer la partie c¢) de la proposition 4.1, on utilise le théoréme 7.2 du chapitre
II pour R = (C*)? avec n = 2d. 1l s’agit de vérifier, si £ > d(d + 3), que tout sous-groupe
Iy de I de rang ; = £ —2d + 1 est dense dans (C*)?. Soient ~{,...,7;, des éléments
Q-linéairement indépendants de I :

14

/ ! / !/ LLEPN .
Y= (@ap), by =[]l (I<A<t, 1<i<d),
=1
N . . / /
ou la matrice entiere ASEVHMNMSM\/MS est de rang ¢;. Alors pour aq,...,aq, ay,...,a,
t1,...,te, dans Z, la relation
d 1
! oNaita (= \aitx _
z EAQSV @)t =1
i=1x=1
s’écrit
d ¢ ,
QiS5 =a; S5 _

E E Qij "% T = L

i=1j=1
avec

L1

85 = M m ata, (1<5<9

A=1

Comme les conditions s; = --- = sy =0et t; = --- = ty,, = 0 sont équivalentes, on peut

utiliser b) pour conclure que I'y est dense dans (C*)<. []

Probléme. Sous les hypothéses de la proposition 4.1, et en admettant la conjecture 3.3°,
peut-on déduire que T' est dense dans (C*)¢ dés que £ > d+17?

Exercice. Soit I' un sous-groupe de Aﬁxvm de rang 3. On suppose que I' n’est pas dense
dans (C*)2, mais que ses images par les applications (z1,22) — (21/|z1], 22/)22]) et
(21,22) + (|z1], |22|) sont denses dans U? et (RY)? respectivement. Montrer qu’il existe
une matrice carrée 3 X 3, a coefficients dans L, de déterminant nul, dont les lignes sont
linéairement indépendantes sur Q, dont les colonnes sont aussi linéairement indépendantes

sur Q, et qui n’est pas de la forme PMQ avec P et Q dans GL3(Q) et M antisymétrique.

Exercice. Soient oy, aa, a3 des nombres réels positifs et (1, 32,33 des nombres complezes
non nuls. On suppose que les six nombres aq, as, s, |51, |Ba], 83| sont multiplicativement
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indépendants, et que les trois nombres 31/|5], Qm\_mm_u Bs|Bs| sont aussi multiplicativement
indépendants. Montrer que le sous-groupe de (C*)3 de rang 4 engendré par

—1
1 Qg QMH B
asz |, 1], a; |, B2
ay? ai 1 Bs

n’est pas dense dans (C*)3, mais que ses images par les deux projections (21, 2o, 23)
(z1/)21]; 22/ |22], 23/ |23]) et (21,22,23) — (|z1],]22],]23]) sont denses dans U® et (RY)?
respectivement.

—do —X di

d) Densité dans C% x (C*)%4 de sous-groupes de Q ° x (Q")

PERTN P N . d,
On considere enfin le cas général ot G est le groupe algébrique G% x G&1, de dimension

d = dp + dy. En combinant les situations examinées dans les sous-sections a) et c¢), on
introduit un groupe algébrique linéaire commutatif ﬁeﬁ défini sur R, dont le groupe des
points complexes G(C) est isomorphe & G(C) x G(C), dont le groupe des points réels
mﬁ%v est isomorphe & G(C). On désigne par ¢ l'application de G(C) dans QQOV qui envoie
t € G(C) sur ¢(t) = (t,1) € G(C), de sorte que G(R) = #(G(C)). Pour T sous-groupe de
G(C), T = ¢(TI") sera I'image de T dans G(R).

On note ensuite ¢ : C¢ — C2? I'application qui envoie z € T(C) sur (2,%) € Tx(C).
L’image de ¢ est 'espace tangent & 'origine T5(R) de WQ@ Enfin expg p sera la restriction
a T (R) de I'application exponentielle de G. Quand on sépare la partie additive de la partie
multiplicative, on écrit

G(©) = { (v, v'); () € (CH)?, (v,0') € (€))7},

MJQAAOV = AAN?NHWNM:NCM ANovav € Aﬁ&ovmq ANTNC € Amﬂ&va
et

GR) = {(u,v;7,7); u € CP, v e (C)"},
MJQQ%V = AmNovNHMMONMva 20 € ﬁ&av 21 € au&w.

Le noyau de _
expe T(C) — G(C)
(20,2120, )+ (20, exp(21); 20, exp(2))
est Qc = ({0}% x Am;Nv&vmv sous-groupe discret de C2¢ de rang 2d; tandis que celui de

eXPa g - Ta(R) — G(R)

(20,21;%0,71) — (20, exp(21);Zo, exp(Z1))

est Qg = {0} x (2i7Z)%, sous-groupe discret de C¢ de rang d;. On en déduit

me(G) = m(G(C)) = 4ddo +2di +1,  mg(G) = m(G(R)) = 2do +di + 1.
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Noter aussi que 'on a m¢(G) = m(G(C)) = B%AQV =2dy+d; + 1.
Si G’ est un sous-groupe algébrique de Q le quotient G /G’ est un produit G% x G,
olt § = Jy + d1 est la codimension de G’ dans G. Enfin on a

mg(G/G') = dim(G/G") — rangy (Ker oxUQ\Qs%v + 1.
On pose encore

B_\%AQ\QQ _ MHQ —1)+2 mw SsmNAm% NTg/(R)) >dy — 1,
si rangy (Qr N T (R)) < dy — 1.
Soit I' un sous-groupe de type fini de G (C) et soit Y = expg*(l) € C4 image inverse de
T par exp, ; alors o(Y) =Y = GGQHGJV C Tg(R) est Vimage inverse de I’ par expg R et
on a équivalence entre les assertions
(i) T est dense dans G(C).
(ii) Y est dense dans C<.
(i) Y est dense dans T c(R).
(iv) T est dense dans G(R).
Noter que I et T ont le méme rang, disons /, tandis que Y et Y sont de rang £ + d;.

Proposition 4.2. — Soit I' un sous-groupe de type fini de G(Q).
a) Si T est dense (pour la topologie complexe) dans G(C), alors pour tout sous-groupe
algébrique de G défini sur K = QNR vérifiant dim G’ < &HBQ on a

rang, (T/T N G'(K)) > me(G/G).
b) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K avec dim G’ < dim Qv
SszAm\m NG'(K)) > my (G/G).

Alors T' est dense dans le groupe topologique G(C).
¢) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K avec dim G’ < dim G,

SmeAW\W NG'(K)) > my(G/G') +2d — 1.

Alors il existe un sous-groupe de I' de rang m¢(G) qui est dense dans G(C).

d) Supposons que la conjecture 3.3 est vraie; soient vi,...,7; des éléments de T
linéairement indépendants sur Z avec { = rangyl'; désignons par H [l’adhérence de
Zariski dans G* du sous-groupe Z(v1,...,%e, V1 --->7). Alors T est dense dans G(C)
si et seulement s’il existe (M1, ...,Me,Tq,---,7,) € H(R) tel que Zny + - - - + Zn, soit dense
dans G(C).
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Ezemple. Prenons dg = 0, d; = 1; pour un sous-groupe algébrique G’ de G défini sur R de
dimension 1 (et de codimension § = §; = 1), on a

~ H ™ Q\ H% 0 ~ %Xq
)= {3 3E32

tandis que pour un sous-groupe algébrique G’ de G de dimension 0 (et de codimension
=0, =2),ona

mp(G/) =2,

me(G/G) =3, mh(G/G') =4.

Le lemme 1.11 permet alors de déduire les parties b) et ¢) du théoréme 1.10 de la proposition
4.2.

Exercice. Soit T un sous-groupe de type fini de G(Q). On suppose qu’il existe des éléments

Viyoosyer, (avec £ > € = rang;T'), qui engendrent un sous-groupe d’indice fini de T, et

qui vérifient la propriété suivante : ~
il existe (1, ..., Mo, Ty, - - -5 T ) € H(R), ot H désigne 'adhérence de Zariski dans GY
du sous-groupe Z(y1, - - - s Yes V15 - - - » Ver ), t€l que Zny +- - - +Zny soit dense dans G(C).

Montrer que toute famille vy, ...,ve d’éléments de I' qui engendre un sous-groupe d’indice

fini vérifie la méme propriété.

Démonstration de la proposition 4.2. On désigne par Y C Tg(R) limage inverse de T’

par expg. Si I' est de rang ¢, alors Y est de rang ¢ 4 d;, car le noyau de expg, qui est
Qr = {0}% x (2inZ)%, est de rang d; sur Z. Posons, pour 1 < k < di,

er = (0,...,0,01k,...,04,%) € ﬁOw&o x 7%,

Alors I'image inverse dans T (R) de T' par expgs p est
Y = Zyy + - - + Ly + L2ime; + - - + L2imeq, = Ly + - - + Zys + Qp.

b) Pour vérifier que Y est dense dans T (R) on utilise la proposition 6.2 du chapitre IT :
il s’agit de vérifier que, pour tout hyperplan complexe de T (C), le rang de Y / Y N H est
> 2. Comme Y contient @%“ on peut supposer que Or / Qr N H est lui-méme de rang < 1,
c’est-a-dire que QrNH ‘est de rang > d; — 1. Dans ce cas soit G’ le plus grand sous-groupe
algébrique connexe de G, défini sur K, tel que T¢ (C) soit contenu dans H. Alors T (R)
contient @% NH,et _

rangy Ab_w NTe (R) > dy — 1.

Par hypothese le rang du sous-groupe I = I/TNG'(K) de @AENQZ\Q\QQ est > §1(0—1)+2.
Or I" est I'image, par I'exponentielle de (G/G’)(R), de Y/ =Y /Y NT¢/ (R). Par conséquent
on a

rang; Y’ > 6;(6 — 1) + 2.

On applique maintenant le théoreme 2.6 & V = H/T¢/(C) :

rang; (Y NV) < dimg (VN L(G)) < 6,(6 — 1).
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Ainsi on peut conclure
SBNNAW\\W NH) =rang;(Y'/Y' NV) >2

¢) La partie c) de la proposition 4.2 résulte de b), grace au théoréme 7.2 du chapitre II.
d) Si T est dense dans G(C), il suffit de prendre (7y,...,7¢) = (71,...,7) pour vérifier
la condition énoncée. Supposons inversement que I' n’est pas dense dans G(C). D’aprés la
proposition 6.1 du chapitre II, il existe des entiers (s1,...,S¢;1,...,t4,), nON tous nuls,
tels que la matrice suivante soit de rang < 2d :

Y1 Yoo 2imer  --- 2imeq,
Yy o Y —2imeq —2iTeq,
§1 v+ Sy t1 e ta,

On a noté, pour alléger I'écriture, y; pour le vecteur colonne de composantes
A\Q:a e QQ&:.N.LO@ Aljy-eey _OWQ&:.Y

Y, a pour composantes les conjugués des coordonnées de y;, et 2ime, est le vecteur colonne
dont les composantes sont les coordonnées de 2imey.

Maintenant on choisit une base 61, ..., 6,41 du Q-espace vectoriel engendré par 2im et
les d1£ nombres log a;, (1 <k < dj, 1 < j <{), avec 0,41 = 2im. On écrit chaque log oy
comme combinaison linéaire de 61, ...,6,1 & coeflicients rationnels :

r+1
log oy = MU brjol,-

o=1
Pour chaque = = (29,21, . .,2,) € C"*!, on définit &;(z) € C? par

r+1 r+1

&(@) = (20Brzs -+ s T0Buoss D b1joTor- s Y birjoTo)
o=1

o=1
avec 41 = 2im. La composante connexe H(R)? du groupe des points réels de I’adhérence

de Zariski H a laquelle il est fait allusion dans d) est I'image par exps. i du sous-groupe

{(&(@).&(2)) ;03 € CH} C TH(R)"
La proposition 4.2 se déduit facilement de ces arguments. []

Exercice. Déduire la proposition 4.1 de la proposition 4.2. _
Indication. Soit G = GY . Vérifier que pour tout sous-groupe algébrique G’ de G défini
sur R, on a _

mg(G/G') < d® +d+2;

de plus, si T¢/(R) contient Qg, alors

mp(G/G) < d® —d+2.
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85. Le plongement canonique d’un corps de nombres

Une autre application concernant encore un groupe linéaire (tore non déployé) provient
de questions posées par Colliot-Thélene, Coray et Sansuc, et dont la solution a été donnée
par D. Roy dans [R 1992b].

Proposition 5.1. — Soient k un corps de nombres, o1, . .., 0., des plongements distincts de
k dansR et oy, 41,...,0r +2r, des plongements distincts de k dans C avec 0,y 4ryti = O +i
pour 1 <i <rs. On pose

0 = (Ohu ey Tryrs) £ B — (RX)7 x (C)72,
Soient 71, ...,7v; des éléments de k* ; on suppose que les (ry 4+ 2r2)¢ nombres

TV, (1<i<r +2rm, 1<j<0)

sont multiplicativement indépendants. On désigne par I' le sous-groupe multiplicatif de k>
engendré par v1,...,7e et par o(I') son image dans (R*)™ x (C*)"=.
a) On suppose
NVA:A:\HTM sirg =0,
1 (ri4r)ri+ra+1)+1 sirg>1;

alors I'adhérence de o(T") dans le groupe topologique (R*)™ x (C*)™ contient (R})" x
(C).
b) On suppose (*)

‘> r2+1 siry =0,

Tl +re+ )2+ —1 sirg>1;

alors il existe un sous-groupe de o(T"), de rang r1 + 9 + 1, dont Iimage par o est dense
dans (R)™ x (C*)™.
c) Si la conjecture 3.3 est vraie, pour que I’adhérence de o(I") dans (R*)™ x (C*)"2 soit
réunion de composantes connexes, il faut et il suffit que I'on ait £ > r1 + 19 + 1.

On a toujours r1 + 2r9 < [k : Q], avec égalité quand on prend tous les plongements de
k dans C (alors o est le plongement canonique). On retrouve les exemples considérés dans
le paragraphe 1 en prenant r; +2ro = [k: Q] =2:
si le corps quadratique k est réel (r; = 2, o = 0), alors
le théoréme des six exponentielles montre que pour ¢ > 4, 'adhérence de 'image de I' dans
(R*)? contient (R)?; de plus, pour £ > 5, le groupe I' contient un sous-groupe de rang
3 dont I'image est dense dans (R})?;
la conjecture des quatre exponentielles implique que pour ¢ > 3, 'adhérence de 'image de
I dans (R*)? est ouverte ;
si k est imaginaire (r; = 0, ro = 1), alors
le théoréme des six exponentielles montre que pour £ > 3, o(T') est dense dans C* et pour
¢ >4, T contient un sous-groupe de rang 2 dont I'image est dense dans C* ;
la conjecture des quatre exponentielles entraine que pour £ > 2, le sous-groupe I' de k> a
une image dense dans C*.

(*) Ceci corrige la remarque 2 la fin de la section 4c de [W 1994]. ot (r1 +r2+1)2+7r9—1
a été malencontreusement remplacé par (r1 + 72 +1)2 + 1 — voir [W 1995].

101

102 Topologie des points rationnels

Démonstration de la proposition 5.1. On peut commencer par remarquer que le cas 7o = 0
résulte du corollaire 2.11 avec dg = 0, d; = d, tandis que le cas r; = 0 est une conséquence
de la proposition 4.1. - -

Passons au cas général. On pose G= G x G2, ot Gy2 a été défini dans le paragraphe
4

GZ(C) ~ (C)2, GR(R) ~ (C)™.

Ainsi

G(C) ~ (C*)*2r2 G(R) =~ (R*)™ x (C*)".

On a encore
~ R™ +MJ.

_ _ rri2r '
T =C" NUHQ%VI

G(C)

Le noyau de expg est (2imZ)"1+272 celui de sa restriction expa g a T, . est isomorphe &

~ G(R)
(2iwZ)™ ; on notera ce dernier Qg.

On désigne par Y le sous-groupe de R™ x C™ de rang £ + ry qui est I'image inverse
par I'application exponentielle de o(I"). On définit ensuite Y C R™ 272 et on considere un
hyperplan H de R™+272 d’équation

oy 4 by Ty F UYL o Uy Y, UYL+ Ul Y, = 0.

1l s’agit de vérifier ScmNCz\\W\ N H) > 2. On définit G’ comme le sous-groupe algébrique
connexe de dimension maximale de G tel que Tg/(C) soit contenu dans H. Le rang de
HnN @ﬁm sera noté ro —n. On peut supposer 7 = 0 ou 1, sinon le résultat est banal, puisque
Qg C Y. De plus, si 5 = 0, alors n = 0. Comme T¢ (R) contient H N Qg, la dimension de
G’ est au moins ry —1n. Les hypotheses faites sur I'indépendance multiplicative des nombres
oi(7;) permettent de vérifier

Y NTe (R) = Qr N T (R).

Alors le rang de Y/ = Y /Y N Tg/(R) est £+ 7. Soit & la codimension de G dans G : on
a G/G' ~ G avec § < r, + ry + 7. On pose encore V = H/Tg/(C). Le théoréme du
sous-groupe linéaire assure

rang; (Y ' NYV) <6(6 —1).

Mais d’une part on a
HmsmNAW\\W\ NH) =rang,(Y'/Y' NYV),

et d’autre part on déduit de I'hypothese sur £ et de la majoration § < ry + ro + 1 avec
n=0oulquel'onafl+n>3§6—1)+2. On peut donc conclure rang, (Y/Y NH) > 2. []

Remarques. Cela n’épuise pas le sujet. Il serait bon d’étudier le cas des groupes algébriques
linéaires plus en détail : d’une part voir ce qui se passe dans le cas des groupes commutatifs
non déployés, d’auéaires non commutatifs. Enfin nous reviendrons au chapitre V sur
I'aspect quantitatif et les mesures de densité effectives.



IV. — Le probléeme de densité pour les groupes algébriques

Dans ce chapitre on étend la discussion faite pour les groupes linéaires dans le chapitre
précédent a tous les groupes algébriques commutatifs. On commence par le cas facile des
courbes elliptiques sur R. On continue avec le cas général (sur R), et on étudie ensuite
plus en détail la situation pour les variétés abéliennes. La fin du chapitre est consacrée au
probleme de densité complexe.

On utilisera encore un résultat de la théorie des nombres transcendants — le théoreme
2.3* (théoreme du sous-groupe algébrique) — pour démontrer le théoréme principal de ce
chapitre, le théoreme 2.2. La situation conjecturale est moins facile que pour les groupes
algébriques linéaires (cf. [Be 1995]).

§1. Courbes elliptiques sur un corps de nombres réel

Soit E une courbe elliptique sur Q. Le groupe de Mordell-Weil E(Q) est soit fini (i.e.
de rang nul), soit infini (de rang > 1). Le groupe E(R) est soit connexe, soit composé
de deux composantes connexes; quand la courbe est écrite sous forme de Weierstrafl
y? = 42® — gox — g3, il y a deux composantes connexes si et seulement si le polynome
4x® — goxr — g3 a trois racines réelles, ce qui revient encore & dire que le discriminant
A = g3 —27g2 est > 0. La composante connexe de I'élément neutre E(R)? n’est pas bornée.
Les points rationnels de la courbe peuvent étre en nombre fini, ou bien denses dans E(R),
ou encore, quand il y a deux composantes connexes, étre denses sur une seulement de ces
deux composantes (et absents sur 'autre). Voici un exemple explicite de chacune de ces
situations.

e Pour p premier congru & 7 ou & 11 modulo 16, la courbe y?> = 2° + pz a une seule
composante connexe, et un nombre fini de points rationnels (cf. [Sil 1986], Chap.10

86, p.314).

e La courbe elliptique d’équation y?> = 2® — z a un groupe de Mordell-Weil sur Q
isomorphe & Z/27Z x Z/27Z, et possede deux composantes connexes réelles ; les points
rationnels ne sont denses dans aucune des deux composantes.

3

e La courbe elliptique y?> = 22 + 8772 a une seule composante connexe réelle, dans
laquelle les points rationnels sont denses ; cet exemple a été étudié par Bremner et
Cassels ; le groupe de Mordell-Weil E(Q) est de rang 1; un générateur explicite est
reproduit dans [Sil 1986], Chap.8 §10, p.235.

e La courbe elliptique y? = z(z — 2)(x — 10) a deux composantes connexes réelles, et les
points rationnels sont denses dans chacune des deux composantes [Sil 1986], Chap.10
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§1, exemple 1.5. Un autre exemple semblable est celui de la courbe y? = z(z—3)(z+32)
illustré dans [R-H 1994].

e Il reste a donner un exemple d’'une courbe elliptique sur Q ayant deux composantes
connexes, ou les points rationnels sont denses seulement dans I'une d’elles. En réponse
a une question de N. A’Campo, D.W. Masser m’a indiqué la référence [NZM 1991]dans
laquelle on trouve (& la fin du §5.7, p.294) Pexemple attribué & A. Bremner de la courbe
y? = 23 4 622 4 2 qui a deux composantes connexes réelles, dont 1'une, bornée, ne
contient pas de point rationnel, tandis que les multiples du point (z = 1,y = 3)
sont denses sur 'autre. Un autre exemple similaire m’a été indiqué par J-L. Colliot-
Thélene : sur la courbe y? = (z — 14)(z2 — 128), le point (z = 16,y = 16) est d’ordre
infini, mais la composante connexe bornée ne contient pas de point rationnel.

Le tableau suivant résume certains de ces exemples; dans la deuxiéme colonne, le
nombre N représente le nombre de composantes connexes de E(R), qui est l'indice de

E(R)? dans E(R).

E E(Q)
=2+ 7 fini
y=x—2z fini

y? =23+ 877x
y? =z(x — 2)(z — 10)
y? =23 + 622+ 2z

dense dans E(R)
dense dans E(R)
dense dans E(R)°

SRR R

Le probleme de Mazur est facilement résolu pour une courbe elliptique; en fait
Parithmétique n’intervient pas (on utilise le théoréme 1.1 du chapitre II, mais il n’est
pas nécessaire de supposer que les points sont rationnels sur Q) :

Proposition 1.1. — Soient E une courbe elliptique sur R, v un point d’ordre infini sur
E(R) et ' = Z~ le sous-groupe qu’il engendre. Alors adhérence de T' dans E(R) pour la
topologie réelle est une réunion de composantes (donc soit E(R), soit E(R)?).

En particulier, si k est un corps de nombres, alors E(k) est un groupe abélien de type
fini, donc E(k) est infini si et seulement s’il contient un élément d’ordre infini ; on peut alors
appliquer la proposition 1.1 : si E(k) est infini, ¢’est-a-dire si le groupe de Mordell-Weil
E(k) est de rang > 1, son adhérence dans E(R) est soit E(R), soit E(R)°.
Démonstration. Comme E(R)? est un sous-groupe d’indice 1 ou 2 de E(R), ’hypothése
que T est infini montre que I'y = I'N E(R)? est aussi infini. Commencons par montrer que
Ty est dense dans E(R)°.

On utilise la paramétrisation des points complexes de E par la fonction p de
Weierstrass. Comme g2 et g3 sont réels, I'intersection du réseau €2 = Zw; + Zws de C
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avec R est un Z-module de rang 1; on note w le générateur positif. La restriction de
lexponentielle complexe (1 : p : ©’) & R induit un isomorphisme de groupes de Lie entre
R/Zw et E(R)°. Limage inverse de Ty est un sous-groupe G de R/Z engendré par un
élément d’ordre infini; il résulte alors immédiatement du théoreme 1.1 du chapitre II que
G est dense dans R/Z, donc que I'y est dense dans E(R)°.

Si E(R) est connexe, alors I' = I’y est dense dans E(R) = E(R)?. Si E(R) n’est pas
connexe et que I' possede un point dans E(R) \ E(R)? (c’est la composante connexe de
E(R) qui ne contient pas I’élément neutre), alors de nouveau I est dense dans E(R). Enfin
si E(R) n’est pas connexe et que I' ne posséde pas de point dans E(R) \ E(R)°, alors
I'adhérence réelle de T' = Ty est E(R)°. []

Les deux exemples suivants, empruntés au livre de J.E. Cremona : Algorithms for
modular elliptic curves, Cambridge Univ. Press., 1992, sont cités par L. Wang [Wa 1995] :

e Si E est la courbe elliptique d’équation y? = x3 — 50z — 125 et K le corps quadratique
réel Q(+/10), alors les groupes de Mordell-Weil E(K) et E(Q) ont tous deux pour rang

1.

e Soit E la courbe elliptique d’équation y? = x> — 8z + 8 et soit K le corps quadratique
imaginaire Q(4). Alors les groupes de Mordell-Weil E(K) et E(Q) ont tous deux pour
rang 1.

Ces exemples montrent que la conjecture de Mazur ne s’étend pas sans précaution aux corps
de nombres. Le deuxiéme exemple montre que E(K) peut étre dense pour la topologie de
Zariski dans E(C) sans étre dense pour la topologie complexe.

La conjecture de Mazur est triviale non seulement pour une courbe elliptique, mais
aussi pour une puissance d’une courbe elliptique :

Proposition 1.2. — Soient E une courbe elliptique définie sur R et d un entier positif.
On désigne par A la variété abélienne E?.

a) Si T est un sous-groupe de type fini de A(R), alors T N A(R)? est dense dans A(R)° si
et seulement si la projection de I' sur tout quotient (A/A")(R), A’ sous-variété abélienne
de A de dimension d — 1, est dense dans (A/A’)(R)°.

b) Un point (31, . ..,84) de A(R)? engendre un sous-groupe dense de A(R)° si et seulement
si01,...,0q sont linéairement indépendants sur Z dans E(R).

Démonstration. Soit exppp : R — E(R)° I'application exponentielle de E(R), et soit
w € R* un générateur du Z-module Ker expg .

a) Soient 71, ...,7, des générateurs du Z-module T' N A(R)°. Pour 1 < j < ¢, choisissons
y; € RY vérifiant exp 4 g(y;) = v, de telle sorte que 'image inverse par exp 4k du sous-
groupe I' N A(R)? de A(R)° soit le sous-groupe Y = Z9w + Zy; + --- + Zy, de R
Ainsi T'N A(R)? est dense dans A(R)? si et seulement si Y est dense dans R?. D’apres
la proposition 4.3 du chapitre II, cette condition s’écrit encore : pour tout hyperplan H
de R?, on a rang,(Y/Y N H) > 2. Comme Y/Y N H contient Z%w/Z% N H, on peut
se restreindre aux hyperplans H pour lesquels rang; ANQE NnNH v =d — 1, c’est a-dire aux
hyperplans H qui sont rationnels sur Q; un tel hyperplan s’écrit T4/ (R), ot A’ est une
sous-variété abélienne de A de dimension d — 1, et on a

rang; (Y/Y N H) = rang, (I'/T N A'(R)).
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b) Pour 1 < i < d, soit u; € R vérifiant expg g(u;) = d;. On pose encore v = (d1,...,0d4) €
R et y = (u1,...,uq) € RY, de sorte que v = expyr(y). Alors I' = Zy est dense
dans A(R)" si et seulement si Y = exp }(I') = Z% + Zy est dense dans R?. D’aprés
le théoreme de Kronecker, cette condition s’écrit encore : les nombres w,uq,...,uq sont
linéairement indépendants sur Q. Cela signifie aussi que les points d1,...,d4 sont Z-
linéairement indépendants dans F(R). []

Nous reviendrons sur le cas elliptique dans la section 6 pour étudier la situation
complexe, et dans le chapitre V quand nous nous intéresserons & ’aspect quantitatif.

§2. Groupes algébriques commutatifs sur R

a) Notations
Soit G un groupe algébrique commutatif de dimension d défini sur C. Les points de G
dans le corps des nombres complexes forment un groupe de Lie commutatif complexe G(C),
Pespace tangent & l’origine de G(C) est un C-espace vectoriel T(C) de dimension d, et
lapplication exponentielle expg : T¢(C) — G(C) de G(C) est un morphisme analytique,
dont I'image est la composante connexe de 1’élément neutre de G(C), et dont le noyau
Qg = Ker expg est un sous-groupe discret de T (C). On notera k¢ (G) son rang sur Z.

Nous avons déja vu ce qui se passait dans le cas d’un groupe linéaire G x G%, on
le noyau est engendré par d; éléments linéairement indépendants sur C. Un autre exemple
important est celui d’une variété abélienne, qui correspond au cas ou le noyau g est un
réseau de T (C) (sous-groupe discret de rang 2d).

D’aprés un théoréme de Barsotti (voir [Se 1979]), un groupe algébrique commutatif
G posséde un plus grand sous-groupe linéaire L et le groupe quotient G/L peut étre muni
d’une structure de variété projective qui en fait une variété abélienne A. Sur C, le groupe
linéaire L se décompose en produit d'un facteur unipotent Gy par un facteur de type
multiplicatif (tore) Gf,. On a alors un diagramme commutatif

0 — TL(C) — Tg(C) — Ta(C)— 0
expy, expg exp 4

0 — LIC) — GC) — AC)— 0,

avec Tr(C) = C¥+, Tg(C) = C%, T4(C) = C9 et L(C) = C* x (C*)*. Le noyau de exp;,
est {0} x (2iwZ)?, celui de exp 4 est un réseau Q4 de CY de rang 2g, donc celui de expg
est de rang

kc(G) =t +2g.

Comme groupe topologique, G(C)® est isomorphe au quotient de C? ~ R2? par un sous-
groupe de rang ¢ (G), donc le nombre m¢(G) = m(G(C)) vérifie

me(G)=2d+1—kc(G) =2u+t+ 1.

On ne sait malheureusement pas encore faire intervenir, dans les énoncés de transcendance,
les entiers u, t et g, correspondant aux dimensions du plus grand sous-groupe unipotent
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de G, du plus grand tore linéaire contenu dans G, et de la variété abélienne quotient. Mais
on sait faire intervenir la dimension des plus grands quotients correspondants de G. On
notera dy (resp. dy) le plus grand entier > 0 tel que G possede un facteur isomorphe & G
(resp. & G&1) et on pose dy = d — dy — dy. Ainsi on peut écrire G = G¥ x G4 x Gy ot
le groupe algébrique G2 est de dimension ds et n’a pas de facteur linéaire non trivial. On
définit alors, comme dans [R 1991],

QAQV =dy + 2d>.

Noter que l'on a dy < u et di < t. Pour un groupe algébrique de dimension d, a(G) < 2d;
si G est linéaire, a(G) < d, avec égalité pour une puissance de Gy,. Dans la suite, quand

le groupe algébrique G sera défini sur le corps Q des nombres algébriques, on demandera
que les facteurs G0, G4 et Gy le soient aussi.

Nous utiliserons (sans les démontrer) plusieurs faits relatifs aux sous-groupes algé-
briques. Soit G un groupe algébrique commutatif défini sur C, et soit G’ un sous-groupe
algébrique. L’espace tangent & lorigine T/ (C) de G'(C) est le plus grand sous-espace
vectoriel sur C de T(C) qui soit contenu dans exp™' (G/(C)). Si G et G’ sont définis sur
un sous-corps K de C, alors Tz (C) posséde une K-structure, et T/ (C) est rationnel sur K.
Le groupe quotient G(C)/G’(C) est le groupe des points complexes d’un groupe algébrique
G/G', et son espace tangent & l'origine s’identifie au quotient T (C)/T¢/ (C).

Quand le groupe algébrique G est un produit L x A d’un groupe linéaire L par
une variété abélienne A, alors tout sous-groupe algébrique connexe de G est un produit
L' x A’, avec L' sous-groupe algébrique de L et A’ sous-variété abélienne de A. Une des
démonstrations de cet énoncé consiste a montrer qu’il n’y a pas de morphisme de groupes
algébriques non trivial entre une variété linéaire et une variété abélienne, puis a utiliser le
lemme de Goursat (voir par exemple [L 1993], 3rd Ed., Chap. I, §12, ex. 5).

On a déja vu dans le chapitre précédent (chap.3, §2) que les sous-groupes algébriques
de G correspondaient, via ’exponentielle, aux sous-espaces vectoriels de I’espace tangent ;
on a vu aussi que les sous-groupes algébriques de G¢ correspondaient, dans I’espace
tangent, aux sous-espaces vectoriels rationnels sur Q.

Pour une puissance E? d’une courbe elliptique E, les sous-groupes algébriques
correspondent, dans l'espace tangent, aux sous-espaces vectoriels rationnels sur le corps
des endomorphismes de la courbe elliptique (qui est soit @Q, soit un corps imaginaire
quadratique). Plus généralement si A est une variété abélienne simple et r, s deux entiers,
tout morphisme de groupes algébriques A — A" est donné par

(T15. 0 Ts) A,M?.Aﬁvv@mﬂ
=1

ou ¢;; sont des endomorphismes de A (voir par exemple [SwD 1974], Chap. III §7, ou [LB
1992], Chap. V, Cor. 3.8).

Soit maintenant G un groupe algébrique commutatif défini sur R. L’application
exponentielle du groupe de Lie connexe G(R)? est la restriction & T (R) de expg ; son
noyau est donc Qgr = Q¢ N Te(R). On désigne par xr(G) le rang de ce sous-groupe
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discret de T (R). Si G est une variété abélienne, alors Q¢ g est un réseau de R, tandis que
pour un groupe linéaire déployé G x G%, le noyau est réduit & {0}. Mais nous avons vu
un exemple d’un groupe linéaire non déployé (le groupe G du chapitre 1T, §4) pour lequel
le noyau 2 g n’est pas trivial.

Le groupe de Lie réel G(R)? est encore un quotient d’un espace vectoriel de dimension
d = dimG@G, a savoir T¢(R), par un sous-groupe discret de rang kr(G). En posant
mg(G) = m(G(R)), nous avons

B%AQV =d+1-— S%AQV.

Pour une variété abélienne A de dimension d, kg(A) = d et mg(A) = 1, tandis que pour un
groupe linéaire déployé L = G% x G4, on a kg(L) = 0 et mp(L) = d+1, avec d = dy +dj.

Soit G un groupe algébrique commutatif défini sur un sous-corps K de C de dimension
d; on désigne par

L1 (G) = expg! G(K) € To(C)

le Z-module des logarithmes de points de G(K). Quand K est le corps Q des nombres
algébriques, on omettra l'indice Q : ainsi, comme dans le chapitre IIT, £(G) désignera le
Q-espace vectoriel des logarithmes de points de G(Q). Par exemple quand G est un produit
G x Gt x A ol A est une variété abélienne définie sur Q, on a

L(G) = Q% x £ x £(A);

si K est le corps Q NR des nombres algébriques réels, on a
Lir(G) =K% x (LNR)" x Lk (A).
Les nombres complexes que ’on considere ainsi sont des valeurs d’intégrales abéliennes. Les

plus simples s’expriment comme combinaisons linéaires & coefficients algébriques d’éléments
de £, comme

1
dx 1 T
—— = —(log2+ —).
|, e = stz 75)
On trouve ensuite des intégrales elliptiques de premiere espece : la longueur de la lemniscate
(22 +52)? = 2(a? — y?) est T(1/4)%//T = 22w, ol (w,iw) est une base du réseau des

périodes de la courbe elliptique y? = 423 — 42, avec
o0 dx 1t
w=2 =~ [ w71 =)V 2
\H VAax3 — 4z 2 \o ! ( ") !
1 PO/40(1/2)  T(1/4)2
= -B(1/4,1/2) = = :
s B0/4.1/2) 2T(3/4) 2v/2r

(Voir & ce sujet [Si 1949]). Un autre exemple d’intégrale elliptique de premiére espece est
la période réelle de la courbe 32 = 423 — 4 :

o d 1 T'(1/3)3
\ S~ "B(1/6,1/2) = t

1 VA3 -4 3 2927
Parmi les intégrales abéliennes plus générales, on trouve les intégrales Eulériennes qui
donnent les fonctions Beta et Gamma :

1
B(a,b) = \ 271 — )b dt =
JO

w=2

[(a)L'(b)
T(a+b)’
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b) Plongement réel d’un sous-groupe de type fini

Soit K un corps de nombres plongé dans R, soit G un groupe algébrique commutatif
défini sur K et soit I' un sous-groupe de type fini de G(K) ; on demande & quelle condition
I'image de I dans G(R) est dense (pour la topologie réelle) dans la composante neutre de
Porigine. Il est évidemment nécessaire (comme dans la conjecture de Mazur) de supposer
que I' est Zariski-dense dans G.

Exercice. Vérifier que l'adhérence de Zariski d'un sous-groupe T' de G(K) est un sous-
groupe algébrique de G défini sur K

Indication. L’idéal des polynomes nuls sur I' est le méme que celui des polynémes nuls
sur 'adhérence de Zariski I'. Soit P un élément de cet idéal; pour x € G(K), on notera
P(z 4+ X) la fonction sur G(K) obtenue en composant l’application polynomiale P sur
G(K) et la translation : g — x + g. Vérifier que pour z € T, la fonction P(z + X) est nulle
sur I'; en déduire qu’elle est aussi nulle sur I'. Montrer ensuite que, pour y € T', P(y + X)
est nulle sur I'; en déduire qu’elle est aussi nulle sur T'. Conclure.

La condition de densité pour la topologie de Zariski se traduit donc ainsi : pour
tout sous-groupe algébrique G' de G défini sur K avec dimG’ < dim G, le sous-groupe
I'/)TNG'(K) a un rang > 1. La conjecture de Mazur restreinte aux groupes algébriques
commutatifs s’énonce donc de la maniére suivante :

. Si G est un groupe algébrique commutatif défini sur le corps Q des nombres rationnels,
et si G(Q) n'est pas contenu dans G'(Q) quand G’ est un sous-groupe algébrique de G
distinct de G, alors G(Q) N G(R)? est dense pour la topologie réelle dans G(R)°.

On peut ramener cette question au cas particulier des variétés abéliennes simples :

. Si A est une variété abélienne simple sur Q et si A(Q) est infini, alors A(Q) N A(R)?
est dense pour la topologie réelle dans A(R)°.

Nous allons considérer, plus généralement, un corps de nombres (a la place de Q), et un
sous-groupe I' de G(K) (& la place de G(K) tout entier). La condition de densité pour la
topologie de Zariski n’est pas suffisante dans ce cadre plus général : si I'image de I' dans
G(R) est dense, pour tout-sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K, avec G’ # G,
I'image de I' dans le quotient G(R)/G'(R) est encore dense; cela impose une contrainte
sur le rang de T'/T N G'(K) que nous allons expliciter. Nous verrons ensuite que cette
contrainte n’est pas encore suffisante; cela nous conduira a justifier la définition de la
propriété de densité. Nous expliciterons enfin les liens entre la propriété de densité pour les
groupes linéaires déployés d’une part, la conjecture d’indépendance algébrique homogene
de logarithmes de nombres algébriques d’autre part.

Voici déja la condition nécessaire annoncée pour qu'un sous-groupe de type fini de

G(K)NG(R)? soit dense dans G(R)°.

Lemme 2.1. — Soient K un sous-corps de R, G un groupe algébrique commutatif défini
sur K de dimension > 1 et I' un sous-groupe de type fini de G(K). On suppose que
P'adhérence réelle de I' dans G(R) contient la composante neutre G(R)°. Alors, pour tout
sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K,

rang; (I/T N G'(K)) > mp(G/G").
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Dans le cas G = GZ, le théoréme de Kronecker montre que la réciproque est vraie. Dans
le cas général, en supposant que K est un corps de nombres, une réciproque partielle peut-
étre obtenue en remplacant mg(G) par le nombre mg (G) (qui, pour un groupe différent de
G, est au moins égal & mg(G)), défini de la maniere suivante :

Ly [ a@@=1)+2 si kr(G) = 0,
E%Avl AQAQV\%AQICE\C+m\§ﬁ9m;%avw&

Ainsi on a toujours mp(G) < a(G)(d — 1) +2; de plus

mg(G) =d* —d+1 siG est une variété abélienne.

Théoréme 2.2 (théoréme de densité). — Soit G un groupe algébrique commutatif de
dimension d défini sur un corps de nombres réel K. Soit I' un sous-groupe de type fini de
G(K).

a) On suppose que, pour tout sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K avec dim G’ <
dim G, on a rang;(I'/T N G'(K)) > my(G/G'). Alors I'adhérence de I' dans le groupe
topologique G(R) contient la composante neutre G(R)°.

b) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K avec dim G’ < dim G,

rang; (I/TNG'(K)) > mp(G/G') +d — 1.
Alors T contient un sous-groupe de rang mg(G) dense (pour la topologie réelle) dans G(R)°.

¢) Le théoréme du sous-groupe algébrique

La démonstration du théoreme 2.2 repose sur le Théoreme du sous-groupe algébrique
([W 1988], Théoreme 1.1; il nous suffit ici d’'un cas particulier [W 1987], Théoreme 4.1,
[R 1991], Remarque 1 p. 270, que nous appelons quand méme “Théoréme du sous-groupe
algébrique”).

Théoréme 2.3* (théoréme du sous-groupe algébrique). — Soient G un groupe
algébrique commutatif défini sur Q et V un sous-espace vectoriel de Tg(C) ; on suppose
que, si G’ est un sous-groupe algébrique de G défini sur Q de dimension > 0, V ne contient
pas T (C). On définit k = rang;(V N Qg). Alors le Q-espace vectoriel V N L(G) est de
dimension finie majoré par

dimg (VN £(@)) < (a(G) — k) (d - 1).

On déduit de cet énoncé le théoreme du sous-groupe linéaire (théoréme 2.10 du chapitre
IIT). Pour cela on prend simplement G = G% x Gd:.

Nous allons déduire du théoréeme 2.3 quelques corollaires concernant les produits de
deux groupes algébriques de dimension 1. Pour G, x Gy, (resp. G2), on sait déja (via
le théoréme du sous-groupe linéaire) que l’on obtient le théoréme de Gel’fond-Schneider
(resp. le théoréme des six exponentielles). Il nous reste & regarder les groupes algébriques
Ga X E, Gy, X E et E x E*, quand F et E* sont deux courbes elliptiques.
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Corollaire 2.4. — Soient E une courbe elliptique définie sur le corps Q des nombres
algébriques, oy, as, a3 des nombres algébriques non tous nuls et uy, us, us des éléments de
L(F) non tous nuls. On suppose que les trois colonnes de la matrice

ap Q2 Qg
up U2 U3

sont linéairement indépendantes sur Q. Alors cette matrice est de rang 2.

Démonstration. Soit G le groupe algébrique G, x E. Les sous-groupes algébriques G’ de G
sont de la forme {(0,0)}, G, x F, {0} x F, {0} x E et G, ou F est un groupe fini. Grace a
la fonction p, on identifie espace tangent & I'origine de G(C) = C x E(C) & C2. Une droite
V de C2, qui n’est pas I'un des axes {0} x C ou C x {0}, ne contient pas de sous-espace
non nul de la forme T/ (C). Comme «(G) = 2 on déduit du théoréme 2.3 la majoration
dim(V N L(G)) < 2. Le corollaire 2.4 en résulte. []

Remarque. Supposons que la courbe elliptique E admette des endomorphismes non
triviaux : il existe A € C\ Q tel que, si Q = Zw; + Zws désigne le réseau des périodes de
p, on ait AQ C Q (on dit que la courbe elliptique admet des multiplications complezxes, ou
encore est de type C.M.). Dans ce cas le quotient 7 = wy/wy est un nombre algébrique (de
degré 2 sur Q : il est imaginaire quadratique). La matrice

1 7
(o )
a ses deux colonnes Q-linéairement indépendantes; la premiere ligne a ses composantes
algébriques, la seconde a ses composantes dans L£(F), et le déterminant s’annule. On ne
peut donc pas remplacer 3 par 2 dans le corollaire 2.4.
On peut cependant améliorer le corollaire 2.4 dans le cas ou la courbe elliptique FE

n’a pas d’endomorphismes non triviaux. Plus précisément, on peut démontrer le résultat
suivant :

Soient E une courbe elliptique définie sur Q, o1, ey des nombres algébriques non tous
deux nuls et uq,uy des éléments de L(E) linéairement indépendants sur I'anneau des
endomorphismes de E. Alors le déterminant de la matrice

ay Qa
up  u2

Dans le cas C.M., cela se déduit du corollaire 2.4. Dans le cas non C.M., on utilise un autre
résultat de transcendance, I’analogue elliptique du septieme probleme de Hilbert, da a Th.
Schneider (voir [W 1979], corollaire 3.2.3) :
Soient E une courbe elliptique définie sur Q et wuy,up des éléments de L(E)
lindairement indépendants sur I'anneau des endomorphismes de E. Alors uy,us sont
linéairement indépendants sur Q.

n’est pas nul.
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Une conséquence remarquable de cet énoncé porte sur la fonction modulaire j(7), qui est
définie dans le demi-plan supérieur Sm 7 > 0 par la condition suivante : si 7 = wq/w;
et si p est la fonction elliptique de Weierstrass de réseau de périodes Zw; + Zws, alors
j(7) = 1728g3 /A, ou go et g3 sont les invariants de p et A = g3 — 27g3.
Soient T € Q satisfaisant Sm 7 > 0. Alors j(7) est algébrique si et seulement si T est
quadratique.

Le résultat de Schneider sur I'indépendance de deux logarithmes elliptiques a été généralisé
par D. Bertrand et D.W. Masser [BeM 1980] : c’est ’analogue elliptique du théoréme de
Baker :

Soient E une courbe elliptique définie sur Q et uy,...,u, des éléments de L(E)
linéairement indépendants sur ﬁm::cl@: des endomorphismes de E. Alors 1,uy, ..., uy
sont linéairement indépendants sur Q.

Exercice. Dans le cas CM, déduire du théoréme 2.8 lindépendance linéaire sur Q des

nombres ui,...,u,. Dans le cas non C.M., déduire du théoréme 2.8 que le Q espace
vectoriel engendré par ces nombres a une dimension > n/2.

Remarque. On peut déduire ce résultat de Bertrand-Masser d’un raffinement [W 1987] du
théoréme 2.3 : sous les hypotheses du théoreme 2.3, si V contient un sous-espace vectoriel
W de T¢:(C) qui est rationnel sur Q et de dimension t, alors

dimg(VNL(G)) < ((G) — K)(d —t —1).

Le cas particulier ou V = W est dit a Wiistholz [Wii 1989] : sous les hypothéses du théoréme
2.3, si V est rationnel sur Q, alors V N L(G) = {0}.

Exercice. En utilisant ce résultat de Wiistholz, démontrer [’énoncé suivant : Soient
A1, ...y Am des éléments Q-linéairement indépendants de L. Soient E une courbe elliptique
définie sur Q et uq, ..., u, des éléments de L(E) linéairement indépendants sur I’anneau
des endomorphismes de E. Alors les nombres 1,\1,..., A\, u1,...,u, sont linéairement
indépendants sur Q.

Passons maintenant au produit du groupe multiplicatif par une courbe elliptique.

Corollaire 2.5. — Soient A1, ..., A; des éléments Q-linéairement indépendants de L. Soit
E une courbe elliptique définie sur Q, et soient uy,...,u; des éléments non tous nuls de
L(E).

a) Si ¢ > 4, alors la matrice a deux lignes et ¢ colonnes
Ao e
(5% e Uy

est de rang 2.

b) Si A1 est un multiple rationnel de 2mi,et uq une période de expy, alors la conclusion est
encore vraie pour { = 3.

De la partie b) du corollaire 2.5, Ramachandra déduit (voir [Ra 1968], p. 87) :
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Si a et b sont des nombres algébriques réels positifs différents de 1, avec loga/logb
irrationnel et a < b < a™!, alors un au moins des deux nombres

1 o 3&93 0 s
o= — e 1—a")
v m%+ﬁ1\% MA @)

6 1 i nla (0" + b7 | 1 -
y= (b1/2 — p=1/2) N (b2 —p-1/2)2 \MU I—a" EG\Q )~°,
n=1 n=1

est transcendant.

Ramachandra a conjecturé dans [Ra 1968] que la conclusion du corollaire 2.5 était encore
vraie sous I’hypothese plus faible £ > 2. Cela signifierait qu'une matrice de la forme

loga log 8
u v

a un déterminant non nul. C’est un analogue de la conjecture des quatre exponentielles
(voir [D 1997]). Le seul cas particulier connu est celui olt u et v sont des périodes de p, et
log o = @7 : le résultat en question s’énonce :

Si p est une fonction elliptique de Weierstrass d’invariants gs et gs algébriques et si wq
et wy sont deux périodes Q-linéairement indépendantes de g, alors le nombre 2™/«
est transcendant.
En posant 7 = ws/wi, ¢ = €™ J(q) = j(1) = 1728¢3/A, on voit en effet qu'une
formulation équivalente de cet énoncé est le théoreme de K. Barré-Sirieix, G. Diaz, F.
Gramain et G. Philibert [BDGP 1995] :

Si ¢ est un nombre complexe algébrique avec 0 < |¢| < 1, alors le nombre

1
J(q) = = + 744 + 196884q + - - -
q

est transcendant.

Nous terminons cette série de corollaires en considérant un produit de deux courbes
elliptiques.

Corollaire 2.6. — Soient E et E* deux courbes elliptiques définies sur Q, attachées
a des fonctions elliptiques de Weierstrass ¢ et p* respectivement. Soient uq,...,uy des
éléments Q-linéairement indépendants de L(E), et uf, ... ,u; des éléments Q-linéairement
indépendants de L(E*). On suppose que les deux fonctions p(uiz) et p*(ujz) sont
algébriquement indépendantes.

a) Si ¢ > 5, alors la matrice

(5% e Uy
Aﬁw R ) v
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est de rang 2.
b) Siwuy est une période de p et uj une période de p*, alors le rang de la matrice est encore
2 pour { = 4.

Ramachandra conjecture que la conclusion est encore vraie des que ¢ > 2. C’est de
nouveau un analogue elliptique de la conjecture des quatre exponentielles.

d) Démonstration du Théoréme 2.2
Soient G un groupe algébrique commutatif défini sur un corps de nombres réels K et I'
un sous-groupe de type fini de G(K) et de rang ¢; on définit

Y = A@%mpqvv NTa(R);

c’est un sous-groupe de type fini de Tg(R) de rang ¢ + kg(G), dont 'image par exp est
I'NG(R)?; dire que TN G(R)? est dense dans G(R)? équivaut a dire que Y est dense dans
T (R), done que pour tout hyperplan réel V de T¢(R),

rang; (Y/Y NV) > 2.
Comme Y contient Q¢ N T (R), cette inégalité est banale si on a déja
rang; (Qe NTe(R)/QeNV) > 2;
par conséquent il n’y a pas de restriction a supposer

rangy(Qc NV) > max{xr(G) — 1,0}.

1) On commence par établir le résultat suivant :
supposons £ > mg(G) ; supposons aussi que V' ne contient pas de sous-espace vectoriel
de T¢(R) de la forme Te/(R), avec G’ sous-groupe algébrique de G de dimension > 1
défini sur K ; alors I'inégalité désirée rang; Q\\ Yn <V > 2 est bien vérifiée.
On démontre cela en utilisant le théoreme 2.3* ; on écrit une équation de I’hyperplan réel V/
dans T (R) et on consideére 'hyperplan complexe V de T (C) défini par la méme équation,
de sorte que V =V N Tg(R). Si G’ est un sous-groupe algébrique de G défini sur K de
dimension > 1, T/ (C) est un sous-espace vectoriel de T (C) qui s’écrit comme intersection
d’hyperplans définis sur K, donc sur R et T/ (R) = T (C) N T (R) ; hypotheése que V
ne contient pas T (R) implique que V ne contient pas non plus T¢(C). Comme VN Q¢
contient V' N Qg, on a rang,(V N Qg) > max{kr(G) — 1,0}. Enfin, puisque ¥ NV est
contenu dans £(G) NV, on peut conclure

rang; (Y N'V) < dimg (£(G) NV) < ((G) — max{xr(G) — 1,0})(d — 1).

Le résultat annoncé résulte de la définition de mp(G).

2) On ne fait plus d’hypothese sur 'hyperplan réel V', mais on suppose

rang; (I/T' N G'(K)) > mp(G/G')
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pour tout sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K avec dim G’ < dim G. On prend
pour G’ le plus grand sous-groupe algébrique connexe de G, défini sur K, tel que T/ (R)
soit contenu dans V' et on applique le résultat démontré en 1) au sous-groupe Y/Y NT¢ (R)
de Tg/qr(R), dont I'image par expg e dans (G/G')(R) est I'/T'N G'(K) :

Yc Te@® 2P, GR) DGK)OT

Y/YNTe(R) C Toe(®) —L< (G/G)YR) > (G/G)(K) D T/T NG (K).

3) La partie b) du théoreme 2.2 résulte maintenant de la partie a) et du théoréme de D.
Roy (chapitre II théoreme 7.2 avec R = G(R)?). []

e) La propriété de densité
Il nous reste a décrire la situation d’un point de vue conjectural. Nous savons déja
(Chap. 111, §3) qu’il existe des exemples de couples (G,T), olt G est un groupe algébrique
commutatif défini sur Q et I' un sous-groupe de type fini de G(Q), dont la projection
sur tout quotient G/G’, G’ sous-groupe algébrique de G de dimension > 0, vérifie
rang; (I'/T' N G'(Q)) > mr(G/G’), et pourtant I' N G(R)° n'est pas dense dans G(R)°.
Une premiere approche est fournie par la définition suivante.

Définition : propriété de densité. — Soient K un corps de nombres plongé dans R
et G un groupe algébrique commutatif défini sur K. On dira que G possede la propriété
de densité si pour tout sous-groupe de type fini I' de G(K), les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) T NG(R)? est dense dans G(R)°

(#d)  si{7y1,...,7¢} sont des éléments de " qui engendrent un sous-groupe d’indice fini
de T et si H désigne 'adhérence de Zariski dans G* du sous-groupe Z(71, . . ., 7e), alors il
existe un point (m1,...,n,) dans H(R) tel que Zm + -+ + Zny soit un sous-groupe dense
de G(R)°.

L’implication (i) = (ii) est banale : si I' N G(R)? est dense dans G(R)?, il suffit de
prendre pour (71, ...,7¢) un multiple convenable de (v1,...,v¢). D’autre part si ’assertion
(i) est vraie pour une famille {71,...,7,} d’éléments de I" qui engendrent un sous-groupe
d’indice fini, alors elle est vraie pour toute famille. Enfin la propriété de densité est attachée
au couple (G, K) plutét qu’au groupe G tout seul, mais 'abus de notation allege le langage.

Exercice. Soient G un groupe algébrique commutatif conneze sur R, v1,...,%e, Vi, Vo
des éléments de G(R). On désigne par T le sous-groupe de G(R) engendré par yi,...,%e,
et on pose de méme I'' = Z~} + --- + Zr,. On suppose que I' NI est un sous-groupe
d’indice fini dans T' et aussi dans T'. On désigne enfin par H ’adhérence de Zariski dans
G du sous-groupe Z(v1, ... ,ve) et par H' adhérence de Zariski dans GY du sous-groupe
Z(Vys- - Yp)- Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un point (m,...,ne) dans H(R) tel que Zm + -+ + Zn, soit un sous-groupe
dense de G(R)°.
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(ii) Il existe un point (1}, ..
dense de G(R).

., Np) dans H'(R) tel que Zn + - - - + Znp, soit un sous-groupe

Il est clair que la conjecture 3.5° du chapitre III peut s’énoncer : tout groupe algébrique
linéaire G% x G posséde la propriété de densité. Un exemple de groupe algébrique qui ne
vérifie pas la propriété de densité est donné dans [Be 1995] (voir la fin du §5 ci-dessous).

Exercice. Soient G un groupe algébrique défini sur Q et Y un sous-groupe de type fini de
Uespace tangent Tq(C) tel que expg(Y) C G(Q). On définit r(Y,G) comme la dimension
du sous-espace de Tg(C) sur C engendré par Y. On définit un autre nombre rg, (Y, G)
de la maniére suivante : soient £ le rang de Y, et soit y1,...,ye des éléments de' Y qui
engendrent un sous-groupe d’indice fini dansY . Soit Ty (C) le plus petit sous-espace tangent
d’un sous-groupe algébrique H de G, défini sur Q, tel que (y1,...,yr) € Tr(C). On pose

rste (Y, G) = me%gﬁﬁﬁﬁ + -+ Czp; (21,...,20) € ﬂimﬁi.

On dira que le groupe algébrique G vérifie la propriété (A1) si, pour tout sous-groupe de
type fini Y de L(G), on a re,(Y,G) =r(Y,G).

a) Montrer que le nombre rs, (Y, G) ne dépend pas du choiz de y, ..., ys.

b) Vérifier que les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Des éléments de L = mx@\ﬁ@xv linéairement indépendants sur Q sont algébriquement
indépendants sur Q.

(ii) Pour tout entier d > 1, le groupe algébrique G%, vérifie la propriété (A.L).

¢) Soient p une fonction elliptique de Weierstrafi d’invariants go et g3 algébriques, E la
courbe elliptique associée a @ et O l'anneau des endomorphismes de E. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout entier positif d, le groupe algébrique E* vérifie la propriété (A.L).

(ii) Siuq, ..., uny des éléments de L(E) linéairement indépendants sur O, alors les nombres
UL, ...y Uy SONE algébriquement indépendants sur Q.

d) Montrer que si un groupe algébrique G défini sur QN R wérifie la propriété (A1), alors
il posséde la propriété de densité.

(Pour de plus amples informations, voir [W 1996])

§3. Produits de deux groupes algébriques de dimension 1

Dans cette section nous appliquons le théoréme de densité (théoréme 2.2) aux groupes
algébriques de dimension 2 qui sont produits de deux groupes algébriques de dimension
1. Nous avons déja étudié en détail (au chapitre IIT) les groupes linéaires G2, G, X Gy, et
G2,. Tl nous reste donc & considérer les produits G, x E, Gy, x E et E x E*, quand E et
E* sont deux courbes elliptiques.

a) Produit d’un groupe additif par une courbe elliptique
Les produits G, x E font partie des rares groupes algébriques pour lesquels on connait un
énoncé de densité optimal.
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Proposition 3.1. — Soient E une courbe elliptique sur le corps K = QNR, G le groupe
algébrique G, x E et T' un sous-groupe de type fini de G(K) N G(R)°. Alors T' est dense
dans G(R)? = R x E(R)? si et seulement si les deux projections de T' sur R et sur E(R)°
sont denses.

Par exemple si (1, F2 sont des éléments Q-linéairement indépendants de K et 1,72
des points de E(K) N E(R)° qui ne sont pas tous deux de torsion, alors le sous-groupe de
K x E(K) engendré par les deux points (81,71) et (B2,72) est dense dans R x E(R)°.

La proposition 3.1 se déduit de ’analogue elliptique du septieme probleme de Hilbert
— théoréme de Schneider cité plus haut (apres le corollaire 2.4).

b) Produit d’un groupe multiplicatif par une courbe elliptique

Le théoréme 2.2 (ou bien le corollaire 2.5) permet de donner un résultat partiel sur la
densité dans RY x E(R)° de sous-groupes de type fini de K* x E(K), quand FE est une
courbe elliptique définie sur K = QN R.

Proposition 3.2. — Soient ¢, {1, {5 des entiers positifs, oy, . .., ay des nombres algébriques
réels positifs, qui engendrent un groupe multiplicatif de rang {1, E une courbe elliptique
sur le corps K = QN R et 7y,...,7 des éléments de E(K) N E(R)? qui engendrent un
sous-groupe de rang l. On désigne par I' le sous-groupe de R} x E(R)° engendré par les
¢ points (aj,7;), (1 < j <{) et on suppose que I est de rang (.

a) On suppose £ > 4, £ > 2 et £y > 1. Alors T est dense dans R x E(R)°.

b) On suppose £ > 5, £1 > 3 et {5 > 2. Alors T contient un sous-groupe de rang 2 dense
dans R} x E(R)°.

c¢) Si le groupe algébrique Gy, x E posséde la propriété de densité, T' est dense dans
RY x E(R)? si et seulement si on a £, > 2 et {5 > 1.

Pour apporter une réponse complete a la question, il faudrait démontrer 1’énoncé
suivant, qui est encore une variante elliptique de la conjecture des quatre exponentielles
et aussi un cas particulier d’une conjecture de Ramachandra ([Ra 1968], p. 87) citée plus
haut :

. Soient E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres réels K, w une
période réelle non nulle de expg, u € R un logarithme elliptique d’un point d’ordre
infini de E(K) et ay, s deux nombres algébriques réels positifs multiplicativement
indépendants. Alors les trois nombres

loga; w 1
logas’ w’

sont linéairement indépendants sur Q.

Cet énoncé signifie que le sous-groupe de RY x E(R)® engendré par les deux points
(a1,expp u) et (az,0) est dense pour la topologie réelle et cette condition s’écrit encore :
pour tout (X, u) € Q?,

_omo:_omoﬁ
amﬁ As T pw mmc.
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¢) Produit de deuz courbes elliptiques

Voici ce que l'on connait sur le probléme de densité pour un produit de deux courbes
elliptiques. Pour simplifier on traite le cas ou les deux courbes ne sont pas isogenes ; cela
signifie que si p et p* sont les fonctions elliptiques de Weierstrafl associées, pour tout
t € C* les deux fonctions p(tz) et p*(z) sont algébriquement indépendantes.

Proposition 3.3. — Soient E et E* deux courbes elliptiques définies sur K = Q N R
et non isogeénes. Soient ¢ un entier positif et v1,...,7v¢ (resp. 73,...,7;) des éléments de
ER)°NE(Q) (resp. de E*(R)° N E*(Q)) vérifiant

a) y1,. .., ne sont pas tous des points de torsion dans E(Q) ;

b) ¥{,...,7; ne sont pas tous des points de torsion dans E*(Q) ;

¢) Ie sous-groupe I' de E(Q) x E*(Q) engendré par les £ points (v;, 77)s (L <j <€) estde
rang .

Alors

1) si £ >3, T est dense dans E(R)? x E*(R)°.

2) si E x E* posséde la propriété de densité, alors la méme conclusion est vraie dés que
£>1.

Exercice. Démontrer la partie 1) de la proposition 3.3 :

a) & partir du théoréme 2.2 ;

b) a partir du corollaire 2.6.

Démontrer ensuite une variante de la proposition 3.3 correspondant au cas E = E*.

La conjecture de densité pour le produit F x E* implique I’énoncé suivant, conjecturé
par Ramachandra :

. Soient o (resp. p*) une fonction elliptique de Weierstral d’invariants gs,gs (resp.
95, 9%) algébriques ; soit w (resp. w*) une période non-nulle de p (resp. de p*), et soit
u € L(E) (resp. u* € L(E*)) , avec u/w et u*/w* irrationnels; on suppose que les
deux fonctions p(wz) et p*(w*z) sont algébriquement indépendantes. Alors les trois

nombres
.

Hu

SRS
Ak

sont linéairement indépendants sur Q.

En d’autres termes, selon cette conjecture, si sg,sj,s sont des entiers rationnels, le
déterminant

w 0 u
det [ 0 w* wu*
S0 Sy S

ne peut s’annuler que si 5o = s5 = s = 0.
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84. Variétés abéliennes sur R

Nous appliquons le théoréme de densité aux variétés abéliennes simples sur un corps
de nombres réel. Nous étudions ensuite la propriété de densité pour des produits de
courbes elliptiques. Nous terminons en considérant plusieurs plongements réels d’un corps
de nombres sur lequel une variété abélienne simple est définie.

a) Variétés abéliennes simples
Pour une variété abélienne simple A définie sur un corps de nombres réel K, dont le groupe
de Mordell-Weil A(K) est de rang > 1, la propriété de densité (cf. §2, section e), si elle est
vérifiée, implique que tout point de A(K)N A(R)? d’ordre infini engendre un sous-groupe
dense de A(R)?; la conjecture de Mazur n’entraine un tel résultat que quand K = Q et
quand le rang de A(Q) est égal a 1.

Etant donné que, pour une variété abélienne A de dimension d, on a mg(A4) = 1 et
mp(A) = d?> — d +1, on déduit immédiatement du théoréme 2.2 :

Proposition 4.1. — Soient K un corps de nombres plongé dans R, A une variété abélienne
simple définie sur K de dimension d > 1 et T’ un sous-groupe de A(K).

a) Sile rang de T est > d* —d+ 1, alors T N A(R)? est dense dans A(R)® pour Ia topologie
réelle.

b) Si le rang de T" est > d?, il existe un point de I dont les multiples engendrent un sous-
groupe dense de A(R)°.

c) Si la variété abélienne A posséde la propriété de densité, le groupe T' N A(R)? est dense
dans A(R)? si et seulement si rang;I" > 1.

Soit A une variété abélienne sur R; le noyau Qar de exp,p contient une base
(e1,...,eq) de I'espace tangent T4 (R) de A(R)?. Pour u = w1e; + -+ +x4eq € Ta(R), une
condition nécessaire et suffisante pour que v = exp 4 p(u) engendre un sous-groupe dense
de A(R) est que les nombres réels 1,2y, . . ., 74 soient lindairement indépendants sur Q. En
posant Y = Q4 r + Zu, cela s’écrit encore rangy(Y/Y NV) > 2 pour tout hyperplan V' de
T4(R). 11 suffit évidemment de vérifier cette condition quand rang;(Qar/QarNV) <1,
c’est-a-dire quand I'hyperplan V' est engendré par des éléments de Q4 . Ainsi Zy est
dense dans A(R)? si et seulement si, pour toute famille wy,...,ws—1 d’éléments de Q4 g
linéairement indépendants sur Q (ou sur R, cela revient au méme), on a

A%EH + .- LL%EA\HV N AN§+@>1%V CQui+ -+ Qug_1,

ce qui s’écrit : pour tout entier n > 1 et tout w € Q4 R, les éléments nu + w, w1, ...,wi—1
sont linéairement indépendants sur R(*).

La partie c) de la proposition 4.1 signifie que, pour une variété abélienne simple A
sur un sous-corps K de Q NR possédant la propriété de densité, tout point d’ordre infini
v € A(K) N A(R)? engendre un sous-groupe dense de A(R)°. On peut donc écrire cette
assertion de la maniére suivante :

(*) Joost van Hamel m’a fait remarquer qu’on ne peut pas se restreindre an =1 et w = 0,
comme le montre I'exemple d = 2, u = (1/2)w1 + v/2ws.

119

120 Topologie des points rationnels

Si A est une variété abélienne simple, définie sur un corps de nombres plongé dans
R, possédant la propriété de densité, et si wy,...,wq—1 sont d — 1 périodes réelles
linéairement indépendantes de exp 4, alors

G”%EH —+ - |TH%ERIHV N hTmC CQuwi+ -+ Qug_1.

Quand on examine la situation conjecturale, il n’y a pas de raison, a priori, pour se
limiter au cas réel, ni méme a des périodes : cet énoncé suggere une extension aux variétés
abéliennes de la conjecture des quatre exponentielles :

Conjecture 4.2°. — Soient K un sous-corps de Q, A une variété abélienne simple sur K
de dimension d > 1 et uy, ..., uq des éléments Q-lindairement indépendants de L(A). Alors
Uy, ..., uq sont linéairement indépendants sur C.

Cet énoncé est banal pour d = 1. Pour d = 2, c’est un analogue abélien de la conjecture
des quatre exponentielles (*). Pour d > 3, méme le cas ol tous les u; sont des périodes
est ouvert (et intéressant); d'un autre coté, d’apres ce que nous venons de voir, afin de
résoudre la conjecture de Mazur pour les variétés abéliennes simples (conjecture 5 de [Maz
1992]— voir [W 1994]), il suffirait de considérer le cas ot uq, ..., uq—1 sont d — 1 périodes
de l'exponentielle de A, tandis que ug n’appartient pas au Q-espace vectoriel engendré par
le réseau des périodes (c’est-a-dire que ug est un logarithme abélien d’un point d’ordre
infini de A(K)). Enfin de la conjecture 4.2° on déduit :

Conjecture 4.37. — Si A est une variété abélienne simple sur un corps de nombres K, de
dimension d et si I est un sous-groupe de A(K) de rang £ contenu dans un sous-groupe a
n paramétres de A(C), alors n > min{d, (}.

Un sous-groupe & n paramétres de A(C) est I'image par Papplication exponentielle
d’un sous-espace vectoriel de dimension n de I’espace tangent.

Cette conjecture 4.3” a déja été proposée par S. Lang dans le cas particulier £ = 2
(voir [L 1971], p. 648). A cette époque le seul résultat connu ([L 1966], Chap. II, § 4, Th. 4)
était :

pour { >Tetd>2onan>2.

On sait maintenant que l'on a ¢d < n(¢ + 2d) (voir [W 1983b], Corollaire 1.2).

b) Produits de courbes elliptiques .
Nous considérons dans cette sous-section une variété abélienne sur le corps K = QN R
qui se décompose en un produit de courbes elliptiques.

Exercice. Montrer que la propriété de densité est vraie pour une puissance d’une courbe
elliptique.

Indication : utiliser la proposition 1.2.

(*) Dans [W 1994], il est dit que la conjecture 4.2 est facile quand d = 2; mais c’est
seulement quand d = 2 et que u; et ug sont des périodes, que le résultat est banal — voir

[W 1995).
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Proposition 4.4. — Soient E1,..., FEy des courbes elliptiques sur K deux-a-deux non
isogenes. Soient mq,...,ny des entiers positifs. On suppose que le groupe algébrique
G = E" x .-+ x E}* posséde la propriété de densité. Enfin soit v € G(K) N G(R)°.

Alors Zry est dense dans G(R)° si et seulement si, pour 1 < i < k, Ia projection de Z~ est
dense dans E}''(R)°.

Démonstration. Soit H I'adhérence de Zariski de Zv dans G ; comme les courbes elliptiques
F; sont deux-a-deux non isogenes, H est un produit Hy X - - - X Hy, ou H; est un sous-groupe
algébrique de E}". Comme la projection de Zy est dense dans E["(R), on a H; = E"
pour 1 < i <k, donc H = G. Enfin mg(G) = 1, ce qui permet d’appliquer la propriété de
densité. (]

Exercice. FEtendre la proposition 4.4 a un produit de variétés abéliennes deux-a-deuxr non
isogénes. Remplacer aussi le sous-groupe Z~ de rang 1 par un sous-groupe de rang > 0
quelconque.

Remarque. Soit G = G X Gy un produit de deux groupes algébriques ; on suppose que G
n’admet pas d’autre sous-groupe algébrique connexe que les produits Hy x Ho ; soit I' un
sous-groupe de type fini de G(R); méme si G posséde la propriété de densité, il ne suffit
pas que les projections de I' sur chaque facteur soient denses pour assurer que I" est dense :
par exemple le fait que les projections soient denses n’implique pas rang, ' > mg(G).

¢) Plusieurs plongements
Un autre exemple d’application du théoreme 2.2 provient d’une question posée par A. Ogg
au M.S.R.I. de Berkeley en Mai 1992 : soit A une variété abélienne définie sur un corps de
nombres K et soient o1, ..., 0, des plongements distincts de K dans R; pour 1 <i < r, on
a une variété abélienne A; définie sur R et un plongement ¢; de A(K) dans A;(R) associé
a 0;; on définit B=A; x -+ X A,.
A quelle condition 'adhérence de I'image d’un sous-groupe I' de A(K) dans B(R) par
v = (¢1,...,¢r) est-elle ouverte ?
Dans le cas ol les variétés abéliennes Aj,..., A, sont deux-a-deux non isogeénes(*), en
supposant que la variété abélienne B possede la propriété de densité, une condition
nécessaire et suffisante est encore que ¢(I') soit Zariski dense dans B. Cela résulte de
la remarque suivante

si une variété abélienne B sur un corps K est produit de variétés abéliennes simples

deux-a-deux non isogénes, et si I' est un sous-groupe de B(K) Zariski dense dans B,

il existe v € I' qui engendre un sous-groupe Zry Zariski dense dans B.
Démonstration. On écrit B comme produit de variétés abéliennes simples Aq,..., A,
deux-a-deux non isogénes : un sous-groupe algébrique connexe B’ de B est un produit

(*) Cette hypothese a été omise dans [W 1994], mais elle est évidemment nécessaire : si
B = A? est le carré d’une variété abélienne A, et si 1 est un point d’ordre infini de A(K),
alors T' = Z(n,0) + Z(0,1) C A(K)? est un sous-groupe de B(K) Zariski dense dans B,
mais il n’existe pas de v € I" qui engendre un sous-groupe Z+y Zariski dense dans B — voir

[W 1995).
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B{ x -+ x Bl ou chaque B est soit A;, soit {0}. Un sous-groupe de type fini de B(K) est
Zariski dense dans B si et seulement si pour tout ¢ = 1,...,r, son image par la projection
m; » B(K) — A;(K) n’est pas contenue dans A;(K)iors. On choisit £ éléments ~1,...,7¢
de T, linéairement indépendants sur Z, avec ¢ = rang,I'. Pour 1 < ¢ < r, désignons
par M; le sous-Z-module de Z* formé des s € Z¢ tels que vs = S$17v1 + -+ - + Sgye vérifie
7i(7s) € Ai(K)tors ; comme T’ est Zariski dense dans B, M; est un sous-groupe de Z¢ de
rang < ¢ — 1. Le nombre d’éléments de M; dont les composantes sont majorées par N est
O(N*') quand N — oc. Il en résulte (*) que la réunion M; U --- U M, est distincte de
7 : soit s € Z* en dehors de cette réunion. Alors Zy, est Zariski dense dans B. []

Noter que le sous-groupe I' = Z(, 0) + Z(0,~) de A(K)? est Zariski dense dans A2 si
~ est un point d’ordre infini de A(K), mais aucun sous-groupe de I' de rang 1 n’est Zariski
dense dans A?.

Nous traitons un exemple qui préfigure ce qui va se passer avec un plongement
complexe (ot il faudra considérer simultanément le plongement complexe conjugué).

Corollaire 4.5. — Soient K un sous-corps de RNQ, o un automorphisme du corps K et A
une variété abélienne simple sur K de dimension d. On désigne par A° la variété abélienne
déduite de A en faisant agir o, par v — ~° l'isomorphisme de groupes naturel de A(K)
sur A?(K), par B la variété abélienne A x A? définie sur K, et par ¢ : A(K) — B(K)
I’homomorphisme de groupes qui envoie vy sur (7y,7?). Soit T' un sous-groupe de A(K) de
rang {.

a) On suppose £ > 4d? — 2d + 1. On suppose de plus, pour toute sous-variété abélienne B’
de B, définie sur K, de dimension d,

rangy, (o(I') /o(T) N B'(K)) > d* —d + 1.

Alors o(I') N B(R)? est dense dans B(R)°.
b) On suppose ¢ > 4d?. On suppose de plus, pour toute sous-variété abélienne B’ de B,
définie sur K, de dimension d,

rangs (p(D) /(1) 1 B(K)) > d® + d.

Alors il existe v € T tel que Zp() soit un sous-groupe dense de B(R)°.
¢) Si les variétés abéliennes possédent la propriété de densité, une condition nécessaire et
suflisante pour que I'adhérence pour la topologie réelle de p(T") dans B(R) soit ouverte est
que l'on ait

rangz (o(T')/¢(T) N B'(K)) > 1
pour toute sous-variété abélienne B’ de B, définie sur K, de dimension d.

La condition faisant intervenir les sous-variétés abéliennes B’ s’explique facilement :
il faut éviter, par exemple, que A soit définie sur le sous-corps {z € K; 27 = z} et que les

(*) Dans la section 4f de [W 1994], p. 346, est écrit : une réunion finie de sous-groupes de
7Z¢ distincte de Z* est encore distincte de Z¢. Comme me 1’a fait remarquer J-P. Serre, Z? est
réunion de trois sous-groupes d’indice 2, par exemple (2Z) xZ, Zx (2Z) et Z(1,1)+7Z(1, —1).
Mais une réunion finie de sous-groupes de Z' de rang < £ —1 est distincte de Z* — voir [W
1995].
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éléments de I' soient tous rationnels sur ce sous-corps. Un exemple concret — cité au §1 —
est donné par la courbe elliptique y? = 23 — 50z — 125 avec le corps Q(v/10).

§5. Extensions

Nous étudions d’abord les extensions d’'une courbe elliptique par G,, puis les exten-
sions par Gy, et enfin les extensions d’une variété abélienne par Gy,.

a) Extension d’une courbe elliptique par le groupe additif
(Voir [W 1979], Chap. 3, §2c).

Soit G un groupe algébrique commutatif connexe de dimension 2, extension non
triviale d’une courbe elliptique F par le groupe additif G,. Le groupe algébrique G possede
trois sous-groupes algébriques connexes, & savoir {0}, G, et un sous-groupe isomorphe &
Ga.- Soit g la fonction elliptique de Weierstrass associée & E(C) ; on peut choisir une base de
Pespace tangent de G(C) et un plongement de G(C) comme sous-variété quasi-projective
d’un espace projectif tels que I'application exponentielle de G(C) soit paramétrée par des
fonctions complexes de deux variables (21, 22), parmi lesquelles se trouvent zo — ((21) et
p(z1), ol ¢ est la primitive impaire de p. Comme p est périodique, ¢ est quasi-périodique :
si Q = Zwy + Zwsy désigne le réseau des périodes de p, il existe deux nombres complexes
n1 et 1y tels que

(e +wi) = C(2) +m,

Ces nombres complexes sont reliés par la relation de Legendre :

(i=1,2).

wing — woNy = 27

(le signe dépend du signe de la partie imaginaire de ws/wq ; voir par exemple [Sil 1986],
Chap.6, ex. 6.4). Si G est défini sur un sous-corps K de C, alors les invariants gs et g3 de
p sont dans K, et Li(G) est la réunion de Ker expg = Z(w1,m1) + Z(wa,n2), et de

{(z1,22) € C*; 21 €Q, 22— ((z1) €K, p(z1) € K}.

Si le groupe G est défini sur R, alors le noyau de expg g est un sous-groupe de rang 1 de R?
engendré par un élément de la forme (w,7n), avec w = myw; + maws et n = mym + Mmana,
((m1, m2) € Z2). Le sous-groupe compact mazimal G¢ de G(R)? est 'image par exp de la
droite vectorielle R(w, ) engendrée par le noyau, et le quotient G(R)?/G® est isomorphe
a R. En particulier on a mg(G) = m(G(R)) = 2. Le sous-groupe de torsion de G(R) est

QAH%V@OE = mv@vﬁﬁ% AA@O\QJ va - Qm.

Les parties a) et b) du théoréme 5.1 ci-dessous proviennent de [Be 1995]. Elles utilisent le
résultat de transcendance suivant :

Soient E une courbe elliptique définie sur Q, w € Zwy + Zws une période non nulle
de la fonction de Weierstrafl o associée a E(C), n la quasi-période correspondante
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de la fonction ¢ et v € L(FE) un logarithme elliptique qui n’est pas de torsion :
u & Qwi + Qwz. On pose A\, (w) = w((u) — nu. Alors les trois nombres

Au(w), w, u

sont linéairement indépendants sur Q.

11 s’agit d’un analogue du théoréme de Baker, di & Wiistholz [Wii 1989], et que ’on peut
déduire de la version raffinée du théoréeme du sous-groupe algébrique (voir la remarque
avant le corollaire 2.5) appliquée & une extension non triviale d’une courbe elliptique par
le groupe multiplicatif Gy,.

Théoréme 5.1. — Soit G un groupe algébrique commutatif connexe de dimension 2 défini
sur un corps de nombres réel K. On suppose que G est extension d’une courbe elliptique E
par le groupe additif G,, et n’est pas isogéne au produit G, x E. On note 7 : G(K) — E(K)
la projection de noyau G,(K) ~ K.
a) Tout point de G(K) N G est d’ordre fini.
b) SiT est un sous-groupe de type fini de G(K) N G(R)? vérifiant

rang;m(T') > 1 et

rang; (I'N G, (K)) > 1,

alors T' est dense dans G(R)°.
c) SiT vérifie

rang,m(I) > 1 et rang, ' > 5,

alors T est dense dans G(R)°.
d) Si G posséde la propriété de densité, et si I' vérifie

rang; () > 1 et rang; ' > 2,
alors T est dense dans G(R)°.
Démonstration.
a) Soit v € G(K) N G¢; on écrit v = expg(u, v) ; Phypothese v € G(K) s’écrit u € Lk (F)
et a = —v+((u) € K. Le fait que « appartienne au sous-groupe compact maximal G¢ de

G(R)? signifie que (u,v) se trouve sur la droite R(w,n). Alors \,(w) = wl(u) — nu = aw,
et le résultat de transcendance cité plus haut entraine que u appartient a Qw; + Qws. La
relation de Legendre donne alors u € Qw, donc v est un point de torsion de G(K).

b) Si T contient un point non nul vy dans G,(K') et un point 7 tel que 7(y) ne soit pas de
torsion dans F(K), alors Y = @Gmgg est un sous-groupe de type fini de R? qui contient
trois éléments de la forme (0, 3), (u,((u) — @) et (w,n), avec u € Li(E) et o, 3 dans K,
B # 0. Les coordonnées de (u,((u) — ) dans la base ((0,8), (w,n)) de R? sont u/w et
(¢(u) — a — (u/w)n) /B, et les trois nombres

Bw, Pu, w(u) —aw —nu

sont linéairement indépendants sur Q.
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¢) La partie ¢) du théoréme 5.1 résulte du théoreme de densité 2.2, compte tenu de I’égalité
my(G) = 5.

d) Grace & b), on peut se limiter au cas ou I' N G,(K) = {0}. Soient 1 et v deux
éléments de I' linéairement indépendants sur Z. Les hypotheses faites impliquent que tout
sous-groupe algébrique de G x G contenant le point (71,72) se projette surjectivement sur
E x E. Par conséquent 'adhérence de Zariski de Z(y1,72) dans G x G est G x G. Il ne
reste plus qu’a utiliser 1'égalité mg(G) = 2. []

Exercice (Un analogue elliptique du probléme des quatre exponentielles, d’apres [Be 1995],

question 3.)

Montrer que le groupe algébrique G considéré dans le théoréme 5.1 posséde la propriété de

densité si et seulement si l'assertion suivante est vraie :

! Soient « et 3 deux nombres algébriques réels, et u, v deux nombres réels dans L(E),
avec u,v,w lindairement indépendants sur Q. Alors

y Ap(w) — QE.

u v

Ay (W) — aw

Indication. Montrer déja que la propriété de densité pour G est équivalente & 1’assertion

suivante :

. Soient u et v des éléments de L(E) NR avec w, u, v linéairement indépendants sur Q,
et soient « et 3 deux nombres algébriques. On pose

O = Au(w) +ou, 0, =X, (w) + po.

Alors les trois nombres w@,,, w6, ud, — v0, sont linéairement indépendants sur Q.

En particulier on devrait avoir uf, # v8,, ce qui est la condition annoncée. Dans 'autre
sens, poser ' = au + cw et v = av — bw, et utiliser le fait que la fonction ((az) — a((z)
est elliptique, donc le nombre ((au) — al(u) est algébrique.

Exercice. Soit G un groupe algébrique commutatif connexe sur Q, extension non triviale
d’une courbe elliptique E définie sur Q par G,. Soient £ un entier et (uj,v;) (1 <j<¥)
des éléments de L(G) linéairement indépendants sur Q, avec u; € L(E). On suppose que
Ui, ..., us ne sont pas tous dans Quwi + Qus.
1) On suppose £ > 5 ; montrer que la matrice

wp - up
v wp
est de rang 2.

2) On suppose £ =4 et (u1,v1) € Ker expg ; montrer que la matrice

Uy U2 U3 Ug
U1 () V3 Vg

est de rang 2.
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b) Extension d’une courbe elliptique par le groupe multiplicatif
(Voir [W 1979], Chap. 3, §2e).

Soit G un groupe algébrique commutatif connexe de dimension 2, qui est une extension
d’une courbe elliptique E par le groupe additif Gy, et qui n’est pas isogene au produit
G X E. Le groupe algébrique G posséde trois sous-groupes algébriques connexes, a savoir
{0}, G, et un sous-groupe isomorphe & G,,. Soient p la fonction elliptique de Weierstrafl
associée a E(C), Q = Zw; + Zws le réseau des périodes de g et o le produit canonique de
Weierstrass associé a Q (cf. [Sil 1986], Chap. 6 §3). On peut choisir une base de 1'espace
tangent de G(C) et un plongement de G(C) comme sous-variété quasi-projective d’un
espace projectif, tels que lapplication exponentielle de G(C) soit paramétrée par des
fonctions complexes de deux variables (21, 22), parmi lesquelles se trouvent @(z), et une
fonction

o(z1 —u) _
Nuﬁ — z1¢(u)—22
Gr2) = et

)

ou u € C. L’hypothese que G n’est pas isogéne au produit G, x E se traduit par le fait
que le point v = expg(u) € E(C) n’est pas de torsion, ¢’est-a-dire u ¢ Qw; + Qus.

Quand le groupe algébrique G est défini sur R, le noyau de expg r est un sous-groupe
de rang 1 de R?; la droite réelle engendrée a pour image par I’exponentielle le sous-groupe
compact maximal G¢ de G(R)? et G(R)?/G® est isomorphe & R.

Si la courbe elliptique E est définie sur un corps de nombres K plongé dans R et
que le groupe de Mordell-Weil E(K) a un rang positif, alors & chaque point v € E(K)
correspond une extension G de E par Gy, définie sur K, et G- (K) se projette sur E(K).
Quand ~ est d’ordre infini dans E(K), I'adhérence réelle de G (K) dans G,(R) contient
G,(R)°. En effet, comme G.,(K) contient G, (K) ~ K*, si  est un point de G (K) dont
la projection sur E(K) est v, alors le sous-groupe de G, (K) engendré par 2, 3 et 7, est
dense dans G+ (R)°.

Nous allons voir qu'un sous-groupe de rang suffisamment élevé, dont la projection sur
la courbe elliptique est dense, est alors dense, et contient méme un sous-groupe de rang 2
qui est dense.

Proposition 5.2. — Soient K un corps de nombres réel, E une courbe elliptique définie
sur K, v un point d’ordre infini de E(K), G., I'extension de E par le groupe multiplicatif
Gm attachée & v, m : Gy(K) — E(K) la projection de noyau G (K) ~ K*, et I un
sous-groupe de type fini de G(K)NG~(R)°, de rang £. On note {1 le rang sur Z de (T).
a) Sil—{01>2etl; >1,alors T est dense dans G (R)°.

b) Si¢>5 et 1 > 1, alors T est dense dans G~ (R)°.

¢) Sil>6etl; >1,alors T contient un sous-groupe de rang 2 qui est encore dense dans
G, (R

d) Si le groupe algébrique G., posséde la propriété de densité, alors les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) T est dense dans G(R)°;

(ii) onal>2et l; >1.
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Démonstration.

a) Lerang de I'y = 'NG,, (K) est £—¢5. Soit Y = @%m@ (T") et soit H un hyperplan de R2.
Si H = {0} xR, on utilise 'hypothese £; > 1 pour en déduire rang; (Y/YNH) > 6;+1 > 2.
Si au contraire H # {0} x R, alors en posant ¥; =Y N ({0} x K) ona Y D Y; et

rang; (Y/Y N H) > rang,Y; = rang,l'y = — {4 > 2.

b) Si £ > 5 et ¢; > 1, alors les hypotheses de la partie a) du théoréeme 2.2 sont vérifiées,
avec
d=dy=2, dy=dy =0, o(G,)=4, rp(Gy)=1, m(G,)=5,

donc T est dense dans G (R)°.
¢) Si £ > 6, les hypotheses de la partie b) du théoréme 2.2 sont vérifiées, et I' contient un
sous-groupe de rang 2 qui est encore dense dans G, (R)°.
d) L’implication () = (ii) résulte des égalités mr(G,) = 2 et mg(E) = 1. Dans I'autre
sens, on désigne par (w,?) € R? un générateur du noyau de expg,, R? — G, (R). Comme
w # 0, il existe des triplets (x,y,2) € R? tels que le sous-groupe de R? engendré par les
trois points

0,2),  (2) et (w9)

soit dense dans R2. Ainsi dans le sous-groupe (Gm X G4)(R) de (G x G4)(R), il existe un
point (u1,us) tel que Zuj + Zusy engendre un sous-groupe dense de G- (R)°. Or Phypothese
(i1) signifie qu’il existe y; et vo dans ' tels que 'adhérence de Zariski dans G, x G, du
sous-groupe Z(v1,v2) contienne G,, x G.,. On peut donc utiliser la propriété de densité. []

Remarque. La propriété de densité pour le groupe G~ de la proposition 5.2 s’énonce de la
maniere suivante :

Pour le cas rang; (T NGy (K)) > 1 -

. Si a est un nombre algébrique positif # 1, si u et ug sont deux éléments de L(E) NR

qui n’appartiennent pas a Qw, et si v € R est tel que le nombre
Q.A\R — QCV N:AA:ovld
o (u)o(uo)

est algébrique, alors les trois nombres
ulog a, wloga, ud —vw
sont linéairement indépendants sur Q.
Pour le cas rang; (T NGy (K)) =0 :
. Soient ug, u1, ug des éléments de L(E) NR avec ug € Qw et w,uy,uz linéairement

indépendants sur Q ; soient v, et vo deux nombres réels tels que les nombres

o(u; — up)

wiG(uo)—vi i =1.9
QT:VQTSVm (=12
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soient algébriques, alors les trois nombres
ULV — UV, U1V — VW, U — Vow
sont linéairement indépendants sur Q.

Exercice. Soit G un groupe algébrique commutatif connexe sur Q, extension d’une courbe
elliptique E définie sur Q par Gy, qui n'est pas isogéne au produit G, x E. Soient £ un
entier et (uj,vj) (1 <j <) des éléments de L(G) linéairement indépendants sur Q, avec
uj € L(E). On suppose que u,...,up ne sont pas tous dans Quy + Quws.

1) On suppose £ > 5 ; montrer que la matrice

wp - up
v e W
est de rang 2.

2) On suppose £ =4 et (u1,v1) € Ker expg ; montrer que la matrice

Uy Uz U3 Uy
U1 V2 U3 U4
est de rang 2.

¢) Extension d’une variété abélienne par un groupe multiplicatif
(Voir [Be 1995])

Soit A une variété abélienne simple de dimension g sur un corps de nombres réel K, et
soit L le groupe G, ou bien G,,. On consideére un groupe algébrique commutatif connexe
G, défini sur K, de dimension d = g + 1, extension de A par L, non isogene au produit
L x A. Les applications exponentielles font commuter le diagramme suivant :

0 - Tr(R) - Tc¢@®R) — TaR) — O
€XpPr r €XPg r €XP A R
0 - LR — GR)® — AR — 0

Comme Q4 r = Ker expy g est un réseau de T4(R) ~ RY et que expy p est injective,
le noyau Qg r de expg g est un sous-groupe discret de Tg(R) ~ R? de rang g = d — 1.
L’hyperplan réel RQ¢ g de T (R) a pour image par expg  le sous-groupe compact maximal
G¢ de G(R)°. En tant que groupe de Lie réel, G¢ est isomorphe & RY9/Qa R , donc & A(R),
mais G¢ n’est pas un sous-groupe algébrique de G(R) : les seuls sous-groupes algébriques
connexes de G sont {0}, L et G.

Proposition 5.3. [Be 1995]- Si G vérifie la propriété de densité, tout point de G(K)NG*
est d’ordre fini.

N

Démonstration. Supposons qu’il existe un point v € G(K) N G° n’appartenant pas &
G(K)tors- On choisit un point 7o dans L(K) N L(R)° d’ordre infini. Le sous-groupe
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T = Zyy + Zv de G(K) est de rang 2, sa projection sur A(K) est de rang 1. L’image
inverse Y de I' par expg p est le sous-groupe de T (R) engendré par Qg g et Zug + Zu,
quand ug et u sont deux éléments de T (R) satisfaisant expg g(u0) = Y0 et expg p(u) = 7.
Mais v € G¢, donc u € RQgr, et la projection de Y sur T¢(R)/RQgr a un rang < 1.
Ceci montre que Y n’est pas dense dans Tg(R), ce qui veut dire que T’ n’est pas dense
dans G(R)O.

Soit H l'adhérence de Zariski du sous-groupe Z(7p,7) dans G x G. Comme 7
appartient & L(K), que la projection de v dans A(K) est d’ordre infini, et que ’extension
G de A par L n’est pas isotriviale, on a H = L x G. On en déduit qu'il existe (11,72)
dans H(R) tel que Zn; + Zny soit dense dans G(R)? : il suffit de prendre n + 1 nombres
réels, ou plutdét deux éléments x, z de Tr(R) ~ R et un élément y € T4 (R) ~ RY, tels que
le sous-groupe de T (R) ~ T4(R) x Tr(R) engendré par (0,z), (y,z) et Qg r soit dense
dans T (R). Par conséquent si G(K) N G ¢ G(K )tors, alors G ne vérifie pas la propriété
de densité. []

Remargue. Dans [Be 1995], D. Bertrand construit une surface abélienne (variété abélienne
de dimension 2, quotient de la Jacobienne de la courbe modulaire X(29)), définie sur un
corps de nombres totalement réel K de degré 4 sur Q, et une extension non isotriviale G de
A par Gy, telles que G(K) N G¢ contienne des points d’ordre infini. Ce groupe algébrique
G, de dimension 3, ne vérifie donc pas la propriété de densité.

86. Groupes algébriques commutatifs sur C
a) Restriction des scalaires

Soient K un corps de nombres plongé dans C et G' un groupe algébrique commutatif
défini sur K. On définit un groupe algébrique G sur R par restriction des scalaires de C
a R (cf. [We 1982], Chap. 1 §3, [Gr 1960], et la these de Johan Huisman [Hu 1992] pour
la restriction relative & une extension galoisienne finie) : on a une application p : G — G
définie sur C qui donne un isomorphisme (p,p) : G — G x G sur C; le groupe des points
réels G(R) est isomorphe au groupe G(C). .

La conjugaison complexe permet de définir un sous-corps K de C, conjugué complexe
de K, puis un groupe algébrique G défini sur K, un isomorphisme de groupes y — %
de G(C) sur G(C) puis un homomorphisme de groupes ¢ de G(C) dans G(C) x G(C)
qui_envoie v sur (7,%), et enfin un C-isomorphisme 6 de G(C) sur G(C) x G(C). si
s5:G(C) x G(C) — G(C) x G(C) envoie (z,w) sur (w,z),onasof=40:

G(C) —% . G(C)x G(C)
3 /s
G(C) x G(C)
de sorte que 6 identifie @Q@ avec I'image de ¢ :

9(G(R)) = {(7,7) : v € G(C)} = ¢(G(C)) € G(C) x G(C).
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Sur lespace tangent du groupe de Lie G (C), le R-espace vectoriel
Tx(R) = {(2,2) ; 2 € Ta(C)} C T5(C) = Tg(C) x T5(C)

définit une R-structure. _

Le groupe G est défini sur le corps K, intersection (dans C) de R avec le compositum
de K et K; quitte & remplacer K par son compositum avec K, on peut supposer
K = K (la seule modification qu'apporte une extension finie, ou méme algébrique,
concerne ’hypothese de simplicité pour une variété abélienne). Quand K est stable sous

la conjugaison complexe,

~ si K CR,onaK =K (et alors, si dimG > 0, G(R) n’est pas dense dans G(C)) ;
~ sinon, K = K NR avec [K : K] = 2 et alors G = Res_,~G.

K/K

b) Application a la densité

Quand T est un sous-groupe de G(C), I' = o(T) est un sous-groupe de G(R); si
I C G(K), alors I' ¢ G(K). Enfin T est dense dans G(C) si et seulement si I' est dense
dans mc%v (la variante complexe ci-dessus du théoreme de Kronecker correspond & la
situation ot G est un groupe unipotent). Grace & cela, on obtient ’énoncé suivant :

Si le groupe algébrique G posséde la propriété de densité, alors pour tout sous-groupe

T de type fini de G(K), les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est dense dans G(C)

(ii))  si y1,...,7 engendrent un sous-groupe d’indice fini de T’ et si H désigne

P'adhérence de Zariski dans G* du sous-groupe NAGQ; RN SSEY il existe un élément

(1, ...,me) de H(R) tel que le sous-groupe Zny + - - - + Zny soit dense dans G(R).

Voici un résultat de densité pour un plongement complexe, qui résulte immédiatement du
théoreme 2.2 combiné avec la version complexe du théoreme de Kronecker.

Proposition 6.1. — Soit G un groupe algébrique commutatif connexe de dimension d
défini sur un corps de nombres K plongé dans C. Soit I un sous-groupe de type fini de
G(K).

a) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K avec dim G’ < dim meun

rangz (I/T N G'(K)) > mp(G/G").
Alors T' est dense dans le groupe topologique G(C).
b) On suppose, pour tout sous-groupe algébrique G’ de G défini sur K avec dim G’ < dim G,
SBWNAW\W N Q\Qeﬂvv > mk(G/G) +2d— 1.

Alors il existe un sous-groupe de T' de rang mc(G) qui est dense (pour la topologie
complexe) dans G(C).

La proposition 6.1 permet de montrer que pour tout groupe algébrique commutatif
connexe G défini sur Q, il existe un corps de nombres K tel que G(K) contienne un
sous-groupe de rang mc(G) qui soit dense dans G(C).
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Remarque. On a dimG = 2dim G, Qﬁmv = 2a(G) et zamv > kc(G). La condition qui
correspond au sous-groupe trivial G’ = {0} suggeére d’introduire la notation suivante.
Quand G est un groupe algébrique commutatif connexe défini sur C, on pose

\ w mTAAQVHP
me(G) = ﬁ (20(G) — k(@) +1)(2d — 1) 42— ke(G) simel(C) > 1.

La condition x¢(G) = 0 signifie que G est unipotent, ce qui s’écrit aussi a(G) = 0.
De la définition de m{(G) on va déduire :

2(d—1)a(G)+2d+1 siG est un groupe linéaire,
m(G) << 4d? —2d+ 1 si G est une variété abélienne,
(3d —2)a(G) +2d+1 dans le cas général.

Seule la derniére majoration mérite une explication : si G est extension d’une variété
abélienne A de dimension g par un groupe linéaire G¥ x G et si G n’a pas de facteur G,,
alors u < g ; on en déduit a(G) < 2kc(G).

Avec cette notation, on a mp(G) < mi(G), donc pour vérifier 'hypothese a) (resp.
b)) de la proposition 6.1 pour le sous-groupe trivial {0}, il suffit d’imposer

rang;I" > mg(G) (resp. rang;l' > mg(G)+2d—1).

¢) Variétés abéliennes simples
Soit A une variété abélienne simple sur C, de dimension d et soit v un point de A(C);
une condition nécessaire et suffisante pour que le sous-groupe engendré par v ne soit pas
dense dans A(C) est qu'il existe 2d — 1 périodes wy, . ..,wsq—1 de exp4 et un entier n > 1,
tels que ny appartienne au sous-groupe & 2d — 1 parameétres exp 4 (Rwy + - - - + Rwgg_1). I
s’agit de voir quand cela peut arriver avec un point v rationnel sur Q.

Soit K un sous-corps de Q et soit A une variété abélienne simple sur K de dimension
d. On note A la variété abélienne déduite de A par action de la conjugaison complexe et
on pose A = Resc/rA. Pour appliquer la proposition 6.1 on est amené a décrire les sous-
variétés abéliennes de A définies sur R. Comme A(C) est le produit des deux variétés
abéliennes simples A(C) et A(C), les éventuelles sous-variétés de A définies sur R et
distinctes de {0} et de A ont pour dimension d. On choisit une base de Tx(C) sur C
de maniére & identifier T4 (C) & C%, T(C) a C*?, Q4 & un réseau Q de C* et O au résean
conjugué Q. N

Soit A’ une sous-variété abélienne de A définie sur R de dimension strictement positive
et inférieure & 2d. Alors A n’est pas simple, donc A et A sont isogenes, et A’ est aussi
isogéne & A ; en particulier la dimension de A’ est d, et il existe deux applications linéaires
@ :Ty(C) — C%et 1p : T5(C) — C telles que

Tar(C) = {(21,22) € Ta(C) x T4(C) ; ¢(21) = ¢(22)} € T7(C)

et
Ta(R) = {(2,%) € Ta(C) x T4(C) ; ¢(2) =¥(2)} C T;(R).
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Le noyau de expy, : Ta/(C) — A'(C) est Ta/(C) N Q5 — réseau de Tar(C) (de rang 2d),

tandis que le noyau de exp 4 p : Ta/(R) — A'(R) est Ta/(R) N Q5 — réseau de rang d

dans T4/ (R). Soient ws,...,wq des éléments de Q4 avec (w;,w;) € Ta/(R) linéairement
indépendants sur R, (1 < i < d), et soit W € GLg(C) la matrice de (wr,...,wq) dans la
base choisie de T4(C). On pose encore § = W~! € GL4(C) ; ainsi

——1

ﬁo%\H Hﬁo%”@o%”@om
Si (21, 22) € T7(C) vérifie 021 = 02, alors

——1 -

p(z1) =pof7 ob(z1) =90l  08(2) = ()

Comme 6z, = 0z, définit un sous-espace de dimension d dans mﬁmmﬁy on en déduit
M...b\mmﬂv = AANTNwV S MJMAAOV ; 0z, = NNMW

De plus, compte tenu de

Q7= {(w,0); wea,w €} CT5C),

on a

Ker expy =Ta (C)N Q5= {w,w') ; we Qy,w €Qy; w Haf

ce qui montre que
0 NeQ = T\}t ; w e il existe w’ € Q tel que fw = aw

est un sous-groupe d’indice fini de 6.

On désigne par £(A) 'ensemble (éventuellement vide) des éléments § € GL4(C) tels
que 0 N O soit un sous-groupe d’indice fini de 6.

Pour chaque 0 € £(A),

AANTNMV (S MJM_AAOY 0z = WNww

est 'espace tangent sur C d’une sous-variété abélienne Ay de A définie sur R de dimension
d et on les obtient toutes ainsi.

Corollaire 6.2. — Soient K un sous-corps de Q, A une variété abélienne simple sur K de
dimension d et T' un sous-groupe de A(K) de rang (.
a) On suppose £ > 4d?> — 2d + 1. On suppose de plus, pour tout 6 € £(A),

rang (T/T N Ap(R)) > d* —d + 1.

Alors T' est dense dans A(C).
b) On suppose £ > 4d%. On suppose de plus, pour tout 6 € £(A),

SEWNAW\w NAy(R)) > d* +d.
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Alors T' contient un sous-groupe de rang 1 dense dans A(C).
c) Si les variétés abéliennes possédent la propriété de densité, une condition nécessaire et
suffisante pour que I' soit dense dans A(C) est

rang, (T/T N Ap(R)) > 1
pour tout § € E(A).

d) Exemple : courbes elliptiques.

Soit E une courbe elliptique sur C et soit v € E(C). On choisit une base (w1,ws) de
Qg = Ker expp sur Z, ce qui fournit une base de 'espace tangent Tg(C) sur R, et on
choisit un logarithme elliptique u = 61wy 4 6wy de v : on a expg(u) = 7 et (61, 02) € R2.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(¢) Z~ est dense dans E(C).

(i) Zwy + Zws + Zu est dense dans C.
(#4i) Les nombres réels 1,6y, 6 sont linéairement indépendants sur Q.
(tv) Pour tout w € Qg et pour tout entier n > 1, on a ny & expg(Rw).

On remarquera que pour tout w € Qp, w # 0, exp(Rw) est un sous-groupe fermé,
isomorphe & R/Z, du tore C/Qg ~ E(C) : c’est un sous-groupe & un parameétre réel. Tout
sous-groupe fermé infini de E(C) différent de E(C) est de cette forme.

Les conditions (i), (i7), (ii7), (iv) ci-dessus impliquent les conditions équivalentes
suivantes :

AQV Y m .@mﬁvwoa.
(b) Les nombres complexes u,w;,ws sont linéairement indépendants sur Q.
(c) (61,62) ¢ Q.

Les conditions (a), (b), (¢) sont plus faibles que (i), (i), (i%i), (iv) : par exemple
pour u = v/2wy, le sous-groupe Z+y n’est pas dense dans E(C). On peut méme donner
un exemple avec une courbe elliptique E définie sur le corps des nombres algébriques, et
yeE AQV : sl y est un point d’ordre infini de E rationnel sur un corps de nombres réel,
alors les conditions (a), (b), (¢) sont vérifiées, mais pas les conditions (4), (i7), (#i%), (iv).

Soit E une courbe elliptique sur Q ; on choisit un modele de Weierstra$
E(C) = {(z:y:t) € Py(C); y°t = 42° — gout® — gst*}.
Soit p la fonction elliptique de Weierstrafl3 d’invariants go et g3 :
0% =40 — gap — g3
On identifie Tg(C) & C par

expp(z) = A M%ANV ce(2) : Hv siudQ,

0:1:0) siu €,
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ot Q = Zw, +Zw, désigne le réseau des périodes de p. On désigne ensuite par Q = Zwo7+Zioy
le réseau conjugué complexe de €2, par § la fonction elliptique de Weierstrafl d’invariants
72,73 et de réseau de périodes Q, et par E la courbe elliptique de Weierstrafl associée.

La courbe E admet un modele défini sur R si et seulement s'il existe § € C* tel que
0Q = 0. Nous allons vérifier (comparer au lemme 5.2 de [Hu 1992]) que les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) la surface abélienne E = Resc/rFE n’est pas simple sur R.
/
(#4) D’ensemble o
E(E) = {0 € C*; rang, (002N 6Q) = 2}

n’est pas vide
(iii) 11 existe trois nombres entiers a, b, c dans 7 tels que a® + bc soit un carré non nul et
que le nombre T = wq /w; vérifie

bT|? +a(r+7) —c=0.

Démonstration. Nous avons déja établi 1’équivalence entre () et (i7) dans le cadre plus
général des variétés abéliennes. Montrons que (i¢) implique (4i7). De (i) on déduit qu’il
existe des entiers m,a, b, ¢, d avec m > 0 satisfaisant

mlw, = abw; + blwo,

mbws = chwy + dbws.
Alors 0
n+&ﬂH§kHi®+@j
%EH
et
m IEIQ.T@ﬂ
@.T@ﬁlgl m

Comme 7 n’est pas réel, de la relation b|7|2+a(7+7) —c— (a+d)7 = 0 on déduit a+d = 0
et b|7|2 + a(r +7) — ¢ = 0. Ce qui précede entraine m? = a® + be + b(a + d)7 = a + be.

Enfin, supposons la propriété (i) vérifiée : a? + bc = m? avec 7(a + b7) = ¢ — aT.
Alors le nombre o = (a + b7)/m vérifie

m?a@ = (a 4 b7)(a + b7) = a® 4+ be = m?,
donc |a| = 1, et il existe # € C* tel que awy/wi = #/6. On vérifie alors
mbw; = mabw; = abw; + bw,

et
mbwy = Tmhw; = 10w (a + b7) = chw, — abuws,

d’olt on déduit (i4). []



Chapitre IV. — Groupes algébriques

Remarque. Si les conditions sont vérifiées, les deux courbes E et E sont isogenes : en effet,
si on pose a = /0, alors aQ N Q est de rang 2; il existe donc une isogénie de module
1. Si 7 4+ 7T est rationnel, on peut choisir & = 1. Si 7 + 7 n’est pas rationnel, la relation
b|7|2 4+ a(T +7) — ¢ = 0 est unique (& un coefficient multiplicatif pres). Il ne suffit pas qu’il
existe une isogénie entre E et E pour que les conditions (i), (i7) et (ii4) soient satisfaites.
Par exemple si |7| =2 et 7 +7 ¢ Q, alors a = 7 vérifie af) C Q, mais aucun a de module
1 ne posséde cette propriété.

Exercice. Soient Q = Zwy + Zwy un réseau de C et soit x € R, x > 0. On pose T = wa Jwy.
Vérifier que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe a € C, |a| = z, tel que a2 N Q soit un Z-module de rang 2.

(b) 1l existe des entiers a,b,c,d et m avec m > 0 tels que

2

m2z? = a® 4 be et b2 4 a(r+7) —c=0.

Revenons au probléme de densité. Supposons dans un premier temps E(E) = ) ; alors
—si " est un sous-groupe de E(Q) de rang > 3, le corollaire 6.2 montre que I' est dense
dans le groupe topologique E(C) ;
~siI'C B(Q) a un rang > 4, il existe y € I' qui engendre un sous-groupe dense de F(C) ;

— d’apres la propriété de densité, tout point d’ordre infini de E(Q) engendre un sous-groupe
dense pour la topologie complexe de E(C).

Corollaire 6.3. — Soit E un courbe elliptique définie sur le corps des nombres algébriques.
On suppose que E n’est pas isogéne a sa conjuguée complexe E. Soit T un sous-groupe de
type fini de E(Q) de rang £. Si £ > 3, alors T' est dense dans E(C). Si £ > 4, alors il existe
v € T tel que Zy soit dense dans E(C). Si E x E posséde la propriété de densité, alors

tout sous groupe infini de rang fini de E(Q) est dense dans E(C).

Quand E(E) # 0, il faut travailler un peu plus. Soit 8 € E(E); le quotient Fy du
C-espace vectoriel

H@mﬁﬁv = AANTNMV S ﬁmw %NH = MNMW

par le réseau

Q= {(w,0'); bw=0u'} CUxQ
est une courbe elliptique, que I'on peut aussi écrire comme le quotient de C par le réseau
Tcmbm mﬁmm‘bwﬁ@.
Le quotient Ej de la variété abélienne E = Resc /RE par Ey s’écrit aussi C/€Y, avec

y = {0w—0uw'; (w,w')eNxQ}CC.

Ainsi on déduit du corollaire 6.2 :
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Corollaire 6.4. — Soient uy,...,u, des éléments de C tels que les points v; = expg(u;),
(1 < j < (), engendrent un sous-groupe I' de E(Q) de rang £. On pose Y = Zuq + --- +

Zuy 4+ Q. Pour € C*, on définit

Yo ={0y—0y; ycY}.

1. S’il existe @ € E(E) tel que Yy N QY soit un sous-groupe d’indice fini de Yy, alors I’ n’est
pas dense dans E(C).
2. Supposons que pour tout 6 € E(E), YyN Q) n’est pas un sous-groupe d’indice fini de Y.
Alors
a) Si £ > 3, le sous-groupe I' est dense dans E(C).
b) Si ¢ >4, et si

rangy (Yy/Ys N Q) > 2

pour tout § € E(E), alors il existe v € I' qui engendre un sous-groupe dense dans E(C).
¢) Si la propriété de densité est vraie pour les variétés abéliennes, alors T' est dense dans

E(C).

Ezercice. On admet la conjecture suivante de Ramachandra [Ra 1968] :

Soient p et p* deuzx fonctions elliptiques de Weierstraf$ d’invariants ga2, gs et g3, g3
algébriques, E et E* les courbes elliptiques associées, w une période non nulle de p et
w* une période non nulle de p*. On suppose que les deux fonctions p(wz) et p*(w*z)
sont algébriquement indépendantes ; si u € C est tel que wu € L(E) et w*u € L(E*),

alors u est rationnel.

Sous les hypothéses de la partie 2) du corollaire 6.4, montrer que ' est dense dans E(C).

Exercice.

a) Donner un exemple de quatre nombres réels 61,02,0,05, tels que les cing nombres
1,01, 00,07,0, soient linéairement dépendants sur Q, mais que, pour tout (s,s') € Z2,
(s,8") # (0,0), les trois nombres 1,501 + s'0%, s02 + s'04 soient linéairement indépendants
sur Q

b) Soit E une courbe elliptique définie sur C et sans multiplication compleze. On désigne
par Zw; + Zwy C C le noyau de expp, et par A la surface abélienne E2. On pose

v = (expg(f1w1 + Oaws), expg (w1 + Ows)) € A(C),
ot 01, 04,01, 0% satisfont la condition énoncée en a). Montrer que Z~ n’est pas dense dans

A(C), mais que sa projection sur tout quotient (A/A’)(C), A’ sous-variété abélienne de A
de dimension 1, est dense dans (A/A’)(C).



V. — Approximation simultanée dans les groupes algébriques

Soit G un groupe algébrique commutatif défini sur un corps de nombres K plongé
dans R, et soit I' un sous-groupe de type fini de G(K) qui est dense dans G(R)?; on
étudie 'approximation des éléments de G(R)? par des éléments de T'. Nous savons déja
que T est dense dans G(R)? si et seulement si Y = exp~}(I') est dense dans T(R). Par
le théoreme de Kronecker, cette condition se traduit de la maniere suivante : pour toute
forme linéaire non nulle ¢ : Tg(R) — R, on a p(Y) ¢ Q. Il s’agit donc d’un probleme
d’irrationalité, sur lequel le théoréeme du sous-groupe algébrique nous a permis d’obtenir
des réponses partielles : si le noyau de ¢ ne contient pas de sous-espace non nul de la
forme T/ (C), avec G' sous-groupe algébrique de G défini sur K, et si Y est un sous-
groupe de L (G) = mx@LAQQQY alors on peut minorer le rang de p(Y) en fonction du
rang de Y. En particulier si on obtient la conclusion rang;¢(Y) > 2, alors on peut déduire
Pirrationalité de I'un des nombres ¢(y), (y € Y'), donc la densité de T

Pour obtenir des énoncés effectifs, nous seront amenés a rechercher des mesures
d’irrationalité : si Y est engendré par des éléments yq, ...,y comme Z-module, il s’agit
d’étudier 'approximation simultanée des nombres réels ¢(y1), ..., (ym) par des nombres
entiers. Nous verrons que cette question est liée & un probléme de transcendance : quand
¢ : Tg(R) — R est une forme linéaire non nulle, montrer o(Y) ¢ Q. La encore, le théoréme
du sous-groupe algébrique va nous permettre de donner des résultats partiels, sous des
hypotheses convenables concernant Y (qui doit en particulier étre de rang suffisamment
grand), et c’est essentiellement quand ces hypothéses seront satisfaites que nous pourrons
donner des réponses relativement satisfaisantes au probleme de densité effective.

§1. Introduction

Soit K un corps de nombres admettant un plongement réel ; on considere K comme
un sous-corps de R; soit V' une variété lisse définie sur K, et soit Z l'adhérence (pour
la topologie réelle) de V(K) dans V(R). Dans son article [Maz 1992] sur la topologie des
points rationnels, Mazur suppose K = Q et V(Q) Zariski dense ; il suggere alors que Z est
réunion de composantes connexes de V(R)).

Nous proposons ici une version quantitative de cette conjecture. Supposons V' plongée,
comme variété quasi-projective, dans un espace projectif Py sur K ; désignons par h la
hauteur logarithmique absolue de Weil sur Py (K), et choisissons une métrique sur Py.
Pour chaque nombre réel H > 1, on définit ny (H) comme la borne inférieure des € > 0
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tels que tout point de Z soit & une distance < e d’un point de V(K') de hauteur < log H :
nv(H) = inf{e >0 ;
pour tout P € Z, il existe Q € V(K) avec h(Q) <log H et dist(P,Q) < ¢}.
Dire que V(K) est dense dans Z s’écrit
lim ny(H) =0.

H—o0
Majorer ny (H), c’est montrer que les points rationnels sont “bien répartis” sur la variété.
Dans ce contexte, on pourrait aussi chercher a minorer la distance de deux points rationnels
distincts sur la variété, si possible en améliorant I'inégalité de type Liouville que voici : il
existe une constante C(V') > 0 telle que, pour tout @ et Qo dans V(K), on ait

dist(Q1, Q2) > exp(—C max{h(Q1),h(Q2),1});

une amélioration de cette inégalité signifierait que les points rationnels sur une variété, qui
devraient étre “contagieux” d’apres Mazur, restent néanmoins éloignés les uns des autres.
Cependant il ne semble pas que la recherche de telles minorations sur I’éloignement mutuel
de points rationnels soit une méthode efficace pour majorer 7y (H) : une minoration, méme
fine, de la distance mutuelle entre points rationnels, n’empécherait pas ces points rationnels
d’étre concentrés dans une région de ’espace ; elle ne donnerait qu'une information locale,
alors que ny est une donnée globale.

D’un autre coté, si ¢y (H) désigne le nombre de points de V(K) de hauteur < log H,
on a

lim inf ¢y (H)ny (H)5™V > 0.
H—o0
Noter que I'inégalité ¢y (H) < CHY™V+L est toujours vraie, avec une constante C' ne
dépendant pas de H, donc on a toujours
lim inf ny (H) - H T/ 4mV) > 0,
H—oo
Dans certains cas une estimation plus précise est connue ; ainsi, quand V est une variété
abélienne A, on a
a(H) < C(log H)'/2,

ot £ est le rang du groupe de Mordell-Weil A(K), tandis que C est une (nouvelle) constante
indépendante de H. La démonstration de cette inégalité repose sur la quadraticité de la
hauteur de Néron-Tate (voir par exemple [L 1978], Chap. IV ou [Sil 1986], Chap. VIII §6
et §9 pour les courbes elliptiques, et [L 1983], Chap. V §6, [Se 1989], §3.3 [L 1991], Chap.
IIT §3, [Hu 1993], §3 pour les variétés abéliennes) :

Soient A une variété abélienne sur un corps de nombres K et v1,...,7; des éléments
de A(K). II existe une constante C' > 0 ayant la propriété suivante : si ty,...,t, sont
des entiers rationnels, et si T est un nombre réel satisfaisant T > max{1, |t1], ..., |t|},
alors

h(tiyi + -+ teye) < CT2

Dans le cas d’une variété abélienne A de dimension g, on ne peut donc pas majorer n4(H)
mieux que par une puissance (négative) de log H.



Chapitre V. — Approximation simultanée

Conjecture 1.17. — Soit A une variété abélienne simple de dimension g définie sur un
corps de nombres K plongé dans R ; désignons par ¢ le rang sur Z du groupe de Mordell-
Weil A(K). Pour tout € > 0, il existe un nombre Hy > 0 (ne dépendant que de la variété
abélienne A, du corps de nombres K et de €) tel que, pour H > Hy, on ait

na(H) < (log H)~ /2%,

Cela signifie que tout point de A(R)® devrait étre & une distance < (log H)~(¢/29)+¢
d’un point de A(K) de hauteur logarithmique < log H. Nous verrons que cette conjecture
1.17 équivaut & un résultat d’approximation diophantienne, pour lequel nous donnerons
des résultats partiels.

Nous étudions d’abord le cas d’une courbe elliptique ; nous obtenons une mesure de
densité du sous-groupe des points rationnels en utilisant une minoration, due a N. Hirata,
pour 'approximation simultanée de logarithmes elliptiques. Nous considérons ensuite le
cas plus général d’'une variété abélienne ayant suffisamment de points rationnels. Les
démonstrations utilisent d’une part un lemme de transfert, d’autre part un résultat de
transcendance (version effective du théoréme du sous-groupe algébrique).

§2. Mesure de la densité des points rationnels sur une courbe elliptique

Considérons la conjecture 1.1° dans le cas de dimension 1 : soit £ une courbe elliptique
définie sur un corps de nombres réel K, soit w € R une période réelle de la fonction de
Weierstrafl p associée a E(C), et soient yq,...,y¢ des nombres réels, avec w,yi,...,ys
linéairement indépendants sur Q, et p(y;) € K, (1 < j < £). On désigne par v; € E(K)
l'image de y; par l'application exponentielle de E(C). Rechercher une mesure de densité
pour le sous-groupe Zy; +- - - + Z7y, dans E(R) revient & rechercher une mesure de densité
pour le sous-groupe Zw + Zy;, + - - - + Zy,; de R. Par conséquent la conjecture 1.17, dans
le cas des courbes elliptiques, est conséquence de la suivante (ot on n’a pas supposé que
1, ., engendre tout le groupe de Mordell-Weil E(K)) :

. pour tout € > 0 il existe une constante Ty > 0, ne dépendant quede E, K, w, y1,- -, Ye,
ayant la propriété suivante : pour tout entier T' > Ty et pour tout ( € R, il existe des
entiers tg,t1,...,ty dans Z vérifiant

max |t;| <T et

—tow — tiyy — - — toye| < TTHFE
ax, |¢ —tow —t1yn we| <

L’exposant £ est évidemment optimal (comme il résulte de la discussion précédant I’énoncé
de la conjecture 1.1°, ou bien du théoréeme 4.2 du chapitre II); cest “I’exposant de
Dirichlet” de [W 1979], p.36. Un lemme de transfert (voir §4 ci-dessous) permet de formuler
cette question de fagon équivalente en termes d’approximation simultanée de nombres réels
(transcendants) par des nombres rationnels :
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- pour tout € > 0 il existe une constante ) > 0, ne dépendant que de ¢, F, K, w,

Y1, -+, Ye, ayant la propriété suivante : pour tout q,pi,...,pe entiers rationnels avec
¢g>Q,ona

max Yi _ P > Qlﬁ\sllm.

i<t|w g

Ce dernier énoncé devrait étre vrai pour une courbe elliptique sur un corps de nombres K
quelconque, sans supposer que K est plongé dans R. La meilleure mesure d’approximation
simultanée connue pour les nombres y;/w est due & N. Hirata-Kohno (cf. [HK 1993]) :

Proposition 2.1* (Hirata-Kohno). — Soit F une courbe elliptique définie sur un corps
de nombres K, soit w € C une période non nulle expy, et soient y,...,y, des nombres
complexes tels que expg(y;) € E(K) pour 1 < j < {. On suppose que les nombres
W, Y1,---,Ye¢ sont linéairement indépendants sur Q. Alors il existe deux constantes c et
qo, ne dépendant que de E, K, w, y1,---,ye, telles que, pour tout (q,py,...,pe) € Z!
avec q > qo, on ait

Yi Py

1+(2/0)
bt ey,

> exp{—c(log q)(loglog g

Remarque. — On peut prendre gy = 3, quitte & remplacer ¢ par une constante plus grande.

Quand le corps de nombres K est réel, on en déduira (au §5) une mesure de densité
des points rationnels sur K dans E(R)? :

Corollaire 2.2. —Pour une courbe elliptique E définie sur un corps de nombres K plongé
dans R, il existe deux constantes C' > 0 et Hy > 0 (ne dépendant que de E et K) telles
que, pour tout H > Hy, on ait

ne(H) < @xwﬁ — C(loglog H)(loglog log mvlwﬁ\j,

Compte tenu de la définition de la fonction ng, cela signifie que pour tout H > Hj et
tout point P dans la composante neutre E(R)° de E(R), il existe Q € E(K) avec

h(Q) <logH et dist(P,Q) < mx@ﬁ — C(loglog H)(loglog log mvl\@\sf

La fonction ng est définie a partir du modele de Weierstrafl de E'; elle dépend aussi du
choix d’une métrique sur le plan projectif ; donc C' et Hp en dépendent tout autant.

Si on en croit la conjecture 1.17, le facteur C(logloglog H)~'~(3/0) dans la conclusion
du corollaire 2.2 devrait pouvoir étre remplacé par (¢/2) — e pour H > Hy(e).

§3. Répartition des points rationnels sur un groupe algébrique

Nous donnerons deux exemples d’énoncés qui précisent de fagon quantitative la
densité de certains sous-groupes de points rationnels. Le premier va concerner les variétés
abéliennes simples et la question de Mazur, le second portera sur le plongement canonique
d’un corps de nombres et les questions de Colliot-Thélene et Sansuc.

Voici déja une minoration de n4(H) pour une variété abélienne simple A sur K, de
dimension g, ayant suffisamment de points rationnels. Par translation, il suffit de considérer
la composante connexe A(R)® de 'origine.



Chapitre V. — Approximation simultanée

Théoréme 3.1. — Soit A une variété abélienne simple sur un corps de nombres K C R,
de dimension g, plongée dans un espace projectif Py sur K. On choisit une métrique sur
Px. On suppose que le groupe de Mordell-Weil A(K) a un rang > (29 — 1)g. Il existe alors
trois constantes Hy, C' et 0 positives ayant la propriété suivante : pour tout H > Hy et
tout point P dans la composante neutre A(R)? de A(R), il existe Q € A(K) avec

h(Q) <logH et dist(P,Q) < exp{—C(loglog H)’}.

Nous obtiendrons ce résultat avec § = 1 — (2¢%/(¢ + g)). En particulier quand ¢ est
grand, 6 est proche de la valeur conjecturale 1. Il est vraisemblable que ’on a une estimation
de la forme

na(H) < exp{—C(loglog H)?}

des que £ > g% — g+ 1 (qui est la valeur & partir de laquelle on sait conclure & la
densité — voir le chapitre IV, proposition 4.1), mais cela semble difficile & établir avec les
méthodes actuelles. En revanche il ne devrait pas étre difficile d’obtenir cette estimation
sous I'hypothese £ > g% + 1. Pour les valeurs de ¢ satisfaisant g2 — g +1 < £ < ¢2, les
méthodes actuelles permettent seulement d’espérer une estimation plus faible :

na(H) < C(loglog H)~".

En tout cas nous verrons que cette derniere estimation est valable au moins pour
£>2g% —3g +2, avec
1 2g
0=—-———F7F—.
g {(+39-1

Dans le cas particulier d = 1, nous avons vu que le théoreme 3.1 se ramene a une mesure
de transcendance de u/w, quand w est une période d’une fonction elliptique de Weierstraf3
d’invariants g2, g3 algébriques, et u est un logarithme elliptique d’un point algébrique
d’ordre infini. Dans le cas général d > 2, il faut établir un nouveau type d’estimation
(théoréme 6.1* ci-dessous).

Le deuxiéme énoncé de cette section fournit un résultat effectif de densité concernant
un groupe multiplicatif formé de points a coordonnées algébriques.

Théoréme 3.2. — Soient r1 et ry des entiers > 0 avec n = r1 + ro > 0. On pose aussi
d = ry + 2ry. Soit T' un sous-groupe de (RY)™ x (C*)", engendré par des éléments
(Vij)i<i<n, (j =1...,¢), ot les d¢ nombres

Yij, (E=1,...,m, j=1....0) et 7y, (i=ri+1...,n, j=1...¢
sont multiplicativement indépendants. On suppose £ > d?. Il existe des constantes positives

c1 et ¢y possédant la propriété suivante : pour tout ¢ = ((1,...,¢y) € (RX)™ x (C*)™2, et
pour tout T > ¢ log Emuﬁm&m:ﬁw + _QT il existe (ti,...,t¢) € Z¢ tel que

t t 1—(d?/¢
max [ ST et max G =it -+ 7] < exp{—ea(log T)' (/0.
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On peut donner des estimations qui sont moins précises en fonction de 7', mais qui
sont valables pour des valeurs plus petites de £. Par exemple on démontrera le méme énoncé

avec la borne
t t —6
mwwwﬁ@ — i1 ..32 < cz(loglog 7)™}

gLl __d
S d l+d-1
ce qui donne un résultat non trivial dés que £ > d? — d + 2.

On conjecture que la conclusion du théoreme 3.2 peut étre remplacée par

?) max |G =14} -] < (T DT,
1<i<n v

Un tel énoncé serait optimal.

84. Lemme de transfert

a) Une version quantitative du théoréeme de Kronecker

On va utiliser une version quantitative d’'un théoreme de Kronecker. Rappelons déja la
version qualitative (Chap. II, §4 ; voir aussi [Ca 1957], ainsi que les travaux de D.Roy ([R
1990a] et [R 1990b]) sur les sous-groupes minimaux). Soient m et n deux entiers positifs,
et soient ¥;;, (1 <j <n, 1< i< m) des nombres réels; on pose

) ERY, (1<i<m)

Vi = A%HT .

et

6= (1, 0jm) €R™, (1<j<n).

Ainsi
'=2"+Zyn+ - +2Zvy, CR" et A=Z"+7Zé+ -+ Z6, CR™
sont les sous-groupes engendrés par les vecteurs colonnes des matrices
1o 0 9 o Vi 1
S
0 -+ 1 D - Yom 0

0 J11 -+ Im
1 %Hs o %:3
D’apres la proposition 4.3 du chapitre II (voir I'exercice avant la proposition 4.4), T' est

dense dans R™ si et seulement si A est de rang n + m sur Z. Un lemme de transfert de
Khinchine permet de préciser ce résultat de la maniere suivante.
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Lemme 4.1. Soient ¥, (1 < j < n, 1 < i< m) des nombres réels, T et S des nombres
réels positifs.

(i) On pose n = 27"""((n + Sv_vw et on suppose que pour tout (s1,...,s,) € Z" \ {0}
vérifiant

1<
max sj] < S,

on a
ZMH%H IT T l_lnws.ﬁms.: W BNJ\HJ

Alors pour tout ¢ € R", il existe (t1,...,t,) € Z™ vérifiant

max |t;| < T,
1<i<m

et tel que
¢ —tim =+ = twymll < 9S

(ii) On suppose que pour tout ¢ € R", il existe (t1,...,tm,) € Z™ vérifiant

max |t;| < T,
1<i<m
et
16 = 1171 =+ = b € 5
171 mYml| = 2(n+m)S"
Alors pour tout (s1,...,s,) € Z™ \ {0} vérifiant
i<
max |s;| <5,
on a .
G+ - Onl| > =——m—.
5101 -+ 4 sndn | 2 2(n+m)T
On anoté || - || :

e la distance & Z™ dans I’hypothese de (i) et dans la conclusion de (ii),
o la distance & Z" dans 'hypothese de (ii) et dans la conclusion de (i).

C’est surtout la partie (i) qui nous sera utile : elle raméne la question de densité

effective & un probléme d’approximation diophantienne homogene. La partie (ii) montre
qu’il y a en fait équivalence entre les deux questions.

Démonstration. On utilise un lemme de transfert de Khinchine (théoreme XVII du chapitre
V §8 de [Ca 1957]), pour les formes linéaires L1, ..., L,, My,..., M,, définies par

.NGA8V = M%EHT AH < .w < ﬁv et Ngsm\:v = M%u@ﬁmq AH < i < Sv
i=1 J=1
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Pour montrer (i)=(ii), on utilise la partie B du lemme de transfert, avec C = nS~! et
X =T. Soit ¢ € R". 1l suffit de vérifier, pour tout s = (s1,...,s,) € Z",
15l < = max{X max [Mi(s)]; C max |s;|}.
- 2n 1<i<m P T 1<i<n Y

Cette inégalité est vraie pour s = 0. Comme ||s¢|| < 1/2, elle est aussi trivialement vérifiée
pour les s € Z" tels que maxi<j<y, |s;| > S. Il ne reste plus qu’a considérer les s € Z™ pour
lesquels 0 # maxi<j<n |s;] < 5, et pour ceux-la on applique Phypothese (i) qui donne :

max || M;(s)|| > .

1<i<m - X

Pour montrer (ii)=(i), on proceéde par I’absurde : supposons qu’il existe (s1,...,5,) €

Z™ vérifiant 0 < maxi<j<n |s;| < S et

1

d .:%d PYATRY: N
|[s161 + + s __AwAﬁn_vSvMJ

On choisit ¢ € R™ tel que ||s¢|| = 1/2, et on utilise la partie A du lemme de Khinchine,
avec C = AMA: + SV%VL et X = T : il n'existe pas de (t1,...,tm) € Z™ vérifiant
maxi<j<m [ti| < T et

a1, (0) - G < €

0

Remarque. Le théoreme de Dirichlet (théoréme 4.2 du chapitre II) montre que pour tout
S réel > 1, il existe (s1,...,8,) € Z" vérifiant
0 < max [s;] < S,
1<i<n
et
5101 + - - - + 8p0,]| < STV™.

On en déduit que 'hypothése de l'assertion (i) du lemme 4.1 ne peut pas étre vérifiée avec
un nombre T inférieur & 7S™/™. De méme I'argument qui nous a permis de minorer 7y en
fonction de Wy au paragraphe 1 montre que pout tout entier 7' > 1, il existe ¢ € R" tel
que, pour tout (t1,...,ty) € Z™ vérifiant

max |t;| < T,
1<j<m

on ait 1
16— tim =+ = tml| 2 5 (2T +1)7/"
Par conséquent, si ’hypothese de la condition (i) du lemme 4.1 est vérifiée, alors

1
S<—— (2T +1)™"
IA§+§VA +1)
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Exercice.

a) Soient Iy, (1<j<mn,1<i<m) desnombres réels. Montrer que les deux assertions
suivantes sont équivalentes

(i) Pour tout € > 0, il existe un nombre réel So(e) > 0 tel que, pour tout S > Sp(€) et pour
tout (S1,...,8n) € Z"™ vérifiant

0 < max [s;| <5,
1<j<n

on a
|5161 + -+« + 8p | > S~ (/)=

(i1) Pour tout € > 0, il existe un nombre réel Ty(e) > 0 tel que, pour tout T > Ty(e) et

pour tout ¢ € R™, il existe (t1,...,tm) € Z™ vérifiant
max |t;| < T,
1<i<m
et tel que
1€ = timn = o = oy | < T/
b) Soient V1, ...,0m, des nombres réels. Montrer que les deux assertions suivantes sont
équivalentes

(i) Pour tout € > 0, il existe un nombre réel Qo(e) > 0 tel que, pour tout (p1,...,Pm,q) €
ZmFL wérifiant ¢ > Qo(€), on a

max T& b

> QlAH\SVIHIm.
1<i<m q

(it) Pour tout € > 0, il existe un nombre réel Ty(e) > 0 tel que, pour tout T > Ty(e) et
pour tout ¢ € R, il existe (tg,. .., tm) € Z™F vérifiant

max |t;| < T,

1<i<m
et
_ﬁ - wo - NH%H R ﬂq:%ﬂi M N..\ilvm.
¢) Soient 91,...,9,, des nombres réels. Montrer que les deur assertions suivantes sont
équivalentes

(i) Pour tout € > 0, il existe un nombre réel So(e) > 0 tel que, pour tout S > Sp(€) et pour
tout (sg,...,8n) € Z" ! vérifiant

0 < max [s;| <5,
1<j<n

on a
|so + 8101 + -+ 8,0, > ST
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(ii) Pour tout € > 0, il existe un nombre réel Ty(e) > 0 tel que, pour tout T > Ty(e) et
pour tout ¢ € R™, il existe (to, ..., t,) € Z"! vérifiant |to] < T et

. . < T~ (1/n)te
HM%WM@_@ tod; —t;] <

Soient E' un R-espace vectoriel normé de dimension n et soit 2 un réseau de E. On
note E* = Hom(FE,R) lespace vectoriel dual de E, et Q* le réseau dual de  (cf. Chap. II
§4). Il résulte de la proposition 4.3 du chapitre III qu’un sous-groupe de type fini Y de E
contenant  est dense dans E si et seulement si, pour tout ¢ € Q* non nul, on a p(Y) ¢ Z.
Nous allons donner une version quantitative de cet énoncé. On fixe un entier m > 1 et on
pose encore 7 = 27" ((n + Sv_vw.

L’énoncé qui suit fait intervenir une fonction réelle de variable réelle F' : [Sp, 00) — Ry,
définie sur un intervalle [Sp, 00) de RT, et & valeurs positives. On suppose F strictement
croissante et non bornée : limg_.o, FI(S) = 00 ; on désigne par F~! la bijection réciproque
de F, on pose To = nF(Sp) et on définit une fonction G, croissante sur I'intervalle [Tj, o)
et a valeurs réelles positives, par

oy~ £ T/n)
T)= =T
n MQHH ||
Lemme 4.2. — Soient wy,...,w, des éléments de Q lindairement indépendants (sur Z ou
sur R, c’est équivalent), et soient y1, . .., Yn, des éléments de E. Soit F : [Sy,00) — R, une

fonction strictement croissante. On suppose que pour tout ¢ € {* non nul, si on pose

5 = max{|p(wi)l;. .., [e(wn)l; So},

max [[o(y)|| > 1/F(S).

1<i<m

Alors pour tout © € E et pour tout entier T > Ty, il existe w € Q et (t1,...,tm) € Z™
vérifiant

max{|t1],...,[tm|} <T et _a —w =ty — - I?:@S_ < 1/G(T).

On peut écrire la conclusion sous la forme suivante : il existe ¢y > 0 tel que, pour tout
z € E et pour tout € dans I'intervalle 0 < € < €q, il existe w € Q et (t1,...,ty) € Z™
vérifiant
_&lglwib |...|?:@3_ <e

avec

n
max{[tr],....,[tm|} SF(S), o S=eY  |wl.
j=1
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Démonstration. Pour démontrer le lemme 4.2, on écrit y1, ...,y dans la base wy,...,w,
de FE :

SHM%&E& (1<i<m).
j=1

On va utiliser la partie (i) du lemme 4.1. Soit S un nombre réel > S; et soit s € Z"
vérifiant 0 < maxi<j<p|s;| < 5. On définit ¢ € Q* par p(w;) =s;, (1 < j < n). Alors

o(y:) = M\%&mf (1<i<m).

On a par hypothese

> 1/F(S),

max M ¥ji
1<i<m ||4

ce qui permet d’appliquer le lemme 4.1. Soit x € E, soit 7" un nombre réel > T, et soit S le
nombre réel défini par F(S) = T/n. On écrit © = Gwi + -+ + Cwn, avee (i, .., ) € R™.
Alors il existe t € Z™ vérifiant maxi<;<m [t;| < T et

m
- 1| < .
Joax 1\G > 0jiti|| <n/S

i=1

Autrement dit il existe a = (a1,...,a,) € Z" tel que

m
max A..w. —a; — M?‘%E m d\m
i=1

1<j<n

On pose alors w = ajwy + - - - 4+ ayw, et on utilise la relation

S
GT) = —2
@)= ]

0

Remarque. Notons déja que si 'hypothese du lemme 4.2 est vraie pour une fonction F,
alors elle est encore vraie pour toute fonction qui majore F. Il est quelquefois plus simple
d’énoncer la conclusion non pas pour la fonction G elle méme, mais pour une fonction
minorant G. Plusieurs types de fonctions F' interviendront.

e Le cas le plus favorable est celui ou 'hypothese est vraie avec F'(S) = ¢S* pour S > S
(on Sy, ¢ et K sont trois constantes) ; I'exposant k est alors nécessairement > n/m.
Dans ce cas on a G(T) = ¢/T? pour T > Ty avec § = 1/k et deux autres constantes
Ty et ¢’. En particulier on a < m/n. Dans ces circonstances, le nombre 6 + 1 est le
coefficient de densité de [W 1979], Chap. I §3; il est majoré par £/n, ou £ est le rang
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de Q@+ Y sur Z. Le lemme 1.3.7 de [W 1979] donne une majoration de ce coefficient
introduisant des conditions algébriques, et non diophantiennes, sur la répartition de
Q +Y dans R”.

e Le cas le plus fréquent est celui ot F(S) = exp{c(log$)"}, avec k > 1. Alors la
conclusion est vraie pour une fonction G de la forme G(T') = exp{c’(logT)’} pour
T > Ty, avec 0 = 1/k.

e Enfin dans les cas moins favorables on aura seulement F'(S) = mxvﬁmm xT avec k > 0,
donc G(T) = /(log T)? avec 6 = 1/.

Exercice. En utilisant le lemme 4.1, établir la réciproque du lemme 4.2.

b) Ezemple : variétés abéliennes

Soit A une variété abélienne définie sur R de dimension g. On prend E = T4 (R) et
Q = Ker expy. On considére un sous-groupe I' de A(R)?, et on désigne par Y I'image
inverse de I' par exp,4. Si £ est le rang de I', on peut écrire Y = Q + Zy, + - - - + Zy,, ol
Y1, - - -, Ye sont des éléments de T4 (R) linéairement indépendants modulo Q. Pour avoir un
énoncé de densité effectif de I' dans A(R)?, on est amené & rechercher des minorations de

J1oax [lo(y;)|
pour ¢ € Q*, ¢ # 0.

Supposons A définie sur un corps de nombres K plongé dans R ; soient wy, . ..,w, des
périodes linéairement indépendantes de exp, dans T4 (R). La conjecture 4.2° du chapitre
IV, qui précise la conjecture de Mazur (conjecture 5 de [Maz 1992], correspondant au cas
K =Q et A(Q) de rang 1), contient ’énoncé suivant :

(?) siu e Ta(R) est un logarithme d’un point d’ordre infini de A(K), quand on écrit

u="1wi + -+ gy,

avec ¥; € R, les nombres 1,91, ...,9, sont linéairement indépendants sur Q.
Le lemme 4.1 montre que la conjecture 1.17 est équivalente & la suivante : soient
Y1, .., ye des logarithmes dans T4(C) d’une base du groupe de Mordell-Weil de A(K).
Ecrivons
yj = Vet -+ djwg,  (1<G<0).

Conjecture 4.37. — Pour tout ¢ > 0 il existe une constante C(e) > 0 ayant la propriété
suivante : si ¢ : Ta(R) — R est une forme linéaire non nulle qui envoie tous les w; dans
Z, alors
N > Cle) S (9/6)—¢ 3 S = AR
nax [le(y;)ll = Cle) ol 1ax |oo(wi)]
Le fait que la conjecture 4.37 équivaut & I'inégalité proposée dans la conjecture 1.1°
sur la fonction 74 se voit en appliquant le lemme 4.1 avec

n=g, m=¢(  F(S)=0(SY%  G(T)=C"()rt9-.

La hauteur de exp 4 (t1y; + - - - + teye) dans A(K) est < CT? = log H.
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Pour démontrer le théoréme 3.1, il suffit de vérifier, sous les hypotheses de la conjecture
4.3,

max fo(y;)ll > exp{—c(log )"}

On aura alors la conclusion avec x = 1/6. Si on obtient seulement

max o(y;)ll > exp{—cS™},
on trouvera
na(H) < C(loglog H) ™

avec 0 = 1/k.

Démonstration du corollaire 2.2. On utilise la proposition 2.1* pour vérifier ’hypothese
du lemme 4.2. Un élément ¢ de Q est déterminé par l'entier p(w) = g. Alors ¢(y;) =
qy;/w, et la proposition 2.1* montre que toute fonction F' croissante vérifiant

F(S) > S~ exp{c(log S)(loglog §)'+(2/4)}

pour S > Sy satisfait I'hypotheése du lemme 4.2. On en déduit que la conclusion est vraie
avec
G(T) = exp{c’(log T)(loglog T)~*~(*/9}

pourvu que l'on prenne ¢ < 1/c. Enfin la quadraticité de la hauteur de Néron-Tate sur
les courbes elliptiques montre que 7' est minoré par une constante fois (log H VH\ 2, ce qui
donne le corollaire 2.2 & condition de prendre C' < 1/2¢. []

¢) Variante réelle du lemme de transfert

Le lemme 4.2 est bien adapté au cas ou l’espace réel ambiant contient un réseau
apparaissant de fagon naturelle, comme ’espace tangent d'une variété abélienne sur R
avec le réseau des périodes. Quand il n’y a pas de réseau naturel, on peut appliquer la
variante suivante. Nous allons donner d’abord un énoncé réel, puis nous 1'utiliserons pour
un sous-groupe d’un produit de copies de R et de C. On désignera par |- | la norme
|z] = maxi<i<n |;| sur R ou sur C".

Lemme 4.4. — Soient y1,...,y; des éléments de R™ et F : [Sp,00) — R une fonction
réelle de variable réelle, croissante et non bornée. On suppose que pour tout o =
(01,...,0n) € R™\ {0}, si on pose

o) =011+ - +opz, et S= meﬁ_ﬁ

PR _Q..:ﬁ»m‘owq

on a

H@ww__ﬁ@h,; > 1/F(S).

Dans ces conditions il existe des constantes Ty, C1 et Cy positives telles que, si on pose
G(T) = C1F~Y(CyT) pour T > Ty, alors pour tout x € R™ et tout T > To(1 + |z]), il
existe t € Z¢ avec

| <T _ — = <1 T).
HHMWMN_&*\ et |z —tiy teye| < 1/G(T)
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Démonstration. Le sous-groupe Y = Zy; +- - -+Zyy est dense dans R : en effet, ’hypothese
implique que pour tout ¢ € Homg(R™,R), ¢ # 0, on a ¢(Y) ¢ Z. En particulier
{v1,...,ye} contient une base de R™. Il n’y a donc pas de restriction & supposer que
Yo—n+1,---,Y¢ sont linéairement indépendants sur R. On pose m = £ —n, w; = Ym+i,
(1 <i<n)et Q= 72w + -+ Zw,. On va utiliser le lemme 4.2. Pour en vérifier

I’hypothese, on considére un élément non nul ¢ de QF, et on pose S1 = maxi<;i<n |[@(w;)].

On peut aussi écrire ¢(x) = o121 + - - - + 02y avec 0; = p(e;), (1 < i< n),ou (e1,...,en)
est la base canonique de R™. Alors le nombre S = maxi<;<p |p(e;)| vérifie S; < ¢15,
avec une constante ¢; qui ne dépend que de yi,...,y¢. On définit une fonction F; par

F1(S1) = F(c¢151), de sorte que

nax oyl = 1/F1(S1).

Les hypotheses du lemme 4.2 sont donc vérifiées pour la fonction Fj. Par conséquent il
existe une constante co > 1 telle que, pour tout T} > co et tout € R”, il existe t € Z¢
avec

max [t;| <Ti et _H -ty — - — SN\N_ <1/G:(Th),

1<j<m

avec une fonction G de la forme
QHAMJHV = QMNHIHAO&NJHV.

On majore max,,y1<;<¢ |t;| par cs(T1 + |z|) et on pose Ty = 2cacs5. Pour T > To(1 + |z)),
on peut appliquer ce qui vient d’étre démontré avec Ty = T/2¢s. []

Exercice. Soient yy,...,ye des éléments de R™ avec £ > n. Vérifier que les deux conditions
suivantes sont équivalentes.
(i) Pour tout € > 0, il existe une constante Sy telle que, pour tout nombre réel S > Sy et
pour toute forme linéaire non nulle p : R™ — R s’écrivant ¢(x) = o121 + -+ + 02, avec
des nombres réels o1, ... ,0, vérifiant E@xﬁ_ﬁ_, . iQ:: <S8, ona

—(n+e€)/(£—n)

P . > .
Joax, eyl > S

(it)Pour tout € > 0, il existe une constante Ty telle que, pour tout x € R™ et tout nombre
réel T > To(1 + |z|), il existe t = (ty,...,t;) € Z° vérifiant

c . _ _ _ 1—(£/n)+
Mwwm_&_m% et |w—tiyr — - — ey < T

Remarque. L’hypotheése du lemme 4.4 fait intervenir tous les ¢ € Homg(R"™,R), ¢ # 0,
tandis que celle du lemme 4.2 se restreint aux éléments non nuls ¢ de Q*. En fait ce n’est
pas différent : si on désigne par | - | la norme sur R™ définie par

|z1wy 4+ - + Tpwp| = max |z,
1<i<n
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alors pour tout ¢ € Homg(R™,R) il existe ¢ € Q* tel que
[ (x) = p(@)| < |2 Y llp(ws)|  pour tout = € R™.
i=1

Exercice. Soient «, . . ., ay, des nombres réels positifs multiplicativement indépendants. On
suppose qu’il existe une constante k > 0 telle que, pour tout nombre réel S > 2 et pour

tout (S0, ..., 8n) € Z" satisfaisant 0 < maxo<i<n |8i| < S, on ait
Jag? — aft-+-azr| 2 57
Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout x = (zy,...,x,) € R et pour tout

nombre réel T > max{2, |z|}, il existe (to,...,t,) € Z™1 satisfaisant maxo<i<y |ti| < T
et

max |z; — afal’| < oTVn,

1<i<n !
Remarque. D’apres un théoréme de N.I. Fel’dman (1968), 'hypothese de cet exercice est
satisfaite si les nombres «y, ..., q, sont algébriques; voir par exemple [B 1979], Th. 3.1.
Cette hypothese est aussi vérifiée pour presque tout n+1-uplet (ap, - . ., a;, ) de R**1 (pour

la mesure de Lebesgue) ; voir par exemple [Sc 1980], Chap. III Th. 3A.

d) Variante complexe du lemme de transfert

Soient 1 et ro des entiers > 0 avec (r1,72) # (0,0). On pose n =11 + 13 et d =1y + 2rs.
Pour £ € R™ x C™ on pose |£] = maxi<i<n |&]-

Lemme 4.5. — Soient yi,...,ye des éléments de R™ x C™ et F : [Sp,00) — Ry une

fonction réelle de variable réelle, croissante et non bornée. On suppose que pour tout
o= (01,...,0n) € (R™ x C™2)\ {0}, si on définit ¢ : R™ x C"? — R par

GAMV =011+ +0onbn + mﬁjrym}‘: + 4+ W3M3
et si on pose
S = Bmxﬁﬁ_u ce _Q:f,m‘owv
on a
Ol > .

nax lle(y;)ll = 1/F(S)
1I existe des constantes Ty, Cy et Co positives telles que, si on pose G(T) = C1F~(CT)
pour T > Ty, alors pour tout &€ € R™ x C™ et tout T > Ty(1 + |£]), il existe t € Z¢ avec

| < — — e — < .
max [tj| <T et |€ — ti teye| < 1/G(T)
Remarque. Dans le cas ro = 0, n = d = r1, on retrouve le lemme 4.4.

Démonstration. On désigne par E I'espace vectoriel réel normé R™ x C™ et on définit 6 :
E — R™ x C?2 par 0(z,2) = (v,2,%) et ¢ : E — R par ¢(x, 2) = ?ﬁ%m (2),Sm ANVV

151

152 Topologie des points rationnels

On définit encore y; = 1(y;), (1 < j < £). On va vérifier I'hypothése du lemme 4.4 pour
le sous-groupe de R? engendré par ¢}, . . 0h) € R\ {0}
on définit o = (o1,...,0,) € F par

al, pour 1 < v <7y,

1 / ;!
5 AQle\ - @Q:Ll\v pour 1 < v <mn,

.., Y- Pour cela, soit o' = (o,

o, =
(o), 1y +ioh,,) powrn<v<d,

de sorte que, si on définit ' : R — R par ¢/(z1,...,7q) = ojz1 + -+ + 024, On ait

¢ = ¢’ o1. L’hypothese du lemme 4.5 concernant maxi<j<¢ ||¢(y;)|| permet donc de

vérifier I'hypothese corresponsante du lemme 4.4 portant sur max;<;<e __ﬁ\@wv: On en
déduit que pour tout & € E, si on pose z = ¥(€), alors pour tout T > Tp(1 + |z|) il existe
t € Z¢ avec

l<T —tiyy — - —teyy| < 1/G(T).
max [t ST et |v—tiy; tey| < 1/G(T)

On peut conclure
€~ tagn — - — toe| < VE/G(T).
[

Remarque. Pour appliquer le lemme 4.5, on vérifiera une hypothese apparemment plus
forte :
pour tout o = (01,...,04) € C4\ {0}, si on définit ¢ : R™ x C™ — C par
SAMV =016+ -+ o + Q.§+HMJ+H +--+ Q&MS
et si on pose
S = Bmxﬁﬁ_v coy]oals mof

on a

ﬁww&__ﬁ@u: > 1/F(S).

En fait, malgré les apparences, cette condition n’est pas plus restrictive que celle qui
intervient dans I'hypotheése du lemme 4.5 (comparer avec la proposition 6.1 du chapitre
). En effet, partons de 0 € C? et définissons, pour 1 < j < £, ¢; = [p(y;)| et
s; = p(yj) — € € Z. Soit M la matrice de format (d + 1) x £ & coeflicients complexes
dont la j-eéme colonne (1 < j < {) a pour composantes les coordonnées de

A%AMSY%Q + mu,v eR™ x C™ x C.
Comme ¢(§) = 0161 + -+ + 0pén + tamﬁt + -+ 046, la dernicre ligne de M est
combinaison linéaire des d précédentes (avec les coefficients complexes o7y, ...,04). Alors
la matrice M’ de format (d + 1) X £ & coefficients réels, dont la j-éme colonne (1 < j < /)
a pour composantes les coordonnées de

(¥(y;), 55 + Re (¢;)) € RITL,

a aussi un déterminant nul. On en déduit qu’il existe (o7, ...,0,) € R™ tel que, si on pose
P€) =018+ o+ 0pbn + Ty 11+ T,

on ait ¢'(y;) = s; + Ne(¢j), (1 < j < 0). Finalement, on utilise la majoration

IRe ()] < lejl-
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§5. Irrationalité et transcendance

Soient G un groupe algébrique commutatif de dimension d défini sur le corps @, ¥ un
sous-groupe de L5(G) et ¢ : T(C) — C une forme linéaire. On étudie d’abord un probleme
d’irrationalité : a-t-on ¢(Y) C Q ? Pour répondre & cette question on étudiera le Z-module
e HQ) N h@AQV. Un probléme un peu plus général (par lequel on commencera) consiste
a rechercher une minoration du rang sur Z de ¢(Y); si on trouve que ce rang est > 2,
on en déduit que ¢(Y) n’est pas contenu dans Q. C’est précisément une telle information
que fournit le théoreme du sous-groupe algébrique. Une autre généralisation du probleme
d’irrationalité est une question de transcendance : a-t-on ¢(Y) C Q ? Cette fois-ci, c’est
I’étude du Q-espace vectoriel = 1(Q) N h@AQV qui permet d’obtenir une réponse. Nous
verrons que le théoreme du sous-groupe algébrique s’applique encore, mais nécessite des
hypotheses un peu plus contraignantes que pour la question d’irrationalité, ce qui est bien
naturel.

a) Minoration du rang sur Z de p(Y') pour Y C Lg(G).

Si le noyau de ¢ contient un sous-espace vectoriel de Tg(C) de la forme T/ (C), ott G” est
un sous-groupe algébrique de G défini sur Q de dimension > 1, on ne peut pas, en général,
minorer le rang sur Z de ¢(Y") en fonction du rang de Y, mais il faut faire intervenir le rang
de Y/Y N T (C). Quitte & remplacer G par G/G’, on se ramene & la situation suivante :
(*) On suppose que le noyau de ¢ ne contient aucun sous-espace de T(C) de la forme

T (C), G' sous-groupe algébrique de G défini sur Q de dimension > 1.
On rappelle la notation a(G) = d; + 2ds introduite au chapitre IV. On pose aussi
K = rangy ASQ N Ker ﬁvu
o Q¢ est le noyau de 'exponentielle de G(C). D’aprés le théoréme du sous-groupe
algébrique, sous ’hypothese () on a
rangy (Y NKer ¢) < (a(G) — £)(d — 1),
ce qui implique

(5.1) rangp(Y) > rang;Y — (a(G) — k) (d — 1).

Par exemple si G = A est une variété abélienne simple de dimension g, il suffit de demander
que @ soit non nulle pour assurer que son noyau ne contient pas de sous-espace de la forme
T (C) de dimension > 0, et alors

rang;p(Y) > rang;Y — (29 — K)(g — 1).

Dans ce cas, le nombre x = rang, AD> N Ker Gv vérifie 0 < kK < g — 1, donc si on pose

m = rang; Y, on a toujours
rang;p(Y) > m — 2¢% + 2g,
tandis que pour Kk =g —1, on a
ranggp(Y) >m — g2 + 1.
La condition k = g—1 est vérifiée quand il existe g périodes w1, ... ,wy de Q4 = Ker exp 4,

linéairement indépendantes, dont les images par ¢ sont rationnelles : p(w;) € Q pour
1<i<g.
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b) Irrationalité.
En appliquant la majoration (5.1) au sous-groupe Y = ¢~1(Q) N NQAQV de T(C), on
déduit ’énoncé suivant :

Proposition 5.2. — Soient G un groupe algébrique commutatif de dimension d défini sur
le corps Q et ¢ : T(C) — C une forme linéaire. On suppose que le noyau de ¢ ne contient
aucun sous-espace non nul de Tg(C) de la forme T/ (C). Alors

rangy ASLA@v n h@Avi <1+ AQAQV — mv (d-1).

Appliquons ce résultat & une variété abélienne simple. On utilise encore la remarque
suivante : si wy, ..., wy sont k périodes de 24, linéairement indépendantes sur Z, telles que
o(w;) € Q pour 1 <4 <k, alors kK > max{0,k — 1}.

Corollaire 5.3. — Soient A une variété abélienne simple de dimension g, ¢ : T4(C) — R
une forme linéaire non nulle et Y un sous-groupe de Lg(A) de rang m. On pose

k = rang, C\ n b\,v. On suppose

m> wmw\mgww\im\b mmef
29" —2g9+2 sik=0.

Alors o(Y) ¢ Q.

Remarque. Le rang sur Z de T’ = exp4(Y) est £ = m — k, et la condition sur m s’écrit
aussi :
202 —g+1—kg sik>1,
0>429, !
2g° —2g+2 si k=0.

On a toujours k < g; dans le cas le plus favorable k = g, la condition s’écrit m > g2 + 1,
ou encore £ > g% — g + 1; on retrouve bien entendu ’hypothese de la proposition 4.1 —
partie a) — du chapitre IV.

¢) Transcendance.

Le corollaire 5.3 donne un résultat d’irrationalité ; il est naturel de poser la question de
la transcendance de I'un au moins des nombres (y;), (1 < j < £). On obtient encore un
tel énoncé en utilisant le théoréme du sous-groupe algébrique, non plus directement pour
G, mais pour le produit G, x G.

Proposition 5.4. — Soient G' un groupe algébrique commutatif de dimension d défini sur
le corps Q et ¢ : Tg(C) — C une forme linéaire. On suppose que le noyau de ¢ ne contient
pas de sous-espace non nul de T¢(C) de la forme T (C). On suppose aussi qu’il n’y a pas
de morphisme non constant de groupes algébriques de G, dans G. Soit « le rang sur Z de
Qc N Ker ¢. Alors

dimg (7@ N Lg(G)) < (a(G) — w)d.

Démonstration. On considere le groupe algébrique G* = G, x G, qui est de dimension
d* = d+1 et satisfait a(G*) = «(G). L’hypothese Hom(G,, G) = 0 assure que tout sous-
groupe algébrique connexe du produit G, x G est de la forme {0} x G’ ou G, x G’, pour
un sous-groupe algébrique (connexe) G’ de G. On définit un sous-espace V de T« (C) par

V= :SANYNV ;z € HQQOZV.
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Le rang de VN Q¢g- est encore k. Le fait que le noyau de ¢ ne contienne pas de sous-espace
non nul de T (C) de la forme T (C) va nous permettre de vérifier que V ne contient pas
de sous-espace non nul de T« (C) de la forme T (C), avec G sous-groupe algébrique de
G* défini sur Q. En effet, étant donné que V ne contient pas C x {0}, si G” est un tel
sous-groupe algébrique connexe, alors G” s’écrit {0} x G’, avec G’ sous-groupe algébrique
de G, et T/ (C) est contenu dans le noyau de . Alors G’ = 0. Pour conclure on applique
le théoreme 2.3 du chapitre IV, en remarquant que ’on a

L5(G) =W x Lg(G), et dimg(VN Lg(G)) = dimg (¢~ (Q) N Lg(G)).

0

Remarque. L'hypothése Hom(G,,G) = 0 de la proposition 5.4 est nécessaire : si on
considere le groupe algébrique G, x Gy, et la forme linéaire ¢(z1, z2) = 21 + 22, la condition
sur le noyau de ¢ est bien satisfaite, et pourtant

¢ Q)N LG(G) =™ (@QN@x £) =Q x {0}
n’est pas de dimension finie sur Q.

Corollaire 5.5. — Soient A une variété abélienne simple de dimension g définie sur Q, Y
un sous-groupe de de Lz(A) de rang m et ¢ : Tg(C) — C une forme linéaire non nulle. On
suppose que Y contient k éléments linéairement indépendants w1, ...,wy de 24 tels que
p(w;) € Z pour 1 <14 < k. On suppose enfin

m >

202 +g+1—kg sik>1,
292 +1 sik=0.

Alors o(Y) ¢ Q.

On peut énoncer I’hypothese sur le rang en terme du parametre £ = m — k, qui est
majoré par le rang sur Z de I' = exp4(Y) :

‘> 22 +g+1—k(g+1) sik>1,
1242 +1 sik=0.

Quand k = g; Phypothese s’écrit m > g2 4+ g + 1, ou encore £ > g2 + 1.

d) Groupes linéaires.

En considérant des variétés abéliennes simples, nous avons évité les difficultés qui
apparaissent avec les sous-groupes algébriques : il suffit de supposer ¢ # 0 pour assurer
que le noyau de ¢ ne contient pas de sous-espace non nul de la forme T¢ (C). Nous
traitons maintenant un autre exemple pour montrer comment surmonter cette difficulté.
On travaille avec des logarithmes usuels de nombres algébriques :

L=L7Gm)={2€C;¢* eQ )
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Proposition 5.6. — Soient n et ¢ des entiers positifs, y;;, (1 < i < n, 1< j < () des
éléments Z-linéairement indépendants de L, et ¢ : C" — C une forme linéaire non nulle.
Pour 1 < j < £ on définit y; € L™ par y; = (Y1j,...,Yn;), €t on désigne par Y le sous-
groupe de L™ engendré par y1, ..., Y.
a) On a

rang;p(Y) > £ —n? +n.
b) Si £ >n? — n+ 2, alors un au moins des { nombres ¢(y;), (1 < j < {), est irrationnel.
¢) Si ¢ >n?+1, alors un au moins des nombres ¢(y;), (1 < j < {¢), est transcendant.

Démonstration.
a) La partie a) de la proposition 5.6 se déduit du théoréme du sous-groupe linéaire
(théoréme 2.6 du chapitre IIT) de la maniere suivante. Soit W le plus grand sous-espace de
C", rationnel sur Q et contenu dans Ker . On désigne par d la codimension de W dans C"
et on identifie le quotient C" /W avec C¢ en choisissant une base de C™/W rationnelle sur
Q (c’est 'image par la surjection canonique C* — C"/W de d éléments de Q™ linéairement
indépendants modulo ). Soit V 'hyperplan (Ker )/W dans C?. D’aprés le théoreme du
sous-groupe linéaire (avec dy = 0), on a
dimg(V N £%) < d(d - 1).
L’hypothese d’indépendance linéaire des y;; assure Y NW = {0}, donc rang,(Y/Y NW) =
rang;Y = /{ et
rangy (Y N Ker ¢) = rang, (Y/Y NW) NV < dimg(V N L) < d(d— 1) < n(n - 1).
Par conséquent on a
rang; (YY) = rang, Y — rang, (Y NKer ¢) > ¢ —n(n — 1).

b) La partie b) de la proposition 5.6 résulte de la partie a). On remarquera d’ailleurs qu’elle
implique la partie a) du corollaire 2.11 du chapitre IIT dans le cas dg = 0.
¢) On va encore utiliser le théoréme du sous-groupe linéaire, mais avec dy = 1. On désigne
encore par W le plus grand sous-espace de C", rationnel sur Q et contenu dans Ker ¢ ; si
dy désigne la codimension de W dans C", le choix d’une base de C™/W rationnelle sur Q
revient & considérer une surjection s : C* — C% de noyau W vérifiant s(Q") = Q%. On
considere 'hyperplan

V= {(p(2),s(z)); € C"}
de Cx C%. OnaVn(Cx{0})={0} car W C Ker ¢, et VN ({0} x Q%) = {0} car W a
été choisi maximal. On déduit du théoreme 2.6 du chapitre III :

dimg (VN (Q x £M)) < di.
Comme Y NW = {0}, le sous-groupe

{(p(v):s(y);y €Y}
de V est de rang £ > n? + 1 > d?. 1l n’est donc pas contenu dans Q x £%, ce qui montre

que (Y) n'est pas contenu dans Q. []

Exercice. Déduire le théoréme des siz exponentielles (Th. 1.7 du Chap. III) de la partie
a) de la proposition 5.6, et le théoréme de Gel’fond-Schneider (Th. 1.3 du Chap. III) de
la partie ¢) de la proposition 5.6.
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§6. Approximation diophantienne dans les groupes algébriques

a) Variétés abéliennes

Soient K un corps de nombres et A une variété abélienne simple sur K de dimension g.
On plonge A dans un espace projectif sur K, et on choisit aussi une base de T'4(C). Soient
Y1, -, Ym des éléments de T4 (C), linéairement indépendants sur Z, tels que les points
v; = exp4(y;), (1 < j < m) appartiennent & A(K). Enfin soient wi,...,w, des éléments
linéairement indépendants de 24 = Ker expy4.

Théoréme 6.1*.

a) On suppose m > 2g? — 2g + 2. 1l existe une constante positive Cy, dépendant de A,
Yiyeo s Ym,y W1, ..., ,wy et de K, ayant la propriété suivante : si ¢ : Ty(C) — C est une
forme linéaire non nulle, et si on pose

S = meﬁwq max _GAQL_T

1<i<g
alors
Jmax [lo(y)ll = exp(=C15™),
avec \
K1 =g+ 29

m—2g2+2g—1

b) On suppose m > 2¢%+1. I existe une constante positive Cy, dépendant de A, y1, . .., Ym
et de K, ayant la propriété suivante : si ¢ : T4(C) — C est une forme linéaire non nulle,

si 31,...,0Bm sont des éléments de K, et si on pose
log B = Bmxﬁv HMW.NMMz E@.VT
alors
max o(y;) = ;] = exp(~Chllog B)™),
avec )
29
=14 —-.
K2 + m_ MrQw
Noter que l'on a
1 1 2 1 2¢2
oL Lo, L 2%
Kt g m+29—1 Ko m

11 est vraisemblable que 'on peut préciser le théoreme 6.1* de la maniére suivante :

(?) a) On suppose que I'ensemble {y1,...,ym} contient {wi,...,wy}; sim > g2+ 1, il
existe deux constantes positives C| et ) ayant la propriété suivante : si ¢ : Ty(C) —
C est une forme linéaire non nulle, et si on pose

S = 2 ¢ i)l g
max{ ,@N%?u:
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alors
Jmax [lo(y;)]l > exp(=C15™).

(?) b) On suppose que ensemble {yi, ..., ym} contient {w1,...,wy};sim > g>+g+1, il
existe deux constantes positives C et k' ayant la propriété suivante : si ¢ : Ty (C) —
C est une forme linéaire non nulle, si 31, ..., B sont des éléments de K, et si on pose

log B = meﬁq max E@VT

1<j<m
alors

HWHWNMM: TDA@LV - Qw_ 2 mN@A\Qmﬁom mvzmv.

Démonstration du théoréme 3.1. Si € est le rang du groupe de Mordell-Weil A(K), alors
le sous-groupe GGM,H% A\»QQV de T4(R) est de rang m = ¢ + g. On choisit des éléments
linéairement indépendants wy,...,wq, y1,...,y¢ dans 9%“% T»QQV avec wi,...,wy dans
Qar = Ker exp, et on pose

Y =Zw + -+ Lwg + Ly + - -+ Ly,
On utilise le théoréme 6.1%, partie b), avec yo4; = wj, (1 < j < g), en prenant pour 3; un

entier & distance minimale de y;, (1 < j < ¢). Pour tout ¢ € Q*, ¢ # 0, on a (avec les
notations du théoreme 6.1%)

max lp(y;)|| = 1/F(S)

1<j<m

avec F(S) = exp{Cy(log S)"2}. Le lemme 4.2 appliqué au R-espace vectoriel T4 (R) permet
de conclure. []

Remarque. Pour £ > 2g? — 3g + 2, la partie a) du théoréme 6.1* donne

max eyl > 1/F(S)

avec F(S) = exp{Ci(log.S)" }. Alors le lemme 4.2 permet de conclure
na(H) < C(loglog H)™%

comme cela a été annoncé apres le théoreme 3.1.
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b) Groupe multiplicatif

Le lemme 4.5 rameéne la démonstration du théoréme 3.2 & un probléme d’approximation
diophantienne : il s’agit de minorer maxi<;<¢ ||¢(y;)|| quand ¢ est une forme linéaire non
nulle sur C" et y1,...,y, sont des éléments de L.

Théoréme 6.2%. — Soient y;; (1 < i < d, 1 < j < () des éléments de L linéairement
indépendants sur Q. On définit, pour 1 < j < /¢,

yi = Y1y, ya) € L%

a) On suppose { > d?>—d-+2. Il existe une constante positive Cy ayant la propriété suivante :
si S est un nombre réel > 2, si o1, ...,04 sont des nombres réels satisfaisant

0 < max |o;] < S,
1<i<d

et si p : C* — C désigne la forme linéaire (#1y...,2d4) = 0121 + -+ - + 0424, alors

max, [lo(y:)] = exp(-C15™)
avec
S A
A e g

b) On suppose £ > d* + 1. 1l existe une constante positive Cy ayant la propriété suivante :
si ¢ : C* — C est une forme linéaire non nulle, si (31, ..., B, sont des éléments de K, et

si on pose
log B = max{1, HMWWM:EPVT
alors
max, [e(y;) = B;] = exp(~Ca(log B)™)
avec d2
Ko =14 R
On notera que 'on a
2

Exercice.

a) Soient oy, deur nombres complexes algébrigues non nuls. On choisit des détermi-
nations de leurs logarithmes, log oy et log as, et on suppose que ces deux nombres log oy
et log ay sont linéairement indépendants sur Q. Soit K un corps de nombres contenant oy
et ag. Déduire du théoréme 6.2° qu’il existe une constante C' > 0, dépendant seulement de
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log ay,log as et K, ayant la propriété suivante : si B est un élément de K, et si B est un
nombre réel qui satisfait log B > max{1,h(3)}, alors

|Blog ay — log aa| > GGAIQCOW mvmw.

b) En déduire l’énoncé suivant. Soient ai,as deuzx nombres algébriques réels positifs
multiplicativement indépendants. Il existe une constante ¢ > 0 ayant la propriété suivante :
pour tout x € R* et pour tout nombre réel T > logmax{2,|z|}, il existe (t1,t2) € Z2
vérifiant max{|t1|,|t2|} < T et

T. - QMHQE < mxwﬁ\nA_om\Hvimw.

Démonstration du théoréme 3.2. Pour 1 < j < ¢, on pose
Yvj = log v, 1<v<m),

puis on choisit 4, +1,5,-..,Yn; dans C tels que exp(y,;) = y»; pour 71 < v < n. On pose
encore y,; = Y,_,, s pourn < v < det 1l <j </{ Les dl nombres y,;, (1 <v <d,
1 < j < ¢) sont alors Q-linéairement indépendants. On peut appliquer le théoréme 6.2*
(en prenant pour §; un entier & distance minimale de ¢(y;)) pour vérifier Phypothese du
lemme 4.5. Soit ¢ € (RX)™ x (C*)"™ ; on pose z, = log(, pour 1 < v < rq ; ensuite, pour
r1 < v < n on définit z,, 4, comme la détermination principale du logarithme de (4, .
Ainsi on a, pour 1 <v <n,

|2 [? < (log [Gu1)* + 72 < 22(log(2 + ¢, 1)) %,

et
1+ |z, < Tlog(2 + |Cul)-

Le théoreme 3.2 résulte alors du lemme 4.5. []

Exercice. Si, dans [’énoncé du théoréme 3.2, on remplace U'hypothése £ > d? par £ >
d?> —d+1, alors on obtient la conclusion avec estimation

(—d?>+d-1

max |G — i1 V| < C(loglogT)™? et 6= A d—T1)

1<i<n
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