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P
.

et
M

.
C

u
rie

(P
aris

V
I)

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

P
o
in

ts
R

a
tio

n
n

e
ls

p
ar

M
ich

el
W

A
L

D
S

C
H

M
ID

T

    
 

 

T
O

P
O

L
O

G
IE

D
E

S
P

O
IN

T
S

R
A

T
IO

N
N

E
L

S

S
o

m
m

a
ire

P
ré
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rèm

e
d

u
sou

s-g
rou

p
e

lin
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élien
n

es
su

r
R

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
119

§5
E

x
ten

sion
s

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
123

§6
G

ro
u

p
es

a
lg

éb
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ré

p
ar

d
es

p
oly

n
ôm
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éfi
n

it
u

n
e

top
olo

g
ie

su
r
P
n
(k

)
en

p
ren

a
n
t

com
m

e
ferm

és
les

en
sem

b
les

a
lg

éb
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d
e

d
eu

x
ferm

és
p

ro
p

res.
U

n
e

va
riété

p
ro

jective
su

r
k

est
u

n
sou

s-en
sem

b
le

alg
éb

riq
u

e
irréd

u
ctib

le
d

e
P
n
(k

).
U

n
e

va
riété

qu
a

si-p
ro

jective
est

u
n

ou
v
ert

d
’u

n
e

variété
p

ro
jectiv

e.

P
o
u

r
én

o
n

cer
la

co
n

jectu
re

d
e

M
azu

r
o
n

a
b

esoin
d

e
la

n
otion

d
e

va
riété

lisse
:

cela
sig

n
ifi

e
q
u

e
to

u
s

les
p

o
in

ts
(g

éo
m

étriq
u

es,
c’est-à

-d
ire

su
r

u
n

corp
s

alg
éb

riq
u

em
en

t
clos)

d
e

la
va

riété
V

so
n
t

n
o

n
sin

gu
liers

:
l’a

n
n

ea
u

loca
l

d
e
V

en
ce

p
oin

t
est

u
n

a
n

n
ea

u
régu

lier.
V

o
ici

les
d

éfi
n

itio
n

s
d

e
ces

term
es

(cf.
[H

1
97

7
]).

L
es

fo
n

ction
s

régu
lières

su
r

u
n

e
variété

V
fo

rm
en

t
u

n
an

n
eau
O

(V
)

;
l’a

n
n

ea
u

loca
l

d
’u

n
p

o
in

t
P
∈
V

(k
)

en
V

est
l’an

n
ea

u
O
P

d
es

g
erm

es
d

e
fo

n
ction

s
régu

lières
au

voisin
age

   
 

 
   

 
  

2
T

o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

d
e
P

d
an

s
V

;
son

id
éal

m
ax

im
alM

P
con

siste
d

es
germ

es
d

e
fon

ction
s

q
u

i
s’an

n
u

len
t

au
p

oin
t
P

.
L

’an
n

eau
lo

calO
P

est
régu

lier
si

sa
d

im
en

sio
n

(d
e

K
ru

ll
:

c’est
le

p
lu

s
gran

d
en

tier
n

tel
q
u

’il
ex

iste
u

n
e

su
ite
P

0
⊂
P

1
⊂
···⊂

P
n

d
’id

éau
x

p
rem

iers)
est

égale
à

la
d

im
en

sion
d

u
O
P
/M

P
-esp

ace
vectorielM

P
/M

2P
.

E
x
ercice.

V
érifi

er
qu

e
la

co
u

rbe
d

’équ
a

tio
n

a
ffi

n
e
y

5
=
x

3
+

6x
2y

+
2x
y

2
n’est

pa
s

régu
lière

a
u

po
in

t
(0
,0).

T
ra

cer
le

gra
p

h
e

d
e

cette
co

u
rbe.

E
xem

p
les.

1.
L

’esp
ace

p
ro

jectifP
n
(k

)
est

u
n

e
variété

p
ro

jectiv
e.

2.
L

’esp
ace

affi
n

e
A
n

est
u

n
e

sou
s-variété

q
u

asi-p
ro

jectiv
e

d
e
P
n

:

A
n
(k

)
=
{

(1
:
x

1
:···

:
x
n
);

(x
1

:···
:
x
n
)∈

k
n }
⊂
P
n
(k

);

c’est
le

com
p

lém
en

taire
d

u
lieu

d
es

zéros
d

u
p

oly
n

ôm
e
X

0 ∈
k
[X

0 ,...,X
n
].

3.
S

i
P
∈
k
[X

0 ,...,X
n
]

est
u

n
p

oly
n

ôm
e

h
om

og
èn

e
n

on
n
u

l,
l’en

sem
b

le
Z

(P
)

d
e

ses
zéros

d
an

sP
n
(k

)
est

u
n

en
sem

b
le

alg
éb

riq
u

e,
ap

p
elé

h
ypersu

rfa
ce

d
e
P
n
.
S

i
P

est
irréd

u
ctib

le
(ou

m
êm

e
seu

lem
en

t
u

n
e

p
u

issan
ce

d
’u

n
p

oly
n

ôm
e

irréd
u

ctib
le),

alors
Z

(P
)

est
irréd

u
ctib

le
:

c’est
u

n
e

variété
alg

éb
riq

u
e.

4.
P

ou
r
k

=
Q

et
P

(X
0 ,...,X

n
)

=
X

20
+
···+

X
2n ,

on
a
Z

(P
)

=
∅

d
an

sP
n
(Q

).
O

n
est

am
en

é
n

atu
rellem

en
t

p
ou

r
étu

d
ier

la
géo

m
étrie

d
’u

n
e

variété
à

su
p

p
oser

le
corp

s
k

alg
éb

riq
u

em
en

t
clos

:
p

ar
ex

em
p

le
k

=
C

,
ou

b
ien

k
=
Q

(clôtu
re

alg
éb

riq
u

e
d

e
Q

d
an

s
C

:
c’est

le
co

rp
s

d
es

n
o

m
bres

a
lgébriqu

es).
M

ais
d

’u
n

au
tre

côté
on

vou
d

rait
au

ssi
étu

d
ier

les
p

oin
ts

d
e

la
variété

q
u

i
son

t
ration

n
els

su
r
Q

ou
su

r
u

n
corp

s
d

e
n

om
b

res,
ou

en
core

su
r

le
corp

s
R

d
es

n
om

b
res

réels.
O

n
sera

ain
si

am
en

é
à

con
sid

érer
p

ou
r

u
n

e
m

êm
e

variété
V

(c’est-à
d

ire
p

ou
r

u
n

sy
stèm

e
d

’éq
u

ation
s

d
on

n
ées)

les
p

oin
ts

d
e
V

d
an

s
d

iff
éren

ts
corp

s
k

;
ceu

x
-

ci
seron

t
n

otés
V

(k
).

U
n

e
p

rop
riété

géo
m

étriqu
e

d
e
V

est
u

n
e

p
rop

riété
d

es
p

oin
ts

d
e
V

ration
n

els
su

r
u

n
corp

s
alg

éb
riq

u
em

en
t

clos.
U

n
e

variété
su

r
u

n
corp

s
k

est
d

ite
a

bso
lu

m
en

t
irréd

u
ctible

si
elle

est
irréd

u
ctib

le
su

r
u

n
e

clôtu
re

alg
éb

riq
u

e
d

e
k
.

5.
L

e
com

p
lém

en
taire

d
e

0
d

an
s
A

1
est

u
n

e
variété

q
u

asi-p
ro

jectiv
e

d
on

t
les

p
oin

ts
su

r
u

n
corp

s
k

form
en

t
l’en

sem
b

le
k
×

=
k\{0}

;
on

p
eu

t
au

ssi
rep

résen
ter

le
grou

p
e

m
u

ltip
licatif

k
×

d
u

corp
s
k

com
m

e
l’en

sem
b

le
d

es
p

oin
ts

ration
n

els
su

r
k

d
e

l’h
y
p

ersu
rface

affi
n

e
H

d
’éq

u
ation

X
1 X

2
=

1
d

an
s
A

2 (k
),

grâce
à

l’isom
orp

h
ism

e

k
×
→

H
(k

)
x
7→

(x
,1/x

)

S
u

r
k

au
ssi

b
ien

q
u

e
su

r
k
×

on
a

u
n

e
stru

ctu
re

d
e

grou
p

e
(ad

d
itif

d
an

s
le

p
rem

ier
cas,

m
u

ltip
licatif

d
an

s
le

secon
d

).
L

e
grap

h
e

d
e

la
loi

d
e

grou
p

e
est

en
core

u
n

e
variété

:

{
(x
,y
,x

+
y
);

(x
,y

)∈
k×

k }
⊂
A

3 (k
),

{
(x
,y
,x
y
);

(x
,y

)∈
k
×
×
k
× }
⊂
A

3 (k
)

resp
ectiv

em
en

t.
O

n
ob

tien
t

ain
si

d
eu

x
gro

u
pes

a
lgébriqu

es
n

otés
G

a
et
G

m
resp

ectiv
em

en
t,

avec
G

a (k
)

=
k

et
G

m
(k

)
=
k
×

.



   
 

 
    

 
 

C
h
a
p
itre

I.
–

In
tro

d
u
c
tio

n
3

D
éfi

n
itio

n
.

U
n

gro
u

pe
a

lgébriqu
e

su
r

u
n

co
rp

s
k

est
u

n
e

va
riété

q
u

asi-p
ro

jectiv
e,

d
éfi

n
ie

su
r

k
,

m
u

n
ie

d
’u

n
e

stru
ctu

re
d

e
gro

u
p

e,
telle

q
u

e
le

g
ra

p
h

e
d

e
la

loi
d

e
grou

p
e

soit
u

n
e

variété
q
u

asi-p
ro

jectiv
e

d
éfi

n
ie

su
r
k
.

U
n

a
u

tre
ex

em
p

le
d

e
gro

u
p

e
alg

éb
riq

u
e

est
d

o
n

n
é

p
a
r

le
grou

p
e

lin
éaire

gén
éral

G
L
n
.

O
n

d
éfi

n
it

d
e

m
a
n

ière
n

a
tu

relle
la

n
o
tio

n
d

e
so

u
s-gro

u
pe

a
lgébriqu

e
(q

u
i
est

à
la

fois
u

n
sou

s-
g
ro

u
p

e
et

u
n

e
so

u
s-va

riété),
et

o
n

d
it

q
u

’u
n

g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e

est
lin

éa
ire

s’il
est

isom
orp

h
e

(co
m

m
e

g
ro

u
p

e
alg

éb
riq

u
e)

à
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

ferm
é

d
’u

n
grou

p
e

G
L
n
.

P
ar

ex
em

p
le
G

a
et

G
m

so
n
t

d
eu

x
g
rou

p
es

lin
éaires

—
p

o
u

r
le

p
rem

ier
co

n
sid

érer
le

sou
s-grou

p
e

d
e

G
L

2
form

é
d

es
m

a
trices

(
1

x
0

1 )
.

T
ou

t
p

ro
d

u
it

d
e

gro
u

p
es

alg
éb

riq
u

es
lin

éa
ires

en
est

en
core

u
n

(car
G

L
n
×

G
L
d

est
isom

o
rp

h
e

à
u

n
sou

s-gro
u

p
e

a
lg

éb
riq

u
e

d
e

G
L
n

+
d )

;
en

p
a
rticu

lier
u

n
p

ro
d

u
it

d
e

cop
ies

d
e
G

a
et

d
e
G

m
est

u
n

grou
p

e
lin

éa
ire.

N
o
u

s
n

o
u

s
in

téressero
n

s
p

rin
cip

a
lem

en
t

au
x

g
ro

u
p

es
alg

éb
riq

u
es

com
m

u
tatifs.

O
n

v
érifi

e
q
u

e
to

u
t

g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e

lin
éa

ire
co

m
m

u
ta

tif
su

r
u

n
co

rp
s

alg
éb

riq
u

em
en

t
clos

est
iso

m
o
rp

h
e

à
u

n
p

ro
d

u
it

d
e

co
p

ies
d

e
d

e
G

a
et

d
e

co
p

ies
d

e
G

m
:

G
d

0
a
×
G
d

1
m
.

Il
ex

iste
d

es
g
ro

u
p

es
a
lg

éb
riq

u
es

com
m

u
ta

tifs
q
u

i
n

e
son

t
p

as
lin

éaires.
L

’ex
em

p
le

le
p

lu
s

sim
p

le
est

fo
u

rn
i

p
a
r

les
co

u
rbes

ellip
tiqu

es
(v

o
ir

p
a
r

ex
em

p
le

[S
il

1986]).
O

n
les

étu
d

iera
so

u
s

la
fo

rm
e

d
e

W
eierstra

ß
:

E
(k

)
=
{

(t
:
x

:
y
)∈

P
2 (k

);
y

2t
=

4x
3−

g
2 x
t
2−

g
3 t

3 }
,

o
ù
g

2
et

g
3

so
n
t

d
eu

x
élém

en
ts

d
e
k

tels
q
u

e
le

d
iscrim

in
an

t
∆

=
g

32
−

27g
23

n
e

soit
p

a
s

n
u

l.
C

ette
co

n
d

ition
su

r
le

d
iscrim

in
a
n
t

sign
ifi

e
q
u

e
la

variété
est

lisse
;

on
le

v
érifi

e
en

u
tilisa

n
t

le
critère

ja
co

bien
:

si
f

(T
,X
,Y

)
∈
k
[T
,X
,Y

]
d

ésign
e

le
p

oly
n

ôm
e

Y
2T
−

(4
X

3−
g

2 X
T

2−
g

3 T
3),

a
lo

rs
la

co
n

d
itio

n
∆
6=

0
éq

u
ivau

t
à

d
ire

q
u

e
le

sy
stèm

e
d

’éq
u

a
tio

n
sf

(t,x
,y

)
=

(∂
/
∂
t)f

(t,x
,y

)
=

(∂
/
∂
x

)f
(t,x

,y
)

=
(∂
/∂
y
)f

(t,x
,y

)
=

0

n
’a

p
a
s

d
e

so
lu

tio
n

(t
:
x

:
y
)∈

P
2 .

L
e

co
rp

s
k

sera
to

u
jo

u
rs

d
e

ca
ra

ctéristiq
u

e
n
u

lle
:
ce

sera
sou

v
en

t
u

n
corp

s
d

e
n

om
b

res.
A

lo
rs

le
g
ro

u
p

e
E

(k
),

a
p

p
elé

gro
u

pe
d

e
M

o
rd

ell-W
eil

d
e
E

su
r
k
,

est
u

n
Z

-m
o
d

u
le

d
e

ty
p

e
fi

n
i,

d
o
n

c
iso

m
o
rp

h
e

à
Z
r×

E
(k

)
to

rs ,
av

ec
E

(k
)
to

rs
g
ro

u
p

e
fi

n
i.

L
e

n
om

b
re
r

est
le

ra
n

g
d

u
g
ro

u
p

e
d

e
M

ord
ell-W

eil
d

e
E

su
r
k
.

D
ire

q
u

e
E

(k
)

est
in

fi
n

i
rev

ien
t

à
d

ire
q
u

e
son

ran
g

est≥
1
.

O
n

étu
d

iera
a
u

ssi
les

p
o
in

ts
réels

o
u

co
m

p
lex

es
(si

le
corp

s
k

est
p

lon
g
é

d
an

s
R

ou
C

resp
ectiv

em
en

t)
d

e
E

.
Q

u
a
n

d
k

=
C

,
o
n

d
éfi

n
it

u
n

e
fo

n
ction

m
érom

orp
h

e
℘

d
an

s
C

telle
q
u

e

℘
′ 2

=
4℘

3−
g

2 ℘
−
g

3 ,

   
 

 
    

 
 

4
T

o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

q
u

i
ad

m
et

p
ou

r
grou

p
e

d
e

p
ério

d
es

u
n

réseau
Ω

=
Z
ω

1
+
Z
ω

2
d

e
C

;
les

élém
en

ts
d

e
Ω

son
t

au
ssi

les
p

ôles
d

e
℘

.
P

ou
r
z

1
et
z

2
d

an
s
C

,
on

a
℘

(z
1 )

=
℘

(z
2 )

si
et

seu
lem

en
t

si
z

1 −
z

2 ∈
Ω

.
A

in
si

l’ap
p

lication
C
→

E
(C

)
z
7→

(1
:
℘

(z
)

:
℘
′(z

) )

q
u

i
en

voie
Ω

su
r

(0
:

0
:

1)
in

d
u

it
u

n
isom

orp
h

ism
e

an
aly

tiq
u

e
en

tre
le

q
u

otien
t
C
/Ω

et
E

(C
).

O
n

p
eu

t
d

on
c

tran
sp

orter
la

loi
d

e
grou

p
e

ad
d

itif
d

e
C
/Ω

en
u

n
e

loi
d

e
grou

p
e

su
r
E

(C
)

et
on

d
ém

on
tre

q
u

e
cette

loi
d

on
n

e
à
E

u
n

e
stru

ctu
re

d
e

grou
p

e
alg

éb
riq

u
e

com
m

u
tatif

d
éfi

n
i

su
r

le
corp

s
k

=
Q

(g
2 ,g

3 )
:

la
fon

ction
℘

v
érifi

e
u

n
th

éorèm
e

d
’ad

d
ition

alg
éb

riq
u

e
d

on
t

n
ou

s
rep

arleron
s.

C
ette

loi
d

e
grou

p
e

a
u

n
e

d
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tion
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étriq
u

e
sim

p
le

:
la

cou
rb

e
E

est
u

n
e

cu
b

iq
u

e
(d

éfi
n

ie
p

ar
u

n
p

oly
n

ôm
e

d
e

d
egré

3),
et

u
n

e
d

roite
d

e
P

2 (C
)

cou
p

e
la

cou
rb

e
en

trois
p

oin
ts

;
alors

trois
élém

en
ts

d
e
E

(C
)

on
t

u
n

e
som

m
e

n
u

lle
d

an
s

le
grou

p
e

si
et

seu
lem

en
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sou

s-jacen
te

est
p

ro
jectiv

e
(u

n
tel

grou
p

e
alg

éb
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èb

re
d

e
L

ie
T
G

(R
)

est
u

n
sou

s-R
-esp

ace
vectoriel

d
e
T
G

(C
)

d
e

d
im

en
sion

d
im
G

,
et

ex
p
G

:
T
G

(R
)→

G
(R

)
est

u
n

h
om

orp
h

ism
e

an
aly

tiq
u

e
d

e
n

oyau
Ω
∩
T
G

(R
)

et
d

’im
age

la
com

p
osan

te
con

n
ex

e
d

e
l’élém

en
t

n
eu

tre
G

(R
)
0

d
e
G

(R
).

C
ette

ap
p

lication
ex

p
on

en
tielle

p
erm

ettra
d

e
lin
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réelle,
est

a
u

ssi
o
u

v
erte,

d
o
n

c
est

réu
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l’éq
u

ation
est

résolu
b

le
en

en
tiers

ration
n

els.

L
e

lien
avec

ce
q
u

i
p

récèd
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ôm

e
P

ex
istait,

il
d
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A
n

+
1

d
on

t
la

p
ro

jection
p

ar
le

m
orp

h
ism

e
π

:A
n

+
1 →

A
1 ,

q
u

i
en

voie
(t,x

1 ,...,x
n
)

su
r
t

v
érifi

erait
π (W

(Q
) )

=
Z
⊂
Q

=
A

1 (Q
),

et
l’ad

h
éren

ce
réelle

W
d

e
W

(Q
)

d
an

s
W

(R
)

v
érifi

erait
π

(W
)

=
Z

;
d

on
c
W

au
rait

u
n

e
in

fi
n

ité
d

e
com

p
osan

tes
con

n
ex

es.
P

ou
r

p
lu

s
d

e
d

étails,
voir

[M
az

1995].

§3
.

T
h

é
o
rè

m
e
s

d
’a

p
p

ro
x
im

a
tio

n

L
e

th
éo

rèm
e

d
’a

p
p

ro
xim

a
tio

n
fa

ible
d

’A
rtin

–W
h

ap
les

(v
oir

p
ar

ex
em

p
le

B
ou

rb
ak

i,
A

lgèbre
co

m
m

u
ta

tive,
C

h
ap

.
6
§7,

ou
b

ien
S

.
L

an
g

[L
1993],

C
h

ap
.

12
§1

th
.1.2

p
.

467)
d

it
q
u

e
si|·|1 ,...,|·|s

son
t

d
es

valeu
rs

ab
solu

es
n

on
triv

iales
su

r
u

n
corp

s
k
,

q
u

i
son

t
d

eu
x
-à-d

eu
x

in
d

ép
en

d
an

tes,
l’im

age
d

e
k

p
ar

le
p

lon
gem

en
t

d
iagon

al
d

an
s ∏

1≤
i≤
s (k

,|·|i )
est

p
artou

t
d

en
se

:
p

ou
r

tou
t
ε
>

0
et

tou
t

(x
1 ,...,x

s )∈
k
s

il
ex

iste
x
∈
k

tel
q
u

e

|x
−
x
i |i
<
ε

p
ou

r
1
≤
i≤

s.

L
e

q
u

alifi
catif

“faib
le”

est
d

on
n

é
en

com
p

araison
avec

l’én
on

cé
su

ivan
t

(cité
seu

lem
en

t
p

ou
r

m
ém

oire
:

n
ou

s
n

e
l’u

tiliseron
s

p
as),

ap
p

elé
th

éo
rèm

e
d

’a
p

p
ro

xim
a

tio
n

fo
rte

(v
oir

C
assels

et
F

röh
lich

,
A

lgebra
ic

N
u

m
ber

T
h

eo
ry,

C
h

ap
.

2,§15
p

.67,
et

O
.T

.
O

’M
eara,

In
trod

u
ctio

n
to

Q
u

a
d

ra
tic

F
o

rm
s,§36

G
)

:
S

oit
k

u
n

corp
s

d
e

n
om

b
res

;
soit

S
u

n
en

sem
b

le
fi

n
i

d
e

p
laces

d
e
k
,

et
soit

v
0 6∈

S
u

n
e

au
tre

p
lace

d
e
k
.

P
ou

r
ch

aq
u

e
v
∈
S

,
soit

x
v

u
n

élém
en

t
d

u
com

p
lété

d
e
k

en
v
.

E
n

fi
n

soit
ε
>

0.
A

lors
il

ex
iste

α
∈
k
×

tel
q
u

e

|α
−
x
v |v

<
ε

p
ou

r
tou

t
v
∈
S



   
 

 
   

 
 
  

C
h
a
p
itre

I.
–

In
tro

d
u
c
tio

n
7

et
|α|v ≤

1
p

o
u

r
tou

t
v
6∈
S

,
v
6=
v

0 .

E
x
ercice.

S
o

ien
t
x

u
n

n
o

m
bre

réel,
p

1 ,...,p
m

d
es

n
o

m
bres

p
rem

iers
d

eu
x-à

-d
eu

x
d

istin
cts,

s
1 ,...,s

m
d

es
en

tiers
po

sitifs,
a

1 ,...,a
m

d
es

en
tiers

ra
tio

n
n

els,
et
ε

u
n

n
o

m
bre

réel
po

sitif.
a

)
M

o
n

trer
qu

’il
existe

d
eu

x
n

o
m

bres
en

tiers
n

o
n

n
u

ls
u

et
v

,
p

rem
iers

en
tre

eu
x,

tels
qu

e

∣∣∣ x
−
uv ∣∣∣

<
ε

et
u
≡
a
i v

(m
o
d
p
s
i
i

)
po

u
r

1
≤
i≤

m
.

b)
M

o
n

trer
qu

’il
existe

d
eu

x
en

tiers
n
≥

0
et
u

tels
qu

e

∣∣∣∣ x
−

up
n1 ∣∣∣∣
<
ε

et
u
≡
a
i p
n1

(m
o
d
p
s
i
i

)
po

u
r

2
≤
i≤

m
.

L
es

d
éfi

n
itio

n
s

su
iva

n
tes

co
n

cern
en

t
u

n
e

variété
X

lisse
su

r
u

n
corp

s
d

e
n

om
b

res
k
.

D
éfi

n
itio

n
s.

1.
O

n
d

it
q
u

e
X

po
ssèd

e
la

p
ro

p
riété

d
’a

p
p

ro
xim

a
tio

n
fa

ible
su

r
k

si
le

p
lon

gem
en

t
d

iagon
al

X
(k

)→
∏

v

X
(k
v )

a
u

n
e

im
a
g
e

d
en

se
(d

an
s

le
p

ro
d

u
it,
v

d
écrit

to
u

tes
les

p
la

ces
d

e
k
).

P
ar

ex
em

p
le,

si
X

est
u

n
e

va
riété

affi
n

e
p

lo
n

g
ée

d
a
n

sA
n
,
et

si,
p

ou
r
u

=
(u

1 ,...,u
n
)∈

k
nv
,

on
n

o
te
|u|v

=
m

a
x

1≤
i≤
n |u

i |v ,
a
lors,

p
a
r

d
éfi

n
itio

n
d

e
la

top
ologie

su
r ∏

v
X

(k
v ),

d
ire

q
u

e
X

p
o
ssèd

e
la

p
ro

p
riété

d
’a

p
p

rox
im

atio
n

faib
le

su
r
k

sign
ifi

e
q
u

e
p

ou
r

tou
t

en
sem

b
le

fi
n

i
S

d
e

p
la

ces
d

e
k
,

p
o
u

r
to

u
te

fam
ille

(x
v )
v∈
S

av
ec
x
v ∈

X
(k
v )

p
ou

r
tou

t
v
∈
S

,
et

p
ou

r
tou

t
ε
>

0
,

il
ex

iste
x
∈
X

(k
)

tel
q
u

e

|x
−
x
v |v

<
ε

p
o
u

r
to

u
t
v
∈
S
.

A
in

si
la

d
ro

ite
a
ffi

n
e

p
o
ssèd

e
la

p
rop

riété
d

’ap
p

rox
im

a
tion

faib
le,

d
’ap

rès
le

th
éorèm

e
d

’A
rtin

–W
h

a
p

p
les.

2.
L

a
variété

X
po

ssèd
e

la
p

ro
p

riété
d

’a
p

p
ro

xim
a

tio
n

très
fa

ible
su

r
k

s’il
ex

iste
u

n
en

sem
b

le
fi

n
i
T

d
e

p
la

ces
d

e
k

tel
q
u

e,
p

o
u

r
to

u
t

en
sem

b
le

fi
n

i
S

d
e

p
laces

d
e
k

avec
S
∩
T

=
∅,

l’im
a
g
e

d
u

p
lo

n
g
em

en
t

d
ia

g
o
n

al

X
(k

)→
∏v∈
S

X
(k
v )

est
d

en
se.

Il
est

cla
ir

q
u

e
si

u
n

e
va

riété
lisse

X
su

r
k

p
o
ssèd

e
la

p
rop

riété
d

’ap
p

rox
im

ation
faib

le,
alo

rs
X

p
o
ssèd

e
la

p
ro

p
riété

d
’a

p
p

rox
im

a
tion

très
fa

ib
le

(p
ren

d
re
T

=
∅).

    
 

 
   

 
 

8
T

o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

3.
S

oit
S

u
n

en
sem

b
le

fi
n

i
d

e
p

laces
d

e
k
.
O

n
d

it
q
u

e
la

va
riété

X
est

S
-o

u
verte

si
l’ad

h
éren

ce
d

e
l’im

age
d

e
X

(k
)→

∏
v∈
S
X

(k
v )

est
u

n
ou

v
ert

d
e
∏
v∈
S
X

(k
v ).

S
i

u
n

e
variété

lisse
X

su
r
k

p
ossèd

e
la

p
rop

riété
d

’ap
p

rox
im

ation
faib

le,
alors

X
est

S
-ou

v
erte

p
ou

r
tou

t
en

sem
b

le
fi

n
i

n
on

v
id

e
S

d
isjoin

t
d

e
T

.
Q

u
an

d
on

p
ren

d
k

=
Q

et
q
u

e
S

n
e

con
tien

t
q
u

e
la

p
lace

arch
im

éd
ien

n
e

d
e
Q

,
la

con
d

ition
q
u

e
la

variété
X

est
S

-ou
v
erte

sign
ifi

e
q
u

e
X

(Q
)

est
ou

v
ert

d
an

s
X

(R
)

:
c’est

la
con

clu
sion

d
e

la
con

jectu
re

d
e

M
azu

r.

C
es

p
rop

riétés
d

’ap
p

rox
im

ation
son

t
étroitem

en
t

liées
au

“p
rin

cip
e

d
e

H
asse”

:
u

n
e
k
-

variété
X

sa
tisfa

it
le

p
rin

cipe
d

e
H

a
sse

si
l’ex

isten
ce

d
’u

n
p

oin
t

d
e
X

ration
n

el
su

r
ch

aq
u

e
com

p
lété

k
v

d
e
k

im
p

liq
u

e
l’ex

isten
ce

d
’u

n
p

oin
t

d
e
X

ration
n

el
su

r
k

(v
oir

à
ce

su
jet

[C
T

1992]).

§4
.

E
x
e
m

p
le

s

V
oici

q
u

elq
u

es-u
n

s
d

es
ex

em
p

les
p

rop
osés

p
ar

M
azu

r
d

an
s

[M
az

1992].

a)
C

o
u

rbes.

L
a

con
jectu

re
d

e
M

azu
r

est
v
raie

p
ou

r
les

cou
rb

es
lisses

su
r
Q

.
P

ou
r

le
d

ém
on

trer,
on

d
istin

gu
e

trois
cas

:

1
.

L
a

cou
rb

e
est

d
e

gen
re

0.
S

i
la

cou
rb

e
n

’a
p

as
d

e
p

oin
ts

ration
n

els,
la

q
u

estion
n

e
se

p
ose

p
as

:
les

h
y
p

oth
èses

d
e

la
con

jectu
re

d
e

M
azu

r
n

e
son

t
p

as
v
érifi

ées.
S

’il
y

a
p

oin
t

ration
n

el,
le

fait
q
u

e
le

gen
re

soit
n
u

l
p

erm
et

d
e

se
ram

en
er

à
la

d
roite

p
ro

jectiv
e
P

1
p

ar
u

n
e

tran
sform

ation
b

iration
n

elle
(u

n
e

cou
rb

e
d

e
gen

re
zéro

est
u

n
e

cou
rb

e
ra

tio
n

elle,
en

core
ap

p
elée

u
n

icu
rsa

le,
i.e.

q
u

e
l’on

p
eu

t
“p

aram
étrer”

p
ar

d
es

fraction
s

ration
n

elles),
et

la
d

en
sité

est
alors

év
id

en
te.

2
.

L
e

gen
re

d
e

la
cou

rb
e

est
1.

S
i

la
cou

rb
e

n
’a

p
as

d
e

p
oin

t
ration

n
el,

l’h
y
p

oth
èse

d
e

la
con

jectu
re

n
’est

p
as

v
érifi

ée.
S

i
elle

a
u

n
p

oin
t

ration
n

el,
grâce

au
th

éorèm
e

d
e

R
iem

an
n

-
R

o
ch

on
m

on
tre

q
u

e
le

ch
oix

d
’u

n
tel

p
oin

t
p

erm
et

d
e

lu
i

d
on

n
er

u
n

e
stru

ctu
re

d
e

cou
rb

e
ellip

tiq
u

e.
L

’ap
p

lication
ex

p
on

en
tielle

com
p

lex
e

in
d

u
it

u
n

isom
orp

h
ism

e
en

tre
les

p
oin

ts
com

p
lex

es
E

(C
)

d
’u

n
e

cou
rb

e
ellip

tiq
u

e
E

et
u

n
tore

C
/(Z

ω
1

+
Z
ω

2 )
;

on
en

d
éd

u
it

u
n

isom
orp

h
ism

e
en

tre
E

(R
)

et
u

n
tore

R
/Z
ω

,
q
u

i
est

u
n

grou
p

e
d

e
L

ie
réel

com
p

act
d

e
d

im
en

sion
1.

O
n

u
tilise

alors
u

n
th

éorèm
e

d
’ap

p
rox

im
ation

(T
ch

eb
y
ch

ef-K
ron

ecker)
p

ou
r

con
clu

re.
L

es
d

étails
seron

t
d

on
n

és
d

an
s

le
cou

rs.
Il

n
e

fau
d

rait
p

as
croire

d
’ailleu

rs
q
u

e
cela

rép
on

d
à

tou
tes

les
q
u

estion
s

q
u

e
sou

lèv
e

le
p

rob
lèm

e
d

e
la

d
en

sité
d

e
E

(Q
)

d
an

s
E

(R
).

O
n

s’in
terrogera

su
r

l’ap
p

rox
im

ation
d

’u
n

élém
en

t
d

e
E

(R
)

p
ar

u
n

élém
en

t
d

e
E

(Q
),

en
u

tilisan
t

d
es

m
esu

res
d

e
tran

scen
d

an
ce

p
ou

r
le

q
u

otien
t

d
’in

tégrales
ellip

tiq
u

es
(on

rap
p

ro
ch

era
cette

q
u

estion
d

e
la

d
iscu

ssion
d

an
s

la
section

“H
eigh

ts,
m

easu
res

an
d

d
y
n

am
ics”

d
e

[M
az

1995]).
O

n
étu

d
iera

au
ssi

l’ad
h

éren
ce

d
e
E

(k
)

d
an

s
E

(C
)

q
u

an
d
k

est
u

n
corp

s
d

e
n

om
b

res
p

lon
g
é

d
an

s
C

.

3
.

S
u

r
u

n
e

cou
rb

e
d

e
gen

re
≥

2,
u

n
th

éorèm
e

d
e

F
altin

gs
(an

cien
n

em
en

t
co

n
jectu

re
d

e
M

o
rd

ell
–

voir
p

ar
ex

em
p

le
[L

1991])
d

it
q
u

’il
n

’y
a

q
u

’u
n

n
om

b
re

fi
n

i
d

e
p

oin
ts

ration
n
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su

r
Q

.
L

es
h
y
p

oth
èses

n
e
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t

alors
p
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v
érifi

ées.



    
 

 
   

 
  

C
h
a
p
itre

I.
–

In
tro

d
u
c
tio

n
9

b
)

F
ibrés

en
co

n
iqu

es
su

r
P

1

O
n

co
n

sid
ère

ici
d

es
“fa

m
illes”

d
e

co
u

rb
es

p
a
ra

m
étrées

p
ar

u
n

e
variab

le
λ
∈
P

1 (Q
).

P
o
u

r
ch

a
q
u

e
λ

,
la

co
u

rb
e

d
’in

d
ice

λ
est

u
n

e
co

n
iq

u
e,

et
la

variation
en

λ
est

p
oly

n
om

iale.
N

o
u

s
avo

n
s

d
éjà

m
en

tion
n

é
l’ex

em
p

le
d

e
S

w
in

n
erton

-D
y
er

(1962)
:

x
2

+
y

2
=

(4
λ
−

7
)(λ

2−
2
);

le
lieu

réel
a

d
eu

x
co

m
p

o
sa

n
tes

co
n

n
ex

es,
et

les
p

oin
ts

ra
tion

n
els

son
t

tou
s

situ
és

su
r

u
n

e
d

e
ces

co
m

p
o
sa

n
tes,

o
ù

ils
son

t
d

en
ses.

U
n

ex
em

p
le

p
lu

s
récen

t
est

celu
i

d
e

L
.

W
a
n

g
:

la
su

rfa
ce

x
2

+
y

2
=

(4
λ
−

7
)(λ

2−
2
)(2
λ

2−
3)

a
tro

is
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m
p

o
sa

n
tes

co
n

n
ex

es
réelles,

u
n

e
seu

le
co

n
tien

t
d

es
p

oin
ts

ration
n

els.
L

es
trava

u
x

d
e

C
olliot-T

h
élèn

e,
S

a
lb

erg
er,

S
a
n

su
c,

S
k
o
rob

ogatov
,
S

w
in

n
erton

-D
y
er...

p
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etten
t

d
’éta

b
lir

la
co

n
jectu

re
d

e
M

a
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r
p

o
u

r
d

e
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su
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t
≤

5
fi

b
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d
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én
érées

(i.e.
a
u

p
lu

s
5

“
m

a
u

va
ises”

va
leu

rs
d

e
λ

),
a
in

si
q
u

e
p

ou
r

les
su
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b
iq

u
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à
Q

(λ
1 ,...,λ

n
).

H
y
p

o
th

è
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èse

(H
)

son
t

co
n

n
u

es.

( ∗)
U

n
en

tier
n
>

1
est

a
p

p
elé
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e

u
n

p
oin

t
ration

n
el

n
on

sin
gu

lier,
alors

X
p

ossèd
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q
u

e
le

ra
n

g
d

e
E
t (Q

)
n

e
p

eu
t

ch
u

ter
q
u

’en
u

n
n

om
b

re
fi

n
i

d
e
t∈

P
1 (Q

).

U
n

ca
s

p
articu

lier
a

été
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p
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éorèm
es

d
e

tran
scen

d
an

ce
q
u

i
seron

t
n
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p
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d
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q
u

e
le

ran
g

d
u

grou
p

e
d

e
M

ord
ell-W

eil
d

e
A

(k
)

soit≥
d
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d
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p
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−
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−
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etits”
ran

gs
(0

<
r
<
d
)

d
u

s
à
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−
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d
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con
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+
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+
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con
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+
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+
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d
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osé
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écrit
q
u

e
X

est
le

q
u

otien
t

d
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p
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p
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R
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éta
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d
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b
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∈
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b
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∈
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p
olo

gie
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réels”.

L
’arg

u
m

en
t

est
essen

tiellem
en

t
le

su
ivan

t.

(
1)

P
o
p

,
F

lo
ria

n
.

–
F

ield
s

o
f

tota
lly

Σ
-a

d
ic

n
u

m
b

ers,
p

rep
rin

t,
H

eid
elb

erg,
1992

;
voir

a
u

ssi
:

B
.

G
reen

,
F

.
P

op
an

d
P

.
R

o
q
u

ette,
O

n
R

u
m

ely
’s

lo
cal-glob

al
p

rin
cip

le,
J
ah

resb
er.

D
eu

tsch
.

M
a
th

.-V
erein

.
9
7

(1
9
9
5
),

n
o
.

2
,

4
3–

7
4.

Z
b
l
8
5
7
.
1
1
0
3
3

M
R
9
6
g
:
1
1
0
6
5

   
 

 
   

 
   

1
4

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

S
oitC

u
n

e
cou

rb
e

(il
y

a
u

n
argu

m
en

t
q
u

i
p

erm
et

d
e

se
ram

en
er

à
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con
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=
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∈
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p
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p
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d
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d
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p
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p
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p

ar
u

n
certain

m
orp

h
ism

e
f

:
V
→

W
d

oit
être

Q
-ration

n
elle

su
r
W

.
C

’est
le

sen
s

la
con

jectu
re

q
u

e
je

fais
ici,

q
u

i
est

au
ssi

assez
sim

ilaire
à

u
n

e
con

jectu
re

q
u

e
j’avais

én
on

cée
p

récéd
em

m
en

t
d

an
s

u
n

e
n

ote
au

C
R

A
S

(
3)

d
an

s
le

cad
re

p
lu

s
restrein

t
d

es
esp

aces
d

e
H

u
rw

itz.

(
2)

D
èb

es,
P

ierre
;

F
ried

,
M

ich
ael

D
.

–
N

on
rigid

con
stru

ction
s

in
G

alois
th

eory.
P

acifi
c

J
.

M
ath

.
1
6
3

(1994),
n

o.
1,

81–122.
Z
b
l
7
8
8
.
1
2
0
0
1

M
R
9
5
c
:
1
2
0
0
8
.

(
3)

D
èb

es,
P

ierre.
–

C
ritères

d
e

d
escen

te
p

ou
r

le
corp

s
d

e
d

éfi
n

ition
d

es
G

-rev
êtem

en
ts

d
e
P

1.
C

.
R

.
A

cad
.

S
ci.

P
aris

S
ér.

I
M

ath
.
3
1
5

(1992),
n

o.
8,

863–868.
Z
b
l
7
6
1
.
1
2
0
0
1

M
R
9
3
m
:
1
2
0
0
3
.



    
 

 
   

II.
–

S
o
u

s-g
ro

u
p

e
s

d
e
R
n

L
e

b
u

t
d

e
ce

ch
a
p

itre
est

d
e

d
o
n

n
er

d
es

critères
p

ou
r

q
u

’u
n

sou
s-grou

p
e

d
’u

n
grou

p
e

d
e

L
ie

réel
o
u

co
m

p
lex

e
so

it
d

en
se.

L
e

ca
s

fon
d

a
m

en
ta

l
est

celu
i

d
’u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
R
n
,

o
ù

la
rép

o
n

se
est

o
b

ten
u

e
grâ

ce
à

u
n

th
éo

rèm
e

d
e

K
ro

n
eck

er
(th

éorèm
e

4.1).

V
o
ici

q
u

elq
u

es
in

d
ica

tio
n

s
b

ib
lio

g
rap

h
iq

u
es

con
cern

a
n
t

ce
ch

ap
itre.

P
ou

r
l’asp

ect
q
u

alita
tif,

v
o
ir

[B
o

1
9
7
4
]
C

h
ap

.
7
.
U

n
e

au
tre

référen
ce

d
e

b
a
se

est
[H

-W
1979]

(en
p

articu
lier

le
ch

a
p

itre
X

X
III

p
o
u

r
le

th
éorèm

e
d

e
K

ron
ecker,

m
a
is

au
ssi

le
ch

ap
itre

III
p

ou
r

les
su

ites
d

e
F

a
rey,

a
in

si
q
u

e
le

ch
ap

itre
X

I
p

o
u

r
l’ap

p
rox

im
atio

n
d

e
n

om
b

res
irration

n
els

p
ar

d
es

n
o
m

b
res

ra
tio

n
n

els
;

il
fa

u
t

n
o
ter

cep
en

d
an

t
q
u

e
certa

in
s

argu
m

en
ts

p
eu

v
en

t
être

sim
p

lifi
és

en
u

tilisa
n
t

u
n

m
in

im
u

m
d

e
lan

g
a
g
e

a
lg

éb
riq

u
e).

D
eu

x
a
u

tres
référen

ces
fon

d
am

en
tales

p
o
u

r
to

u
t

ce
q
u

i
con

cern
e

les
a
p

p
rox

im
a
tion

s
d

io
p

h
a
n
tien

n
es

son
t

[C
a

1957]et
[S

c
1980].

D
a
n

s
la

réd
a
ctio

n
q
u

i
su

it,
n

ou
s

n
e

d
o
n

n
o
n

s
d

es
d

ém
on

stration
s

q
u

e
p

ou
r

les
én

on
cés

q
u

i
sero

n
t

u
tilisés

d
a
n

s
la

su
ite

d
u

co
u

rs.

O
n

u
tilisera

la
n

o
tio

n
d

e
gro

u
pe

to
po

logiqu
e

(v
o
ir

[D
19

72],
t.1,

C
h

ap
.

12
§8).

D
’au

tre
p

a
rt

o
n

u
tilisera

p
lu

sieu
rs

n
otio

n
s

d
e

ra
n

g
.

L
e

ra
n

g
d

’u
n

gro
u

pe
a

bélien
est

le
n

om
b

re
m

in
im

al
d

’élém
en

ts
d

’u
n

sy
stèm

e
g
én

éra
teu

r
d

e
ce

gro
u

p
e.

L
e

ra
n

g
ra

tio
n

n
el

d
’u

n
Z

-
m

od
u

le
G

,
a
p

p
elé

en
co

re
ra

n
g

d
e
G

su
r
Z

o
u

su
r
Q

,
est

le
n

o
m

b
re

m
ax

im
al

d
’élém

en
ts

d
e
G

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts

su
rQ

;
on

le
n

o
tera

ra
n

gZ
G

.
R

ap
p

elon
s

le
th

éorèm
e

d
e

stru
ctu

re
d

es
Z

-m
o
d

u
les

d
e

ty
p

e
fi

n
i

:
si
G

est
u

n
Z

-m
o
d

u
le

d
e

ty
p

e
fi

n
i,

le
sou

s-grou
p

e
d

e
torsion

G
to

rs
d

e
G

est
u

n
gro

u
p

e
fi

n
i,

le
q
u

o
tien

t
G
/
G

to
rs

est
u

n
Z

-m
o
d

u
le

lib
re,

isom
orp

h
e

à
Z
r,

o
ù
r

est
le

ra
n

g
d

e
G

su
r
Z

,
et
G

est
iso

m
o
rp

h
e

a
u

p
ro

d
u

it
d

irect
G

to
rs ×

Z
r.

E
n

p
articu

lier
p

o
u

r
u

n
Z

-m
o
d

u
le

lib
re

(i.e.
sa

n
s

to
rsio

n
)

le
ran

g
co

m
m

e
grou

p
e

ab
élien

cö
ın

cid
e

avec
le

ran
g

com
m

e
Z

-m
o
d

u
le.

O
n

va
trava

iller
av

ec
d

es
sou

s-grou
p

es
d

e
R
n
.

L
a

d
im

en
sion

d
e

l’esp
ace

vectoriel
su

r
R

en
g
en

d
ré

p
a
r

u
n

tel
so

u
s-grou

p
e
G

sera
a
p

p
elée

le
ra

n
g

réel
d

e
G

;
n

oter
q
u

e
la

d
im

en
sion

d
e

l’esp
a
ce

v
ecto

riel
su

r
Q

en
g
en

d
ré

p
a
r

u
n

tel
so

u
s-gro

u
p

e
G

n
’est

au
tre

q
u

e
le

ran
g

ra
tio

n
n

el
d

u
Z

-m
o
d

u
le
G

.

R
em

a
rq

u
o
n

s
en

fi
n

q
u

e
q
u

a
n

d
G

et
H

so
n
t

d
eu

x
so

u
s-grou

p
es

d
e
R
n

avec
H

d
’in

d
ice

fi
n

i
d

a
n

s
G

,
a
lo

rs
G

est
d

en
se

d
a
n

s
R
n

si
et

seu
lem

en
t

si
H

est
d

en
se

d
an

s
R
n
.

    
 

 
   

  

1
6

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

§1
.

S
o
u

s-g
ro

u
p

e
s

d
e
R

C
om

m
e

le
grou

p
e
R

est
san

s
torsion

,
tou

t
sou

s-grou
p

e
G

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e
R
n

est
lib

re
:

il
ad

m
et

u
n

e
b

ase
g

1 ,...,g
`

:

G
=
Z
g

1
+
···+

Z
g
` ,

où
g

1 ,...,g
`

son
t

d
es

élém
en

ts
d

e
G

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

rZ
.
Il

s’agit
d

e
d

éterm
in

er
si

u
n

tel
sou

s-grou
p

e
est

d
en

se
d

an
s
R
n
.

D
an

s
cette

section
n

ou
s

n
ou

s
restreign

on
s

au
cas

n
=

1.S
oien

t
g

1 ,...,g
`

d
es

n
om

b
res

réels
lin

éairem
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

su
r
Z

.
Il

est
clair

q
u

e,
si

`
=

1,
le

sou
s

grou
p

e
G

q
u

’ils
en

gen
d

ren
t

est
d

iscret
d

an
s
R

.
N

ou
s

allon
s

voir
in

versem
en

t
q
u

e
si
`
>

1,
alors

G
est

d
en

se
d

an
s
R

.
E

n
p

ren
an

t
g

1
com

m
e

b
ase

d
e
R

et
en

p
osan

t
θ

=
g

2 /g
1 ,

le
résu

ltat
q
u

e
n

ou
s

n
ou

s
p

rop
oson

s
d

’étab
lir

s’én
on

ce
d

e
la

m
an

ière
su

ivan
te

(v
oir

[H
-W

1979]
T

h
.

438
;

[B
o

1974]
C

h
ap

.
5
§1

n
◦1

p
rop

.
1)

:

T
h

é
o
rè

m
e

1
.1

(T
ch

e
b
y
ch

e
f).

–
S

oit
θ

u
n

n
om

b
re

réel
irration

n
el.

A
lors

le
sou

s-grou
p

e
Z

+
Z
θ

d
e
R

est
d

en
se

d
an

s
R

.

A
in

si
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
R

est
d

en
se

d
an

s
R

si
et

seu
lem

en
t

si
son

ran
g

su
r
Z

est≥
2.

L
’h

y
p

oth
èse

q
u

e
le

grou
p

e
est

d
e

ty
p

e
fi

n
i

est
év

id
em

m
en

t
n

écessaire
:Q

est
d

en
se

d
an

s
R

,
et

d
e

ran
g

1
su

r
Z

(m
ais

d
e

ran
g

in
fi

n
i

com
m

e
grou

p
e

ab
élien

).
C

ela
d

on
n

e
u

n
e

classifi
cation

sim
p

le
d

es
sou

s-grou
p

es
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
R

:
ou

b
ien

ils
son

t
d

iscrets
d

e
la

form
e
Z
x

,
p

ou
r

u
n
x

d
an

s
R

,
ou

b
ien

ils
son

t
p

artou
t

d
en

ses
d

an
s
R

.
C

ep
en

d
an

t
ce

critère
n

’est
p

as
tou

jou
rs

“eff
ectif”

;
p

ar
ex

em
p

le
on

n
e

sait
p

as
si

le
sou

s-grou
p

e
Z

+
Z
γ

(o
ù
γ

est
la

con
stan

te
d

’E
u

ler)
est

d
en

se
ou

n
on

d
an

s
R

.
Il

en
est

d
e

m
êm

e
p

ou
r
Z
e

+
Z
π

.
D

an
s

le
m

êm
e

ord
re

d
’id

ées,
le

sou
s-grou

p
e

d
e
R

en
gen

d
ré

p
ar

1,
e

+
π

et
eπ

est
d

en
se

d
an

s
R

,
d

on
c

il
con

tien
t

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ran
g

2
su

r
Z

q
u

i
est

en
core

d
en

se,
m

ais
on

n
e

sait
p

as
en

ex
p

liciter
u

n
!

P
ou

r
d

ém
on

trer
le

th
éorèm

e
1.1

on
étab

lit
d

eu
x

lem
m

es
p

rélim
in

aires.

L
e
m

m
e

1
.2

.
–

U
n

sou
s-grou

p
e

n
on

d
iscret

d
e
R

est
p

artou
t

d
en

se
d

an
s
R

.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

S
i
G

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
R

q
u

i
n

’est
p

as
d

iscret,
il

ex
iste

u
n

e
su

ite
x
n

d
’élém

en
ts

d
e
G

,
d

eu
x
-à-d

eu
x

d
istin

cts,
q
u

i
a

u
n

e
lim

ite
d

an
s
R

.
S

oit
ε
>

0
;

il
ex

iste
u

n
élém

en
t

n
on

n
u

l
x

d
e
G

(d
e

la
form

e
x
n −

x
m

)
d

an
s

l’in
tervalle

[−
ε,ε].

L
’en

sem
b

le
d

es
élém

en
ts
n
x

,
(n
∈
Z

)
d

e
G

a
u

n
e

in
tersection

n
on

v
id

e
avec

tou
t

in
tervalle

d
e
R

d
e

lon
gu

eu
r

>
ε.

D
on

c
G

est
p

artou
t

d
en

se
d

an
s
R

.

L
e
m

m
e

1
.3

.
–

L
es

seu
ls

sou
s-grou

p
es

ferm
és

d
e
R

,
d

istin
cts

d
e
R

,
son

t
les

sou
s-grou

p
es

d
iscrets,

en
gen

d
rés

p
ar

u
n

élém
en

t.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

L
es

sou
s-grou

p
es{0},R

et
Z
x

,
p

ou
r
x
>

0,
son

t
d

es
sou

s-grou
p

es
ferm

és
d

e
R

.
Il

s’agit
d

e
m

on
trer

q
u

’il
n

’y
en

a
p

as
d

’au
tre.

S
oit

G
u

n
sou

s-grou
p

e
ferm

é
d

e
R

d
istin

ct
d

e
R

.
L

e
lem

m
e

1.2
m

on
tre

q
u

’il
est

d
iscret.

S
’il

n
’est

p
as

réd
u

it
à
{0},

il
con

tien
t

u
n

élém
en

t
n

on
n
u

l
ain

si
q
u

e
son

op
p

osé,
d

on
c

il
con

tien
t

u
n

élém
en

t
y
>

0.
L

’in
tervalle

[0
,y

]
est

com
p

act,
d

on
c

l’in
tersection

avec
G

est
fi

n
ie.

C
eci

m
on

tre
q
u

e
G

p
ossèd

e
u

n
p

lu
s

p
etit

élém
en

t
x
>

0.
S

oit
m

ain
ten

an
t
g
∈
G

;
on

p
ose

m
=

[g
/x

],
d

e
sorte

q
u

e
m

est



   
 

 
   

 
  

C
h
a
p
itre

II.
–

S
o
u
s-g

ro
u
p

e
s

d
eR

n
1
7

l’en
tier

ra
tio

n
n

el
tel

q
u

e
m
x
≤
g
<

(m
+

1
)x

;
com

m
e
g−

m
x

est
u

n
élém

en
t

d
e
G

v
érifi

an
t

0
≤
g−

m
x
<
x

,
o
n

p
eu

t
co

n
clu

re
g

=
m
x

et
G

=
Z
x

.

D
ém

o
n

stra
tio

n
d

u
th

éo
rèm

e
1

.1
.

L
e

fa
it

q
u

e
θ

so
it

irratio
n

n
el

assu
re

q
u

e
l’ad

h
éren

ce
G

d
u

g
ro

u
p

e
G

=
Z

+
Z
θ

n
’est

p
as

d
e

la
fo

rm
e
Z
x

p
o
u

r
x
∈
R

,
d

on
c
G

n
’est

p
as

d
iscret

(lem
m

e
1
.3

),
et

p
a
r

co
n

séq
u

en
t
G

est
p

a
rtou

t
d

en
se

(lem
m

e
1
.2

).

L
e

th
éo

rèm
e

1
.1

d
it

q
u

’u
n

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
R
/Z

est
soit

fi
n

i
(c’est-à-d

ire
est

u
n

g
ro

u
p

e
d

e
to

rsio
n

),
so

it
d

en
se

d
an

s
R
/Z

(cf.
[H

-W
1
979],

T
h

.
439).

L
’a

p
p

licatio
n

ex
p

o
n

en
tielle

x
7→
e

2
iπ
x

d
u

g
rou

p
e

ad
d

itifR
d

an
s

le
grou

p
e

m
u

ltip
licatif

C
×

a
p

o
u

r
im

a
g
e

le
g
rou

p
e

m
u

ltip
licatif

U
=
{
z
∈
C
×

;
|z|

=
1}

d
es

n
om

b
res

com
p

lex
es

d
e

m
o
d

u
le

1
et

p
o
u

r
n

oy
a
u
Z

.
L

e
g
ro

u
p

e
to

p
o
lo

g
iq

u
e
R
/Z

est
d

on
c

isom
orp

h
e

au
cercle

u
n

ité
U

.
O

n
ap

p
ellera

in
terva

lle
d

e
R
/Z

l’im
a
g
e

d
’u

n
e

p
a
rtie

con
n

ex
e

d
e
U

.
T

ou
t

n
om

b
re

réel
x

se
d

éco
m

p
o
se

en
so

m
m

e
d

e
sa

p
artie

en
tière

[x
]∈

Z
et

d
e

sa
p

artie
fraction

n
aire

{
x}
∈

[0
,1

)
:

x
=

[x
]
+
{x}

,
[x

]∈
Z
,
{
x}
∈

[0
,1).

E
x
ercice.

V
érifi

er
les

p
ro

p
riétés

su
iva

n
tes

:

{−
x}

=
{

1−
{x}

si
x
6∈
Z

,
0

si
x
∈
Z

.

{x
1

+
x

2 }
=

{
{
x

1 }
+
{
x

2 }
si{x

1 }
+
{x

2 }
<

1,
{
x

1 }
+
{
x

2 }−
1

si{
x

1 }
+
{x

2 }
≥

1.

{x
1 −

x
2 }

=

{
{
x

1 }−
{
x

2 }
si{

x
1 }−

{x
2 }
≥

0,
1

+
{
x

1 }−
{x

2 }
si{x

1 }−
{x

2 }
<

0.

O
n

tro
u

v
era

d
’a

u
tres

d
ém

o
n

stratio
n

s
d

u
th

éo
rèm

e
1
.1

d
an

s
le

ch
ap

itre
X

X
III

d
e

[H
-W

19
7
9
].

U
n

a
rg

u
m

en
t

sim
p

le
u

tilise
la

co
m

p
a
cité

d
u

q
u

otien
tR

/Z
:
s’il

ex
iste

u
n

in
tervalle

d
e

R
/Z

d
e

lo
n

g
u

eu
r

p
o
sitiv

e
ay

a
n
t

u
n

e
in

tersectio
n

v
id

e
av

ec
l’en

sem
b

le
S

d
es{n

θ}
,

(n
∈
Z

),
on

m
o
n
tre

q
u

’il
ex

iste
u

n
tel

in
terva

lle
I

d
e

lo
n

g
u

eu
r

m
a
x
im

ale,
et

on
rem

arq
u

e
q
u

e
p

ou
r

to
u

t
n
∈
Z

,
le

tra
n

sla
té
I

+
n
θ

est
en

co
re

u
n

e
in

tersection
v
id

e
avec

S
;

le
ch

oix
d

e
I

d
e

lo
n

g
u

eu
r

m
a
x
im

a
le

g
a
ra

n
tit

q
u

e
les

in
terva

lles
I

+
n
θ

a
in

si
ob

ten
u

s
son

t
d

eu
x
-à-d

eu
x

d
isjo

in
ts

;
m

a
is

o
n

n
e

p
eu

t
p

a
s

trou
v
er

u
n

e
in

fi
n

ité
d

’in
terva

lles
d

isjoin
ts

d
e
R
/Z

,
d

e
m

êm
e

lo
n

g
u

eu
r
>

0
.

U
n

e
a
u

tre
d

ém
o
n

stra
tio

n
d

u
th

éo
rèm

e
1
.1

(en
d

im
en

sio
n

q
u

elcon
q
u

e),
attrib

u
ée

à
B

oh
r

p
a
r

[H
-W

1
9
7
9
],§2

3
.9,

u
tilise

la
fon

ctio
n
e

2
iπ
x
.

C
et

a
rg

u
m

en
t

an
aly

tiq
u

e
est

à
la

b
ase

d
u

critère
d

e
W

ey
l

(cf.
[R

au
1
97

6
],

C
h

a
p

.1,§2
.3

)
q
u

i
p

erm
et

d
e

m
on

trer
q
u

e
les

p
oin

ts{n
θ},

(n
∈
Z

),
so

n
t,

p
o
u

r
θ

irra
tio

n
n

el,
“
éq

u
irép

a
rtis”

su
r

le
cercle

u
n

ité
(v

oir
au

ssi
[H

-W
1979],

§2
3
.1

0
,

T
h

.
4
4
5
).

E
x
ercice.

S
o

it
R

u
n

recta
n

gle
d

a
n

s
le

p
la

n
eu

clid
ien

;
o

n
co

n
sid

ère
u

n
e

pa
rtitio

n
d

e
R

en
petits

recta
n

gles
d

o
n

t
les

cô
tés

so
n

t
pa

ra
llèles

à
ceu

x
d

e
R

.
O

n
su

p
po

se
qu

e
ch

a
cu

n
d

es
petits

recta
n

gles
a

a
u

m
o

in
s

u
n

cô
té

d
e

lo
n

gu
eu

r
en

tière.
M

o
n

trer
qu

e
la

lo
n

gu
eu

r
d

’u
n

a
u

m
o

in
s

d
es

cô
tés

d
e
R

est
u

n
n

o
m

bre
en

tier.

E
n

u
tilisa

n
t

en
co

re
l’a

p
p

licatio
n

ex
p

o
n

en
tielle,

o
n

d
éd

u
it

d
u

th
éorèm

e
1.1

u
n

critère
p

o
u

r
q
u

’u
n

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
R
×

so
it

d
en

se
d

a
n

s
R
×

:

    
 

 
   

 
  

1
8

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

C
o
ro

lla
ire

1
.4

.
–

S
oit

Γ
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
R
×

.
L

es
d

eu
x

con
d

ition
s

su
ivan

tes
son

t
éq

u
ivalen

tes
:

(i)
Γ

est
d

en
se

d
an

s
R
×

.
(ii)

Γ
est

d
e

ran
g
≥

2
su

r
Z

,
et

Γ
con

tien
t

u
n

n
om

b
re

réel
<

0.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

C
om

m
e

l’ap
p

lication
ex

p
on

en
tielle

ex
p

:R
−→

R
×+

est
u

n
isom

orp
h

ism
e

d
e

grou
p

es
top

ologiq
u

es,
Γ∩

R
×+

est
d

en
se

d
an

s
R
×+

si
et

seu
lem

en
t

si
G

=
ex

p
−

1(Γ
)

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

en
se

d
e
R

,
et

le
ran

g
d

e
G

su
r
Z

est
le

m
êm

e
q
u

e
celu

i
d

e
Γ
∩
R
×+

.
O

n
d

éd
u

it
d

u
th

éorèm
e

1.1
q
u

e
Γ
∩
R
×+

est
d

en
se

d
an

s
R
×+

si
et

seu
lem

en
t

si
G

est
d

e
ran

g
≥

2
su

r
Z

.
E

n
fi

n
u

n
sou

s-grou
p

e
ferm

é
d

e
R
×

con
ten

an
t
R
×+

est
soit

égal
à
R
×+

,
soit

égal
à
R
×

.

E
x
em

p
le

L
e

so
u

s-gro
u

pe
d

e
R
×+

en
gen

d
ré

pa
r

2
et

3

{
2
a3
b;

(a
,b)∈

Z
×
Z }

est
d

en
se

d
a

n
s
R
×+

;
le

so
u

s-gro
u

pe
d

e
R
×

en
gen

d
ré

pa
r
−

2
et

3

{
(−

2)
a3
b;

(a
,b)∈

Z
×
Z }

est
d

en
se

d
a

n
s
R
×

.
C

ela
résu

lte
d

e
l’in

d
épen

d
a

n
ce

lin
éa

ire
su

r
Z

d
e

log
2

et
log

3.

N
ou

s
ap

p
liq

u
eron

s
le

th
éorèm

e
1.1

d
e

fa
çon

tou
t-à-fait

an
alogu

e
p

lu
s

tard
p

ou
r

u
n

e
cou

rb
e

ellip
tiq

u
e

(l’ap
p

lication
ex

p
on

en
tielle

sera
rem

p
lacée

p
ar

la
fon

ction
℘

d
e

W
eierstrass).

L
e

th
éorèm

e
1.1

est
d

e
n

atu
re

q
u

alitativ
e.

K
ron

ecker
en

a
d

on
n

é
u

n
e

version
q
u

an
ti-

tativ
e

(v
oir

[H
-W

1979],
T

h
.

440)
:

T
h

é
o
rè

m
e

1
.5

.
–

S
oit

θ
u

n
n

om
b

re
réel

irration
n

el.
P

ou
r

tou
t
x
∈
R

et
tou

t
N

en
tier

p
ositif,

il
ex

iste
d

eu
x

en
tiers

n
>
N

et
k

tels
q
u

e

|x
−
k−

n
θ|
<

3/n
.

U
n

én
on

cé
b

ien
p

lu
s

fort
ex

iste
p

ou
r

l’ap
p

rox
im

ation
d

e
0

p
ar

d
es

p
oin

ts
d

e
Z

+
Z
θ

(c’est
u

n
p

rob
lèm

e
h

om
og

èn
e,

alors
q
u

e
le

th
éorèm

e
1.5

est
in

h
om

og
èn

e).

T
h

é
o
rè

m
e

1
.6

(D
irich

le
t).

–
S

oien
t
θ

et
Q

d
eu

x
n

om
b

res
réels,

avec
Q
>

1.
Il

ex
iste

d
eu

x
en

tiers
p

et
q

avec
1
≤
q
<
Q

et|qθ−
p|≤

1/Q
.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

(V
oir

[C
a

1957],
C

h
ap

I,
T

h
.I,

ain
si

q
u

e
[S

c
1980],

C
h

ap
.

1,
T

h
.

1A
).

O
n

d
éd

u
it

le
th

éorèm
e

1.6
d

u
th

éorèm
e

4.2
(q

u
i

sera
d

ém
on

tré
ci-d

essou
s)

grâce
à

la
rem

arq
u

e
su

ivan
te

:
d

an
s

le
th

éorèm
e

1.6,
il

n
’y

a
p

as
d

e
restriction

à
su

p
p

oser
Q

en
tier.

E
n

eff
et,

si
Q

n
’est

p
as

en
tier,

on
le

rem
p

lace
p

ar
[Q

]
+

1,
et

on
rem

arq
u

e
q
u

e
p

ou
r

u
n

en
tier

q
∈
Z

,
les

con
d

ition
s
q
<
Q

et
q
<

[Q
]+

1
son

t
éq

u
ivalen

tes.

L
e

th
éorèm

e
d

e
D

irich
let

fou
rn

it
u

n
critère

d
’irration

alité
:



    
 

 
   

  

C
h
a
p
itre

II.
–

S
o
u
s-g

ro
u
p

e
s

d
eR

n
1
9

C
o
ro

lla
ire

1
.7

.
–

S
o
it
θ

u
n

n
om

b
re

réel.
L

es
co

n
d

itio
n

s
su

ivan
tes

son
t

éq
u

ivalen
tes

:
(i)

θ
est

irra
tio

n
n

el.
(ii)

Il
ex

iste
u

n
e

in
fi

n
ité

d
e
p
/
q∈

Q
avec

q
>

0
tels

q
u

e

∣∣∣∣ θ−
pq ∣∣∣∣
<

1q
2
.

(iii)
P

o
u

r
tou

t
ε
>

0
il

ex
iste

p
/q∈

Q
tel

q
u

e

0
<
|qθ−

p|
<
ε.

E
x
ercice.

1
)

D
éd

u
ire

le
co

ro
lla

ire
1

.7
d

u
th

éo
rèm

e
1

.6
.

2
)

U
tiliser

le
co

ro
lla

ire
1

.7
po

u
r

d
ém

o
n

trer
l’irra

tio
n

a
lité

d
u

n
o

m
bre

e
=

1
+

11
+

12
+

16
+
···

+
1n
!

+
···

R
em

a
rq

u
e.

C
ette

d
ém

o
n

stra
tio

n
d

e
l’irra

tio
n

a
ilté

d
e
e

rem
o

n
te

à
F

o
u

rier
(1

8
1

5
)

;
l’irra

tio
n

a
lité

d
es

n
o

m
bres

e
et
e

2
a

va
it

été
d

ém
o

n
trée

d
ès

1
7

3
7

pa
r

E
u

ler,
u

tilisa
n

t
les

fra
ctio

n
s

co
n

tin
u

es.
C

’est
seu

lem
en

t
en

1
8

7
3

qu
e

H
erm

ite
a

d
ém

o
n

tré
la

tra
n

scen
d

a
n

ce
d

e
eC

o
m

p
lém

en
ts.

O
n

p
eu

t
au

ssi
d

ém
o
n
trer

le
co

ro
lla

ire
1
.7

en
étu

d
ian

t
les

su
ites

d
e

F
arey

(v
o
ir

[H
-W

1
9
7
9
],

C
h

a
p

itre
III,

et
S

ch
m

id
t,

C
h

ap
itre

I),
o
u

en
core

à
l’aid

e
d

es
fraction

s
co

n
tin

u
es

(v
o
ir

[H
-W

19
7
9
],

C
h

a
p

itre
X

I,
et

S
ch

m
id

t,
C

h
a
p

itre
I).

L
e

“sp
ectre

d
e

M
ark

off
”

a
p

p
o
rte

d
es

p
récisio

n
s

su
r

la
co

n
d

itio
n

(ii)
d

u
corollaire

1
.7

.

O
n

tro
u

v
era

a
u

ssi
d

a
n

s
[H

-W
1
9
79

],§2
3
.3

,
u

n
e

a
p

p
lica

tion
d

u
th

éorèm
e

d
e

K
ron

ecker
à

u
n

p
rob

lèm
e

d
e

b
illa

rd
(o

u
d

e
m

iroir)
;

(v
o
ir

a
u

ssi
[R

a
u

1
976],

C
h

ap
.1,§6.2).

N
o
u

s
rev

ien
d

ro
n

s
b

ien
tô

t
su

r
ce

su
jet

(v
oir

le
th

éorèm
e

4.2
ci-d

essou
s,

ain
si

q
u

e
le

ch
a
p

itre
V

).

§2
.

S
o
u

s-g
ro

u
p

e
s

d
isc

re
ts

d
e
R
n

S
i
x

1 ,...,x
`

so
n
t

d
es

élém
en

ts
R

-lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

d
e
R
n
,

le
sou

s-grou
p

e
G

q
u

’ils
en

g
en

d
ren

t
est

d
e

ran
g

réel
`,

d
e

ra
n

g
su

r
Q

au
ssi

ég
al

à
`,

et
G

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

iscret
d

e
R
n
.

N
o
u

s
a
llon

s
v
oir

q
u

e
to

u
t

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

iscret
d

e
R
n

est
d

e
cette

form
e.

T
h

é
o
rè

m
e

2
.1

.
–

T
ou

t
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
iscret

G
d

e
R
n

est
d

e
la

form
e
Z
g

1
+
···

+
Z
g
` ,

où
g

1 ,...,g
`

so
n
t

d
es

élém
en

ts
d

e
R
n

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

su
r
R

.

L
a

d
ém

o
n

stra
tion

va
rep

o
ser

su
r

le
lem

m
e

su
iva

n
t.

    
 

 
   

  

2
0

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

L
e
m

m
e

2
.2

.
–

S
oit

G
u

n
sou

s-grou
p

e
d

iscret
d

e
ran

g
réel

r
d

e
R
n
.

S
oien

t
e

1 ,...,e
r

d
es

élém
en

ts
d

e
G

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
R

.
S

oit

P
=
{
x

1 e
1

+
···+

x
r e
r ;
−

1
≤
x
i ≤

1 }
;

A
lors

G
∩
P

est
u

n
en

sem
b

le
fi

n
i,

q
u

i
en

gen
d

re
G

com
m

e
Z

-m
o
d

u
le.

T
ou

t
élém

en
t

d
e
G

est
com

b
in

aison
lin

éaire
à

co
effi

cien
ts

ration
n

els
d

e
e

1 ,...,e
r .

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

C
om

m
e
G
∩
P

est
com

p
act

et
d

iscret,
cet

en
sem

b
le

est
fi

n
i.

S
oit

x
∈
G

;
on

p
eu

t
écrire

x
=
t
1 e

1
+
···+

t
r e
r ,

avec
d

es
t
i

réels.
P

ou
r

ch
aq

u
e

en
tier

m
>

0,
on

p
ose

z
m

=
m
x
−

r
∑i=

1 [m
t
i ]e

i
=

r
∑i=

1 (m
t
i −

[m
t
i ])e

i ∈
G
.

C
om

m
e

0
≤
m
t
i −

[m
t
i ]
<

1,
on

a
z
m
∈
P

.
E

n
p

articu
lier

x
=
z

1
+

r
∑i=

1 [t
i ]e

i ,

avec
z

1 ∈
G
∩
P

et
e
i ∈

G
∩
P

,
ce

q
u

i
m

on
tre

q
u

e
G
∩
P

en
gen

d
re
G

com
m

e
Z

-m
o
d

u
le.

D
’au

tre
p

art
G
∩
P

est
fi

n
i

et
con

tien
t

tou
s

les
z
m

,
(m
≥

1)
;

p
ar

con
séq

u
en

t
(p

rin
cip

e
d

es
tiroirs

!)
il

ex
iste

d
eu

x
en

tiers
p

ositifs
h
6=
k

tels
q
u

e
z
h

=
z
k .

E
n

écrivan
t

h
x
−

r
∑i=

1 [h
t
i ]e

i
=
k
x
−

r
∑i=

1 [k
t
i ]e

i

et
en

ten
an

t
com

p
te

d
u

fait
q
u

e
les

e
i

son
t

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
R

,
on

con
clu

t
(h
−
k
)t
i

=
[h
t
i ]−

[k
t
i ],

ce
q
u

i
m

on
tre

q
u

e
ch

acu
n

d
es
t
i

est
ration

n
el.

D
ém

o
n

stra
tio

n
d

u
th

éo
rèm

e
2

.1
.

P
rem

ière
éta

pe.
O

n
com

m
en

ce
p

ar
m

on
trer

q
u

’u
n

sou
s-grou

p
e

d
iscret

G
d

e
R
n

d
e

ran
g

réel
`

est
con

ten
u

d
an

s
u

n
sou

s-grou
p

e
d

iscret
d

e
la

form
e
Z
y

1
+
···+

Z
y
` .

P
ou

r
cela

on
ch

oisit
`

élém
en

ts
e

1 ,...,e
`

d
an

s
G

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

rR
.
T

ou
t

élém
en

t
d

e
G

est,
d

’ap
rès

le
lem

m
e

2.2,
d

e
la

form
e
t
1 e

1
+
···+

t
` e
` ,

avec
d

es
t
i

ration
n

els.
O

n
écrit

ces
co

ord
on

n
ées

p
ou

r
ch

acu
n

d
es

élém
en

ts
d

e
l’en

sem
b

le
fi

n
i
G
∩
P

(q
u

i
en

gen
d

re
G

com
m

e
Z

-m
o
d

u
le),

et
on

d
ésign

e
p

ar
d
>

0
u

n
d

én
om

in
ateu

r
com

m
u

n
d

es
t
i
;

en
fi

n
on

p
ose

y
i

=
e
i /d

,
et

on
trou

v
e
G
⊂
Z
y

1
+
···+

Z
y
` .

D
eu

xièm
e

éta
pe.

P
ou

r
term

in
er

la
d

ém
on

stration
d

u
th

éorèm
e

2.1,
on

u
tilise

le
th

éorèm
e

d
e

stru
ctu

re
d

es
m

o
d

u
les

su
r

u
n

an
n

eau
p

rin
cip

al
(“facteu

rs
in

varian
ts”)

:
le

grou
p

e
G

0
=
Z
y

1
+
···+

Z
y
`

est
ab

élien
lib

re
d

e
ty

p
e

fi
n

i,
et
G

en
est

u
n

sou
s-grou

p
e.

A
lors

il
ex

iste
u

n
e

b
ase

d
e
G

0
d

e
la

form
e

(x
1 ,...,x

` )
(ce

q
u

i
sign

ifi
e

q
u

e
les

x
i

son
t

d
es

com
b

in
aison

s
lin

éaires
d

es
y
j

à
co

effi
cien

ts
d

an
s
Z

,
et

la
m

atrice
d

e
p

assage
a

p
ou

r
d

éterm
in

an
t
±

1),
et

il
ex

iste
d

es
en

tiers
p

ositifs
a

1 ,...,a
` ,

où
a
i

d
iv

ise
a
i+

1
p

ou
r

1
≤

i
<

`,
tels

q
u

e
(a

1 x
1 ,...,a

` x
` )

soit
u

n
e

b
ase

d
u
Z

-m
o
d

u
le
G

.
O

n
p

ose
en

fi
n
g
i

=
a
i x
i ,

(1
≤
i≤

`).



    
 

 
   

  

C
h
a
p
itre

II.
–

S
o
u
s-g

ro
u
p

e
s

d
eR

n
2
1

C
o
ro

lla
ire

2
.3

.
–

S
o
ien

t
e

1 ,...,e
r

d
es

élém
en

ts
R

-lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
d

e
R
n

et
t
1 ,...,t

r
d

es
n

o
m

b
res

réels
;

o
n

p
o
se

θ
=

t
1 e

1
+
···

+
t
r e
r .

A
lors

le
sou

s-grou
p

e
Z
e

1
+
···

+
Z
e
r

+
Z
θ

d
e
R
n

est
d

iscret
d

a
n

s
R
n

si
et

seu
lem

en
t

si
les

n
om

b
res

t
1 ,...,t

r

so
n
t

to
u

s
ra

tio
n

n
els.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

S
i
Z
e

1
+
···

+
Z
e
r

+
Z
θ

est
d

iscret
d

an
s
R
n
,

le
lem

m
e

2.2
affi

rm
e

q
u

e
θ

est
co

m
b

in
aiso

n
lin

éa
ire

à
co

effi
cien

ts
ra

tion
n

els
d

e
e

1 ,...,e
r ,

d
on

c
(t

1 ,...,t
r )
∈
Q
r.

In
v
ersem

en
t,

si
(t

1 ,...,t
r )∈

Q
r,

o
n

p
ren

d
u

n
d

én
om

in
a
teu

r
com

m
u

n
d
>

0
d

e
t
1 ,...,t

r ,
et

a
lo

rs
G

est
u

n
so

u
s-g

rou
p

e
d

u
g
ro

u
p

e
d

iscret
Z

(e
1 /
d
)

+
···+

Z
(e
r /d

).

E
n

p
a
rticu

lier
p

o
u

r
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
iscret

d
e
R
n
,

le
ran

g
réel

cö
ın

cid
e

avec
le

ran
g

ra
tio

n
n

el
:

u
n

e
fam

ille
d

’élém
en

ts
d

’u
n

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

iscret
d

e
R
n

est
lib

re
su

r
R

si
et

seu
lem

en
t

si
elle

est
lib

re
su

r
Q

(o
u

su
r
Z

,
cela

rev
ien

t
év

id
em

m
en

t
au

m
êm

e).

Q
u

a
n

d
o
n

a
p

p
liq

u
e

le
corollaire

2
.3

à
la

b
a
se

can
o
n

iq
u

e
d

e
R
n
,

on
trou

v
e

u
n

résu
ltat

d
û

à
K

ro
n

eck
er

(m
ais

q
u

i
n

’est
p

as
“
le”

th
éo

rèm
e

d
e

K
ro

n
eck

er
d

on
t

il
est

q
u

estion
d

an
s

l’in
tro

d
u

ctio
n

).

C
o
ro

lla
ire

2
.4

.
–

S
o
ien

t
θ

1 ,...,θ
n

d
es

n
om

b
res

réels.
L

es
co

n
d

ition
s

su
ivan

tes
son

t
éq

u
iva

len
tes.

(i)
P

o
u

r
to

u
t
ε
>

0
il

ex
iste

d
es

en
tiers

p
1 ,...,p

n
,
q,

av
ec
q
>

0,
tels

q
u

e

0
<

m
ax

1≤
i≤
n |qθ

i −
p
i |
<
ε.

(ii)
L

’u
n

a
u

m
o
in

s
d

es
n

n
o
m

b
res

θ
1 ,...,θ

n
est

irratio
n

n
el.

T
erm

in
o
n

s
cette

sectio
n

p
ar

u
n

e
d

éfi
n

itio
n

:
u

n
résea

u
d

e
R
n

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

iscret
d

e
ra

n
g
n

.

§3
.

S
o
u

s-g
ro

u
p

e
s

fe
rm

é
s

d
e
R
n

V
o
ici

le
résu

lta
t

p
rin

cip
a
l

d
o
n

n
an

t
la

cla
ssifi

ca
tio

n
d

es
sou

s-grou
p

es
ferm

és
d

e
R
n
.

T
h

é
o
rè

m
e

3
.1

.
–

S
oit

G
u

n
sou

s-grou
p

e
ferm

é
d

e
R
n
,

d
e

ran
g

réel
r.

Il
ex

iste
u

n
p

lu
s

g
ra

n
d

so
u

s-esp
a
ce

v
ecto

riel
V

co
n
ten

u
d

a
n

s
G

;
si
W

est
u

n
sou

s-esp
ace

vectoriel
d

e
R
n

su
p

p
lém

en
ta

ire
d

e
V

,
alors

W
∩
G

est
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
iscret

d
e
R
n
,
et
G

est
som

m
e

d
irecte

d
e
V

et
d

e
W
∩
G

.

U
n

e
éta

p
e

im
p

o
rta

n
te

d
e

la
d

ém
on

stra
tio

n
d

u
th

éorèm
e

3.1
est

fou
rn

ie
p

ar
le

lem
m

e
su

iva
n
t

:

L
e
m

m
e

3
.2

.
–

U
n

so
u

s
g
rou

p
e

ferm
é

n
o
n

d
iscret

d
e
R
n

con
tien

t
u

n
e

d
roite

vectorielle.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

O
n

ch
o
isit

u
n

e
n

orm
e‖·‖

su
rR

n
.
S

oit
G

u
n

sou
s-grou

p
e

ferm
é

n
on

d
iscret

d
e
R
n
.

Il
ex

iste
u

n
p

o
in

t
g

d
a
n

s
G

,
lim

ite
d

’u
n

e
su

ite
d

’élém
en

ts
g
n

d
e
G

,
avec

g
n
6=
g
.

A
lo

rs
x
n

=
g
−
g
n

est
u

n
e

su
ite

d
’élém

en
ts

n
on

n
u

ls
d

e
G

d
e

lim
ite

0.
S

oit
M

la
b

orn
e

su
p

érieu
re

d
es‖

x
n ‖

.
P

o
u

r
ch

a
q
u

e
n
≥

1
,

so
it
k
n

l’en
tier≥

0
d

éfi
n

i
p

ar

‖
k
n
x
n ‖
≤
M

<
‖
(k
n

+
1)x

n ‖
.

    
 

 
   

  

2
2

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

L
a

su
ite

z
n

=
k
n
x
n

a
u

n
e

valeu
r

d
’ad

h
éren

ce
z
∈
R
n
.

C
om

m
e
‖z
n ‖
≤
M

,
on

a
‖z‖
≤
M

;
m

ais
on

a
au

ssi
‖z
n ‖

>
M
−
‖x

n ‖
avec

lim
n→
∞
‖x

n ‖
=

0,

d
on

c
‖z‖

=
M

.
E

n
fi

n
soit

t∈
R

;
on

a

tz
=

lim
n→
∞

[tk
n
]x
n

et
[tk

n
]x
n
∈
G
,

et
G

est
ferm

é,
d

on
c

la
d

roite
{tz

;
t∈

R}
est

con
ten

u
e

d
an

s
G

.

D
ém

o
n

stra
tio

n
d

u
th

éo
rèm

e
3

.1
.

S
oit

V
la

réu
n

ion
d

es
d

roites
v
ectorielles

con
ten

u
es

d
an

s
G

.
P

ou
r
x
∈
V

,
y
∈
V

et
λ
∈
R

,
on

a
λ
x
∈
G

et
λ
y
∈
G

d
on

c
λ
x

+
λ
y
∈
G

;
ceci

étan
t

v
rai

p
ou

r
tou

t
λ
∈
R

,
p

ar
d

éfi
n

ition
d

e
V

on
ob

tien
t
λ
x

+
λ
y
∈
V

,
ce

q
u

i
m

on
tre

q
u

e
V

est
u

n
sou

s-esp
ace

vectoriel
d

e
R
n

su
r
R

;
ain

si
V

est
le

p
lu

s
gran

d
sou

s-esp
ace

d
e
R
n

con
ten

u
d

an
s
G

.
S

oit
W

u
n

su
p

p
lém

en
taire

d
e
V

d
an

s
R
n

;
tou

t
g
∈
G

s’écrit
g

=
v

+
w

avec
v
∈
V

et
w
∈
W

,
d

on
c
w

=
g−

v
∈
G
∩
W

et

G
⊂
V

+
G
∩
W
⊂
G
.

D
e

p
lu

s
V
∩

(G
∩
W

)⊂
V
∩
W

=
0,

d
on

c
la

som
m

e
V

+
G
∩
W

est
d

irecte.
E

n
fi

n
W
∩
G

n
e

con
tien

t
p

as
d

e
d

roite
vectorielle

d
e
R
n
,

d
on

c
(lem

m
e

3.2)
est

d
iscret

d
an

s
R
n
.

L
e

th
éorèm

e
3.1

m
on

tre
q
u

e
si
G

est
u

n
sou

s-grou
p

e
ferm

é
d

e
R
n
,

il
ex

iste
u

n
e

b
ase

(e
1 ,...,e

n
)

d
e
R
n

telle
q
u

e
G

soit
l’en

sem
b

le
d

es

t
1 e

1
+
···+

t
r e
r

+
n
r
+

1 e
r
+

1
+
···+

n
` e
` ,

où
(t

1 ,...,t
r )

d
écrit

R
r,

tan
d

is
q
u

e
(n
r
+

1 ,...,n
` )

d
écrit

Z
`−
r.

A
lors

G
est

isom
orp

h
e

à
R
r×

Z
`−
r,

où
`

est
le

ran
g

réel
d

e
G

,
et
r

la
d

im
en

sion
d

u
p

lu
s-gran

d
sou

s-esp
ace

d
e
R
n

su
r
R

con
ten

u
d

an
s
G

.

§4
.

S
o
u

s-g
ro

u
p

e
s

d
e
n

se
s

d
e
R
n

N
ou

s
d

éd
u

ison
s

d
u

th
éorèm

e
3.1

u
n

résu
ltat

d
’ap

p
rox

im
ation

b
ien

con
n
u

q
u

i
jou

e
u

n
rôle

cen
tral

d
an

s
la

su
ite

:
il

s’agit
d

’u
n

th
éorèm

e
d

e
K

ron
ecker

su
r

la
d

en
sité

d
e

sou
s-

grou
p

es
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

’u
n
R

-esp
ace

vectoriel
d

e
d

im
en

sion
fi

n
ie.

E
x
ercice.

S
o

ien
t
R

u
n

gro
u

pe
to

po
logiqu

e
co

m
m

u
ta

tif,
V

u
n

so
u

s-gro
u

pe
ferm

é
d

e
R

,
G

u
n

so
u

s-gro
u

pe
d

e
R

.
a

)
O

n
su

p
po

se
qu

e
G

est
d

en
se

d
a

n
s
R

;
m

o
n

trer
qu

e
G
/G
∩
V

est
d

en
se

d
a

n
s
R
/V

.
b)

O
n

su
p

po
se

qu
e
G
∩
V

est
d

en
se

d
a

n
s
V

et
qu

e
G
/G
∩
V

est
d

en
se

d
a

n
s
R
/V

.
M

o
n

trer
qu

e
G

est
d

en
se

d
a

n
s
R

.
c)

D
o

n
n

er
u

n
exem

p
le

o
ù
G

est
d

en
se

d
a

n
s
R

m
a

is
G
∩
V

n’est
pa

s
d

en
se

d
a

n
s
V

.

E
x
ercice.

S
o

ien
t
R

1
et

R
2

d
eu

x
gro

u
pes

to
po

logiqu
es

co
m

m
u

ta
tifs

et
so

it
R

le
p

rod
u

it
R

1 ×
R

2 .
a

)
S

i
G

1
est

u
n

so
u

s-gro
u

pe
d

en
se

d
e
R

1
et
G

2
u

n
so

u
s-gro

u
pe

d
en

se
d

e
R

2 ,
m

o
n

trer
qu

e



    
 

 
   

 
  

C
h
a
p
itre

II.
–

S
o
u
s-g

ro
u
p

e
s

d
eR

n
2
3

G
1 ×

G
2

est
d

en
se

d
a

n
s
R

.
b)

S
o

it
G

u
n

so
u

s-gro
u

pe
d

e
R

tel
qu

e
{
x
∈
R

1 ;
(x
,0

)
∈
G
}

so
it

d
en

se
d

a
n

s
R

1
et

{
y
∈
R

2 ;
(0
,y

)∈
G
}

so
it

d
en

se
d

a
n

s
R

2 .
M

o
n

trer
qu

e
G

est
d

en
se

d
a

n
s
R

.
c)

D
o

n
n

er
u

n
exem

p
le

d
’u

n
so

u
s-gro

u
pe

d
e

type
fi

n
i

d
e
R

2
d

o
n

t
la

p
ro

jectio
n

su
r

ch
a

cu
n

d
es

fa
cteu

rs
R
×
{
0}

et{
0}×

R
est

d
en

se,
m

a
is

qu
i

n’est
pa

s
d

en
se

d
a

n
s
R

2.

S
o
it
G

u
n

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
R
n

;
si
G

est
d

en
se

d
an

sR
n
,
alors

év
id

em
m

en
t
G

co
n
tien

t
u

n
e

b
a
se

d
e
R
n

su
rR

;
cela

n
e

su
ffi

t
p

a
s

:
il

fau
t

au
m

oin
s

u
n

p
oin

t
su

p
p

lém
en

taire,
d

o
n

c
le

ra
n

g
d

e
G

su
r
Z

est
a
u

m
o
in

s
n

+
1
.

D
a
n

s
u

n
p

rem
ier

tem
p

s
su

p
p

oson
s
G

d
e

ran
g

n
+

1
;

so
it

(e
1 ,...,e

n
)

u
n

e
b

a
se

d
e
R
n

su
r
R

ap
p

a
rten

a
n
t

à
G

,
et

soit
e
n

+
1
∈
G

tel
q
u

e
le

so
u

s-g
ro

u
p

e
Z
e

1
+
···

+
Z
e
n

+
1

so
it

d
’in

d
ice

fi
n

i
d

a
n

s
G

.
E

criv
on

s
e
n

+
1

d
an

s
la

b
ase

(e
1 ,...,e

n
)

:
e
n

+
1

=
θ

1 e
1

+
···

+
θ
n
e
n
;

a
lo

rs
le

th
éo

rèm
e

d
e

K
ro

n
eck

er
(v

oir
p

a
r

ex
em

p
le

[C
a

1
9
5
7],

[H
-W

1979],
T

h
.

442
;

[B
o

19
7
4
]

C
h

a
p

.
7
§1

N
◦3

coro
llaire

2
d

e
la

p
rop

o
sitio

n
7
))

a
ffi

rm
e

q
u

e
G

est
d

en
se

d
a

n
s
R
n

si
et

seu
lem

en
t

si
les

n
o

m
bres

1
,θ

1 ,...,θ
n

so
n

t
lin

éa
irem

en
t

in
d

épen
d

a
n

ts
su

r
Q

.

T
h

é
o
rè

m
e

4
.1

(K
ro

n
e
ck

e
r).

–
S

o
ien

t
θ

1 ,...,θ
n

d
es

n
o
m

b
res

réels.
P

ou
r

q
u

e
le

sou
s-

g
ro

u
p

eZ
n

+
Z

(θ
1 ,...,θ

n
)

=
{

(s
1

+
s

0 θ
1 ,...,s

n
+
s

0 θ
n
);

(s
0 ,s

1 ,...,s
n
)∈

Z
n

+
1 }
⊂
R
n

soit
d

en
se

d
a
n

s
R
n
,

il
fa

u
t

et
il

su
ffi

t
q
u

e
les

n
+

1
n

o
m

b
res

1,θ
1 ,...,θ

n
soien

t
lin

éairem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts

su
r
Q

.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

S
u

p
p

o
so

n
s

d
a
n

s
u

n
p

rem
ier

tem
p

s
q
u

e
les

n
o
m

b
res

1,θ
1 ,...,θ

n
son

t
lin

éa
irem

en
t

d
ép

en
d

a
n
ts

su
r
Q

:

a
1 θ

1
+
···+

a
n
θ
n

=
a

0 ,

av
ec

(a
0 ,a

1 ,...,a
n
)∈

Z
n
,

(a
0 ,a

1 ,...,a
n
)6=

0
.

A
lors

Z
n

+
Z

(θ
1 ,...,θ

n
)

est
con

ten
u

d
an

s

{
(x

1 ,...,x
n
)∈

R
n
;
a

1 x
1

+
···

+
a
n
x
n
∈
Z }
,

q
u

i
n

’est
p

a
s

d
en

se
d

a
n

s
R
n

:
si
H

d
ésign

e
l’h

y
p

erp
la

n
d

’éq
u

ation
a

1 x
1

+
···

+
a
n
x
n

=
0,

la
p

ro
jectio

n
su

r
R
n
/
H

est
d

iscrète.
In

v
ersem

en
t,

si
G

est
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e
R
n

q
u

i
n

’est
p

as
d

en
se,

alors
il

ex
iste

u
n

h
y
p

erp
la

n
V

d
e
R
n

et
u

n
so

u
s-gro

u
p

e
d

iscret
D

d
e
R
n

iso
m

orp
h

e
à
Z

tels
q
u

e

G
⊂
V
⊕
D
.

O
n

écrit
u

n
e

éq
u

a
tio

n
d

e
l’h

y
p

erp
la

n
V

:

a
1 x

1
+
···

+
a
n
x
n

=
0
,

av
ec

(a
1 ,...,a

n
)∈

R
n
,
(a

1 ,...,a
n
)6=

0
;
u

n
e

telle
éq

u
a
tio

n
n

’est
d

éfi
n

ie
q
u

’à
u

n
e

con
stan

te
m

u
ltip

lica
tiv

e
p

rès
(en

fa
it

(a
1 ,...,a

n
)

est
b

ien
d

éfi
n

i
d

a
n

s
l’esp

ace
p

ro
jectif).

L
a

form
e

    
 

 
   

 
 

 
 
  

2
4

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

lin
éaire

(x
1 ,...,x

n
)7→

a
1 x

1
+
···

+
a
n
x
n

su
r
R
n

a
p

ou
r

n
oyau

V
,

et
l’im

age
d

e
V
⊕
D

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

iscret
d

e
R

(isom
orp

h
e

à
D

).
O

n
p

eu
t

d
on

c
ch

oisir
u

n
e

éq
u

ation
d

e
V

telle
sorte

q
u

e

V
⊕
D
⊂
{

(x
1 ,...,x

n
)∈

R
n
;
a

1 x
1

+
···+

a
n
x
n
∈
Z }
.

A
p

p
liq

u
on

s
ceci

au
cas

où
G

=
Z
n

+
Z

(θ
1 ,...,θ

n
).

S
i
G

n
’est

p
as

d
en

se
d

an
s
R
n
,

il
ex

iste
d

es
n

om
b

res
réels

a
1 ,...,a

n
tels

q
u

e
tou

t
élém

en
t

(x
1 ,...,x

n
)
∈

G
v
érifi

e
a

1 x
1

+
···+

a
n
x
n
∈
Z

.
O

n
écrit

d
’ab

ord
q
u

e
la

b
ase

can
on

iq
u

e
d

e
R
n

ap
p

artien
t

à
G

:
on

trou
v
e
a
i ∈

Z
p

ou
r

1
≤
i≤

n
.

O
n

écrit
en

fi
n

q
u

e
(θ

1 ,...,θ
n
)

ap
p

artien
t

à
G

:
on

ob
tien

t
a

1 θ
1

+
···+

a
n
θ
n
∈
Z

.
D

on
c

1,θ
1 ,...,θ

n
son

t
lin

éairem
en

t
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

.

E
x
ercice.

S
o

it
G

=
Z
g

1
+
···+

Z
g
n

+
1

u
n

so
u

s-gro
u

pe
d

e
type

fi
n

i
d

e
R
n

en
gen

d
ré

pa
r
n

+
1

élém
en

ts
g

1 ,...,g
n

+
1

d
e
R
n

.
E

crivo
n

s
les

g
j

d
a

n
s

la
ba

se
ca

n
o

n
iqu

e
d

e
R
n

:

g
j

=
(g

1
j ,...,g

n
j ),

(1
≤
j≤

n
+

1).

M
o

n
trer

qu
e

les
co

n
d

itio
n

s
su

iva
n

tes
so

n
t

équ
iva

len
tes

:
(i)

G
est

d
en

se
d

a
n

s
R
n

.
(ii)

L
es
n

+
1

n
o

m
bres

réels

∆
h

=
d

et (
g
ij )

1≤
i≤
n

1≤
j≤
n

+
1
,
j6=
h

,
(1
≤
h
≤
n

+
1)

so
n

t
lin

éa
irem

en
t

in
d

épen
d

a
n

ts
su

r
Q

.
(iii)

P
o

u
r

to
u

t
(s

1 ,...,s
n

+
1 )

d
a

n
s
Z
n

+
1

d
istin

ct
d

e
(0
,...,0),

le
n

o
m

bre

d
et 

g
1
1
···

g
1
,n

+
1

...
...

...
g
n

1
···

g
n
,n

+
1

s
1
···

s
n

+
1



n’est
pa

s
n

u
l.

L
e

th
éorèm

e
d

e
K

ron
ecker

p
eu

t
être

p
récisé

d
e

m
an

ière
q
u

an
titativ

e.
D

’u
n

e
p

art
on

p
eu

t
m

on
trer

(v
oir

p
ar

ex
em

p
le

[R
au

1976]
C

h
ap

.1,§6)
q
u

e
les

p
oin

ts
({
sθ

1 },...,{sθ
n }),

(s
≥

1)
son

t
éq

u
irép

artis
d

an
s

(R
/Z

)
n
.

D
’au

tre
p

art
on

p
eu

t
p

réciser
com

m
en

t
se

fait
l’ap

p
rox

im
ation

d
e

0
p

ar
d

es
élém

en
ts

d
’u

n
sou

s-grou
p

e
d

en
se

d
e

la
form

e
Z
n

+
Z

(θ
1 ,...,θ

n
)

d
e

la
m

an
ière

su
ivan

te
:

T
h

é
o
rè

m
e

4
.2

(D
irich

le
t).

–
S

oien
t
n

et
m

d
eu

x
n

om
b

res
en

tiers
p

ositifs,
Q

u
n

n
om

b
re

réel
>

1
et
θ
j
i ,

(1
≤
j
≤
n

,
1
≤
i≤

m
)
n
m

n
om

b
res

réels.
Il

ex
iste

d
es

en
tiers

p
1 ,...,p

n
,

q
1 ,...,q

m
avec

0
<

m
ax{|q

1 |,...,|q
m |}

<
Q

et
m

ax
1≤
j≤
n |q

1 θ
j
1

+
···+

q
m
θ
j
m
−
p
j |≤

Q
−
m
/
n
.



   
 

 
   

 
   

C
h
a
p
itre

II.
–

S
o
u
s-g

ro
u
p

e
s

d
eR

n
2
5

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

C
et

én
o
n

cé
est

d
ém

on
tré

en
a
p

p
liq

u
a
n
t

u
n

th
éo

rèm
e

d
e

M
in

k
ow

sk
i

su
r

les
fo

rm
es

lin
éa

ires,
p

a
r

ex
em

p
le

d
a
n

s
[C

a
19

5
7],

C
h

.I,
T

h
.

V
I,

ou
en

core
d

an
s

[S
c

1980],
C

h
a
p

.
2
,

T
h

.
3
A

(v
o
ir

la
rem

a
rq

u
e

p
.3

7
–

en
fait

u
n

én
on

cé
u

n
p

eu
p

lu
s

p
récis

y
est

d
ém

o
n
tré).

N
o
u

s
a
llon

s
d

o
n

n
er

u
n

e
d

ém
o
n

stra
tio

n
p

lu
s

sim
p

le,
m

ais
q
u

i
su

p
p

ose
q
u

e
le

n
o
m

b
re
N

=
Q
m
/
n

est
en

tier
(d

’ap
rès

[S
c

1
98

0
],

C
h

ap
.

2
,

T
h

.
1E

).
P

o
u

r
ch

a
q
u

e
(t

1 ,...,t
m

)∈
Z
m

v
érifi

a
n
t

0
≤
t
i
<
Q

,
(1
≤
i≤

m
),

on
con

sid
ère

le
p

oin
t

({
t
1 ϑ

1
1

+
···

+
t
m
ϑ

1
m }

,..., {
t
1 ϑ
n

1
+
···+

t
m
ϑ
n
m } )

d
a
n

s
le

cu
b

e
n

-d
im

en
sion

n
el

[0
,1

] n
;

en
com

p
ta

n
t

a
u

ssi
le

p
oin

t
(1
,...,1)

q
u

i
est

d
an

s
ce

cu
b

e,
o
n

o
b

tien
t

a
u

m
o
in

s
Q
m

+
1

=
N
n

+
1

élém
en

ts
d

e
[0
,1] n

(q
u

i
n

e
son

t
p

as
n

écessa
irem

en
t

d
eu

x
-à

-d
eu

x
d

istin
cts).

O
n

d
iv

ise
[0
,1

] n
en

N
n

cu
b

es
d

isjoin
ts

d
e

côté
1
/N

;
d

eu
x

d
es

N
n

+
1

p
o
in

ts
co

n
sid

érés
ap

p
a
rtien

n
en

t
au

m
êm

e
p

etit
cu

b
e

:
cela

sig
n

ifi
e

q
u

’il
ex

iste
d

es
en

tiers
ra

tio
n

n
els

t
1 ,...,t

m
,
s

1 ,...,s
n
,
t ′1 ,...,t ′m

,
s ′1 ,...,s ′n

,
avec

(t
1 ,...,t

m
)6=

(t ′1 ,...,t ′m
),

tels
q
u

e
la

d
iff

éren
ce

(x
1 ,...,x

n
)

en
tre

les
d

eu
x

p
oin

ts

(t
1 ϑ

1
1

+
···

+
t
m
ϑ

1
m
−
s

1 ,...,t
1 ϑ
n

1
+
···

+
t
m
ϑ
n
m
−
s
n )

et
(t ′1 ϑ

1
1

+
···

+
t ′m
ϑ

1
m
−
s ′1 ,...,t ′1 ϑ

n
1

+
···

+
t ′m
ϑ
n
m
−
s ′n )

v
érifi

e
m

a
x

1≤
j≤
n |x

j |≤
1
/N
.

L
e

résu
lta

t
a
n

n
o
n

cé
s’o

b
tien

t
en

p
o
sa

n
t
q
i

=
t
i −

t ′i ,
(1
≤

i
≤

m
)

et
p
j

=
s
j −

s ′j ,
(1
≤
j≤

n
).

E
x
ercice.

O
n

d
ésign

e
pa

r
‖·‖

la
d

ista
n

ce
à

l’en
tier

le
p

lu
s

p
roch

e
:

po
u

r
x
∈
Z

,

‖
x‖

=
m

in
a∈
Z |x
−
a|.

S
o

ien
t
n

u
n

en
tier

po
sitif

et
θ

1 ,...,θ
n

d
es

n
o

m
bres

réels.
a

)
M

o
n

trer
qu

e
les

tro
is

co
n

d
itio

n
s

su
iva

n
tes

so
n

t
équ

iva
len

tes
:

(i)
(θ

1 ,...,θ
n
)6∈

Q
n

.
(ii)

Il
existe

u
n

e
in

fi
n

ité
d

’en
tiers

q
>

0
tels

qu
e

0
<

m
ax

1≤
j≤
n ‖
qθ
j ‖
<
q −

1
/
n
.

(iii)
P

o
u

r
to

u
t
ε
>

0
,

il
existe

u
n

en
tier

q
>

0
tel

qu
e

0
<

m
ax

1≤
j≤
n ‖
qθ
j ‖
<
ε.

(L
’éq

u
iva

len
ce

en
tre

(i)
et

(iii)
est

le
co

rolla
ire

2
.4

.
D

’a
u

tre
p

art
le

cas
n

=
1

d
e

cet
ex

ercice

    
 

 
   

 
   

2
6

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

est
le

corollaire
1.7.)

b)
M

o
n

trer
qu

’il
existe

u
n

e
in

fi
n

ité
d

e
(q

1 ,...,q
n
)∈

Z
n

a
vec

‖q
1 θ

1
+
···+

q
n
θ
n ‖

<
(

m
ax

1≤
j≤
n |q

j | )−
n
.

c)
M

o
n

trer
qu

e
les

d
eu

x
co

n
d

itio
n

s
su

iva
n

tes
so

n
t

équ
iva

len
tes

:
(i)

L
es

n
o

m
bres

1,θ
1 ,...,θ

n
so

n
t

lin
éa

irem
en

t
in

d
épen

d
a

n
ts

su
r
Q

.
(ii)

P
o

u
r

to
u

t
ε
>

0,
il

existe
u

n
e

m
a

trice
ca

rrée
(q
j
i )

1≤
j,i≤

n
,

à
coeffi

cien
ts

d
a

n
s
Z

et
d

e

d
éterm

in
a

n
t

n
o

n
n

u
l,

telle
qu

e

0
<

m
ax

1≤
i≤
n ‖q

1
i θ

1
+
···+

q
n
i θ
n ‖

<
ε.

A
fi

n
d

e
d

on
n

er
d

es
con

d
ition

s
n

écessaires
et

su
ffi

san
tes

p
ou

r
q
u

’u
n

sou
s-grou

p
e
G

d
e

ty
p

e
fi

n
i
d

e
R
n

soit
d

en
se

d
an

sR
n
,
on

in
tro

d
u

it
la

d
éfi

n
ition

su
ivan

te
:
on

ap
p

elle
ca

ra
ctère

d
e
R
n

tou
t

h
om

om
orp

h
ism

e
con

tin
u

d
e
R
n

d
an

s
U

(ou
d

an
s
R
/Z

,
cela

rev
ien

t
év

id
em

m
en

t
au

m
êm

e).

E
x
ercice.

a
)

V
érifi

er
qu

e
to

u
t

h
o

m
o

m
o

rp
h

ism
e

co
n

tin
u

d
u

gro
u

pe
a

d
d

itif
R

d
a

n
s

lu
i-m

êm
e

est
u

n
e

a
p

p
lica

tio
n
R

-lin
éa

ire,
c’est-à

-d
ire

d
e

la
fo

rm
e
x
7→
λ
x

,
po

u
r

u
n
λ
∈
R

.
E

n
d

éd
u

ire
d

’a
bo

rd
qu

e
to

u
t

h
o

m
o

m
o

rp
h

ism
e

co
n

tin
u

d
u

gro
u

pe
a

d
d

itif
R

d
a

n
s

le
gro

u
pe

m
u

ltip
lica

tif
R
×

est
d

e
la

fo
rm

e
x
7→

e
λ
x
,

en
su

ite
qu

e
to

u
t

h
o

m
o

m
o

rp
h

ism
e

co
n

tin
u

d
u

gro
u

pe
a

d
d

itif
R

d
a

n
s

le
gro

u
pe

m
u

ltip
lica

tif
U

est
d

e
la

fo
rm

e
x
7→

e
iλ
x
.

E
n

d
éd

u
ire

qu
e

to
u

t
h

o
m

o
m

o
rp

h
ism

e
co

n
tin

u
χ

:R
→
R
/Z

se
fa

cto
rise

en
χ

=
s◦

h
:

R
h

−−−−−→
R

χ
↘

y
s

R
/Z

o
ù
s

:R
→
R
/Z

est
la

su
rjectio

n
ca

n
o

n
iqu

e
et
h

:R
→
R

est
u

n
e

a
p

p
lica

tio
n

lin
éa

ire.
b)

Q
u

a
n

d
u

est
u

n
élém

en
t

d
e
R
n

,
l’a

p
p

lica
tio

n
ψ
u

d
e
R
n

d
a

n
s
U

d
o

n
n

ée
pa

r
x
7→
e

2
iπ
u·x

(o
ù
u
·
x

est
le

p
rod

u
it

sca
la

ire
sta

n
d

a
rd

d
a

n
s
R
n

)
est

u
n

ca
ra

ctère
d

e
R
n

.
V

érifi
er

qu
’o

n
les

o
btien

t
to

u
s

a
in

si.
L

e
n

o
ya

u
d

e
ψ
u

est{x
∈
R
n
;
u
·x
∈
Z}.

c)
E

n
d

éd
u

ire
qu

e
l’a

p
p

lica
tio

n
d

e
H

om
R

(R
n
,R

)
d

a
n

s
le

gro
u

pe
d

es
ca

ra
ctères

d
e
R
n

qu
i,

à
u

n
e

fo
rm

e
lin

éa
ire

ϕ
,

a
ssocie

χ
ϕ

:
x
7→

e
2
iπ
ϕ

(x
),

est
u

n
iso

m
o

rp
h

ism
e

d
e

gro
u

pes.
L

e
n

o
ya

u
d

e
χ
ϕ

est
ϕ
−

1(Z
).

P
ro

p
o
sitio

n
4
.3

.
S

oit
G

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e
R
n
.

L
es

con
d

ition
s

su
ivan

tes
son

t
éq

u
ivalen

tes.
(i)

G
est

d
en

se
d

an
s
R
n
.

(ii)
P

ou
r

tou
t

sou
s-esp

ace
vectoriel

V
d

e
R
n

d
istin

ct
d

e
R
n
,

on
a

ran
gZ

(G
/G
∩
V

)
>

d
im
R

(R
n
/V

).



   
 

 
   

 
   

C
h
a
p
itre

II.
–

S
o
u
s-g

ro
u
p

e
s

d
eR

n
2
7

(iii)
P

o
u

r
tou

t
h
y
p

erp
la

n
H

d
e
R
n
,

o
n

a
ra

n
gZ

(G
/
G
∩
H

)≥
2.

(iv
)

P
o
u

r
to

u
te

fo
rm

e
lin

éa
ire

n
on

n
u

lle
ϕ

:R
n
−→

R
o
n

a
ϕ

(G
)6⊂

Z
.

(v
)

P
ou

r
to

u
t

ca
ra

ctère
n

on
triv

ia
l
χ

d
e
R
n
,

o
n

a
χ

(G
)6=
{
1}.

(v
i)

C
h

o
isisso

n
s

d
es

g
én

éra
teu

rs
g

1 ,...,g
`

d
e
G

su
r
Z

et
écriv

on
s

les
co

ord
on

n
ées

d
es
g
j

d
a
n

s
la

b
ase

ca
n

o
n

iq
u

e
d

e
R
n

:

g
j

=
(g

1
j ,...,g

n
j ),

(1
≤
j≤

`);

p
o
u

r
tou

t
(s

1 ,...,s
` )

d
a
n

s
Z
`

d
istin

ct
d

e
(0
,...,0

),
la

m
a
trice



g
1
1
···

g
1
`

...
...

...
g
n

1
···

g
n
`

s
1
···

s
`



est
d

e
ra

n
g
n

+
1
.

O
n

p
eu

t
rem

a
rq

u
er

q
u

e
le

ca
s
n

=
1

n
e

d
on

n
e

rien
d

e
n

o
u

v
eau

p
ar

rap
p

ort
au

th
éorèm

e
1
.1

.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

N
o
to

n
s

d
éjà

q
u

e
l’im

p
lica

tion
(ii)⇒

(iii)
est

triv
ia

le.
(i)⇒

(ii).
S

oien
t
G

u
n

sou
s-g

rou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

en
se

d
a
n

s
R
n
,
V

u
n

sou
s-esp

ace
d

e
R
n

d
istin

ct
d

e
R
n

et
s

:R
n
→
R
n
/
V

la
su

rjection
ca

n
on

iq
u

e.
C

om
m

e
s

est
con

tin
u

e
et

q
u

e
G

est
d

en
se

d
a
n

s
R
n
,
s(G

)
=
G
/
G
∩
V

est
d

en
se

d
an

s
R
n
/V

,
d

on
c

ran
gZ

(G
/G
∩
V

)
>

d
im
R

(R
n
/
V

).

(iii)
⇒

(i).
S

oit
G

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e
R
n

q
u

i
n

’est
p

as
d

en
se.

M
on

tron
s

q
u

’il
ex

iste
u

n
h
y
p

erp
la

n
H

d
e
R
n

tel
q
u

e
ra

n
gZ

(G
/
G
∩
H

)≤
1
.

D
ésig

n
o
n

s
p

ar
G

l’ad
h

éren
ce

d
e
G

d
an

s
R
n
.

S
o
it
V

le
so

u
s-esp

a
ce

v
ecto

riel
m

ax
im

a
l

d
e
R
n

con
ten

u
d

an
s
G

.
E

tan
t

d
on

n
é

q
u

e
G

n
’est

p
a
s

d
en

se
d

a
n

s
R
n
,

o
n

a
V
6=
R
n
.

D
e

p
lu

s
(th

éo
rèm

e
3.1)

G
/G
∩
V

est
d

iscret
d

an
s

R
n
/
V

.
S

o
it
H

u
n

h
y
p

erp
lan

d
e
R
n

co
n
ten

an
t
V

.
A

lo
rs
G
/
G
∩
H

est
d

iscret
d

an
s
R
n
/H

,
d

o
n

c
d

e
ra

n
g
≤

1
su

r
Z

.

(iii)⇔
(iv

)
L

’a
p

p
lica

tio
n

d
e

H
o
m
R

(R
n
,R

)\{
0}

d
a
n

s
l’en

sem
b

le
d

es
h
y
p

erp
lan

s
H

d
e
R
n

(q
u

i,
à

u
n

e
fo

rm
e

lin
éa

ire
n

o
n

n
u

lle,
asso

cie
so

n
n

oy
au

)
est

su
rjectiv

e,
et

d
eu

x
élém

en
ts
ϕ

1 ,
ϕ

2
o
n
t

la
m

êm
e

im
a
g
e

si
et

seu
lem

en
t

s’il
ex

iste
x
∈
R
×

tel
q
u

e
ϕ

2
=
x
ϕ

1 .

L
’éq

u
iva

len
ce

(iv
)
⇔

(v
)

résu
lte

im
m

éd
ia

tem
en

t
d

e
l’ex

ercice
ci-d

essu
s

q
u

i
étab

lit
u

n
iso

m
o
rp

h
ism

e
ϕ
7→
χ
ϕ

en
tre

H
o
m
R

(R
n
,R

)
et

le
gro

u
p

e
d

es
caractères

d
e
R
n
.

(iv
)
⇔

(v
i)

D
ire

q
u

e
le

ra
n

g
d

e
la

m
atrice

d
o
n

n
ée

d
a
n

s
la

con
d

ition
(v

)
est

strictem
en

t
in

férieu
r

à
n

+
1

rev
ien

t
à

d
ire

q
u

’il
ex

iste
d

es
n

o
m

b
res

réels
c
0 ,c

1 ,...,c
n
,

n
on

tou
s

n
u

ls,
tels

q
u

e
c
1 g

1
j

+
···

+
c
n
g
n
j

=
c
0 s
j

p
o
u

r
1
≤
j≤

`.

Q
u

a
n

d
(s

1 ,...,s
` )6=

(0
,...,0

),
o
n

a
(c

1 ,...,c
n
)6=

(0
,...,0).

L
’ex

isten
ce

d
e

(c
1 ,...,c

n
)

éq
u

iva
u

t
d

o
n

c
à

celle
d

’u
n

e
fo

rm
e

lin
éa

ire
n

o
n

n
u

lle
ϕ

(x
)

=
c
1 x

1
+
···

+
c
n
x
n

telle
q
u

e
ran

gZ
ϕ

(G
)≤

1
.
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T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

E
x
ercice.

S
o

it
G

u
n

so
u

s-gro
u

pe
d

e
type

fi
n

i
d

e
R
n

qu
i

co
n

tien
t
Z
n

.
M

o
n

trer
qu

e
G

est
d

en
se

d
a

n
s
R
n

si
et

seu
lem

en
t

si,
po

u
r

to
u

t
h

yperp
la

n
H

d
e
R
n

ra
tio

n
n

el
su

r
Q

,
la

p
ro

jectio
n
G
/G
∩
H

d
e
G

su
r
R
n
/H

a
u

n
e

im
a

ge
d

en
se.

E
x
ercice.

S
o

it
G

u
n

so
u

s-gro
u

pe
d

e
R
n

.
M

o
n

trer
qu

e
les

co
n

d
itio

n
s

su
iva

n
tes

so
n

t
équ

iva
len

tes.
(i)

G
co

n
tien

t
u

n
so

u
s-gro

u
pe

d
e

type
fi

n
i

qu
i

est
d

en
se

d
a

n
s
R
n

.
(ii)

P
o

u
r

to
u

t
h

yperp
la

n
H

d
e
R
n

,
o

n
a

ran
gZ

(G
/G
∩
H

)≥
2.

(iii)
P

o
u

r
to

u
t

so
u

s-espa
ce

vecto
riel

V
d

e
R
n

d
istin

ct
d

e
R
n

,
o

n
a

ran
gZ

(G
/G
∩
V

)
>

d
im
R

(R
n
/V

).
(iv)

P
o

u
r

to
u

te
fo

rm
e

lin
éa

ire
n

o
n

n
u

lle
ϕ

:R
n
−→

R
o

n
a
ϕ

(G
)6⊂

Q
.

I
n
d
i
c
a
t
i
o
n
.

V
oir

M
.

W
ald

sch
m

id
t,

Q
u

elqu
es

a
spects

tra
n

scen
d

a
n

ts
d

e
la

th
éo

rie
d

es
n

o
m

bres
a

lgébriqu
es,

C
ou

rs
d

e
troisièm

e
cy

cle
1986/87,

P
u

b
l.

M
ath

.
U

n
iv

.
P

.
et

M
.

C
u

rie
(P

aris
V

I),
8
9

,
lem

m
e

3.12.

E
x
ercice.

S
o

ien
t
m

et
n

d
eu

x
en

tiers
po

sitifs,
et

so
ien

t
ϑ
j
i ,

(1
≤
j
≤
n

,
1
≤
i≤

m
)

d
es

n
o

m
bres

réels
;

o
n

po
se

γ
i

=
(ϑ

1
i ,...,ϑ

n
i )∈

R
n
,

(1
≤
i≤

m
)

et
δ
j

=
(ϑ
j
1 ,...,ϑ

j
m

)∈
R
m
,

(1
≤
j≤

n
).

A
in

si

Γ
=
Z
n

+
Z
γ

1
+
···+

Z
γ
m
⊂
R
n

et
∆

=
Z
m

+
Z
δ
1

+
···+

Z
δ
n
⊂
R
m

so
n

t
les

so
u

s-gro
u

pes
en

gen
d

rés
pa

r
les

vecteu
rs

co
lo

n
n

es
d

es
m

a
trices


1
···

0
ϑ

1
1
···

ϑ
1
m

...
...

...
...

...
...

0
···

1
ϑ
n

1
···

ϑ
n
m


et


1
···

0
ϑ

1
1
···

ϑ
n

1
...

...
...

...
...

...
0
···

1
ϑ

1
m
···

ϑ
n
m


.

M
o

n
trer

qu
e

le
so

u
s-gro

u
pe

Γ
est

d
en

se
d

a
n

s
R
n

si
et

seu
lem

en
t

si
le

so
u

s-gro
u

pe
∆

est
d

e
ra

n
g
n

+
m

su
r
Z

.

L
a

fi
n

d
e

cette
section

va
être

con
sacrée

à
u

n
e

au
tre

d
ém

on
stration

d
e

l’éq
u

ivalen
ce

(iv
)⇔

(i)
d

e
la

p
rop

osition
4.3.

O
n

u
tilisera

la
n

otion
d

e
“sou

s-grou
p

e
asso

cié”
(v

oir
[B

o
1974]

C
h

ap
.

7
§1

n
◦3)

q
u

i
sera

en
core

u
tile

au
§5.

C
ette

éq
u

ivalen
ce

sign
ifi

e
q
u

’u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i
G

d
e
R
n

est
d

en
se

d
an

s
R
n

si
et

seu
lem

en
t

si
la

seu
le

form
e

lin
éaire

ϕ
:R

n
→
R

q
u

i
en

voie
G

d
an

s
Z

est
ϕ

=
0.

N
oter

q
u

e,
tan

t
q
u

’il
s’agit

d
e

grou
p

es
d

e
ty

p
e

fi
n

i,
il

rev
ien

t
au

m
êm

e
d

e
d

em
an

d
er
ϕ

(G
)⊂

Z
ou

ϕ
(G

)⊂
Q

.
D

e
m

an
ière

gén
érale,

q
u

an
d
G

est
u

n
sou

s-grou
p

e
(p

as
n

écessairem
en

t
d

e
ty

p
e

fi
n

i)
d

e
R
n
,

on
d

éfi
n

it
le

so
u

s-gro
u

pe
G
∗

d
e

H
om

R
(R

n
,R

)
a

ssocié
à
G

p
ar

G
∗

=
{
ϕ
∈

H
om

R
(R

n
,R

);
ϕ

(G
)⊂

Z }
.

P
ro

p
o
sitio

n
4
.4

.
–

S
oit

G
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
R
n

;
l’ad

h
éren

ce
G

d
e
G

d
an

s
R
n

est

(G
∗) ∗

=
{
x
∈
R
n
;
ϕ

(x
)∈

Z
p

ou
r

tou
t
ϕ
∈
G
∗ }
.

A
fi

n
d

e
d

ém
on

trer
la

p
rop

osition
4.4

on
étab

lit
d

eu
x

lem
m

es.
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u
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d
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L
e
m

m
e

4
.5

.
–

S
i
G

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
R
n
,

a
lo

rs
G
∗

est
u

n
sou

s-grou
p

e
ferm

é
d

e
H

o
m
R

(R
n
,R

)
et

(G
) ∗

=
G
∗.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

P
o
u

r
u

et
x

d
a
n

s
R
n
,

n
o
ton

s
(co

m
m

e
d

a
n

s
l’ex

ercice
p

récéd
en

t
la

p
rop

o-
sitio

n
4
.3

)
u
·
x
∈
R

le
p

ro
d

u
it

sca
la

ire
sta

n
d

ard
.

L
’ap

p
lica

tion
d

e
R
n

d
an

s
H

om
R

(R
n
,R

)
q
u

i
en

v
o
ie
u

su
r
x
7→

u
·
x

est
u

n
iso

m
o
rp

h
ism

e
d

e
g
rou

p
es

top
ologiq

u
es

;
n

oton
s
θ

l’iso
m

o
rp

h
ism

e
in

v
erse.

A
lo

rs

θ(G
∗)

=
{
u
∈
R
n
;
u
·
g
∈
Z

p
o
u

r
to

u
t
g
∈
G
}
⊂
R
n

est
in

tersectio
n

d
es

ferm
és {

u
∈
R
n
;
u
·
g
∈
Z }

,
p

o
u

r
g

d
écrivan

t
G

,
d

on
c

est
ferm

é
d

an
s

R
n
.

P
o
u

r
ϕ
∈
G
∗,

on
a
ϕ

(G
)⊂

Z
,

et
co

m
m

e
Z

est
d

iscret
d

an
s
R

et
ϕ

con
tin

u
,

on
a

en
core

ϕ
(G

)⊂
Z

,
ce

q
u

i
m

o
n
tre

l’in
clu

sio
n
G
∗⊂

(G
) ∗.

L
’au

tre
in

clu
sion

est
b

an
ale

:
si
G

1
est

u
n

sou
s-g

rou
p

e
d

e
G

2 ,
a
lo

rs
G
∗2

est
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e
G
∗1 .

L
e
m

m
e

4
.6

.
–

S
oit

G
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

ferm
é

d
e
R
n
.

C
h

oisisson
s

u
n

e
b

ase
(e

1 ,...,e
n
)

d
e

R
n

telle
q
u

e
G

=
R
e

1
+
···

+
R
e
r

+
Z
e
r
+

1
+
···

+
Z
e
` .

D
ésig

n
o
n

s
p

a
r

(f
1 ,...,f

n
)

la
b

a
se

d
u

a
le

d
e

(e
1 ,...,e

n
)

:

f
i (e

j )
=
δ
ij ,

(1
≤
i,j≤

n
).

A
lo

rs
G
∗

=
Z
f
r
+

1
+
···+

Z
f
`

+
R
f
`+

1
+
···+

R
f
n
.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

T
o
u

te
fo

rm
e

lin
éa

ire
su

r
R
n

s’écrit
d

e
m

a
n

ière
u

n
iq

u
e
t
1 f

1
+
···

+
t
n
f
n
,

av
ec

(t
1 ,...,t

n
)∈

R
n
,

et
u

n
e

telle
fo

rm
e

lin
éa

ire
en

v
o
ie
G

d
an

s
Z

si
et

seu
lem

en
t

si
on

a
t
i

=
0

p
o
u

r
1
≤
i≤

r
et
t
i ∈

Z
p

o
u

r
r
<
i≤

`.

D
ém

o
n

stra
tio

n
d

e
la

p
ro

po
sitio

n
4

.4
.

S
i
G

est
ferm

é,
le

lem
m

e
4.6

d
on

n
e

facilem
en

t
(G
∗) ∗

=
G

.
D

a
n

s
le

ca
s

g
én

éra
l,

o
n

a
G
∗

=
( G

) ∗
d

’a
p

rès
le

lem
m

e
4.5,

d
on

c

(G
∗) ∗

=
((G

) ∗ )∗
=
G
.

O
n

d
éd

u
it

d
e

la
p

ro
p

o
sitio

n
4
.4

q
u

e
G

est
d

en
se

d
a
n

s
R
n

si
et

seu
lem

en
t

si
G
∗

=
{0}.

E
n

eff
et,

si
G
∗

=
{
0}

,
a
lors

G
=

(G
∗) ∗

=
R
n

et
G

est
d

en
se

d
an

s
R
n
.

In
versem

en
t,

si
G

=
R
n
,

a
lo

rs
(G

) ∗
=
{
0}

,
et

en
u

tilisa
n
t

le
lem

m
e

4
.5

o
n

p
eu

t
con

clu
re
G
∗

=
{0}.

E
x
ercice.

1
)

S
o

ien
t
G

1
et
G

2
d

es
so

u
s-gro

u
pes

ferm
és

d
e
R
n

.
V

érifi
er

(G
1

+
G

2 ) ∗
=
G
∗1 ∩

G
∗2

et
(G

1 ∩
G

2 ) ∗
=
G
∗1

+
G
∗2 .

2
)

S
o

it
G

u
n

résea
u

d
e
R
n

.
V

érifi
er

qu
e
G
∗

est
u

n
résea

u
d

e
H

om
R

(R
n
,R

)
(o

n
d

it
qu

e
le

    
 

 
   

  
  

3
0

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

résea
u
G
∗

est
d

u
al

d
e
G

).
Q

u
el

est
le

résea
u

d
u

a
l

d
e
G
∗

?
3

)
S

o
ien

t
G

1
et
G

2
d

eu
x

résea
u

x
d

e
R
n

,
a

vec
G

2 ⊂
G

1 .
V

érifi
er

qu
e

les
d

eu
x

gro
u

pes
fi

n
is

G
1 /G

2
et
G
∗2 /G

∗1
so

n
t

iso
m

o
rp

h
es.

E
x
ercice.

S
o

it
G

u
n

so
u

s-gro
u

pe
d

e
R
n

.
a

)
O

n
su

p
po

se
qu

e
po

u
r

to
u

t
h

yperp
la

n
H

d
e
R
n

,
G
/G
∩
H

est
d

en
se

d
a

n
s
R
n
/H

.
A

lo
rs

G
est

d
en

se
d

a
n

s
R
n

.
b)

E
n

d
éd

u
ire

l’én
o

n
cé

su
iva

n
t

:
si
G
/G
∩
D

est
d

en
se

d
a

n
s
R
n
/D

po
u

r
to

u
te

d
ro

ite
D

d
e

R
n

,
a

lo
rs
G

est
d

en
se

d
a

n
s
R
n

.

§5
.

S
o
u

s-g
ro

u
p

e
s

m
in

im
a
u

x
d

e
R
n

D
an

s
[R

1990a]
et

[R
1990b

],
D

.
R

oy
in

tro
d

u
it

et
étu

d
ie

la
n

otion
d

e
sou

s-grou
p

e
m

in
im

al
d

en
se

d
e
R
n

:
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
G

d
e
R
n

est
d

it
m

in
im

a
l

d
en

se
s’il

est
d

en
se

d
an

s
R
n
,

et
si

au
cu

n
sou

s-grou
p

e
d

e
G

d
e

ran
g

strictem
en

t
in

férieu
r

au
ran

g
d

e
G

n
’est

d
en

se
d

an
s
R
n
.

P
ar

ex
em

p
le

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

la
form

e
Z
n

+
Z

(θ
1 ,...,θ

n
)

avec
1,θ

1 ,...,θ
n

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

est
m

in
im

al
d

en
se.

U
n

au
tre

ex
em

p
le

d
e

sou
s-grou

p
e

m
in

im
al

d
en

se,
d

e
ran

g
2n

,
est

d
on

n
é

p
ar

(Z
+
Z
α

)
n
,

où
α

est
u

n
n

om
b

re
réel

alg
éb

riq
u

e
d

e
d

egré
2

(q
u

ad
ratiq

u
e).

S
i
G

est
u

n
sou

s-grou
p

e
m

in
im

al
d

en
se

d
e
R
n

d
e

ran
g

2n
,

alors
R

oy
m

on
tre

q
u

’il
ex

iste
u

n
e

b
ase

u
1 ,...,u

n
d

e
R
n
,

et
u

n
corp

s
q
u

ad
ratiq

u
e

réel
k
,

tels
q
u

e
Q
G

=
k
u

1
+
···

+
k
u
n
.

D
e

p
lu

s,
tou

t
sou

s-grou
p

e
m

in
im

al
d

en
se

d
e
R
n

a
u

n
ran

g
≤

2n
.

C
eci

est
d

ém
on

tré
d

an
s

[R
1990a],

p
rop

.
4.5.

N
ou

s
d

ém
on

tron
s

d
an

s
cette

section
les

résu
ltats

d
e

D
.

R
oy

q
u

i
n

ou
s

seron
t

u
tiles

d
an

s
la

su
ite.

N
ou

s
n

ou
s

lim
iton

s
au

cas
d

es
d

eu
x

corp
s
Q
⊂
R

q
u

i
in

terv
ien

n
en

t
p

ou
r

la
d

en
sité,

m
ais

d
an

s
tou

te
cette

section
on

p
eu

t
rem

p
lacer

Q
et
R

p
ar

d
eu

x
corp

s
k
⊂
K

.

E
x
ercice.

S
o

it
α

u
n

n
o

m
bre

réel.
L

e
so

u
s-gro

u
pe
G

=
(Z

+
Z
α

)
2

d
e
R

2
est

m
in

im
a

l
d

en
se

si
et

seu
lem

en
t

si
α

est
irra

tio
n

n
el

qu
a

d
ra

tiqu
e.

I
n
d
i
c
a
t
i
o
n
.

C
on

sid
érer

les
trois

élém
en

ts
(α
,0),

(0
,1)

et
(1
,α

)
d

e
G

.

N
ou

s
u

tiliseron
s

u
n

résu
ltat

d
e

D
.

R
oy

d
ém

on
tré

d
an

s
[R

1992b
],

lem
m

e
3.3,

selon
leq

u
el,

si
G

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
R
n

tel
q
u

e
tou

t
sou

s-grou
p

e
d

e
G

d
e

ran
g

≥
ran

gZ
G
−
n

+
1

soit
d

en
se

d
an

s
R
n
,

alors
il

ex
iste

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e
G

d
e

ran
g
n

+
1

q
u

i
est

d
en

se
d

an
s
R
n
.

L
e

résu
ltat

est
u

n
p

eu
p

lu
s

p
récis

:
on

p
eu

t
im

p
oser

au
x

sou
s-grou

p
es

con
sid

érés
d

e
con

ten
ir

u
n

réseau
G

0
d

on
n

é
d

an
s
G

.
C

eci
est

d
’ailleu

rs
d

év
elop

p
é

d
an

s
les

travau
x

d
e

R
oy

sou
s

le
n

om
d

e
so

u
s-gro

u
pe

m
in

im
a

l
rela

tif.

T
h

é
o
rè

m
e

5
.1

(R
o
y
).

–
S

oien
t
G

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e
R
n

et
G

0
u

n
sou

s-
grou

p
e

d
e
G

d
iscret

d
an

s
R
n

;
on

su
p

p
ose

q
u

’au
cu

n
sou

s-grou
p

e
d

e
G

,
con

ten
an

t
G

0 ,
et

d
e

ran
g
n

+
1

su
r
Z

,
n

’est
d

en
se

d
an

s
R
n
.

A
lors

il
ex

iste
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
G

,
con

ten
an

t
G

0 ,
d

e
ran

g
≥

ran
gZ
G
−
n

+
1,

q
u

i
n

’est
p

as
d

en
se

d
an

s
R
n
.

P
ar

ex
em

p
le

le
sou

s-grou
p

e
(Z

+
Z √

2)
n

d
e
R
n

est
d

e
ran

g
2n

,
il

est
d

en
se

d
an

s
R
n
,

et
il

n
e

con
tien

t
au

cu
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ran
g
<

2n
q
u

i
soit

d
en

se
d

an
s
R
n
.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

O
n

p
eu

t
su

p
p

oser
q
u

e
G

est
d

en
se

d
an

s
R
n
,
sin

on
la

con
clu

sion
est

b
an

ale.
Il

n
’y

a
p

as
d

e
restriction

à
su

p
p

oser
q
u

e
G

0
est

u
n

réseau
d

e
R
n

(tou
t

sou
s-grou

p
e

d
iscret



   
 

 
   

  

C
h
a
p
itre

II.
–

S
o
u
s-g

ro
u
p

e
s

d
eR

n
3
1

d
e
G

est
co

n
ten

u
d

a
n

s
u

n
résea

u
in

clu
s

d
a
n

s
G

).
P

ar
h
y
p

oth
èse,

p
ou

r
tou

t
g

d
an

s
G

,
le

so
u

s-g
ro

u
p

e
G

0
+
Z
g

d
e
G

n
’est

p
as

d
en

se
d

a
n

s
R
n

;
la

p
ro

p
osition

4.3
m

on
tre

q
u

’il
ex

iste
u

n
e

fo
rm

e
lin

éa
ire

n
on

n
u

lle
φ

su
r
R
n

telle
q
u

e
φ

(G
0 )⊂

Z
et
φ

(g
)∈

Z
.

O
n

in
tro

d
u

it
le

résea
u

d
u

a
l
G
∗0

d
e
G

0
:

G
∗0

=
{
φ
∈

H
o
m
R

(R
n
,R

);
φ

(G
0 )⊂

Z};
(v

o
ir

la
fi

n
d

e
la

sectio
n

4
).

A
in

si
p

ou
r

to
u

t
g

d
a
n

s
G

,

X
(g

)
=
{
φ
∈
G
∗0 ;
φ

(g
)∈

Z}
est

u
n

sou
s-Z

-m
o
d

u
le

n
o
n

n
u

l
d

e
G
∗0 .

O
n

ch
o
isit

d
’a

b
o
rd
g

1 ∈
G

tel
q
u

e
X

(g
1 )

soit
d

e
ran

g
m

in
im

al
su

r
Z

,
p

u
is
φ

1 ∈
X

(g
1 ),

φ
1 6=

0
,

et
o
n

p
o
se

G
1

=
{g
∈
G

;
φ

1 (g
)∈

Z}
.

A
in

si
G

1
est

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

e
G

co
n
ten

a
n
t
G

0 ,
et

la
fo

rm
e

lin
éaire

n
on

n
u

lle
φ

1
v
érifi

e
φ

1 (G
1 )
⊂
Z

,
d

o
n

c
(p

ro
p

o
sitio

n
4.3)

G
1

n
’est

p
a
s

d
en

se
d

an
s
R
n
.

Il
n

e
reste

p
lu

s
q
u

’à
v
érifi

er
q
u

e
G

1
a

u
n

ra
n

g
su

r
Z

au
m

o
in

s
ég

a
l

à
ra

n
gZ
G
−
n

+
1.

Il
est

p
lu

s
co

m
m

o
d

e
d

e
trava

iller
av

ec
d

esQ
-esp

aces
v
ectoriels

q
u

’avec
d

esZ
-m

o
d

u
les

:
o
n

d
ésig

n
e

p
a
r
Q
G

le
Q

-esp
a
ce

v
ecto

riel
en

g
en

d
ré

p
a
r
G

d
an

s
R
n

:

Q
G

=
{
x
∈
R
n
;

il
ex

iste
d
∈
Z

,
d
>

0
,

tel
q
u

e
d
x
∈
G
}.

O
n

d
éfi

n
it

d
e

m
êm

e
Q
G
∗0 ⊂

H
om

R
(R

n
,R

).
P

o
u

r
ch

a
q
u

e
g
∈
Q
G

,
o
n

d
éfi

n
it

u
n

e
ap

p
lication

Q
-lin

éa
ire

θ(g
)

d
e
Q
G
∗0

d
a
n

s
R
/Q

q
u

i
en

v
o
ie
φ

su
r

la
cla

sse
d

e
φ

(g
)

m
o
d

u
lo
Q

.
L

e
n

oyau
d

e
θ(g

)
est

Q
X

(g
).

O
n

ob
tien

t
u

n
h

o
m

o
m

o
rp

h
ism

e

θ
:
Q
G
−→

H
o
m
Q

(Q
G
∗0 ,R

/Q
)

g
7−→

θ(g
)

:
φ
7→
φ

(g
)

+
Q
.

L
e

ch
o
ix

q
u

i
a

été
fa

it
d

e
g

1
∈
G

av
ec
X

(g
1 )

d
e

ra
n

g
m

in
im

al
sign

ifi
e

q
u

e
l’ap

p
lication

lin
éa

ire
θ(g

1 )
est

d
e

ra
n

g
m

a
x
im

al.
C

o
m

m
e

0
6=
φ

1
∈

K
er
θ(g

1 ),
θ(g

1 )
n

’est
p

as
in

jectiv
e

et
la

d
im

en
sio

n
su

r
Q

d
e

l’im
a
g
e

d
e
θ(g

1 )
est

<
n

.
L

e
lem

m
e

su
ivan

t,
en

core
d

û
à

D
.

R
oy,

d
o
n

n
e,

p
ou

r
to

u
t
g
∈
Q
G

,

φ
1 (g

)
+
Q

=
θ(g

)(φ
1 )∈

Im
θ(g

1 ).

A
lo

rs
l’a

p
p

licatio
n

θ
1

:
Q
G
−→

R
/Q

g
7−→

φ
1 (g

)
+
Q

a
u

n
e

im
a
ge

co
n
ten

u
e

d
a
n

s
celle

d
e
θ(g

1 ).
E

n
p

articu
lier

l’im
ag

e
d

e
θ

1
est

u
n
Q

-esp
ace

vecto
riel

d
e

d
im

en
sio

n
≤
n
−

1
.

D
es

ég
a
lités

d
im
Q

K
er
θ

1
+

d
im
Q

Im
θ

1
=

d
im
Q
Q
G

=
ran

gZ
G
,

o
n

d
éd

u
it

d
im
Q

K
er
θ

1 ≥
ran

gZ
G
−
n

+
1.

E
n

fi
n

K
er
θ

1 ⊂
Q
G

1 ,
d

o
n

c
ra

n
gZ
G

1
=

d
im
Q
Q
G

1 ≥
ra

n
gZ
G
−
n

+
1.

Il
reste

en
co

re
à

éta
b

lir
le

lem
m

e
su

iva
n
t

q
u

i
v
ien

t
d

’être
u

tilisé
(v

oir
[R

1990a],
lem

m
e

3
.4

)
:

    
 

 
   

   

3
2

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

L
e
m
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séq
u

en
t

les
r

+
1

élém
en

ts

(S
+
x
T

)(u
1 ),...,(S

+
x
T

)(u
r ),(S

+
x
T

)(u
)

son
t

lin
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ôm

es
en

x
,

et
le

fait
q
u

e
le

co
effi

cien
t

d
e
x

soit
n
u

l
sign

ifi
e

q
u

e
S

(u
1 ),...,S

(u
r ),T

(u
)

son
t

lin
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où
(a

1 ,...,a
n
)∈

Q
n

est
u

n
zéro
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ct
d

e
(0
,...,0

),
la

m
a
trice



g
1
1
···

g
1
`

...
...

...
g
n

1
···

g
n
`

g
1
1
···

g
1
`

...
...

...
g
n

1
···

g
n
`

s
1
···

s
`



est
d

e
ra

n
g

2
n

+
1
.

R
em

a
rq

u
e.

L
a

co
n

d
itio

n
(iii)

s’exp
rim

e
a

u
ssi

d
e

la
m

a
n

ière
su

iva
n

te
:

p
ou

r
tou

t
form

e

lin
éa

ire
co

m
p

lex
e

n
on

n
u

lle
ϕ

:
V
×
V
→
C

,
o
n

a
ra

n
gZ
ϕ

(G̃
)≥

2.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

L
’éq

u
iva

len
ce

en
tre

(i)
et

(ii)
est

cla
ire

:
l’ap

p
licatio

n
lin

éaire
ϕ

est
in

jectiv
e,

elle
in

d
u

it
u

n
iso

m
o
rp

h
ism

e
d

e
V

su
r
ϕ

(V
),

et
o
n

a
p

o
sé
G̃

=
ϕ

(G
).

L
’éq

u
iva

len
ce

en
tre

(iii)
et

(iv
)

est
au

ssi
fa

cile
:

d
ire

q
u

’il
ex

iste
d

es
en

tiers
ration

n
els

n
o
n

to
u

s
n
u

ls
s

1 ,...,s
`

tels
q
u

e
la

m
a
trice

d
e

la
co

n
d

itio
n

(iv
)

n
e

soit
p

as
d

e
ran

g
2n

+
1

rev
ien

t
à

d
ire

q
u

’il
ex

iste
d

es
n

o
m

b
res

co
m

p
lex

es
ϑ

1 ,...,ϑ
n
,κ

1 ,...,κ
n
,

n
on

tou
s

n
u

ls,
tels

q
u

e,
p

o
u

r
tou

t
(z

1 ,...,z
n
)

d
an

s
G

,
o
n

a
it

n
∑j
=

1

ϑ
j z
j

+

n
∑j
=

1

κ
j z
j ∈

Z
;

ceci
sig

n
ifi

e
d

o
n

c
q
u

e
l’h

y
p

erp
la

n
d

’éq
u

a
tio

n
∑
nj
=

1
ϑ
j z
j

+
∑
nj
=

1
κ
j z
j

=
0

d
an

s
V
×
V

n
e

v
érifi

e
p

a
s

la
co

n
d

itio
n

(iii).
P

ou
r

v
érifi

er
l’éq

u
iva

len
ce

en
tre

les
co

n
d

itio
n

(ii)
et

(iv
),

on
u

tilise
l’éq

u
ivalen

ce
(i)⇔

(v
i)

d
es

co
n

d
itio

n
s

d
e

la
p

ro
p

ositio
n

4
.3

,
en

p
ren

a
n
t (ϕ

(e
1 ),...,ϕ

(e
n
),ϕ

(ie
1 ),...,ϕ

(ie
n
) )

p
o
u

r
b

ase
d

e
ϕ

(V
),

et
o
n

rem
a
rq

u
e

q
u

e
la

m
a
trice

d
e

la
co

n
d

ition
(iv

)
a

le
m

êm
e

ran
g

q
u

e
la

m
a
trice

à
co

effi
cien

ts
réels



<
e
g

1
1
···

<
e
g

1
`

...
...

...
<

e
g
n

1
···

<
e
g
n
`

=
m
g

1
1
···

=
m
g

1
`

...
...

...
=

m
g
n

1
···

=
m
g
n
`

s
1

···
s
`



  
 

 
   

   

3
6

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

R
em

arq
u

e.
O

n
sait

p
ar

la
p

rop
osition

4.3
q
u

e
la

con
d

ition
(i)

éq
u

ivau
t

à
la

su
ivan

te
:

(v
)

P
ou

r
tou

t
h
y
p

erp
lan

réel
L

d
e
V

,
on

a

ran
gZ (G

/G
∩
L )≥

2.

C
h

oisisson
s

u
n

e
b

ase
(e

1 ,...,e
n
)

d
e
V

su
r
C

.
P

ou
r

ch
aq

u
e
ϑ

=
(ϑ

1 ,...,ϑ
n
)∈

C
n

avec
ϑ
6=

0,
on

d
éfi

n
it

u
n

h
y
p

erp
lan

(com
p

lex
e)
H
ϑ

d
e
V
×
V

p
ar

H
ϑ

=




n
∑j
=

1

z
j e
j ,

n
∑j
=

1

w
j τ

(e
j ) 

;

n
∑j
=

1

ϑ
j z
j

+

n
∑j
=

1

ϑ
j w

j
=

0 
.

O
n

va
v
érifi

er
q
u

e
la

con
d

ition
(v

)
est

en
core

éq
u

ivalen
te

à
:

(v
i)

P
ou

r
tou

t
ϑ
∈
C
n
,
ϑ
6=

0,
on

aran
gZ (G̃

/G̃
∩
H
ϑ )≥

2.

E
criv

on
s

p
ou

r
cela

u
n

e
éq

u
ation

d
e
L

:

L
=
L
λ
,µ

=


n
∑j
=

1 (x
j

+
iy
j )e

j ;

n
∑j
=

1

λ
j x
j

+

n
∑j
=

1

µ
j y
j

=
0 

,

avec
(λ
,µ

)
=

(λ
1 ,...,λ

n
,µ

1 ,...,µ
n
)∈

R
2
n\{0}.

O
n

étab
lit

u
n

e
b

ijection
en

tre
l’en

sem
b

le
d

es
h
y
p

erp
lan

s
com

p
lex

es
d

e
V
×
V

d
e

la
form

e
H
ϑ
,

et
l’en

sem
b

le
d

e
tou

s
les

h
y
p

erp
lan

s
réels

d
e
V

,
en

faisan
t

corresp
on

d
re

à
H
ϑ

l’h
y
p

erp
lan

L
λ
,µ

avec
ϑ
j

=
λ
j −

iµ
j ,

(1
≤
j≤

n
).

D
an

s
ces

con
d

ition
s,

p
ou

r
z
∈
V

,
on

a
z
∈
L
λ
,µ

si
et

seu
lem

en
t

si
ϕ

(z
)∈

H
ϑ
.

D
on

c

ran
gZ (G

/G
∩
L
λ
,µ )

=
ran

gZ (G̃
/G̃
∩
H
ϑ ).

C
eci

m
on

tre
q
u

e
les

con
d

ition
s

(i),
(v

)
et

(v
i)

son
t

éq
u

ivalen
tes.

R
em

arq
u

e.
L

e
fait

q
u

e
(v

i)
est

con
séq

u
en

ce
d

e
(iii)

est
év

id
en

t.
D

’au
tre

p
art,

on
p

eu
t

d
éd

u
ire

d
irectem

en
t

(iii)
d

e
(v

i)
d

e
la

m
an

ière
su

ivan
te.

S
u

p
p

oson
s

q
u

’il
ex

iste
u

n
h
y
p

erp
lan

H
d

e
V
×
V

tel
q
u

e
ran

gZ (G̃
/G̃
∩
H
)≤

1.

O
n

ch
oisit

u
n

e
éq

u
ation

d
e
H

d
e

la
form

e

H
=




n
∑j
=

1

z
j e
j ,

n
∑j
=

1

w
j τ

(e
j ) 

;

n
∑j
=

1

ϑ
j z
j

+
n
∑j
=

1

κ
j w

j
=

0 
,

(avec
ϑ

1 ,...,ϑ
n
,κ

1 ,...,κ
n

n
om

b
res

com
p

lex
es

n
on

tou
s

n
u

ls),
d

e
sorte

q
u

e,
p

ou
r

tou
t

z
1 e

1
+
···+

z
n
e
n

d
an

s
G

,
on

ait

n
∑j
=

1

ϑ
j z
j

+

n
∑j
=

1

κ
j z
j ∈

Z
.



    
 

 
   

 
 
   

C
h
a
p
itre

II.
–

S
o
u
s-g

ro
u
p

e
s

d
eR

n
3
7

O
n

a
a
lo

rs
a
u

ssi,
en

co
n

ju
ga

n
t,

n
∑j
=

1

κ
j z
j

+

n
∑j
=

1

ϑ
j z
j ∈

Z
,

d
o
n

c
n
∑j
=

1 (ϑ
j

+
κ
j )z

j
+

n
∑j
=

1 (κ
j

+
ϑ
j )z

j ∈
Z
.

S
i

(ϑ
1 ,...,ϑ

n
)
6=
−

( κ
1 ,...,κ

n
),

o
n

p
ose

ϑ
′j

=
ϑ
j

+
κ
j ,

(1
≤
j
≤
n

)
;

sin
on

,
on

p
ose

ϑ
′j

=
iϑ
j .

D
a
n

s
les

d
eu

x
ca

s
on

v
o
it

q
u

e
l’h

y
p

erp
la

n
H
ϑ
′

d
e
V
×
V

v
érifi

e

ra
n

gZ (G̃
/G̃
∩
H
ϑ
′ )≤

1
.

O
n

va
a
p

p
liq

u
er

la
p

ro
p

o
sitio

n
6
.1

en
p

ren
an

t
p

o
u

r
V

et
V

l’esp
ace

C
n

et
p

ou
r
τ

l’a
n
ti-iso

m
o
rp

h
ism

e
d

on
n

é
p

a
r

la
co

n
ju

ga
iso

n
co

m
p

lex
e

su
r

ch
acu

n
e

d
es
n

com
p

osan
tes

;
on

le
n

otera
en

co
re
z
→
z
.

C
o
ro

lla
ire

6
.2

.
–

S
oien

t
n

,
`

et
k

tro
is

en
tiers

p
o
sitifs

et
G

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e
C
n

d
e

ra
n

g
`

su
r
Z

.
O

n
p

o
se

en
core

G̃
=
{(g

, g );
g
∈
G
}

,
et

on
su

p
p

ose
q
u

e
p

ou
r

tou
t

h
y
p

erp
la

n
co

m
p

lex
e
H

d
e
C

2
n
,

o
n

a
ra

n
gZ
G̃
∩
H
≤
k
.

(i)
S

i
`≥

k
+

2
,

a
lo

rs
G

est
d

en
se

d
an

s
C
n
.

(ii)
S

i
`≥

k
+

2
n

+
1
,

a
lo

rs
G

co
n
tien

t
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e

ran
g

2
n

+
1

q
u

i
est

d
en

se
d

an
s

C
n
.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

L
a

p
rem

ière
a
ffi

rm
a
tion

résu
lte

d
e

l’éq
u

iva
len

ce
en

tre
les

con
d

ition
(i)

et

(iii)
d

a
n

s
la

p
ro

p
o
sitio

n
6
.1

.
P

o
u

r
m

on
trer

la
seco

n
d

e,
o
n

su
p

p
ose

ran
gZ
G̃
∩
H
≤
`−

2n−
1

p
o
u

r
to

u
t

h
y
p

erp
la

n
co

m
p

lex
e
H

d
e
C

2
n
.
S

o
it
G
′
u

n
so

u
s-g

rou
p

e
d

e
G

d
e

ran
g≥

`−
2n

+
1.

O
n

a
ran

gZ
G̃
′∩

H
≤

ra
n

gZ
G̃
∩
H
≤
`−

2n
−

1,

d
o
n

c
ra

n
gZ
G̃
′/
G̃
′∩

H
≥

2
p

ou
r

tou
t

h
y
p

erp
lan

co
m

p
lex

e
H

d
e
C

2
n
,

ce
q
u

i
m

on
tre

(grâce
à

la
p

ro
p

o
sition

6
.1

)
q
u

e
tou

t
sou

s-g
rou

p
e

d
e
G

d
e

ra
n

g
≥
`−

2n
+

1
est

d
en

se
d

an
s
C
n
.

L
e

th
éo

rèm
e

5
.1

(av
ec
n

rem
p

lacé
p

a
r

2
n

)
p

erm
et

d
e

co
n

clu
re.

§7
.

S
o
u

s-g
ro

u
p

e
s

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
’u

n
g
ro

u
p

e
d

e
L

ie
ré

e
l

o
u

c
o
m

p
le

x
e

D
a
n

s
cette

sectio
n

o
n

u
tilise

les
con

sid
éra

tio
n

s
p

récéd
en

tes
p

ou
r

éten
d

re
les

résu
ltats

a
u

x
g
ro

u
p

es
d

e
L

ie
co

m
m

u
tatifs

d
e

d
im

en
sio

n
n
≥

0
.

L
es

n
otion

s
d

on
t

n
ou

s
avon

s
b

esoin
su

r
les

g
ro

u
p

e
d

e
L

ie
son

t
ex

p
osées

p
a
r

ex
em

p
le

d
a
n

s
[D

1972],
t.3,

C
h

ap
.

16,§9
et

t.4,
C

h
a
p

.
1
9.

U
n

gro
u

pe
d

e
L

ie
réel

est
u

n
g
ro

u
p

e
G

m
u

n
i

d
’u

n
e

stru
ctu

re
d

e
variété

d
iff

éren
tiab

le
telle

q
u

e
les

a
p

p
licatio

n
s

(x
,y

)7→
x
y

et
x
7→

x
−

1
so

ien
t

d
e

classe
C
∞

.
U

n
gro

u
pe

d
e

L
ie

co
m

p
lexe

est
u

n
g
ro

u
p

e
G

m
u

n
i

d
’u

n
e

stru
ctu

re
d

e
variété

an
aly

tiq
u

e
com

p
lex

e
telle

q
u

e
les

ap
p

lica
tio

n
s

(x
,y

)7→
x
y

et
x
7→
x
−

1
so

ien
t

h
o
lo

m
o
rp

h
es.

    
 

 
   

 
   

3
8

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

D
an

s
u

n
p

rem
ier

tem
p

s
on

su
p

p
ose

q
u

e
R

(grou
p

e
d

e
L

ie
réel

com
m

u
tatif)

est
con

n
ex

e
:
alors

(p
ar

ex
em

p
le

d
’ap

rès
(19.7.9.2)

d
an

s
[D

1972])
R

est
isom

orp
h

e
à

u
n

p
ro

d
u

it
R
p×

(R
/Z

)
q,

où
p

et
q

son
t

d
eu

x
en

tiers≥
0,

et
p

+
q

=
n

est
la

d
im

en
sion

d
e
R

(on
p

eu
t

p
ren

d
re

cela
com

m
e

d
éfi

n
ition

d
e
R

).
C

ela
veu

t
d

ire
q
u

’il
ex

iste
u

n
h

om
om

orp
h

ism
e

d
e

grou
p

es
d

e
L

ie
su

rjectif
h

:R
n
→

R
,

d
on

t
le

n
oyau

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

iscret
H

d
e
R
n
,

avec
ran

gZ
H

=
q.

S
oit
R
H

(resp
.Q

H
)

le
sou

s-esp
ace

d
e
R
n

su
r
R

(resp
.

su
r
Q

)
en

gen
d

ré
p

ar
H

.
A

lors
H

est
u

n
réseau

d
e
R
H

,
h

(R
H

)
est

le
sou

s-grou
p

e
com

p
act

m
ax

im
al

d
e
R

,
isom

orp
h

e
à

(R
/Z

)
q,

tan
d

is
q
u

e
h

(Q
H

)
est

le
sou

s-grou
p

e
d

e
torsion

d
e
R

,
isom

orp
h

e
à

(Q
/Z

)
q.

Q
u

elqu
es

exem
p

les.
L

e
grou

p
e

m
u

ltip
licatifR

×+
est

u
n

grou
p

e
d

e
L

ie
réel

con
n

ex
e

isom
orp

h
e

à
R

.
L

e
grou

p
e

m
u

ltip
licatif

R
×

est
u

n
grou

p
e

d
e

L
ie

réel
n

on
con

n
ex

e
isom

orp
h

e
à

R
×

(Z
/2Z

).
U

n
grou

p
e

d
e

L
ie

com
p

lex
e

a
u

n
e

stru
ctu

re
n

atu
relle

d
e

grou
p

e
d

e
L

ie
réel.

L
’ap

p
lication

ex
p

on
en

tielle
ex

p
:C
→
C
×

d
on

t
le

n
oyau

est
2iπZ

,
in

d
u

it
u

n
isom

orp
h

ism
e

en
tre
C
×

etC
/2iπZ

.
Q

u
an

d
on

com
p

ose
avec

l’isom
orp

h
ism

e
R

2→
C

q
u

i
en

voie
(x
,y

)∈
R

2

su
r
x

+
iy
∈
C

,
on

ob
tien

t
u

n
m

orp
h

ism
e

su
rjectif

h
:

(x
,y

)
7→

e
x

+
iy

d
e
R

2
su

r
C
×

d
e

n
oyau

{0}×
2πZ

,
q
u

i
d

on
n

e
u

n
isom
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élien
)

d
’u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e
G

d
en

se
d

a
n

s
G

.
A

in
si,

q
u

a
n

d
G

est
u

n
grou

p
e

ab
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à

R
p×

(R
/Z

)
d×

(Z
/
2Z

)
b

a
vec

p
=
a

+
b

+
2
c

+
d

.
E

n
d

éd
u

ire
m

(G
)

=
a

+
b

+
2c

+
d

+
1.

I
n
d
i
c
a
t
i
o
n
.

O
n

n
o
tera

q
u

e
G

p
o
ssèd
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b
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e
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’est

d
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p
e

G
=
Z
g

1
+
···

+
Z
g
`

+
(2
iπZ

)
n
⊂
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d
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l’a

p
p

lica
tio

n
ex

p
o
n

en
tielle,

o
n

a
G

=
ex

p
−

1(Γ
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=
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écrira
lo

g
(γ
ν
j /
γ
ν
j )

a
u

lieu
d

e
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d
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p
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Γ
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d
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d
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d
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+
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=
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(c’est-à-d
ire

la
p

ro
jection

d
e

Γ
su

r
le

q
u

otien
t

d
e

(C
×

)
n

p
ar

le
sou

s-grou
p

e
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m
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d
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ra
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bres
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d
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:
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éa
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épen
d

a
n

ts
su

r
Q

.
(iii)

P
o

u
r
s

1 ,...,s
n

+
1 ,
t
1 ,...,t

n
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p
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=
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=
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b
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.
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r
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s
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d
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ra
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p
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u
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faisa

it
in

terv
en

ir
u

n
e

telle
h
y
p

oth
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b
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d
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∈
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d
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e
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ra
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b
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b
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1
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=
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b
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u
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e
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d
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en
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L
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r
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en
t
σ
j
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d
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e
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<
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d
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n
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b
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∈
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h
a
p

p
les

affi
rm

e
q
u

e
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p
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(C
×

)
r
2.

U
n

e
d

es
m

o
tiva

tio
n

s
d
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R
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]
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d
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p
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p
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p
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p
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p
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’en

ex
iste

p
a
s

d
e

ran
g

p
lu

s
p
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p
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p
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+
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é
b

riq
u

e
s

lin
é
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éb

riq
u

e
lin
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d
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p
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p
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p
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p
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p
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s
su

p
p

oson
s

q
u

e
le

grou
p

e
d

e
L

ie
réel

G
(k
v )

est
d

e
d

im
en

sion
2.

Il
n

’y
a

q
u

e
trois

grou
p

es
à

en
v
isager

:
(G

a
×
G

m
)(R

)
=
R
×
R
×

,
G

2m
(R

)
=

(R
×

)
2

et
G

m
(C

)
=
C
×

.
D

an
s

le
p

rem
ier

cas,
le

th
éorèm

e
d

e
G

el’fon
d

-S
ch

n
eid

er
n

ou
s

p
erm

ettra
d

e
résou

d
re

com
p

lètem
en

t
le

p
rob

lèm
e.

D
an

s
ch

acu
n

d
es

d
eu

x
au

tres,
on

ram
èn

e
la

q
u

estion
d

e
d

en
sité

à
u

n
p

rob
lèm

e
d

e
tran

scen
d

an
ce

q
u

i
n

’est
p

as
en

core
résolu

:
le

p
ro

blèm
e

d
es

qu
a

tre
expo

n
en

tielles
;

u
n

én
on

cé
p

artiel
en

d
irection

d
e

cette
con

jectu
re,

le
th

éo
rèm

e
d

es
six

expo
n

en
tielles,

p
erm

ettra
d

e
d

on
n

er
d

es
élém

en
ts

d
e

rép
on

se.

P
ou

r
étu

d
ier

la
d

en
sité,

d
an

s
le

grou
p

e
d

es
p

oin
ts

réels,
d

e
p

oin
ts

ration
n

els
su

r
d

es
grou

p
es

lin
éaires

com
m

u
tatifs

G
d

0
a
×
G
d

1
m

,
il

fau
t

d
isp

oser
d

e
gén

éralisation
s

en
p

lu
sieu

rs
variab

les
d

es
d

eu
x

én
on

cés
d

e
tran

scen
d

an
ce

au
x
q
u

els
on

v
ien

t
d

e
faire

allu
sion

.
L

’ex
ten

sion
corresp

on
d

an
te

d
u

th
éorèm

e
d

es
six

ex
p

on
en

tielles
est

le
th

éo
rèm

e
d

u
so

u
s-gro

u
pe

lin
éa

ire.
L

e
th

éorèm
e

p
rin

cip
al

d
e

ce
ch

ap
itre

est
le

th
éorèm

e
2.10

q
u

i
d

on
n

e
d

es
con

d
ition

s
su

ffi
san

tes
p

ou
r

q
u

’u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e
G

( Q
∩
R

),
où

G
=
G
d

0
a
×
G
d

1
m

,
soit

d
en

se
d

an
s
G

(R
)

=
R
d

0×
(R
×

)
d

1.
P

ou
r

la
p

artie
con

jectu
rale,

on
fera

ap
p

el
à

la
co

n
jectu

re
d

’in
d

épen
d

a
n

ce
a

lgébriqu
e

d
e

loga
rith

m
es

(le
cas

h
o

m
ogèn

e
su

ffi
ra).

L
es

p
oin

ts
com

p
lex

es
d

u
grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
lin

éaire
G

=
G
d

0
a
×
G
d

1
m

form
en

t
le

grou
p

e
d

e
L

ie
com

p
lex

e
G

(C
)

=
C
d

0×
(C
×

)
d

1,
d

on
t

l’ap
p

lication
ex

p
on

en
tielle

est

ex
p
G

:
C
d

→
C
d

0×
(C
×

)
d

1

(z
1 ,...,z

d )
7→

(z
1 ,...,z

d
0 ;e

z
d
0
+

1,...,e
z
d)

L
e

n
oyau

d
e

cette
ap

p
lication

est{0}
d

0×
(2
iπZ

)
d

1.
L

’im
age

in
verse

p
ar

ex
p
G

d
u

grou
p

e
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III.
–

G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

lin
é
a
ire

s
4
5

G
(Q

)
=
Q
d

0×
(Q
×

)
d

1
estL

(G
)

=
Q
d

0×
L
d

1,
o
ù
L

d
ésig

n
e

le
Q

-esp
ace

vectoriel
form

é
p

ar
les

log
a
rith

m
es

d
e

n
o
m

b
res

a
lg

éb
riq

u
es

n
on

n
u

ls
:

L
=

ex
p
−

1
G

(Q
×

)
=
{
z
∈
C

;
e
z∈

Q
× }
.

A
in

siL
(G

)
=
{

(β
1 ,...,β

d
0 ;λ

1 ,...;λ
d

1 )
;
β
h
∈
Q
,

(1
≤
h
≤
d

0 ),
e
λ
i∈

Q
×
,

(1
≤
i≤

d
1 ) }

.

N
o
u

s
trava

illero
n

s
so

u
v
en

t
a
u

ssi
avec

le
g
ro

u
p

e
d

es
p

o
in

ts
réels

d
e
G

,
q
u

i
est

u
n

grou
p

e
d

e
L

ie
réel

G
(R

)
=
R
d

0×
(R
×

)
d

1
d

e
d

im
en

sio
n
d

ay
a
n
t

2
d

1
com

p
osan

tes
con

n
ex

es
;

celle
d

e
l’élém

en
t

n
eu

tre
est

R
d

0×
(R
×+

)
d

1
et

l’a
p

p
lica

tion
ex

p
o
n

en
tielle,

q
u

i
est

la
restriction

d
e

ex
p
G

à
R
d,

est
u

n
iso

m
o
rp

h
ism

e
d

e
grou

p
es

d
e

L
ie

ex
p
G
,R

:
R
d

→
R
d

0×
(R
×+

)
d

1

(x
1 ,...,x

d )
7→

(x
1 ,...,x

d
0 ;e

x
d
0
+

1,...,e
x
d)

L
es

résu
lta

ts
d

e
tran

scen
d

a
n

ce
d

o
n
t

n
o
u

s
au

ro
n

s
b

eso
in

(th
éorèm

e
d

e
G

elfon
d

-S
ch

n
eid

er
1
.3 ∗,

th
éo

rèm
e

d
es

six
ex

p
o
n

en
tielles

1
.7 ∗,

th
éorèm

e
d

u
sou

s-grou
p

e
lin

éaire
2.6 ∗,

th
éorèm

e
d

e
B

a
k
er

2
.8 ∗)

sero
n
t

fo
rm

u
lés

sa
n

s
d

ém
o
n

stra
tion

;
c’est

p
ou

rq
u

oi
on

leu
r

aff
ecte

u
n
∗.

§1
.

G
ro

u
p

e
s

d
e

L
ie

ré
e
ls

d
e

d
im

e
n

sio
n

2

D
a
n

s
cette

sectio
n

n
o
u

s
co

n
sid

éron
s

le
p

ro
b

lèm
e

m
en

tion
n

é
d

an
s

l’in
tro

d
u

ction
p

ou
r

les
gro

u
p

es
d

e
L

ie
d

e
d

im
en

sio
n

2
.

P
o
u

r
ch

a
cu

n
d

es
d

eu
x

g
rou

p
es

ad
d

itifs
G

2a (R
)

=
R

2
et

G
a (C

)
=
C

,
le

th
éo

rèm
e

d
e

K
ro

n
ecker

réso
u

t
le

p
ro

b
lèm

e,
san

s
faire

in
terv

en
ir

d
e

con
d

ition
arith

m
étiq

u
e.

E
x
ercice.

S
o

ien
t
n

u
n

en
tier

po
sitif,

k
u

n
so

u
s-co

rp
s

d
e
R

et
Γ

u
n

so
u

s-gro
u

pe
d

e
type

fi
n

i
d

e
k
n

.
M

o
n

trer
qu

e
Γ

est
d

en
se

d
a

n
s
R
n

si
et

seu
lem

en
t

si
po

u
r

to
u

t
h

yperp
la

n
H

d
e
R
n

ra
tio

n
n

el
su

r
k

o
n

a
ra

n
gZ

(Γ
/
Γ
∩
H

)≥
2
.

R
a

p
pel.

Q
u

a
n

d
K

est
u

n
co

rp
s

et
k

u
n

so
u

s-co
rp

s
d

e
K

,
u

n
sou

s-esp
ace

vectoriel
V

d
e
K
n

est
ra

tio
n

n
el

su
r
k

s’il
v
érifi

e
les

p
ro

p
riétés

éq
u

iva
len

tes
su

ivan
tes

:

(i)
V

p
o
ssèd

e
u

n
e

b
a
se

fo
rm

ée
d

’élém
en

ts
d

e
k
n
.

(ii)
V

est
in

tersectio
n

d
’h

y
p

erp
lan

s
d

éfi
n

is
p

ar
d

es
éq

u
a
tion

s
(lin

éaires
h

om
og

èn
es)

à
co

effi
cien

ts
d

a
n

s
k
.

a
)

S
o

u
s-gro

u
pes

d
e
R
×
R
×+

:
le

th
éo

rèm
e

d
e

G
el’fo

n
d

-S
ch

n
eid

er

S
o
it
G

le
g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e
G

a ×
G

m
.

S
es

p
o
in

ts
réels

fo
rm

en
t

le
grou

p
e
G

(R
)

=
R
×
R
×

d
o
n
t

o
n

va
étu

d
ier

la
co

m
p

o
san

te
co

n
n

ex
e

n
eu

tre
G

(R
)
0

=
R
×
R
×+

.
O

n
d

ésign
era

p
ar
p

a

la
p

ro
jectio

n
R
×
R
×+
→
R

su
r

le
fa

cteu
r

ad
d

itif,
et

p
a
r
p

m
la

p
ro

jection
R
×
R
×+
→
R
×+

su
r

le
fa

cteu
r

m
u

ltip
lica

tif.
E

ta
n
t

d
o
n

n
é

q
u

e
m
(G

(R
)
0 )

=
3

et
m

(R
)

=
m

(R
×+

)
=

2,
on

a
:

    
 

 
   

 
 

 
   

4
6

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

L
e
m

m
e

1
.1

.
–

S
i

Γ
est

u
n

sou
s-grou

p
e

d
en

se
d

e
R
×
R
×+

,
alors

p
a (Γ

)
est

u
n

sou
s-grou

p
e

d
en

se
d

e
R

et
p

m
(Γ

)
est

u
n

sou
s-grou

p
e

d
en

se
d

e
R
×

.
D

e
p

lu
s,

si
Γ

est
d

e
ty

p
e

fi
n

i,
alors

ran
gZ

Γ
≥

3,
ran

gZ
p

a (Γ
)≥

2
et

ran
gZ
p

m
(Γ

)≥
2.

C
es

con
d

ition
s

n
écessaires

n
e

son
t

év
id

em
m

en
t

p
as

su
ffi

san
tes

en
gén

éral
:

si
x

1 ,x
2 ,x

3

son
t

trois
n

om
b

res
réels

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

,
le

sou
s-grou

p
e

en
gen

d
ré

p
ar

les
trois

p
oin

ts
(x
j ,e

x
j),

(j
=

1,2,3)
d

an
sR
×
R
×+

a
p

ou
r

ad
h

éren
ce

la
cou

rb
e{

(x
,e
x
);
x
∈
R}.

N
ou

s
allon

s
m

on
trer

q
u

e
ces

con
d

ition
s

son
t

su
ffi

san
tes

si
Γ

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

on
t

les
p

oin
ts

on
t

d
es

co
ord

on
n

ées
alg

éb
riq

u
es.

O
n

d
ésign

e
p

ar
K

le
corp

s Q
∩
R

d
es

n
om

b
res

alg
éb

riq
u

es
réels

(le
corp

sQ
d

es
n

om
b

res
alg

éb
riq

u
es

est
K

(i)).
O

n
n

otera
K
×+

le
grou

p
e

m
u

ltip
licatifQ

∩
R
×+

.

P
ro

p
o
sitio

n
1
.2

.
–

S
oit

Γ
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
K
×
K
×+

.
L

es
d

eu
x

con
d

ition
s

su
ivan

tes
son

t
éq

u
ivalen

tes
:

(i)
Γ

est
d

en
se

d
an

s
R
×
R
×+

.
(ii)

O
n

a
ran

gZ
Γ
≥

3,
ran

gZ
p

a (Γ
)≥

2
et

ran
gZ
p

m
(Γ

)≥
2.

Q
u

an
d

Γ
est

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e
K
×
K
×+

,
on

p
eu

t
ch

oisir
u

n
sy

stèm
e

gén
érateu

r
(γ

1 ,...,γ
` )

;
ch

acu
n

d
es
γ
j

s’écrit
(β
j ,α

j ),
avec

β
j

n
om

b
re

alg
éb

riq
u

e
réel

et
α
j

n
om

b
re

alg
éb

riq
u

e
réel

p
ositif,

et
on

p
eu

t
écrire

Γ
=
{(s

1 β
1

+
···+

s
` β
` ,α

s
1

1
···α

s
`

`

);
(s

1 ,...,s
` )∈

Z
` }
.

A
lors

p
a (Γ

)
=
Z
β

1
+
···+

Z
β
` ⊂

R
,

et
d

e
m

êm
e
p

m
(Γ

)
est

le
sou

s-grou
p

e
d

e
R
×+

en
gen

d
ré

p
ar

α
1 ,...,α

` .
L

’ap
p

lication
ex

p
on

en
tielle

d
e
G

(R
)

est
u

n
isom

orp
h

ism
e

d
e
R

2
su

r
la

com
p

osan
te

con
n

ex
e

d
e

l’élém
en

t
n

eu
tre

d
e
G

(R
)

:

ex
p
G
,R

:
R

2
→

R
×
R
×+

(x
,y

)
7→

(x
,e
y)

P
ou

r
1
≤

j
≤

`,
on

d
éfi

n
it
y
j
∈
R

2
p

ar
y
j

=
(β
j ,log

α
j )

(o
ù

log
est

le
logarith

m
e

u
su

elR
×+
→
R

).
O

n
d

ésign
e

p
ar
Y

le
sou

s-grou
p

e
d

e
R

2
en

gen
d

ré
p

ar{y
1 ,...,y

` }.
A

lors

Y
=

ex
p
−

1
G
,R

(Γ
),

d
on

c
Γ

est
d

en
se

d
an

s
R
×
R
×+

si
et

seu
lem

en
t

si
Y

est
d

en
se

d
an

s
R

2.
O

n

ram
èn

e
ain

si
le

p
rob

lèm
e

d
e

d
en

sité
d

an
s
R
×
R
×+

d
’u

n
sou

s-grou
p

e
Γ

d
e
K
×
K
×+

à
u

n
p

rob
lèm

e
d

e
d

en
sité

d
an

s
R

2
d

’u
n

sou
s-grou

p
e
Y

d
e
K
×

(L
∩
R

).
L

a
d

ém
on

stration
d

e
la

p
rop

osition
1.2

va
u

tiliser
u

n
résu

ltat
d

e
tran

scen
d

an
ce

:
le

th
éorèm

e
d

e
G

el’fon
d

-S
ch

n
eid

er,
q
u

i
résolvait

(en
1934)

le
sep

tièm
e

p
rob

lèm
e

d
e

H
ilb

ert
(v

oir
p

ar
ex

em
p

le
[G

1952],
C

h
ap

.
III,§2

;
[S

ch
1957],

C
h

ap
.
II,

T
h

.
14

;
[L

1966],
C

h
ap

.
III,

§1,
C

or.
2

;
[L

1993],
A

p
p

en
d

ice,
C

or.
2

;
[W

1974],
C

h
ap

.
2,

T
h

.
2.1.1).

P
lu

s
p

récisém
en

t
n

ou
s

m
on

treron
s

q
u

e
la

p
rop

osition
1.2

est
équ

iva
len

te
au

cas
réel

d
u

th
éorèm

e
d

e
G

el’fon
d

-
S

ch
n

eid
er.

N
ou

s
én

on
çon

s
ce

th
éorèm

e
sou

s
p

lu
sieu

rs
form

es
éq

u
ivalen

tes.
N

ou
s

d
ém

on
tron

s
l’éq

u
ivalen

ce
en

tre
les

d
iff

éren
ts

én
on

cés,
m

ais
n

ou
s

n
e

d
ém

on
tron

s
p

as
les

én
on

cés
eu

x
-

m
êm

es.
V

oici
p

ou
r
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m

en
cer

l’én
on

cé
com

p
lex

e.
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III.
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G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

lin
é
a
ire

s
4
7

T
h

é
o
rè

m
e

1
.3
∗

(G
e
l’fo

n
d

-S
ch

n
e
id

e
r).

–
1

S
o
ien

t
`
1

et
`
2

d
eu

x
élém

en
ts

d
e
L

q
u

i
son

t
lin

éa
irem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

.
A

lors
`
1

et
`
2

so
n
t

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts

su
r
Q

.
2

S
i
α

est
u

n
n

o
m

b
re

a
lg

éb
riq

u
e

n
on

n
u

l,
lo

g
α

u
n

e
d

éterm
in

ation
n

on
n
u

lle
d

u
logarith

m
e

co
m

p
lex

e
d

e
α

,
et
β

u
n

n
o
m

b
re

alg
éb

riq
u

e
irratio

n
n

el,
a
lo

rs
le

n
om

b
re
α
β
,

q
u

i
est

d
éfi

n
i

p
a
r

ex
p

(β
lo

g
α

),
est

tran
scen

d
a
n
t

su
r
Q

.
3

S
o
ien

t
`
1 ,
`
2

et
β

tro
is

n
om

b
res

co
m

p
lex

es,
av

ec
(`

1 ,`
2 )
6=

(0
,0),

β
irration

n
el

et
`
2

=
β
`
1 .

A
lo

rs
l’u

n
a
u

m
o
in

s
d

es
tro

is
n

o
m

b
res

e
`
1,
e
`
2,
β

est
tran

scen
d

an
t.

4
S

o
ien

t
β

1 ,...,...,β
n

d
es

n
o
m

b
res

a
lg

éb
riq

u
es

n
o
n

to
u

s
n
u

ls
et
`
1 ,...,`

n
d

es
élém

en
ts

d
e
L

n
o
n

to
u

s
n
u

ls.
O

n
su

p
p

ose
q
u

e
les

v
ecteu

rs
co

lo
n

n
es

d
e

la
m

atrice

(
β

1
···

β
n

`
1
···

`
n

)

en
g
en

d
ren

t
d

an
s
C

2
u

n
esp

ace
v
ecto

riel
su

r
Q

d
e

d
im

en
sion

≥
2.

A
lors

cette
m

atrice
est

d
e

ra
n

g
2
.

5
S

i
D

est
u

n
e

d
ro

ite
d

e
C

2,
D
6=
C
×
{
0},

D
6=
{
0}×

C
,

alors
la

d
im

en
sion

su
r
Q

d
e

l’esp
a
ce

v
ecto

riel
D
∩

( Q
×
L

)
est≤

1
.

D
e

cet
én

on
cé

o
n

d
éd

u
it

la
tra

n
scen

d
a
n

ce
d

e
n

o
m

b
res

tels
q
u

e
(log

2)/(log
3),

2 √
2,
e
π
.

R
em

a
rqu

e.
O

n
d

éd
u

it
a
u

ssi
d

u
th

éo
rèm

e
d

e
G

el’fo
n

d
-S

ch
n

eid
er

q
u

e
si
β

1
et
β

2
son

t
d

eu
x

n
o
m

b
res

a
lg

éb
riq

u
es

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts,

alors
l’u

n
au

m
oin

s
d

es
d

eu
x

n
om

b
res

e
β

1,e
β

2
est

tra
n

scen
d

a
n
t.

L
e

th
éo

rèm
e

d
e

H
erm

ite-L
in

d
em

a
n

n
affi

rm
e

q
u

e
ch

acu
n

d
e

ces
d

eu
x

n
o
m

b
res

est
tra

n
scen

d
a
n
ts.

E
n

revan
ch

e
le

th
éo

rèm
e

d
e

G
el’fon

d
-S

ch
n

eid
er

n
’est

p
as

lim
ité

à
la

b
a
se
e

p
o
u

r
l’ex

p
o
n

en
tielle

:
il

a
ffi

rm
e

en
eff

et
q
u

e
p

ou
r

tou
t

n
om

b
re

com
p

lex
e

n
o
n

n
u

l
t,

l’u
n

a
u

m
o
in

s
d

es
d

eu
x

n
o
m

b
res

e
tβ

1,e
tβ

2
est

tra
n

scen
d

an
t.

E
xercice.

a)
M

o
n
trer

q
u

e
le

gro
u

p
e

a
d

d
itif

K
/Z

est
isom

o
rp

h
e

a
u

g
ro

u
p

e
m

u
ltip

licatifQ
×
∩
U

.
S

oit

f
:
K
→
C
×

u
n

h
o
m

o
m

o
rp

h
ism

e
d

e
n

oy
a
u
Z

et
d

’im
a
g
e

co
n
ten

u
e

d
an

s
Q
×
∩
U

.
M

on
trer

q
u

e
f

n
’est

p
a
s

co
n
tin

u
en

0
.

b
)

M
o
n
trer

q
u

e
le

g
ro

u
p

e
a
d

d
itif

K
=
Q
∩
R

est
isom

orp
h

e
au

grou
p

e
m

u
ltip

licatif

K
×+

=
Q
×
∩
R
×+

.
S

o
it
g

:
K
→
R
×+

u
n

h
om

om
o
rp

h
ism

e
in

jectif
d

’im
age

con
ten

u
e

d
an

s
K
×+

.
M

o
n
trer

q
u

e
g

n
’est

p
a
s

co
n
tin

u
a
u

p
o
in

t
0
.

(
I
n
d
i
c
a
t
i
o
n
:

V
o
ir

J
.

D
ieu

d
o
n

n
é,

A
lgèbre

lin
éa

ire
et

géo
m

étrie
élém

en
ta

ire,
H

erm
an

n
,

C
o
ll.

E
n

seig
n

em
en

t
d

es
S

cien
ces,

1
9
64

,
A

n
n

ex
e

I
p

.
1
6
3–

1
64.)

D
ém

o
n

stra
tio

n
d

es
équ

iva
len

ces
1
⇔

2
⇔

3
⇔

4
⇔

5
1
⇒

2
.

O
n

p
o
se
`
1

=
lo

g
α

et
`
2

=
β

log
α

;
a
lo

rs
`
1
∈
L

,
`
1

et
`
2

son
t
Q

-lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
a
n
ts,

m
a
is
Q

-lin
éa

irem
en

t
d

ép
en

d
an

ts.
D

o
n

c
`
2
6∈
L

et
le

n
om

b
re
e
`
2

=
α
β

est
tra

n
scen

d
a
n
t.

2
⇒

3
.

O
n

p
o
se
α

=
e
`
1

et
lo

g
α

=
`
1 .

C
o
m

m
e
`
2

=
β
`
1 ,

les
n

om
b

res
α

,
β

et
e
`
2

=
α
β

n
e

p
eu

v
en

t
être

to
u

s
tro

is
a
lg

éb
riq

u
es.

3
⇒

4
.

L
’u

n
d

es
β
i

est
n

o
n

n
u

l;
o
n

p
eu

t
su

p
p

oser
β

1 6=
0
.

S
i
`
1

=
0,

com
m

e
l’u

n
d

es
`
j

n
’est

p
as

n
u

l,
la

co
n

clu
sio

n
est

triv
iale.

S
u

p
p

o
so

n
s
`
1 6=

0
;

il
ex

iste
u

n
in

d
ice

j,
2
≤
j≤

`,

   
 

 
    

 
   

4
8

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

tel
q
u

e
la

colon
n

e

(
β
j

`
j )

soit
lin

éairem
en

t
in

d
ép

en
d

an
te

d
e

(
β

1

`
1 )

su
r
Q

.
O

n
a
`
1
∈
L

,

`
j
∈
L

,
`
1
6=

0
et
β
j /β

1
∈
Q

.
G

râce
à

3
et

à
l’in

d
ép

en
d

an
ce

lin
éaire

su
r
Q

d
es

d
eu

x
colon

n
es,

on
d

éd
u

it
`
j 6=

(β
j /β

1 )`
1 .

4
⇒

5
.

S
oit

D
u

n
e

d
roite

d
e
C

2.
S

u
p

p
oson

s
q
u

e
(β

1 ,`
1 )

et
(β

2 ,`
2 )

soien
t

d
eu

x
élém

en
ts

Q
-lin

éairem
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

d
e
D
∩

( Q
×
L

).
L

a
m

atrice

(
β

1
β

2

`
1

`
2 )

est
d

e
ran

g
1,

et
ses

colon
n

es
son

t
lin

éairem
en

t
in

d
ép

en
d

an
tes

su
r
Q

.
A

lors
ou

b
ien

β
1

=
β

2
=

0,
au

q
u

el
cas

D
=
{0}×

C
,

ou
b

ien
`
1

=
`
2

=
0

et
alors

D
=
C
×
{0}.

5
⇒

1
.

O
n

p
ose

β
=
`
2 /`

1
et

on
p

ren
d

p
ou

r
D

la
d

roite
d

’éq
u

ation
y

=
`
1 x

.
E

lle
est

d
istin

cte
d

e
C
×
{0}

et
d

e
{0}
×
C

,
et

con
tien

t
les

p
oin

ts
(1
,`

1 )
et

(β
,`

2 ).
O

n
a

m
êm

e
(1
,`

1 )∈
D
∩

( Q
×
L

).
C

om
m

e
β

est
irration

n
el,

il
résu

lte
d

e
5

q
u

e
D
∩

(Q
×
L

)
n

e
con

tien
t

p
as

(β
,`

2 ),
d

on
c

le
n

om
b

re
β

est
tran

scen
d

an
t.

N
ou

s
ap

p
elleron

s
ca

s
réel

d
u

th
éo

rèm
e

d
e

G
el’fo

n
d

-S
ch

n
eid

er
les

én
on

cés
éq

u
ivalen

ts
su

ivan
t

:
1R

S
oien

t
α

1
et
α

2
d

eu
x

n
om

b
res

alg
éb

riq
u

es
p

ositifs
m

u
ltip

licativ
em

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts.
A

lors
le

n
om

b
re

log
α

1 /
log

α
2

est
tran

scen
d

an
t.

2R
S

i
α

est
u

n
n

om
b

re
alg

éb
riq

u
e

réel
p

ositif
d

iff
éren

t
d

e
1

et
β

u
n

n
om

b
re

alg
éb

riq
u

e

réel
irration

n
el,

alors
le

n
om

b
re
α
β

=
ex

p
(β

log
α

),
est

tran
scen

d
an

t
su

r
Q

.
3R

S
oien

t
`
1 ,
`
2

et
β

trois
n

om
b

res
réels,

avec
(`

1 ,`
2 )6=

(0
,0),

β
6∈
Q

et
`
2

=
β
`
1 .

A
lors

l’u
n

au
m

oin
s

d
es

trois
n

om
b

res
e
`
1,
e
`
2,
β

est
tran

scen
d

an
t.

4R
S

oien
t
β

1 ,...,...,β
n

d
es

n
om

b
res

alg
éb

riq
u

es
réels

n
on

tou
s

n
u

ls
et
α

1 ,...,α
n

d
es

n
om

b
res

réels
alg

éb
riq

u
es

p
ositifs

n
on

tou
s

égau
x

à
1.

O
n

su
p

p
ose

q
u

e
les

vecteu
rs

colon
n

es
d

e
la

m
atrice

(
β

1
···

β
n

log
α

1
···

log
α
n )

en
gen

d
ren

t
d

an
s
R

2
u

n
esp

ace
vectoriel

su
r
Q

d
e

d
im

en
sion

≥
2.

A
lors

cette
m

atrice
est

d
e

ran
g

2.
5R

S
i
D

est
u

n
e

d
roite

d
e
R

2,
D
6=
R
×
{0},

D
6=
{0}×

R
,

alors
le
Q

-esp
ace

vectoriel

D
∩
(K
×
L )

est
d

e
d

im
en

sion
≤

1.

D
ém

o
n

stra
tio

n
d

e
l’im

p
lica

tio
n

5R
⇒

P
rop

osition
1.2.

O
n

sait
d

éjà
(lem

m
e

1.1)
q
u

e
la

con
d

ition
(i)

d
e

la
p

rop
osition

1.2
im

p
liq

u
e

(ii).
S

u
p

p
oson

s
m

ain
ten

an
t

q
u

e
(ii)

est
v
érifi

ée.
O

n
d

éfi
n

it
Y

=
ex

p
−

1
G
,R

(Γ
)
⊂
K
×

(L
∩
R

).
A

lors
Y

est
isom

orp
h

e
à

Γ
,

et
en

p
articu

lier
est

d
e

ran
g
≥

3.
S

oit
ϕ

u
n

e
form

e
lin

éaire
n

on
n
u

lle
su

r
R

2.
S

’il
ex

iste
λ
∈
R
×

tel
q
u

e
ϕ

(x
,y

)
=
λ
x

,
alors

ran
gZ
ϕ

(Y
)

=
ran

gZ
p

a (Γ
)≥

2.
D

e
m

êm
e

s’il
ex

iste
µ
∈
R
×

tel
q
u

e
ϕ

(x
,y

)
=
µ
y
,

alors
ran

gZ
ϕ

(Y
)

=
ran

gZ
p

m
(Γ

)
≥

2.
D

an
s

les
au

tres
cas

on
p

eu
t

écrire
ϕ

(x
,y

)
=
λ
x

+
µ
y

avec
λ
6=

0
et
µ
6=

0.
L

a
d

roite
D

=
K

er
ϕ

n
’est

p
as

u
n

d
es

ax
es

d
e

co
ord

on
n

ées
et

on
d

éd
u

it
d

e
5R

la
m

a
joration

ran
gZ

(Y
∩
D

)≤
1.

C
om

m
e

le
ran

g
d

e
Y

est≥
3,

on
p

eu
t

con
clu

re
ran

gZ
ϕ

(Y
)

=
ran

gZ
(Y
/
Y
∩
D

)≥
2.

A
in

si
(p

rop
osition

4.3
d

u
ch

ap
itre

II)
Y

est
d

en
se

d
an

s
R

2.



    
 

 
    

 
   

C
h
a
p
itre

III.
–

G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

lin
é
a
ire

s
4
9

D
ém

o
n

stra
tio

n
d

e
l’im

p
lica

tio
n

P
ro

p
o
sition

1
.2
⇒

3R
.

O
n

co
n

sid
ère

le
so

u
s-g

ro
u

p
e

Γ
d

e
R
×
R
×

en
g
en

d
ré

p
a
r

les
trois

élém
en

ts
(1
,e
`
1),

(β
,e
`
2)

et
(1
,e
`
2).

S
o
n

ra
n

g
su

r
Z

est
3,

on
a

ra
n

gZ
p

a (Γ
)

=
2,

ra
n

gZ
p

m
(Γ

)
=

2,
et

Γ
n

’est
p

as
d

en
se

d
a
n

s
R
×
R
×

.
D

o
n

c
Γ

n
’est

p
a
s

co
n
ten

u
d

a
n

s
K
×
K
×+

,
et

l’u
n

au
m

oin
s

d
es

trois
n

om
b

res
β

,
e
`
1,
e
`
2

est
tra

n
scen

d
a
n
t.

R
em

a
rqu

e.
P

o
u

r
d

ém
o
n
trer

q
u

e
le

so
u

s-g
ro

u
p

e
Y

d
e
R

2
est

d
en

se,
il

fau
t

v
érifi

er
q
u

e
le
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n

g
d

e
Y
/
Y
∩
D

est≥
2

p
ou

r
to

u
t

h
y
p

erp
lan

D
d

e
R

2.
Ici,

grâce
à

l’h
y
p

oth
èse

q
u

e
Y

est
co

n
ten

u
d

a
n

s
K
×

(L
∩
R

),
on

a
p

u
u

tiliser
u

n
th

éorèm
e

d
e

tran
scen

d
an

ce
;

il
su

ffi
t

alors
d

’im
p

o
ser

cette
co

n
d

itio
n

p
o
u

r
les

d
eu

x
h
y
p

erp
la

n
s
R
×
{
0}

et{0}×
R

.
D

an
s
R

2,
ces

d
eu

x
d

ro
ites

so
n
t

les
im

ag
es

in
v
erses,

p
ar

l’a
p

p
lica

tio
n

ex
p

on
en

tielle
ex

p
G
,R

:
(x
,y

)→
(x
,e
y),

d
es

d
eu

x
sou

s-gro
u

p
esR
×
{
1}

et{
0}×

R
×

.
O

rG
a ×
{
1}

et{
0}×

G
m

son
t,

avec{0}×
{1}

et
G

a ×
G

m
,
les

seu
ls

so
u

s-g
ro

u
p

es
a
lg

éb
riq

u
es

co
n

n
ex

es
d

e
G

a ×
G

m
(cf.

lem
m

e
2.4

ci-d
essou

s).
A

in
si

le
résu

lta
t

d
e

tra
n

scen
d

a
n

ce
p

erm
et

d
e

v
érifi

er
la

con
d

ition
ran

gZ
(Y
/
Y
∩
D

)
≥

2
ch

a
q
u

e
fois

q
u

e
l’h

y
p

erp
la

n
D

n
’est

p
as

l’im
a
g
e

in
v
erse

(p
ar

l’ex
p

on
en

tielle)
d

’u
n

sou
s-

g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e

d
e
G

.
N

o
u

s
a
llon

s
retro

u
v
er

ce
p

h
én

o
m

èn
e

d
an

s
l’ex

em
p

le
su

ivan
t,

q
u

i
est

sen
sib

lem
en

t
d

iff
éren

t
ca

r
G

2m
p

o
ssèd

e
b

eau
co

u
p

p
lu

s
d

e
sou

s-grou
p

es
alg

éb
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é
b
riq

u
e
s

lin
é
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éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts.

E
lle

co
n
tien

t
les

d
eu

x
p

oin
ts

(x
1 y

1 ,x
2 y

1 )
et

(x
1 y

2 ,x
2 y

2 )
d

e
C

2,
q
u

i
son

t
lin

éa
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èse

qu
e

le
co

rp
s

o
bten

u
en

a
d

jo
ign

a
n

t
à
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éq
u

ivalen
te

à
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≥
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=
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=
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=
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p
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(Γ
)

=
Z

(λ
1 ,λ
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∩
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∩
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∩
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con
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n
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con
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p
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b
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b
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osé
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∈
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ra
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b
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( √

2
)

tels
q
u

e
α
j α

σj
=
±
p
j ,

(1
≤
j≤

`)
avec

α
1
<
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>
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<
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∈
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×
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:
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p
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×
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con
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p
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soit
d

en
se

d
a
n

s
(R
×+
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=
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=
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=
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=
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2 √
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b
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b
res

α
1 ,α

2 ,α
3

v
ia

le
p

lo
n

g
em

en
t

ca
n

o
n

iq
u

e
d

u
co

rp
s

q
u

a
d

ra
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( √
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rèm
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≥
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o
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p
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p
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cé
a)

est
éq
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éo
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n
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.
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.
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.
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p
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rè

m
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d
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p
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b
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d
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u
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d
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e
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er.

M
ath

.
S

o
c.,

1
2
2

(1994),
15–18.)

O
n

laisse
en

ex
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éorèm
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con
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éorèm
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d
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p
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éorèm
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é
b
riq

u
e
s

lin
é
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à
1

m
o
d

u
lo

4,
p

ar
ex

em
p

le
5,13,17,29,....

C
ela

p
erm

et
d

e
trou

v
er

`
élém

en
ts
γ

1 ,...,γ
`

d
e
Q

(i) ×
tels

q
u

e
les

2`
n

om
b

res
com

p
lex

es
γ
j ,
γ
j ,

(1
≤
j≤

`)
soien

t
m

u
ltip

licativ
em

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
;

p
ar

ex
em

-
p

le
γ

1
=

2
+
i,

γ
2

=
2

+
3i,

γ
3

=
4

+
i,

γ
4

=
5

+
2i.



    
 

 
    

 
    

C
h
a
p
itre

III.
–

G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
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éa

irem
en

t
in

d
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érifi

an
t|z| 2

a
i

=
1,

(1
≤
i≤

m
),

et
alors

H
=
U

.
c)

S
i
a
i

=
−
b
i

p
ou

r
tou

t
i

=
1,...,m

,
les

éq
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p
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d
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éb
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p
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n
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p
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éb
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d

0.
Il

y
a

u
n

sen
s

fa
cile

:
si
H

0
est

u
n

sou
s-esp

ace
vectoriel

d
e

K
d

0,
co

m
m

e
H

0
est

in
tersectio

n
d

’h
y
p

erp
la

n
s,

il
est

d
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p
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ra
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éb
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itif

d
es

p
oin

ts
ration

n
els

su
r
K

d
’u

n
g
ro

u
p

e
a
lg

éb
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d
e
K

et
si

le
K

-esp
a
ce

v
ecto

riel
H

0
est

ra
tio

n
n

el
( ∗)
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éfi
n

i
su

r
k

(c’est-à
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récip

ro
q
u

e
:

L
e
m

m
e

2
.1

.
–

S
o
it
G
′0

u
n

so
u

s-g
ro

u
p

e
a
lg

éb
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éron

s
m

ain
ten

an
t

le
cas

d
0

=
0

:
il

s’agit
d

’étu
d

ier
les

sou
s-grou

p
es

alg
éb
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érifi

er
en

su
ite

qu
e

le
qu

o
tien

t
G

1 /G
′1

est
iso

m
o

rp
h

e
à
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éb
riq

u
e
G
′1

d
e
G

1
u

n
sou

s-grou
p

e
Φ

(G
′1 )

d
e
Z
d

1
:

Φ
(G
′1 )

=
{
a
∈
Z
d

1
;
G
′1 ⊂

K
er
χ
a }.

N
ou

s
allo

n
s

v
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à
valeu

rs
d

an
s
K
×

,
in

d
u

its
p

ar
la

restriction
d

e
χ
a

p
ou

r
a
∈
a

:
ces

caractères
n

e
d

ép
en

d
en

t
p

as
d

u
ch

oix
d

e
a
.

A
lors

la
restriction

d
e
f

à
G
′1 (K

)
et
G
′′1
(K

)
s’écrit

resp
ectiv

em
en

t

∑a∈
R

(
∑a∈
R
a

p
a )
χ
a

et
∑a∈
R

(
∑a∈
R
a

p
a )
χ
′a .

S
i
f

s’an
n
u

le
su

r
G
′1 (K

),
alors

la
som

m
e

à
gau

ch
e

est
n
u

lle,
et

com
m

e
les

χ
a

p
ou

r
a
∈
R

son
t

d
es

caractères
d

istin
cts

d
e
G
′1 (K

)
à

valeu
rs

d
an

s
K
×

,
le

lem
m

e
im

p
liq

u
e

q
u

’ils
son

t
lin

éairem
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

su
r
K

.
O

n
a

d
on

c

∑a∈
R
a

p
a

=
0

p
ou

r
tou

t
a
∈
R
,

ce
q
u

i
m

on
tre

q
u

e
la

restriction
d

e
f

à
G
′′1
(K

)
est

au
ssi

n
u

lle.

C
on

sid
éron

s
m

ain
ten

an
t

u
n

sou
s-grou

p
e
A

d
e
Z
d

1
;

p
oson

s
A
′

=
Φ

(T
A

).
O

n
a
A
⊂
A
′

et
T
A

=
T
A
′.

S
i
A
6=
A
′,

alors
(v

oir
ex

ercice
ci-d

essou
s),

p
u

isq
u

e
K

est
alg

éb
riq

u
em

en
t

clos,
il

ex
iste

u
n

caractère
n

on
triv

ial
su

r
A
′

q
u

i
est

triv
ial

su
r
A

,
et

ce
caractère

s’éten
d

en
u

n
caractère

c:Z
d

1→
K
∗

d
on

n
é

p
ar

c(a
1 ,...,a

d
1 )

=
y
a

1
1
···y

a
d
1

d
1

p
ou

r
u

n
élém

en
t
y

=
(y

1 ,...,y
d

1 )
d

e
(K
∗)
d

1.
P

ar
con

stru
ction

,
on

a
y
∈
T
A

et
y
/∈
T
A
′.

C
ette

con
trad

iction
m

on
tre

q
u

e
l’on

d
oit

avoir
A

=
A
′.

E
x
ercice.

a
)

S
i
A

est
u

n
gro

u
pe

a
bélien

d
e

type
fi

n
i

n
o

n
réd

u
it

à
l’élém

en
t

n
eu

tre,
il

existe
u

n
ca

ra
ctère

n
o

n
trivia

l
su

r
A

à
va

leu
r

d
a

n
s
K
×

.
(U

tiliser
le

th
éorèm

e
d

e
stru

ctu
re

d
es

grou
p

es
ab

élien
s

d
e

ty
p

e
fi

n
i,

avec
le

fait
q
u

e
K

est
alg

éb
riq

u
em

en
t

clos.)
b)

S
i
B

est
u

n
gro

u
pe

a
bélien

d
e

type
fi

n
i

et
A
⊂
B

u
n

so
u

s-gro
u

pe
a

vec
A
6=
B

,
il

existe
u

n
ca

ra
ctère

n
o

n
trivia

l
su

r
B

m
a

is
trivia

l
su

r
A

.
(A

p
p

liq
u

er
a)

à
B
/A

.)
c)

S
i
A

est
u

n
so

u
s-gro

u
pe

d
e
Z
d

et
χ

u
n

ca
ra

ctère
d

e
A

,
il

existe
y

=
(y

1 ,...,y
d )∈

(K
∗)
d

tel
qu

e,
po

u
r

(a
1 ,...,a

d )∈
A

,
o

n
a

it

χ
(a

1 ,...,a
d )

=
y
a

1
1
···y

a
d

d
.

(U
tiliser

le
th

éorèm
e

d
es

d
iv

iseu
rs

élém
en

taires
:

il
ex

iste
u

n
e

b
ase

(e
1 ,...,e

d )
d

e
Z
d,

et
d

es
en

tiers
r,
δ
1 ,...,δ

r ,
tels

q
u

e
(δ

1 e
1 ,...,δ

r e
r )

soit
u

n
e

b
ase

d
e
A

.)



   
 

 
    

 
 

 
   

C
h
a
p
itre

III.
–

G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

lin
é
a
ire

s
6
3

Q
u

an
d
K

=
C

,
si
A

est
u

n
so

u
s-gro

u
p

e
d

e
Z
d

1
d

e
ra

n
g
d

1 −
δ
1

et
G
′1

=
T
A

,
l’ap

p
lication

ex
p

o
n

en
tielle

d
e
G
′1 (C

)
est

d
éfi

n
ie

co
m

m
e

la
restrictio

n
d

e
ex

p
G

1
au
C

-esp
ace

vectoriel

T
G
′1 (C

)
=
{

(z
1 ,...,z

d
1 )∈

C
d

1;

d
1
∑i=

1

a
i z
i

=
0

p
ou

r
tou

t
a
∈
A }

.

C
e
C

-esp
a
ce

v
ecto

riel
est

d
e

d
im

en
sio

n
δ
1

et
ra

tion
n

el
su

rQ
;
in

versem
en

t,
tou

t
sou

s-esp
ace

W
d

e
C
d

1,
ratio

n
n

el
su

r
Q

,
est

d
e

la
fo

rm
e
T
G
′1 (C

)
p

o
u

r
u

n
sou

s-grou
p

e
alg

éb
riq

u
e
G
′1

d
e

G
1

:
il

su
ffi

t
d

e
d

éfi
n

ir
G
′1

p
a
r
G
′1 (C

)
=

ex
p
G

1 (W
)

(ce
q
u

i
d

on
n

e
m

êm
e

u
n

sou
s-grou

p
e

a
lg

éb
riq

u
e

co
n

n
ex

e).
C

o
m

m
e
G
′1

est
d

éfi
n

i
su

r
Q

,
d

o
n

c
su

r
R

,
l’a

p
p

licatio
n

ex
p
G
′1
,R

est
tou

jou
rs

d
éfi

n
ie

:

ex
p
G
′1
,R

:
T
G
′1 (R

)
→

G
′1 (R

)
0

(x
1 ,...,x

d
1 )
7→

(e
x

1,...,e
x
d
1)

o
ù

T
G
′1 (R

)
=
{

(x
1 ,...,x

d
1 )∈

R
d

1;

d
1
∑i=

1

a
i x
i

=
0

p
ou

r
tou

t
a
∈
A }

.

E
x
ercice.

S
o

ien
t
θ

1 ,...,θ
r

d
es

n
o

m
bres

réels
po

sitifs
m

u
ltip

lica
tivem

en
t

in
d

épen
d

a
n

ts
et

b
i% ,

(1
≤
i≤

d
,

1
≤
%
≤
r)

d
es

en
tiers

ra
tio

n
n

els.
O

n
d

éfi
n

it
(α

1 ,...,α
d )∈

(R
×+

)
d

pa
r

α
i

=

r
∏%
=

1

θ
b
i
%

%
,

(1
≤
i≤

d
).

O
n

d
ésign

e
pa

r
H

(R
)

l’a
d

h
éren

ce
d

e
Z

a
riski

d
a

n
s
G

m
(R

)
d

d
u

so
u

s-gro
u

pe

{
(α
s1 ,...,α

sd )
;
s∈

Z }

en
gen

d
ré

pa
r

l’élém
en

t
(α

1 ,...,α
d ).

M
o

n
trer

qu
e

la
co

m
po

sa
n

te
co

n
n

exe
d

e
l’élém

en
t

n
eu

tre
d

e
H

(R
)

est

H
(R

)
0

=
H

(R
)∩

(R
×+

)
d

=
{(

r
∏%
=

1

x
b
1
%

%
,...,

r
∏%
=

1

x
b
d
%

%

)
;

(x
1 ,...,x

r )∈
(R
×+

)
r }
.

a
3 )

S
o

u
s-gro

u
pes

a
lgébriqu

es
d

e
G

0 ×
G

1

A
p

rès
av

o
ir

étu
d

ié
les

so
u

s-g
ro

u
p

es
a
lg

éb
riq

u
es

d
e

ch
acu

n
d

es
d

eu
x

facteu
rs
G

0
=
G
d

0
a

et
G

1
=
G
d

1
m

,
n

o
u

s
p

ou
v
o
n

s
m

ain
ten

a
n
t

d
écrire

les
so

u
s-g

ro
u

p
es

d
u

p
ro

d
u

it
G

=
G

0 ×
G

1 .
C

h
a
q
u

e
fo

is
q
u

e
G
′0

est
u

n
sou

s-grou
p

e
alg

éb
riq

u
e

d
e
G

0
et
G
′1

u
n

sou
s-grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
d

e
G

1 ,
le

p
ro

d
u

it
G
′

=
G
′0
×
G
′1

est
u

n
sou

s-grou
p

e
a
lg

éb
riq

u
e

d
e
G

,
d

e
d

im
en

sion
d

im
G
′0 +

d
im
G
′1 ,

et
le

q
u

o
tien

t
G
/
G
′

=
(G

0 /
G
′0 )×

(G
1 /G

′1 )
est

en
core

u
n

grou
p

e
alg

éb
riq

u
e

lin
éa

ire.
N

ou
s

a
llo

n
s

v
o
ir

q
u

e
ces

p
ro

d
u

its
G
′0 ×

G
′1

ép
u

isen
t

la
liste

d
es

sou
s-grou

p
es

a
lg

éb
riq

u
es

d
e
G

    
 

 
   

 
 

 
 
  

6
4

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

L
e
m

m
e

2
.4

.
–

S
oit

G
′

u
n

sou
s-grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
d

e
G

=
G

0 ×
G

1 .
A

lors
il

ex
iste

u
n

sou
s-

grou
p

e
alg

éb
riq

u
e
G
′0

d
e
G

0
et

u
n

sou
s-grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
G
′1

d
e
G

1
tels

q
u

e
G
′

=
G
′0 ×

G
′1 .

L
a

d
ém

on
stration

va
u

tiliser
u

n
lem

m
e

su
r

les
p

oly
n

ôm
es

ex
p

on
en

tiels.

L
e
m

m
e

2
.5

.
–

S
oien

t
K

u
n

corp
s

d
e

caractéristiq
u

e
n
u

lle,
α

1 ,...,α
n

d
es

élém
en

ts
d

e
K
×

d
eu

x
-à-d

eu
x

d
istin

cts,
et
a

1 ,...,a
n

d
es

p
oly

n
ôm

es
n

on
n
u

ls
d

e
K

[X
].

O
n

d
ésign

e
p

ar
d
i

le
d

egré
d

e
a
i ,

(1
≤
i≤

n
).

A
lors

la
fon

ction

F
:
Z
→

K
m
7→

∑
ni=

1
a
i (m

)α
mi

n
e

p
eu

t
p

as
s’an

n
u

ler
su

r
u

n
en

sem
b

le
d

e
d

1
+
···+

d
n

+
n

en
tiers

con
sécu

tifs.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

L
a

d
ém

on
stration

se
fait

p
ar

récu
rren

ce
su

r
l’en

tier
d

1
+
···

+
d
n

+
n

.
N

oton
s

d
éjà

q
u

e
le

résu
ltat

est
b

an
al

si
n

=
1.

O
n

d
éfi

n
it,

p
ou

r
m
∈
Z

,

Φ
(m

)
=
α
−
m

n
F

(m
)

=

n
∑i=

1

a
i (m

)β
mi
,

avec
β
i

=
α
i /α

n
,

d
e

sorte
q
u

e
β

1 ,...,β
n

son
t

en
core

d
es

élém
en

ts
d

e
K
×

d
eu

x
-à-d

eu
x

d
istin

cts,
et
β
n

=
1.

O
n

écrit
en

su
ite

Φ
(m

+
1)−

Φ
(m

)
=

n
∑i=

1

b
i (m

)β
mi
,

avec
b
i (X

)
=
β
i a
i (X

+
1)−

a
i (X

),
(1
≤
i≤

n
).

P
ou

r
1
≤
i≤

n−
1

le
p

oly
n

ôm
e
b
i ∈

K
[X

]
est

d
e

d
egré

d
i ,

tan
d

is
q
u

e
b
n

est
soit

n
u

l,
soit

d
e

d
egré

<
d
n
.

D
an

s
tou

s
les

cas
on

p
eu

t
ap

p
liq

u
er

l’h
y
p

oth
èse

d
e

récu
rren

ce
p

ou
r

con
clu

re
q
u

e
l’ap

p
lication

m
7→

Φ
(m

+
1)−

Φ
(m

)
n

e
p

eu
t

p
as

s’an
n
u

ler
su

r
u

n
en

sem
b

le
d

e
d

1
+
···+

d
n

+
n
−

1
en

tiers
con

sécu
tifs.

E
x
ercice.

a
)

V
érifi

er
qu

e
l’estim

a
tio

n
d

o
n

n
ée

d
a

n
s

le
lem

m
e

2
.5

est
o

p
tim

a
le

:
éta

n
t

d
o

n
n

és
u

n
co

rp
s
K

d
e

ca
ra

ctéristiqu
e

n
u

lle,
d

es
élém

en
ts
α

1 ,...,α
n

d
e
K
×

d
eu

x-à
-d

eu
x

d
istin

cts,
d

es
en

tiers
d

1 ,...,d
n

to
u

s≥
0,

et
u

n
en

sem
ble

E
d

e
d

1
+
···+

d
n

+
n
−

1
en

tiers
co

n
sécu

tifs,
m

o
n

trer
qu

’il
existe

d
es

po
lyn

ô
m

es
n

o
n

n
u

ls
a

1 ,...,a
n

d
e
K

[X
],

a
vec

a
i

d
e

d
egré

d
i ,

(1
≤
i≤

n
),

tels
qu

e
la

fo
n

ctio
nF

:
Z
→

K
m
7→

∑
ni=

1
a
i (m

)α
mi

s’a
n

n
u

le
su

r
E

.
b)

M
o

n
trer

qu
e

le
lem

m
e

2
.5

peu
t

s’én
o

n
cer

d
e

m
a

n
ière

équ
iva

len
te

so
u

s
la

fo
rm

e
su

iva
n

te
:

S
oien

t
K

u
n

corp
s

d
e

caractéristiq
u

e
n
u

lle,
α

1 ,...,α
n

d
es

élém
en

ts
d

e
K
×

d
eu

x
-à-d

eu
x

d
istin

cts,
d

1 ,...,d
n

d
es

en
tiers

tou
s≥

0
et
M

u
n

n
om

b
re

en
tier.

O
n

ord
on

n
e

l’en
sem

b
le

d
es
d

1
+
···+

d
n

+
n

cou
p

les
(i,j)

d
’en

tiers
v
érifi

an
t

0
≤
j≤

d
i ,

1
≤
i≤

n
,

et
on

form
e

la
m

atrice
M

=
(
m
jα

mi )
0≤
j≤
d
i
,

1≤
i≤
n

M
+

1≤
m
≤
M

+
d
1
+
···+

d
n

+
n

.



    
 

 
   

 
 

 
 
    

C
h
a
p
itre

III.
–

G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

lin
é
a
ire

s
6
5

A
lo

rs
le

d
éterm

in
an

t
∆

d
e
M

n
’est

p
a
s

n
u

l.
c)

C
a

lcu
ler

exp
licitem

en
t

le
d

éterm
in

a
n

t
∆

.
I
n
d
i
c
a
t
i
o
n
.

V
o
ir

U
.

R
au

sch
,

O
n

a
th

eo
rem

o
f

D
o
b

row
o
lsk

i
ab

ou
t

th
e

p
ro

d
u

ct
of

con
ju

-
ga

te
n
u

m
b

ers,
C

o
llo

q
u

iu
m

M
a
th

.
5
0

(19
8
5),

13
7
–1

4
2
.

D
ém

o
n

stra
tio

n
d

u
lem

m
e

2
.4

.
O

n
p

o
se

G
′0

=
{
x
∈
G

0 ;
(x
,1

)∈
G
′}

et
G
′1

=
{
y
∈
G

1 ;
(0
,y

)∈
G
′}.

O
n

a
év

id
em

m
en

t
G
′0 ×

G
′1
⊂
G
′.

P
o
u

r
m

o
n
trer

l’in
clu

sio
n

d
an

s
l’au

tre
sen

s,
on

ch
oisit

d
’a

b
o
rd

u
n

élém
en

t
(x
,y

)
d

a
n

s
G
′,

p
u

is
u

n
p

oly
n

ô
m

e
P

n
u

l
su

r
G
′,

et
on

p
ose,

p
ou

r
(m
,n

)∈
Z

2,

f
(m
,n

)
=
P

(m
x
,y
n
).

P
o
u

r
m
∈
Z

o
n

a
(m
x
,y
m

)
∈
G
′,

d
on

c
f

(m
,m

)
=

0
.

L
e

lem
m

e
2.5

im
p

liq
u

e
alors

f
(m
,n

)
=

0
p

o
u

r
tou

t
(m
,n

)
∈
Z

2,
d

o
n

c
f

(1
,0)

=
f

(0
,1

)
=

0.
C

eci
m

on
tre

q
u

e
(x
,1)

et
(0
,y

)
ap

p
a
rtien

n
en

t
à
G
′.

D
an

s
le

ca
s
K

=
C

,
o
n

a
T
G
′(C

)
=
T
G
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é
o
rè
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=
d
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rèm

e
1.7 ∗

:

C
o
ro

lla
ire

2
.7
∗.

–
S

o
it
M

u
n

e
m

a
trice

d×
`

à
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éa
irem

en
t

in
d

ép
en

d
a
n
ts

su
r
Q

.
N

oter
q
u

e,
p

o
u

r
m

in
o
rer

le
ra

n
g

d
’u

n
e

m
a
trice

à
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éorèm
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èse

d
e

récu
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=
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n
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n
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con
tien

t
les
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1
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rs
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e
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1
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0
β

1
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...
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···

1
β
n

λ
1
···

λ
n

λ
n

+
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C
om

m
e
d

1 (d−
1)

=
n

,
le

th
éorèm

e
2.6 ∗
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tre
q
u

e
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rs
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n

es
son

t
lin

éairem
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t
d
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en
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an
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su

rQ
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éairem
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t
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en
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an
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t
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ration
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els.
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em
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e.
L
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e
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o
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ogèn

e
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ts,
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éorèm
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éorèm
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éorèm
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con
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∩
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t−
1).

L
’ex

isten
ce

d
e
W

n
’est

p
as

u
n

e
h
y
p

oth
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éorèm
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t
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∩
L

(G
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1 (d−
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1).
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b
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relatio
n

β
1 λ

1
+
···

+
β
n
λ
n

=
β
n

+
1 ,

av
ec

d
es

n
o
m

b
res

a
lg

éb
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λ
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éorèm
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=
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l’h
y
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d
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u
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n
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1
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λ
n
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O
n

v
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e,
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actem
en

t
com

m
e
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an

s
la

d
ém

on
stration

d
u
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s

h
o
m

o
g
èn

e,
q
u

e
l’o

n
a
V
∩
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n×
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=
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etV
∩
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0}×

Q
)

=
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et
q
u

eV
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tien
t
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ecteu

rs
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lon
n

es
d

e
la

m
a
trice

1
···
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0
···

1
λ

1
···

λ
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q
u
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n
t
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en
t

lin
éa
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en

t
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d
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en
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ts

su
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Q

(et
m

êm
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r
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C

om
m

e
d

1
=

1
et

d
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+
1
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le
th

éo
rèm

e
2
.6 ∗

en
trâ

ın
e
t

=
0
,

c’est-à-d
ireV

∩
Q
n

+
1

=
{0}

;
or

(β
1 ,...,β

n
+
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a
p

p
a
rtien

t
à
V
∩
Q
n

+
1.

D
on

c
β

1
=
···

=
β
n

+
1

=
0
.

D
eu

x
ièm

e
d

ém
o
n

stra
tio

n
.

O
n

écrit
u

n
e

relatio
n

β
0

+
β

1 λ
1

+
···
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n−

1 λ
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1
=
λ
n
,
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d
es

n
o
m
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a
lg

éb
riq

u
es

β
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1 ,...,β
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1
et
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n
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e
L
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P
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su
r
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eu
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b
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éo

rèm
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1
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V
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erp
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d

e
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n
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1

d
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u
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z

0
+
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1

+
···
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n−
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1 .
C
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e
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n
om

b
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β
i

so
n
t

alg
éb

riq
u

es,
o
n

p
eu

t
p

ren
d

re
W

=
V

et
t
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n

.
O

n
a

triv
ialem

en
tV
∩

(Q
×
{0})

=
{0}

;
d

’a
u

tre
p

a
rt,

co
m

m
e
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n

o
m

b
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1
,β

1 ,...,β
n−

1
so

n
t

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

,
o
n

v
érifi

e
V
∩

({0}
×
Q
n
)

=
{
0}

.
L

e
th

éo
rèm

e
2
.6 ∗

en
trâ

ın
e
V
∩
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×
L
n
)

=
{0}

;
or

(β
0 ,λ

1
...,λ

n
)

a
p

p
a
rtien

t
à
V
∩

(Q
×
L
n
).

D
o
n

c
β

0
=
λ

1
=
···

=
λ
n

=
0.

L
es

én
o
n
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d

e
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n
scen

d
a
n

ce
q
u

e
n

o
u

s
v
en

on
s

d
e
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n

e
son

t
p
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les

p
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s
gén

érau
x
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n

n
u
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e

p
ou

r
la
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n
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n

ex
p

on
en
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u
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elle

:
o
n
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it

m
in

orer
le

ran
g

d
e

m
atrices

d
e

la
form

e
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B
0

B
1

B
2

M
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}

d
0

}
d

1

,

o
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B
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B

1 ,
B

2
o
n
t

d
es
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effi

cien
ts

a
lg

éb
riq

u
es,

ta
n

d
is

q
u

e
M

a
ses
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effi

cien
ts

d
an

sL
.

L
es

vecteu
rs

co
lon

n
es

d
e (

B
0

B
2 )

en
gen

d
ren

t
su

r
C

u
n

so
u

s-esp
ace

vectoriel
d

e
C
d

ration
n

el
su

r

Q
,

ta
n

d
is

q
u

e
les

v
ecteu

rs
co

lo
n

n
es

d
e

(
B

1

M

)
en

g
en

d
ren

t
su

r
Q

u
n

sou
s-esp

ace
vectoriel

d
eL

(G
).

Q
u

a
n

d
le

ra
n

g
d

e
la

m
a
trice

est
<
d
,

to
u

s
ces

v
ecteu

rs
colon

n
es

se
trou

v
en

t
d

an
s

u
n

h
y
p

erp
la

n
d

e
C
d.

O
n

tro
u

v
era

d
a
n

s
les

a
rticles

d
e

R
oy

cités
d

a
n

s
la

b
ib
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h

ie
d

es
résu

ltats
en

core
p

lu
s

g
én

éra
u

x
co

n
cern

a
n
t

le
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n
g

d
e

m
a
trices

d
o
n
t
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cien
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son

t
d

es
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b
in
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s
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éaires

d
e

lo
ga

rith
m

es
d

e
n

om
b

res
a
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éb
riq

u
es.
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T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

c)
A

p
p

lica
tio

n
a

u
p

ro
blèm

e
d

e
d

en
sité

O
n

con
serv

e
les

n
otation

s
G

=
G
d

0
a
×
G
d

1
m

et
K

=
Q
∩
R

.
D

e
p

lu
s

on
p

ose

m
R

(G
)

=
d

+
1

et
m
′R

(G
)

=
d

1 (d−
1)

+
2.

A
in

si,
avec

la
n

otation
d

u
ch

ap
itre

II,§7,
on

a
m
R

(G
)

=
m
(G

(R
) ).

L
e

p
rem

ier
co

effi
cien

t
m
R

(G
)

n
ou

s
sert

à
én

on
cer

u
n

e
con

d
ition

n
écessaire

d
e

d
en

sité,
alors

q
u

e
le

secon
d

d
on

n
era

u
n

e
con

d
ition

su
ffi

san
te.

M
ain

ten
an

t
si

Γ
est

d
en

se
d

an
s
G

(R
),

alors
p

ou
r

tou
t

sou
s-grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
G
′

d
e

G
,

Γ
/Γ
∩
G
′(R

),
q
u

i
est

l’im
age

d
e

Γ
d

an
s

le
grou

p
e

d
es

p
oin

ts
réels

d
u

q
u

otien
t
G
/G
′,

est
d

en
se

p
ou

r
la

top
ologie

réelle
d

an
s
G

(R
)/G

′(R
).

L
e
m

m
e

2
.9

.
–

S
oit

Γ
u

n
sou

s-grou
p

e
d

en
se

d
e
G

(R
)
0

=
R
d

0×
(R
×+

)
d

1.
S

oit
G
′

u
n

sou
s-

grou
p

e
alg

éb
riq

u
e

d
e
G

=
G
d

0
a
×
G
d

1
m

d
e

d
im

en
sion

<
d

im
G

.
A

lors
Γ
/Γ
∩
G
′(R

)
est

d
en

se

d
an

s ((G
/G
′)(R

) )
0.

E
n

p
articu

lier
si

Γ
est

d
e

ty
p

e
fi

n
i,

on
a

ran
gZ

(Γ
/Γ
∩
G
′(R

))≥
m
R

(G
/G
′).

N
oter

q
u

e
la

con
d

ition
écrite

d
an

s
la

con
clu

sion
en

trâ
ın

e,
com

m
e

il
se

d
oit,

ran
gZ

Γ
≥

m
R

(G
)

(p
ren

d
re
G
′

=
{0}).

T
h

é
o
rè

m
e

2
.1

0
.

–
S

oit
Γ

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e
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p

e
fi

n
i

d
e
G

(R
)
0∩

G
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).
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i
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∩
G
′(R
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m
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r
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t
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e
alg

éb
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∩
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0
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en
se
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s
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)
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b
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S
i

ran
gZ
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/Γ
∩
G
′(R

))≥
m
′R

(G
/G
′)

+
d−

1

p
ou

r
tou

t
sou

s-grou
p

e
alg

éb
riq

u
e
G
′

d
e
G

,
d

éfi
n

i
su

r
K

,
d

e
d

im
en
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<

d
im
G

,
alors

Γ
con

tien
t

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ran
g

m
R

(G
)

q
u

i
est

d
en

se
d

an
s
G

(R
)
0.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

S
oit

`
le

ran
g

d
e

Γ
su

r
Z

;
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d
éfi

n
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Y
=

ex
p
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1
G
,R

(Γ
)⊂

R
d;

c’est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
R
d

d
e

ran
g
`,

d
on

t
l’im

age
p

ar
ex

p
G

est
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∩
G

(R
)
0

;
d

ire
q
u

e
Γ
∩
G

(R
)
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est
d

en
se
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an
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(R
)
0

éq
u

ivau
t

à
d
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q
u

e
Y

est
d

en
se

d
an
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R
d,
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on

c
(p

rop
osition

4.3
d
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ap
itre
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q
u

e
p

ou
r

tou
t

h
y
p

erp
lan

réel
V

d
e
R
d,

ran
gZ (Y

/
Y
∩
V
)≥

2.

1)
O

n
com

m
en

ce
p

ar
étab

lir
le

résu
ltat

su
ivan

t
:

su
p

p
oson

s
`≥

m
′R

(G
)

;
su

p
p

oson
s

au
ssi

V
∩
(K

d
0×
{0}

d
1 )

=
{0}

et
V
∩
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d
0×

Q
d

1 )
=
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b
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éorèm
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éq

u
ation
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erp
lan

réel
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s
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et
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sid
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l’h
y
p

erp
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éq
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e
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∩
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∩
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=
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∩
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=
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E
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∩
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éorèm
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∩
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∩
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∩
V
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L
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y
p

o
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èse
q
u

e
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o
u

s
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s
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p
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p

a
rtie

d
e
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d

ém
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)
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l’h
y
p

erp
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n
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V
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:
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éb
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e
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n

i
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r
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p
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n
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a
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u
d

an
s
V

.
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e
fait
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s
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h
y
p
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p
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o
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/
Γ
∩
G
′(K
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m
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/
G
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p
o
u

r
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u
t
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u
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u
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e
a
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éb
riq

u
e
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d
e
G

d
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n
i
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r
K
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d
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n
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p
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g
ra

n
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p
e
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éb
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e
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e
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d
e
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éfi
n

i
su

r
K

,
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q
u

e
T
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′(R

)
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n
ten

u
d

a
n

s
V

.
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d

éfi
n

i
d

e
la

m
a
n

ière
su

ivan
te

:
G
′

=
G
′0 ×

G
′1 ,

où
G
′0 (R

)
est

le
sou

s-
esp

a
ce

v
ecto

riel
d

e
G

0 (R
)

en
g
en

d
ré

p
a
r

la
p

ro
jectio

n
su

r
G

0 (R
)

d
e
V
∩ (K

d
0×
{0}

d
1 ),

tan
d

is

q
u

e
G
′1 (R

)
=

ex
p (T

G
′1 (R

) ),
o
ù
T
G
′1 (R

)
est

le
sou

s-esp
a
ce

v
ectoriel

d
e
T
G

1 (R
)

en
gen

d
ré

p
ar

la
p

ro
jectio

n
su

r
T
G

1 (R
)

d
e
V
∩
({

0}
d

0×
Q
d

1 ).
O

n
v
érifi

e
q
u

e,
d

an
s

l’esp
ace

tan
gen

t

T
G̃

(R
)

=
T
G
/
G
′(R

)
d

e
G̃

(R
)

=
G

(R
)/
G
′(R

),
l’h

y
p

erp
la

n
Ṽ

=
V
/T

G
′(R

)
v
érifi

e
la

con
d

ition

su
iva

n
te

:
il

n
’y

a
p

a
s

d
e

so
u

s-g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e

d
e
G̃

=
G
/
G
′,

d
éfi

n
i

su
r
K

,
d

e
d

im
en

sion

p
o
sitiv

e,
d

o
n
t

l’esp
ace

tan
g
en

t
so

it
con

ten
u

d
an

s
Ṽ

.
O

n
a
p

p
liq

u
e

le
résu

lta
t

d
ém

o
n
tré

en
1)

a
u

so
u

s-g
ro

u
p

e
Ỹ

=
Y
/
Y
∩
T
G
′(R

)
d

e
T
G̃

(R
),

d
o
n
t

l’im
ag

e
p

a
r

ex
p
G̃

d
a
n

s
G̃

(R
)

est
Γ̃

=
Γ
/Γ
∩
G
′(K

)
:

Y
⊂

T
G

(R
)

e
x
p
G

−−−−−→
G

(R
)
⊃
G

(K
)⊃

Γ
y

y
Ỹ
⊂

T
G̃

(R
)

e
x
p
G̃

−−−−−→
(G̃

)(R
)
⊃
G̃

(K
)⊃

Γ̃
.

O
n

p
eu

t
d

o
n

c
co

n
clu

re
:ra

n
gZ

(Y
/
Y
∩
V

)
=

ra
n

gZ (Ỹ
/
Ỹ
∩
Ṽ
)≥

2.

3
)

G
râ

ce
a
u

lem
m

e
1
.8

,
la

p
a
rtie

b
)

d
u

th
éo

rèm
e

2.10
résu

lte
m

ain
ten

an
t

d
e

la
p

artie
a
)

et
d

u
th

éo
rèm

e
d

e
R

oy
(th

éorèm
e

7.2
d

u
ch

ap
itre

II)
avec

R
=

G
(R

)
0,
n

=
d

et
m

(R
)

=
m
R

(G
).

    
 

 
    

 
   

7
2

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

E
x
ercice.

O
n

co
n

sid
ère

u
n

so
u

s-espa
ce

vecto
rielL

d
e
R

su
r
Q

et
o

n
n

o
te
Q

so
n

im
a

ge
pa

r
l’a

p
p

lica
tio

n
expo

n
en

tielle
:

Q
=

ex
p
L

=
{
e
λ
;
λ
∈
L }
⊂
R
×+
.

S
o

it
θ

:
N
→
N

u
n

e
a

p
p

lica
tio

n
.

O
n

su
p

po
se

qu
e

po
u

r
to

u
t

en
tier

d
≥

1
et

po
u

r
to

u
t

h
yperp

la
n
V

d
e
R
d

sa
tisfa

isa
n

t
V
∩
Q
d

=
{0},

o
n

a

d
im
Q

(V
∩
L
d)≤

θ(d
).

S
o

ien
t
d

u
n

en
tier

po
sitif,

G
le

gro
u

pe
a

lgébriqu
e
G
dm

,
et

Γ
u

n
so

u
s-gro

u
pe

d
e

type
fi

n
i

d
e

Q
d.

a
)

O
n

su
p

po
se

qu
e,

po
u

r
to

u
t

so
u

s-gro
u

pe
a

lgébriqu
e
G
′

d
e
G

d
e

d
im

en
sio

n
<
d

,
o

n
a

ran
gZ (Γ

/Γ
∩
G
′(R

) )≥
θ(δ)

+
2,

o
ù
δ

est
la

d
im

en
sio

n
d

e
G
/G
′.

A
lo

rs
Γ

est
d

en
se

d
a

n
s

(R
×+

)
d.

b)
O

n
su

p
po

se
qu

e,
po

u
r

to
u

t
so

u
s-gro

u
pe

a
lgébriqu

e
G
′

d
e
G

d
e

d
im

en
sio

n
<
d

,
o

n
a

ran
gZ (Γ

/Γ
∩
G
′(R

) )≥
θ(δ)

+
d

+
1,

o
ù
δ

est
la

d
im

en
sio

n
d

e
G
/G
′.

A
lo

rs
Γ

co
n

tien
t

u
n

so
u

s-gro
u

pe
d

e
ra

n
g
d

+
1

qu
i

est
d

en
se

d
a

n
s

(R
×+

)
d.

C
o
ro

lla
ire

2
.1

1
.

–
S

oien
t
d

0 ≥
0,
d

1 ≥
1

et
`≥

1
d

es
en

tiers,
α
ij ,

(1
≤
i≤

d
1 ,

1
≤
j≤

`)
d

es
n

om
b

res
alg

éb
riq

u
es

réels
p

ositifs
m

u
ltip

licativ
em

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
et
β
h
j ,

(1
≤
h
≤
d

0 ,
1
≤
j≤

`)
d

es
n

om
b

res
alg

éb
riq

u
es

réels.
O

n
d

éfi
n

it
γ

1 ,...,γ
`

d
an

s
K
d

0×
(K
×+

)
d

1
p

ar

γ
j

=
(β

1
j ,...,β

d
0
j ;α

1
j ,...,α

d
1
j ),

(1
≤
j≤

`),

et
on

d
ésign

e
p

ar
Γ

le
sou

s-grou
p

e
d

e
K
d

0×
(K
×+

)
d

1
en

gen
d

ré
p

ar
ces

`
élém

en
ts.

O
n

d
ésign

e
au

ssi
p

ar
Γ

0
la

p
ro

jection
d

e
Γ

su
r
K
d

0
:

c’est
le

sou
s-grou

p
e

ad
d

itif
d

e
K
d

0
en

gen
d

ré
p

ar
β

1 ,...,β
` ,

avec
β
j

=
(β

1
j ,...,β

d
0
j ),

(1
≤
j≤

`).

E
n

fi
n

on
p

ose
d

=
d

0
+
d

1 .
a)

O
n

su
p

p
ose

q
u

e
Γ

0
est

d
en

se
d

an
s
R
d

0.
S

i
`
≥
d

1 (d
−

1)
+

2,
alors

Γ
est

d
en

se
d

an
s

R
d

0×
(R
×+

)
d

1.
b

)
O

n
su

p
p

ose,
p

ou
r

tou
t

sou
s-esp

ace
vectoriel

V
d

e
R
d

0
ration

n
el

su
r
K

avec
V
6=
R
d

0,

ran
gZ (Γ

0 /Γ
0 ∩

V
)≥

d
+

1.

S
i
`≥

d
1 (d−

1)+
d
+

1,
alors

Γ
con

tien
t

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ran
g
d
+

1
d

en
se

d
an

sR
d

0×
(R
×+

)
d

1.

D
ém

o
n

stra
tio

n
d

u
co

ro
lla

ire
2

.1
1

.
L

’h
y
p

oth
èse

q
u

e
les

d
1 `

n
om

b
res

α
ij

son
t

m
u

ltip
lica-

tiv
em

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
assu

re
q
u

e
les

sou
s-grou

p
es

alg
éb

riq
u

es
G
′

d
e
G

p
ou

r
lesq

u
els



   
 

 
    

 
   

C
h
a
p
itre

III.
–

G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

lin
é
a
ire

s
7
3

Γ
∩
G
′(K

)
6=
{
0}

so
n
t

d
e

la
form

e
G
′

=
G
′0 ×

G
1 ,

av
ec

G
′0

sou
s-grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
d

e
G

0
;

p
o
u

r
u

n
tel

so
u

s-g
ro

u
p

e
G
′,

ra
n

gZ (Γ
/
Γ
∩
G
′(K

) )
=

ran
gZ (Γ

0 /
Γ

0 ∩
G
′0 (K

) ).

P
o
u

r
d

ém
o
n
trer

la
p

a
rtie

a
)

d
e

l’én
o
n

cé,
o
n

u
tilise

l’h
y
p

o
th

èse
q
u

e
Γ

0
est

d
en

se
d

an
s
R
d

0
:

q
u

an
d
G
′0

est
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e
G

0
d

e
d

im
en

sio
n
<
d

0
(ce

q
u

i
n

e
con

cern
e

q
u

e
le

cas
d

0 ≥
1
),

o
n

a
ra

n
gZ (Γ

0 /
Γ

0 ∩
G
′0 (K

) )≥
m
R

(G
0 /G

′0 );

m
a
is
G

0 /
G
′0

est
d

e
la

fo
rm

e
G
δa

av
ec

δ
≥

1
,

d
o
n

c
m
R

(G
0 /G

′0 )
=
δ

+
1
≥

2,
tan

d
is

q
u

e
m
′R

(G
0 /
G
′0 )

=
2

;
l’in

ég
a
lité

ra
n

gZ (Γ
/
Γ
∩
G
′(K

) )≥
m
′R

(G
/G
′)

est
d

o
n

c
b

ien
v
érifi

ée
p

o
u

r
to

u
s

les
sou

s-grou
p

es
a
lg

éb
riq

u
es
G
′

d
e
G

avec
d

im
G
′
<

d
im
G

p
o
u

r
lesq

u
els

Γ
∩
G
′(K

)6=
{
0}

;
p

o
u

r
les

au
tres,

c’est-à
-d

ire
q
u

an
d

Γ
∩
G
′(K

)
=
{0},

on
a

ran
gZ (Γ

/
Γ
∩
G
′(K

) )
=

ra
n

gZ
(Γ

)≥
m
′R

(G
)≥

m
′R

(G
/G
′).

P
o
u

r
d

ém
o
n
trer

la
p

a
rtie

b
)

d
u

corollaire
2.11

,
o
n

u
tilise

l’h
y
p

oth
èse

ra
n

gZ (Γ
0 /

Γ
0 ∩

V
)≥

d
+

1

p
o
u

r
to

u
t

so
u

s-esp
a
ce

v
ecto

riel
V

d
e
R
d

0
ratio

n
n

el
su

r
K

avec
V
6=
R
d

0
;

on
en

d
éd

u
it

ra
n

gZ (Γ
/
Γ
∩
G
′(K

) )≥
d

+
1

=
m
′R

(G
/
G
′)

+
d−

1

p
o
u

r
to

u
t

so
u

s-g
rou

p
e
G
′
d

e
G

d
éfi

n
i
su

r
K

avec
d

im
G
′
<

d
im
G

et
Γ∩

G
′(K

)6=
{0}

;
si
G
′

est
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

a
lg

éb
riq

u
e

d
e
G

d
éfi

n
i
su

r
K

tel
q
u

e
d

im
G
′
<

d
im
G

et
Γ∩

G
′(K

)
=
{0},

ra
n

gZ (Γ
/
Γ
∩
G
′(K

) )
=

ra
n

gZ
(Γ

)≥
m
′R

(G
)

+
d−

1
≥

m
′R

(G
/G
′)

+
d−

1,

d
o
n

c
o
n

p
eu

t
a
p

p
liq

u
er

la
p

artie
b

)
d

u
th

éo
rèm

e
2
.1

0
.

R
em

a
rqu

e.
O

n
d

éd
u

it
a
u

ssi
d

u
coro

llaire
2
.1

1
le

ca
s

réel
d

u
th

éorèm
e

d
e

B
ak

er
h

om
og

èn
e,

c’est-à
-d

ire
l’én

o
n

cé
su

iva
n
t

:
si
α

1 ,...,α
n

so
n
t

d
es

n
o
m

b
res

a
lg

éb
riq

u
es

réels
p

o
sitifs

m
u

ltip
licativ

em
en

t
in

d
ép

en
-

d
a
n
ts,

les
n

n
o
m

b
res

lo
g
α

1 ,...,lo
g
α
n

son
t

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

su
r
Q

.
P

o
u

r
d

éd
u

ire
cet

én
on

cé
d

u
co

ro
lla

ire
2
.1

1,
on

co
n

sid
ère

u
n

e
év

en
tu

elle
relation

d
e

d
ép

en
d

a
n

ce
lin

éa
ire

d
e

lo
n

gu
eu

r
m

in
im

a
le

;
il

s’a
g
it

d
e

v
érifi

er
:

si
α

1 ,...,α
n

+
1

so
n
t

d
es

n
o
m

b
res

a
lg

éb
riq

u
es

p
o
sitifs

et
m

u
ltip

licativ
em

en
t

in
d

ép
en

-
d

a
n
ts

et
si
β

1 ,...,β
n

so
n
t

d
es

n
om

b
res

a
lg

éb
riq

u
es

réels
tels

q
u

e
les

n
om

b
res

1
,β

1 ,...,β
n

so
ien

t
lin

éa
irem

en
t

in
d

ép
en

d
a
n
ts

su
r
Q

,
a
lors

β
1

log
α

1
+
···

+
β
n

lo
g
α
n
6=

lo
g
α
n

+
1 .

    
 

 
    

 
  

  

7
4

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

O
n

ch
oisit

alors
u

n
n

om
b

re
alg

éb
riq

u
e

p
ositif

α
0

tel
q
u

e
les

n
+

2
n

om
b

res
α

0 ,...,α
n

+
1

soien
t

m
u

ltip
licativ

em
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

et
on

ap
p

liq
u

e
le

corollaire
2.11

avec
d

0
=

n
,

d
1

=
1,
`

=
n

+
2,

au
sou

s-grou
p

e
d

e
R
n×

R
×+

en
gen

d
ré

p
ar

les
n

+
2

p
oin

ts

(δ
1
j ,...,δ

n
j ;log

α
j ),

(1
≤
j≤

n
),

(β
1 ,...,β

n
;log

α
n

+
1 )

et
(0
,...,0;log

α
0 ).

§3
.

In
d

é
p

e
n

d
a
n

c
e

a
lg

é
b

riq
u

e
d

e
lo

g
a
rith

m
e
s

e
t

d
e
n

sité

N
ou

s
p

ou
rsu

iv
on

s
l’étu

d
e,

com
m

en
cée

d
an

s
le

p
aragrap

h
e

2,
d

e
la

d
en

sité
d

an
s

G
(R

)
=
R
d

0×
(R
×

)
d

1
d

’u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i
d

e
G

(K
)

=
K
d

0×
(K
×

)
d

1,
où
K

=
Q
∩
R

est
le

corp
s

d
es

n
om

b
res

alg
éb

riq
u

es
réels.

N
ou

s
étu

d
ion

s
m

ain
ten

an
t

la
situ

ation
d

’u
n

p
oin

t
d

e
v
u

e
con

jectu
ral.

L
es

cas
p

articu
liers

étu
d

iés
au

p
aragrap

h
e

1
p

ou
rraien

t
laisser

esp
érer

q
u

e
le

co
effi

cien
t

m
′R

d
an

s
le

th
éorèm

e
2.10

p
ou

rrait
être

rem
p

lacé
p

ar
m
R

.
N

ou
s

m
on

tron
s

p
ou

r
com

m
en

cer
q
u

’il
n

’en
est

rien
.

N
ou

s
én

on
çon

s
en

su
ite

la
p

rin
cip

ale
con

jectu
re

con
cern

an
t

les
loga-

rith
m

es
d

e
n

om
b

res
alg

éb
riq

u
es,

p
u

is
n

ou
s

m
on

tron
s

com
m

en
t

elle
p

erm
et

d
e

d
on

n
er

u
n

e
rép

on
se

com
p

lète
(m

ais
con

jectu
rale

!)
au

p
rob

lèm
e

d
e

d
en

sité
p

ou
r

les
grou

p
es

alg
éb

riq
u

es
lin

éaires.

a)
U

n
co

n
tre-exem

p
le

Q
u
e
s
t
i
o
n
:

U
n

so
u

s-gro
u

pe
d

e
type

fi
n

i
Γ

d
e
G

(K
)∩

G
(R

)
0,

d
o

n
t

la
p

ro
jectio

n
su

r
to

u
t

qu
o

tien
t

(G
/G
′)(K

),
a

vec
G
′

so
u

s-gro
u

pe
a

lgébriqu
e

d
e
G

d
éfi

n
i
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p
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δ.

A
lors

c
(h
k
)

ij
est

n
u

l
p

ou
r

1
≤
i
<
k
<
h

,
tan

d
is

q
u

e
p

ou
r

1
≤
i

=
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d
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R
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≥
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+
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+
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con
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p
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u
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p
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réels.
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p
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+
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n
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d
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éa
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d

es
qu

a
tre

expo
n

en
tielles

1
.5

?.
D

ém
o

n
trer

en
su

ite
la
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rra
u

tiliser
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cX

)(Z
−
bX

).

E
x
ercice.

(
D
’
a
p
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.
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cé

su
iva

n
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éb
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d
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p
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p
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p
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ro
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>
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d
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b
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éb
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d
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>
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p
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p
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:
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b
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p
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éq
u

ivalen
tes

:
(i)

le
sou

s-grou
p

e
Γ

est
d

en
se

d
an

s
R
d

0×
(R
×+

)
d

1
;

(ii)
le

sou
s-grou

p
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p
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R
d
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isit

u
n

e
b

ase
z

1 ,...,z
t

d
e
Y
∩

K
er
ϕ

:

z
τ

=
(z
τ
1 ,···,z

τ
d )

=
∑̀j
=

1

s
(τ

)
j
y
j ,

(1
≤
τ
≤
t),

av
ec

d
es
s

(τ
)

j
d

a
n

s
Z

,
et

t
=

ra
n

gZ
(Y
∩

K
er
ϕ

)
=

ran
gZ
Y
−

ra
n

gZ
ϕ

(Y
)≥

ra
n

gZ
Y
−

1.

C
o
m

m
e
ϕ

(z
τ )

=
0
,

la
m

a
trice

(z
τ
i )

1≤
τ≤

t;1≤
i≤
d

a
u

n
ra

n
g
<
d
.

O
n

écrit
les

co
effi

cien
ts

d
e

cette
m

a
trice

:
p

o
u

r
1
≤
τ
≤
t

et
1
≤
i≤

d
,

z
τ
i

=

{
∑
`j
=

1
s

(τ
)

j
β
ij

p
o
u

r
1
≤
i≤

d
0 ,

∑
`j
=

1
s

(τ
)

j

∑
r%
=

1
b
i−
d

0
,j,%

lo
g
θ
%

p
o
u

r
d

0
<
i≤

d
.

E
ta

n
t

d
o
n

n
é

q
u

e
les

n
o
m

b
res

log
θ

1 ,...,lo
g
θ
r

n
e

v
érifi

en
t

p
as

d
e

relation
alg

éb
riq

u
e

h
o
m

o
g
èn

e
n

o
n

triv
ia

le
(g

râ
ce

à
la

co
n

jectu
re

3.3
?

q
u

e
l’o

n
ad

m
et),

si
ξ
1 ,...,ξ

r
son

t
d

es
n

o
m

b
res

réels
et

si
on

p
o
se

ζ
τ
i

=

{
∑
`j
=

1
s

(τ
)

j
β
ij

p
ou

r
1
≤
i≤

d
0 ,

∑
`j
=

1
s

(τ
)

j

∑
r%
=

1
b
i−
d

0
,j,% ξ

%
p

o
u

r
d

0
<
i≤

d
,

la
m

a
trice (ζ

τ
i )

1≤
τ≤

t;1≤
i≤
d

a
en

co
re

u
n

ra
n

g
<
d
.

E
n

ren
v
ersan

t
l’argu

m
en

t,
on

d
éd

u
it

q
u

e

le
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e
R
d

en
g
en

d
ré

p
ar

(
β

1
j ,...,β

d
0
j ;

r
∑ρ
=

1

b
1
j
ρ ξ
ρ ,···,

r
∑ρ
=

1

b
d

1
j
ρ ξ
ρ )

,
(1
≤
j≤

`),

n
’est

p
as

d
en

se
et

l’assertion
(iv

)
n

’est
p

a
s

sa
tisfa

ite.

E
x
ercice.

O
n

a
d

m
et

la
co

n
jectu

re
3

.3
?.

S
o

ien
t
α

0 ,α
1 ,
β

0 ,β
1

d
es

n
o

m
bres

a
lgébriqu

es
réels

po
sitifs.

O
n

po
se

Γ
=
{

(α
k0 α

m1
,β

`0 β
m1

)
;

(k
,`,m

)∈
Z

3 }
⊂

(R
×+

)
2.

    
 

 
   

 
 

 
  

8
2

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

a
)

O
n

su
p

po
se

qu
e
α

0
et

β
0

so
n

t
m

u
ltip

lica
tivem

en
t

d
épen

d
a

n
ts.

M
o

n
trer

qu
e

Γ
est

d
en

se
d

a
n

s
(R
×+

)
2

si
et

seu
lem

en
t

si
les

tro
is

n
o

m
bres

α
0 ,α

1 ,β
1

so
n

t
m

u
ltip

lica
tivem

en
t

in
d

épen
d

a
n

ts.
b)

O
n

su
p

po
se

qu
e
α

0
et
β

0
so

n
t

m
u

ltip
lica

tivem
en

t
in

d
épen

d
a

n
ts.

M
o

n
trer

qu
e

les
d

eu
x

co
n

d
itio

n
s

su
iva

n
tes

so
n

t
équ

iva
len

tes
(i)

Γ
est

d
en

se
d

a
n

s
(R
×+

)
2.

(ii)
L

es
d

eu
x

n
o

m
bres

α
0 ,α

1
so

n
t

m
u

ltip
lica

tivem
en

t
in

d
épen

d
a

n
ts,

et
les

d
eu

x
n

o
m

bres
β

0 ,β
1

so
n

t
m

u
ltip

lica
tivem

en
t

in
d

épen
d

a
n

ts.

L
e

lem
m

e
3.4

su
gg

ère
u

n
e

con
d

ition
n

écessaire
et

su
ffi

san
te

(con
jectu

rale)
p

ou
r

q
u

’u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e
G

(K
)∩

G
(R

)
0

=
K
d

0
×

(K
×+

)
d

1
soit

d
en

se
d

an
s

G
(R

)
0

=
R
d

0×
(R
×+

)
d

1.

C
o
n

je
c
tu

re
3
.5

?
(c

o
n

je
c
tu

re
d

e
d

e
n

sité
p

o
u

r
le

s
g
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b

riq
u

e
s

lin
é
a
ire

s
c
o
m

m
u

ta
tifs).

–
S

oien
t

Γ
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
G

(K
)∩

G
(R

)
0

d
e

ran
g
`

;
soien

t
γ

1 ,...,γ
`

d
es

élém
en

ts
d

e
Γ

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

rZ
.
O

n
d

ésign
e

p
ar
H

l’ad
h

éren
ce

d
e

Z
arisk

i
d

e
Z

(γ
1 ,...,γ

` )
d

an
s
G
`.

A
lors

Γ
est

d
en

se
d

an
s
G

(R
)
0

si
et

seu
lem

en
t

s’il
ex

iste
(η

1 ,...,η
` )∈

H
(R

)
tel

q
u

e
le

sou
s-grou

p
e
Z
η

1
+
···+

Z
η
`

soit
d

en
se

d
an

s
G

(R
)
0.

D
u

lem
m

e
3.4

n
ou

s
allon

s
d

éd
u

ire
:

L
e
m

m
e

3
.6

.
–

L
a

con
jectu

re
3.5

?
est

éq
u

ivalen
te

à
la

con
jectu

re
3.3

?.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

C
o

n
jectu

re
3

.3
?
⇒

C
o

n
jectu

re
3

.5
?

S
i
H

est
l’ad

h
éren

ce
d

e
Z

arisk
i

d
u

sou
s-grou

p
e
Z

(γ
1 ,...,γ

` )
d

e
(G

d
0

a
×
G
d

1
m

)
`,

en
gen

d
ré

p
ar

le
p

oin
t

(γ
1 ,...,γ

` ),
alors

la
com

p
osan

te
con

n
ex

e
d

e
l’origin

e
d

e
H

(R
)

est

H
(R

)
0

=



(
x

0 β
h
j ;

r
∏ρ
=

1

x
b
i
j
ρ

ρ

)

1≤
h≤

d
0
,1≤

i≤
d

1
,1≤

j≤
`

;
(x

0 ;x
1 ,...,x

r )∈
R
×

(R
×+

)
r 

⊂
R
d

0
`×

(R
×+

)
d

1
`

(v
oir

l’ex
ercice

à
la

fi
n

d
e

la
section

a
2 )

d
u

p
aragrap

h
e

2).
Il

su
ffi

t
d

on
c

d
’ap

p
liq

u
er

le
lem

m
e

3.4.

C
o

n
jectu

re
3

.5
?
⇒

C
o

n
jectu

re
3

.3
?

N
ou

s
n

’u
tiliseron

s
la

con
jectu

re
3.5

?
q
u

e
p

ou
r

les
grou

p
es
G
dm

,
avec

d
≥

2.
O

n
su

p
-

p
ose

q
u

e
la

con
jectu

re
d

’in
d

ép
en

d
an

ce
alg

éb
riq

u
e

h
om

og
èn

e
réelle

n
’est

p
as

v
raie

:
il

ex
iste

d
es

n
om

b
res

alg
éb

riq
u

es
réels

p
ositifs

m
u

ltip
licativ

em
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts,

θ
1 ,...,θ

r ,
tels

q
u

e
les

n
om

b
res

log
θ

1 ,...,log
θ
r

v
érifi

en
t

u
n

e
relation

d
e

d
ép

en
d

an
ce

alg
éb

riq
u

e
h

o-
m

og
èn

e
n

on
triv

iale.
S

oit
P
∈
Q

[X
1 ,...,X

r ]
u

n
p

oly
n

ôm
e

h
om

og
èn

e
n

on
n
u

l
tel

q
u

e
P

(log
θ

1 ,...,log
θ
r )

=
0.

L
e

lem
m

e
3.7

ci-d
essou

s
affi

rm
e

q
u

’il
ex

iste
d

es
n

om
b

res
ra-

tion
n

els

b
ij
% ∈

Q
,

(1
≤
i≤

d
,

1
≤
j≤

d
,

1
≤
%
≤
r),



  
 

 
   

 
 
 

C
h
a
p
itre

III.
–

G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

lin
é
a
ire

s
8
3

tels
q
u

e
la

m
a
trice

ca
rréeM

(X
1 ,...,X

r )
=

(
r
∑%
=

1

b
ij
% X

% )

1≤
i,j≤

d

,

à
co

effi
cien

ts
d

an
s
Q
X

1
+
···+

Q
X
r ,

ait
p

ou
r

d
éterm

in
a
n
t
X
d−

d
e
g
P

1
P

.
A

in
si

la
m

atrice
M

est
d

e
ra

n
g
d
,

m
a
is

le
ra

n
g

d
e

la
m

atrice

M
(lo

g
θ

1 ,...,lo
g
θ
r )

=

(
r
∑%
=

1

b
ij
%

lo
g
θ
% )

1≤
i,j≤

d

est
<
d
.

O
n

ch
o
isit

d
es

n
o
m

b
res

a
lg

éb
riq

u
es

réels
p

ositifs
α

1 ,...,α
d

tels
q
u

e
les

d
+
r

n
om

b
res

α
1 ,...,α

d ,
θ

1 ,...,θ
r

so
ien

t
m

u
ltip

lica
tiv

em
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts

et
on

d
éfi

n
it

d
es

élém
en

ts
d

e
(K
×+

)
d

p
ar

γ
0

=
(α

1 ,...,α
d ),

γ
j

=

(
r
∏%
=

1

θ
b
i
j
%

%

)

1≤
i≤
d

,
1
≤
j≤

d
.

L
e

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

e
(R
×+

)
d

en
g
en

d
ré

p
a
r
γ

0 ,...,γ
d

n
’est

p
a
s

d
en

se,
car

les
vecteu

rs
colon

n
es

d
e
M

(lo
g
θ

1 ,...,log
θ
r )

a
p

p
a
rtien

n
en

t
à

u
n

m
êm

e
h
y
p

erp
la

n
.

S
o
ien

t
x

1 ,...,x
r ,

ξ
1 ,...,ξ

d
d

es
n

o
m

b
res

réels
p

ositifs
d

on
t

les
logarith

m
es

son
t

a
lg

éb
riq

u
em

en
t

in
d

ép
en

d
a
n
ts.

O
n

p
o
se

η
0

=
(ξ

1 ,...,ξ
d ),

η
j

=

(
r
∏%
=

1

x
b
i
j
%

%

)

1≤
i≤
d

,
1
≤
j≤

d
.

P
o
u

r
m

o
n
trer

q
u

e
le

sou
s-grou

p
e

en
gen

d
ré

p
a
r
η

0 ,η
1 ,...,η

d
est

d
en

se
d

an
s

(R
×+

)
d,

on
u

tilise
la

p
ro

p
o
sitio

n
4
.3

d
u

ch
a
p

itre
II

:
il

s’a
g
it

d
e

v
érifi

er
q
u

e
p

o
u

r
tou

t
(s

0 ,...,s
d )∈

Z
d
+

1\{0},
le

d
éterm

in
an

t
d

e
la

m
a
trice

M
′

=


M

(lo
g
x

1 ,...,lo
g
x
r )

lo
g
ξ
1

...
lo

g
ξ
d

s
1
···

s
d

s
0



n
’est

p
a
s

n
u

l.
C

e
d

éterm
in

a
n
t

est
u

n
p

o
ly

n
ô
m

e
en

lo
g
ξ
1 ,...,log

ξ
d ,

d
on

t
le

term
e

con
stan

t
est

s
0

d
et
M

(lo
g
x

1 ,...,lo
g
x
r ).

S
i
s

0
6=

0,
a
lo

rs
d

et
M
′
6=

0.
S

i
s

0
=

0,
alors

on
a

(s
1 ,...,s

d )6=
(0
,...,0

).
O

n
co

m
p

lète
le

v
ecteu

r
(s

1 ,...,s
d )

en
u

n
e

b
ase

d
e
R
d

avec
d−

1
v
ecteu

rs
lig

n
es

d
e

la
m

a
trice

M
(log

x
1 ,...,lo

g
x
r )

;
si
i

est
l’in

d
ice

d
u

vecteu
r

lign
e

d
e

cette
m

atrice
q
u

i
n

’a
p

a
s

été
u

tilisé,
le

co
effi

cien
t

d
e

log
ξ
i

d
an

s
le

d
éterm

in
an

t
d

e
M
′

n
’est

p
as

n
u

l.
O

n
ob

tien
t

a
in

si
u

n
co

n
tre

ex
em

p
le

à
la

co
n

jectu
re

3
.5

?
p

ou
r

le
grou

p
e
G
dm

.
L

a
d

ém
o
n

stratio
n

d
u

lem
m

e
3.6

a
u

tilisé
le

résu
ltat

su
ivan

t,
d

û
à

D
.R

oy
[R

1988a],
P

ro
p

.
3

(v
oir

au
ssi

[R
1
9
9
0b

],
P

ro
p

.
3
.3

)
:

    
 
   

 
 

 
  

8
4

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

L
e
m

m
e

3
.7

.
–

S
oien

t
A

u
n

an
n

eau
com

m
u

tatif
u

n
itaire

et
n

u
n

en
tier.

a)
T

ou
t

p
oly

n
ôm

e
d

e
l’an

n
eau

A
[T

1 ,...,T
n
]

est
le

d
éterm

in
an

t
d

’u
n

e
m

atrice
carrée

à
co

effi
cien

ts
d

an
s

le
A

-m
o
d

u
le
A

+
A
T

1
+
···+

A
T
n
.

b
)

P
ou

r
tou

t
p

oly
n

ôm
e

h
om

og
èn

e
f

d
e
A

[T
0 ,...,T

n
],

il
ex

iste
u

n
e

m
atrice

carrée
d

e
form

at

d×
d

à
co

effi
cien

ts
d

an
s

le
A

-m
o
d

u
le
A
T

0
+
···+

A
T
n

d
on

t
le

d
éterm

in
an

t
est

T
d−

d
e
g
f

0
f

.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

a)
O

n
d

ésign
e

p
ar
R

=
A

[T
1 ,...,T

n
]

l’an
n

eau
d

es
p

oly
n

ôm
es

à
co

effi
cien

ts
d

an
s
A

en
n

in
d

éterm
in

ées.
P

ou
r

ch
aq

u
e

en
tier

d
≥

1,
on

n
ote

R
d

le
sou

s-A
-m

o
d

u
le

d
e
R

form
é

d
es

p
oly

n
ôm

es
d

e
d

egré
total≤

d
.

A
in

si
R

1
=
A

+
A
T

1
+
···+

A
T
n
,

tan
d

is
q
u

e
R
d

est
en

gen
d

ré
com

m
e
A

-m
o
d

u
le

p
ar

les
m

on
om

es
T
a

1
1
···T

a
n

n
avec

a
1

+
···

+
a
n
≤
d
.

Q
u

an
d
E

et
F

son
t

d
eu

x
sou

s-A
-m

o
d

u
les

d
e
R

,
on

d
ésign

e
p

ar
E
F

le
sou

s-m
o
d

u
le

d
e
R

en
gen

d
ré

p
ar

les
p

ro
d

u
its

x
y
,

(x
∈
E

,
y
∈
F

).
D

on
c
R
d

=
R

1 R
d−

1
p

ou
r

tou
t
d
≥

2.
O

n
rem

arq
u

e
d

éjà
q
u

e
si

u
n

e
m

atrice
M

a
ses

co
effi

cien
ts

d
an

s
E
F

où
E

et
F

son
t

d
eu

x
sou

s-A
-m

o
d

u
les

d
e
R

,
alors

il
ex

iste
u

n
e

m
atrice

P
d

on
t

les
co

effi
cien

ts
son

t
d

an
s

E
,

et
u

n
e

m
atrice

Q
d

on
t

les
co

effi
cien

ts
son

t
d

an
s
F

,
telles

q
u

e
M

=
P
Q

.
E

n
eff

et
on

p
eu

t
écrire

M
=
M

1 y
1

+
···+

M
t y
t ,

avec
y

1 ,...,y
t

d
an

s
F

,
et

les
m

atrices
M

1 ,...,M
t

on
t

tou
tes

le
m

êm
e

form
at

q
u

e
M

,
et

son
t

à
co

effi
cien

ts
d

an
s
E

.
S

i
M

est
d

e
form

at
d×

`,
on

p
eu

t
p

ren
d

re
p

ar
ex

em
p

le
P

d
e

form
at
d×

(t`)
et
Q

d
e

form
at

(t`)×
`

:

P
=

(
M

1
···

M
t
)
,

Q
=


y

1 I
`

...
y
t I
` 

,

où
I
`

est
la

m
atrice

id
en

tité
`×

`.
O

n
rem

arq
u

e
en

su
ite

q
u

e
si
P

est
u

n
e

m
atrice

p×
q

et
Q

u
n

e
m

atrice
q×

p
,

alors

d
et(P

Q
)

=
d

et (
I
q

Q
−
P

0

)
.

P
ou

r
le

voir
il

su
ffi

t
d

e
m

u
ltip

lier
cette

d
ern

ière
m

atrice
à

gau
ch

e
p

ar
la

m
atrice (

I
q

0
P

I
p )

d
on

t
le

d
éterm

in
an

t
est

1
;

le
p

ro
d

u
it

est (
I
q

Q
0

P
Q

)
d

on
t

le
d

éterm
in

an
t

est
égal

à
celu

i

d
e
P
Q

.
C

es
d

eu
x

rem
arq

u
es

m
on

tren
t

q
u

e
tou

te
m

atrice
carrée

M
à

co
effi

cien
ts

d
an

s
R
d ,

avec
d
≥

2,
a

le
m

êm
e

d
éterm

in
an

t
q
u

’u
n

e
certain

e
m

atrice
carrée

à
co

effi
cien

ts
d

an
s
R
d−

1 .
P

ar
récu

rren
ce

on
d

éd
u

it
q
u

’il
ex

iste
u

n
e

m
atrice

à
co

effi
cien

ts
d

an
s
R

1
ayan

t
le

m
êm

e
d

éterm
in

an
t

q
u

e
M

.

b
)

S
oit

f
∈
A

[T
0 ,...,T

n
]

u
n

p
oly

n
ôm

e
h

om
og

èn
e.

D
’ap

rès
a),

il
ex

iste
u

n
e

m
atrice

carrée
M

à
co

effi
cien

ts
d

an
s
A

+
A
T

1
+
···+

A
T
n

telle
q
u

e
f

(1
,T

1 ,...,T
n
)

=
d

et
M

.
O

n
rem

p
lace

d
an

s
M

ch
aq

u
e

co
effi

cien
t

d
e

la
form

e
a

0
+
a

1 T
1
+
···+

a
n
T
n

p
ar
a

0 T
0
+
a

1 T
1
+
···+

a
n
T
n
.

E
x
ercice.

S
o

it
P

u
n

po
lyn

ô
m

e
d

e
d

egré
D

en
n

va
ria

bles
;

m
o

n
trer

qu
’il

existe
u

n
e

m
a

trice
ca

rrée,
d

e
fo

rm
a

t
d×

d
,

a
vec

d
≤

(n
+

1)
D
−

1,
à

coeffi
cien

ts
d

a
n

s
A

+
A
T

1
+
···

+
A
T
n

,
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III.
–

G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

lin
é
a
ire

s
8
5

d
o

n
t

le
d

éterm
in

a
n

t
est

P
.

I
n
d
i
c
a
t
i
o
n
.

R
ep

ren
d

re
la

d
ém

o
n

stra
tio

n
,

m
a

is
en

u
tilisa

n
t

la
rela

tio
n

su
iva

n
te,

po
u

r
d

es
m

a
trices

ca
rrées

M
0 ,M

1 ,...,M
n

d
e

m
êm

e
fo

rm
a

t
k×

k
:

d
et(M

0
+
M

1 X
1

+
···

+
M
n
X
n
)

=
d

et 
I
n
k

−
X

1 I
k

...
−
X
n
I
k

M
1
···

M
n

M
0


.

E
x
ercice.

S
o

it
S

l’a
n

n
ea

u
A

[X
(1

)
1
,...,X

(m
)

n
]

d
es

po
lyn

ô
m

es
en

m
n

in
co

n
n

u
es
X

(j
)

i
,

(1
≤

i≤
n

,
1
≤
j≤

m
).

M
o

n
trer

qu
e

to
u

t
élém

en
t

d
e
S

est
le

d
eterm

in
a

n
t

d
’u

n
e

m
a

trice
M

d
e

la
fo

rm
e

M
=



M
0
0

M
0
1

M
1
0

M
1
1

...
...

M
m

0
M
m

1 

o
ù
M
j
i

a
ses

coeffi
cien

ts
d

a
n

s
A

si
i

o
u
j

s’a
n

n
u

le,
ta

n
d

is
qu

e,
po

u
r
j

=
1,...,m

,
M
j
1

a

ses
coeffi

cien
ts

d
a

n
s

le
so

u
s-A

-m
od

u
le
L
j

d
e
S

en
gen

d
ré

pa
r
X

(j
)

1
,...,X

(j
)

n
.

E
xem

p
le

:
to

u
t

po
lyn

ô
m

e
d

a
n

s
l’a

n
n

ea
u
A

[X
1 ,...,X

n
,Y

1 ,...,Y
k ]

peu
t

être
écrit

so
u

s
la

fo
rm

e

d
et 

M
0

M
′0

M
1

M
′1

M
2

M
′2 

o
ù

les
m

a
trices

M
0 ,M

1 ,M
2 ,M

′0
o

n
t

leu
rs

coeffi
cien

ts
d

a
n

s
A

,
la

m
a

trice
M
′1

a
ses

coeffi
cien

ts
d

a
n

s
A
X

1
+
···

+
A
X
n

et
M
′2

a
ses

coeffi
cien

ts
d

a
n

s
A
Y

1
+
···+

A
Y
k .

I
n
d
i
c
a
t
i
o
n
(
d
’
a
p
r
è
s
D
.
R
o
y
)
.

S
o
it
P
∈
S

.
D

’a
p

rès
le

lem
m

e
3.7,

P
=

d
et
N

où
N

est
u

n
e

m
a
trice

à
co

effi
cien

ts
d

an
s

A
⊕
L

1 ⊕
···⊕

L
m
.

D
o
n

c
o
n

p
eu

t
écrire

N
so

u
s

la
fo

rm
e

N
=
N

0
+
N

1
+
···

+
N
m

=
(
N

0
N

1
...

N
m

) 

II...I 
,

où
N

0
a

ses
co

effi
cien

ts
d

a
n

s
A

ta
n

d
is

q
u

e
N
j

a
ses

co
effi

cien
ts

d
an

s
L
j

p
ou

r
j

=
1,...,m

.
O

n
d

ésig
n

e
p

a
r
I

la
m

a
trice

id
en

tité
d

e
m

êm
e

taille
q
u

e
N

.
O

n
a

d
et 

I
I

...
I

0
I

0
...

0
N

0

0
I

...
0

N
1

...
...

...
...

0
0

...
I

N
m


=

d
et 

0
0

...
0
−
N

I
0

...
0

N
0

0
I

...
0

N
1

...
...

...
...

0
0

...
I

N
m


=
±

d
et
N
.

    
 

 
   

 
 

 
   

8
6

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

N
ou

s
avon

s
v
u

(d
an

s
la

d
ém

on
stration

d
u

lem
m

e
3.6)

q
u

e
le

cas
p

articu
lier

d
0

=
0

d
e

la
con

jectu
re

3.5
?

su
ffi

sait
p

ou
r

im
p

liq
u

er
la

con
jectu

re
3.3

?,
q
u

i
à

son
tou

r
im

p
liq

u
e

la
con

jectu
re

3.5
?.

P
ar

con
séq

u
en

t
les

d
eu

x
assertion

s
su

ivan
tes

son
t

éq
u

ivalen
tes

:
(i)

P
ou

r
tou

t
en

tier
d

1
>

0,
le

grou
p

e
alg

éb
riq

u
e
G
d

1
m

p
ossèd

e
la

p
rop

riété
d

e
d

en
sité.

(ii)
P

ou
r

tou
t
d

0
et
d

1
en

tiers≥
0

avec
d

=
d

0
+
d

1
>

0,
le

grou
p

e
alg

éb
riq

u
e
G
d

0
a
×
G
d

1
m

p
ossèd

e
la

p
rop

riété
d

e
d

en
sité.

A
in

si
la

situ
ation

con
jectu

rale
con

traste
avec

ce
q
u

e
l’on

sait
d

ém
on

trer
:

d
an

s
le

th
éorèm

e
2.10,

les
facteu

rs
G

a
recèlen

t
d

es
in

form
ation

s
n

on
red

on
d

an
tes.

L
e
m

m
e

3
.8

.
–

L
a

con
jectu

re
3.5

?
est

v
raie

d
an

s
le

cas
p

articu
lier

d
1

=
0.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

Q
u

an
d
d

1
=

0
et

d
0

=
d
,

le
grou

p
e
G

(R
)

d
es

p
oin

ts
réels

d
u

grou
p

e
alg

éb
riq

u
e
G

=
G
da

est
le
R

-esp
ace

vectoriel
R
d.

S
oit

Γ
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
R
d,

d
e

ran
g
`,

et
soit

(γ
1 ,...,γ

` )
u

n
sy

stèm
e

gén
érateu

r
d

e
Γ

com
m

e
Z

-m
o
d

u
le.

S
i
H

est
l’ad

h
éren

ce
d

e
Z

arisk
i
d

an
sG

d
`

a
d

u
sou

s-grou
p

e
Z

(γ
1 ,...,γ

` ),
alors

H
(R

)
est

le
sou

s-esp
ace

vectoriel
d

e
R
d
`

en
gen

d
ré

p
ar

ce
p

oin
t

:

H
(R

)
=
{

(γ
1 x
,...,γ

` x
)

;
x
∈
R }

.

A
lors

Z
γ

1
+
···

+
Z
γ
`

est
d

en
se

d
an

s
R
d

si
et

seu
lem

en
t

s’il
ex

iste
x
∈
R

tel
q
u

e
Z
γ

1 x
+
···+

Z
γ
` x

soit
d

en
se

d
an

s
R
d.

V
oici

u
n

ex
em

p
le

p
ou

r
term

in
er

cette
section

:

C
o
ro

lla
ire

3
.9

.
–

S
ou

s
les

h
y
p

oth
èses

d
u

corollaire
2.11,

si
on

ad
m

et
la

con
jectu

re
3.3

?,
alors

p
ou

r
q
u

e
Γ

soit
d

en
se

d
an

s
R
d

0×
(R
×+

)
d

1,
il

fau
t

et
il

su
ffi

t
q
u

e
l’on

ait
`≥

d
+

1
et

q
u

e
Γ

0
soit

d
en

se
d

an
s
R
d

0.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

U
n

e
im

p
lication

est
b

an
ale

:
si

Γ
est

d
en

se
d

an
s
R
d

0×
(R
×+

)
d

1,
alors

d
’u

n
e

p
art

la
p

ro
jection

Γ
0

d
e

Γ
su

r
le

facteu
r
R
d

0
est

d
en

se
et

d
’au

tre
p

art
on

a
`

=
ran

gZ
(Γ

)≥
m
R

(G
)

=
d

+
1.

P
ou

r
la

récip
ro

q
u

e,
on

u
tilise

la
con

jectu
re

3.5
?

:
le

fait
q
u

e
les

d
1 `

n
om

b
res

α
ij

soien
t

m
u

ltip
licativ

em
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

assu
re

q
u

e
l’ad

h
éren

ce
d

e
Z

arisk
i
H

d
u

sou
s-grou

p
e

d
e
G
`

=
G
d

0
`

a
×
G
d

1
`

m
en

gen
d

ré
p

ar
le

p
oin

t
(β
h
j ;α

ij )
1≤
h≤

d
0
,1≤

i≤
d

1
,1≤

j≤
`

v
érifi

e
H

(R
)
0

=
{

(x
0 β
h
j ;x

ij )
1≤
h≤

d
0
,1≤

i≤
d

1
,1≤

j≤
` ;

(x
0 ,x

ij )
∈
R
×

(R
×+

)
d

1
` }
.

Il
reste

à

m
on

trer
q
u

’il
ex

iste
(x
ij )

1≤
i≤
d

1
,1≤

j≤
` ∈

(R
×+

)
d

1
`

tel
q
u

e
le

sou
s-grou

p
e
Z
η

1
+
···+

Z
η
`

d
e

R
d

0×
(R
×+

)
d

1
en

gen
d

ré
p

ar

η
j

=
(β

1
j ,...,β

d
0
j ;x

1
j ,...,x

d
1
j ),

(1
≤
j≤

`)

soit
d

en
se

d
an

s
G

(R
)
0

=
R
d

0×
(R
×+

)
d

1.
O

n
p

ren
d

d
es

n
om

b
res

réels
t
ij ,

(1
≤
i
≤
d

1 ,
1
≤
j≤

`),
q
u

i
son

t
alg

éb
riq

u
em

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
(su

rQ
,
d

on
c

su
r
K

)
et

on
p

ose
x
ij

=
e
t
i
j,

(1
≤
i≤

d
1 ,

1
≤
j≤

`).
Il

s’agit
d

e
v
érifi

er
q
u

e
p

ou
r

tou
t

(s
1 ,...,s

` )∈
Z
`\{0},

la
m

atrice

M
=



β
1
1
···

β
1
j
···

β
1
`

...
...

...
...

...
β
d

0
1
···

β
d

0
j
···

β
d

0
`

t
1
1
···

t
1
j
···

t
1
`

...
...

...
...

...
t
d

1
1
···

t
d

1
j
···

t
d

1
`

s
1
···

s
j
···

s
`





    
 

 
    

 
  

C
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a
p
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III.
–

G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

lin
é
a
ire

s
8
7

est
d

e
ra

n
g
d

+
1.

C
o
m

m
e

Γ
0

est
d

en
se

d
a
n

s
R
d

0,
la

m
a
trice

ob
ten

u
e

en
n

e
con

servan
t

q
u

e
les

d
0

p
rem

ières
lign

es
et

la
d

ern
ière

est
d

e
ran

g
d

0
+

1
(c’est

la
p

rop
osition

4.3
d

u
ch

a
p

itre
II

q
u

i
le

d
it).

O
n

co
n

sid
ère

u
n

m
in

eu
r

n
o
n

n
u

l
d

e
M

d
e

form
at

(d
0

+
1)×

(d
0

+
1).

L
es
d

0
+

1
co

lo
n

n
es

co
rresp

on
d

a
n
tes

d
e
M

so
n
t

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

an
tes

su
r
R

.
C

om
m

e
les

n
o
m

b
res

t
ij

so
n
t

a
lg

éb
riq

u
em

en
t

in
d

ép
en

d
a
n
ts

su
r
K

et
q
u

e
`
≥
d

+
1,

tou
t

sy
stèm

e
d

e
d

+
1

co
lo

n
n

es
d

e
M

co
n
ten

a
n
t

les
d

0
+

1
co

lo
n

n
es

ch
o
isies

est
en

core
lib

re
su

r
R

.
O

n
ap

p
liq

u
e

en
co

re
u

n
e

fo
is

la
p

ro
p

ositio
n

4
.3

d
u

ch
a
p

itre
II

p
ou

r
co

n
clu

re.

E
x
ercice.

O
n

co
n

sid
ère

u
n

so
u

s-espa
ce

vecto
rielL

d
e
R

su
r
Q

et
o

n
n

o
te
Q

so
n

im
a

ge
pa

r
l’a

p
p

lica
tio

n
expo

n
en

tielle
:

Q
=

ex
p
L

=
{
e
λ
;
λ
∈
L }
⊂
R
×+
.

1
.

O
n

fa
it

l’h
ypo

th
èse

su
iva

n
te

:
to

u
te

fam
ille

Q
-lin

éairem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
te

d
’élém

en
ts

d
e
L

est
alg

éb
riq

u
em

en
t

lib
re

su
r
Q

.
S

o
ien

t
d

u
n

en
tier

>
0
,
G

le
gro

u
pe

a
lgébriqu

e
G
dm

,
et

Γ
u

n
so

u
s-gro
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épen

d
a

n
ts

d
e
L

et
P
∈
Q

[X
1 ,...,X

m
]

u
n

po
lyn

ô
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à
G

(C
).

L
a

rép
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lèm

e
d

e
la

d
en

sité
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éb
riq

u
e
G

2m
est

lin
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ar

:

(x
1 e

1
+
···+

x
d e
d )(y

1 e
1

+
···

+
y
d e
d )

=
f

1 (x
,y

)e
1

+
···+

f
d (x

,y
)e
d .

E
n

écrivan
t

1
=
u

1 e
1

+
···+

u
d e
d ,

on
ob

tien
t

u
n

élém
en

t
u

n
ité

u
=

(u
1 ,...,u

d ).
O

n
m

on
tre

q
u

’il
ex

iste
u

n
p

o
ly

n
ô
m

e
D
∈
k
[X

1 ,...,X
d ]

ay
an

t
la

p
rop

riété
su

ivan
te

:
si
B

est
u

n
e

k
-a

lgèbre
co

m
m

u
ta

tive,
po

u
r

(x
1 ,...,x

d )∈
B
d,

le
systèm

e
d

’équ
a

tio
n

s

f
i (x
,y

)
=
u
i ,

(1
≤
i≤

d
)

a
u

n
e

so
lu

tio
n

(y
1 ,...,y

d )
∈
B
d

si
et

seu
lem

en
t

si
D

(x
)
∈
B
×

.
O

n
n

ote
T
A

le
grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
d

éfi
n

i
su

r
k
,

o
u

v
ert

d
e

Z
a
risk

i
d

e
A
d

d
éfi

n
i

p
a
r
D

(x
)6=

0.
P

ou
r

tou
te
k
-alg

èb
re

B
,
T
A

(B
)

est
u

n
g
ro

u
p

e,
et
T
A

(k
)

=
A
×

est
le

g
ro

u
p

e
d

es
u

n
ités

d
e
A

.
P

a
r

ex
em

p
le

si
o
n

p
ren

d
p

ou
r
A

u
n

co
rp

s
K

ex
ten

sio
n

fi
n

ie
d

e
k
,

le
grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
a
in

si
o
b

ten
u

,
n

o
té
T
K
/
k ,

est
le

to
re

a
ssocié

à
l’exten

sio
n
K
/
k

.
L

e
grou

p
e
T
K
/
k (k

)
est

K
×

,

a
lo

rs
q
u

e
T
K
/
k (K

)
est

(K
×

)
d.

O
n

d
it

a
u

ssi
q
u

e
T
K
/
k

est
le

to
re

o
bten

u
pa

r
restrictio

n
d

es
sca

la
ires

d
e
G

m
d

e
K

à
k

;
o
n

n
o
te

en
co

re
T
K
/
k

=
R

es
K
/
k (G

m
).

N
ou

s
rev

ien
d

ron
s

su
r

cette
q
u

estio
n

d
an

s
le

ch
a
p

itre
su

ivan
t.

c)
D

en
sité

d
a

n
s

(C
×

)
d

d
e

so
u

s-gro
u

pes
d

e
( Q
×

)
d

S
o
it
d

u
n

en
tier
≥

1
.

O
n

co
n

serv
era

la
n

o
ta

tio
n
θ

:
(C
×

)
2
→

G
L

2 (C
)

p
ou

r
l’ap

p
lication

q
u

i
a

été
in

tro
d

u
ite

ci-d
essu

s,
m

a
is

m
a
in

ten
a
n
t
ϕ

et
φ

d
ésign

eron
t

les
ap

p
lication

s

ϕ
:
C
d
→

C
2
d

et
φ

:
(C
×

)
d
→

(C
×

)
2
d

z
7→

(z
, z

)
t

7→
(t,t)

O
n

p
o
se

θ
d

:
(C
×

)
2
d

−→
G

L
2
d (C

)
(t

1 ,...,t
d ;t ′1 ,...,t ′d )

7−→
d

iag (θ(t
1 ,t ′1 ),...,θ(t

d ,t ′d ) )

L
’im

a
g
e,

q
u

i
est

év
id

em
m

en
t

isom
orp

h
e

à
(C
×

)
2
d,

est
le

grou
p

e
G̃

(C
)

d
es

p
oin

ts
com

p
lex

es

d
’u

n
sou

s-g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e
G̃

d
e

G
L

2
d ,

d
e

d
im

en
sio

n
2
d
,

d
éfi

n
i

su
r
Q

.
C

e
sou

s-grou
p

e
alg

éb
riq

u
e

est
iso

m
o
rp

h
e

su
r
C

a
u

g
rou

p
e

a
lg

éb
riq

u
e
G

2
d

m
.

L
’ap

p
lication

θ
d◦

φ
d

on
n

e
u

n

iso
m

o
rp

h
ism

e
d

e
(C
×

)
d

su
r

le
g
ro

u
p

e
G̃

(R
)

d
es

p
o
in

ts
réels

d
e

la
variété

alg
éb

riq
u

e
G̃

.
O

n
d

éfi
n

it
T
G̃

(R
)

=
ϕ

(C
d),

q
u

i
est

u
n
R

-esp
a
ce

v
ecto

riel
d

e
d

im
en

sion
2d

,
isom

orp
h

e
à
C
d

p
ar

ϕ
,

co
n
ten

u
d

a
n

s
T
G̃

(C
)

=
C

2
d,

et
o
n

a
en

core
u

n
d

iag
ra

m
m

e
com

m
u

tatif

C
d

e
x
p
G
dm

−−−−−→
(C
×

)
d

ϕ y

y
θ
d◦
φ

T
G̃

(R
)

e
x
p
G̃
,R

−−−−−→
G̃

(R
)

⋂
⋂

T
G̃

(C
)

e
x
p
G̃

−−−−−→
G̃

(C
).

L
e

n
oya

u
Ω̃

d
e

ex
p
G̃

est
(2
iπZ

)
2
d,

ta
n

d
is

q
u

e
celu

i
d

e
ex

p
G̃
,R

est
le

sou
s-grou

p
e

su
ivan

t
d

e
ra

n
g
d

d
e
T
G̃

(R
)

:

Ω̃
R

=
ϕ ((2

iπZ
)
d )

=
Z

2
iπ
ε̃
1

+
···+

Z
2iπ

ε̃
d ,

  
 

 
   

 
 

 
 
  

9
2

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

où
ε
1 ,...,ε

d
d

ésign
e

la
b

ase
can

on
iq

u
e

d
e
C
d

et
ε̃
j

=
(ε
j ,−

ε
j ),

(1
≤
j≤

d
).

C
om

m
e

grou
p

e
top

ologiq
u

e,
G̃

(C
)

est
isom

orp
h

e
à

(C
×

)
2
d

et
G̃

(R
)

à
(C
×

)
d,

ce
q
u

i
d

on
n

e
m
(G̃

(C
) )

=
2d

+
1

et
m
(G̃

(R
) )

=
d

+
1.

O
n

p
ose

m
C (G̃

)
=

m
(G̃

(C
) )

et
m
R (G̃

)
=

m
(G̃

(R
) ).

L
es

sou
s-grou

p
es

alg
éb

riq
u

es
d

e
G̃

son
t

ob
ten

u
s

en
p

ren
an

t
les

im
ages

p
ar
θ
d

d
es

sou
s-

grou
p

es
alg

éb
riq

u
es

d
e
G

2
d

m
;

ils
son

t
d

on
c

in
d

ex
és

p
ar

les
sou

s-grou
p

es
A

d
e
Z

2
d

:
l’im

age
p

ar
θ
d

d
u

sou
s-grou

p
e
T
A

(C
)

sera
n

otée
G
A

(C
)

:

G
A

=
{

(t
1 ,...,t

d ;t ′1 ,...,t ′d )∈
G̃

;
t
a

1
1
···t

a
d

d
t ′ a
′1

1
···t ′ a

′d
d

=
1

p
ou

r
tou

t
(a
,a ′)∈

A }
.

L
e

grou
p

e
d

es
p

oin
ts

réels
d

e
G
A

estG
A

(R
)

=
G
A

(C
)∩

G̃
(R

)
:

G
A

(R
)

=
{

(t
1 ,...,t

d ; t
1 ,...,t

d )
;

(t
1 ,...,t

d )∈
(C
×

)
d,

t
a

1
1
···t

a
d

d
t
a
′1

1
···t

a
′d
d

=
1

p
ou

r
tou

t
(a
,a ′)∈

A }
.

L
’esp

ace
tan

gen
t

à
l’origin

e
d

eG
A

(C
)

est
le

p
lu

s
gran

d
sou

s-esp
ace

vectoriel
con

ten
u

d
an

s
ex

p
−

1

G̃

(G
A

(C
) )

:

T
G
A

(C
)

=

{
(z
,z ′)∈

C
2
d

;

d
∑i=

1 (a
i z
i

+
a ′i z ′i )

=
0

p
ou

r
tou

t
(a
,a ′)∈

A }
.

C
’est

u
n

sou
s-esp

ace
vectoriel

d
e
C

2
d

ration
n

el
su

r
Q

,
et

T
G
A

(R
)

=

{
(z
,z

)
;
z
∈
C
d,

d
∑i=

1 (a
i z
i

+
a ′i z

i )
=

0
p

ou
r

tou
t

(a
,a ′)∈

A }
.

L
e

n
oyau

d
e

l’ap
p

lication
ex

p
on

en
tielle

d
e
G
A

(R
)

est

K
er

ex
p
G
A
,R

=
{

(2
iπ
n
,−

2iπ
n

)
;
n

=
(n

1 ,...,n
d )∈

Z
d,

d
∑i=

1 (a
i −

a ′i )n
i

=
0

p
ou

r
tou

t
(a
,a ′)∈

A }
⊂
T
G
A

(R
).

S
i
κ

est
son

ran
g,

alors
d
−
κ

est
le

ran
g

d
e

l’im
age

d
e
A

d
an

s
Z
d

p
ar

l’ap
p

lication
(a
,a ′)7→

a−
a ′.

S
oit

G
′

u
n

sou
s-grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
d

e
G̃

d
e

co
d

im
en

sion
δ

;
d

ésign
on

s
p

ar
κ

le
ran

g
su

r
Z

d
u

n
oyau

d
e

ex
p
G
′,R

.
L

a
com

p
osan

te
con

n
ex

e
d

e
l’élém

en
t

n
eu

tre
d

e
G
′(R

)
est

isom
orp

h
e

au
q
u

otien
t

d
e
R

2
d−
δ

p
ar

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ran
g
κ

,
d

on
c

m
R

(G
′)

=
m
(G
′(R

) )
=

d
im
G
′−

ran
gZ

K
er

ex
p
G
′,R

+
1

=
2d−

δ−
κ

+
1;



   
 

 
    

 
 

 
   

C
h
a
p
itre

III.
–

G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

lin
é
a
ire

s
9
3

d
e

m
êm

e

m
R

(G̃
/
G
′)

=
m
(G̃

(R
)/
G
′(R

) )
=

d
im

(G̃
/
G
′)−

ra
n

gZ (K
er

ex
p
G̃
/
G
′,R )

+
1

=
δ−

(d−
κ

)
+

1.

Q
u

a
n

d
Γ

est
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e

(C
×

)
d,

o
n

d
éfi

n
it

Γ̃
=
θ
d◦
φ

(Γ
)

;
c’est

u
n

sou
s-

g
ro

u
p

e
d

e
G̃

(R
),

et
Γ

est
d

en
se

d
a
n

s
(C
×

)
d

si
et

seu
lem

en
t

si
Γ̃

est
d

en
se

d
an

s
G̃

(R
).

S
i

Γ

est
d

en
se,

a
lo

rs
p

o
u

r
to

u
t

so
u

s-gro
u

p
e

a
lg

éb
riq

u
e
G
′

d
e
G̃

,
l’im

age
d

e
Γ̃

d
an

s
le

q
u

otien
t

G̃
(R

)/
G
′(R

)
est

en
co

re
d

en
se,

d
on

c

ra
n

gZ (Γ̃
/
Γ̃
∩
G
′(R

) )≥
m
R

(G̃
/
G
′).

S
o
ien

t
γ

1 ,...,γ
`

d
es

élém
en

ts
d

e
(Q
×

)
d

m
u

ltip
licativ

em
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts,

et
soit

Γ
le

so
u

s-gro
u

p
e

m
u

ltip
licatif

(d
e

ran
g
`)

q
u

’ils
en

g
en

d
ren

t.
O

n
veu

t
d

on
n

er
d

es
con

d
ition

s
su

ffi
sa

n
tes

q
u

i
en

trâ
ın

en
t

q
u

e
Γ

est
d

en
se

d
a
n

s
(C
×

)
d.

E
x
ercice.

E
n

s’in
sp

ira
n

t
d

es
d

ém
o

n
stra

tio
n

s
d

es
co

ro
lla

ires
2

.1
1

et
3

.9
,

éta
blir

le
résu

lta
t

su
iva

n
t.

S
o

ien
t
α
ij

(1
≤
i≤

d
,

1
≤
j
≤
`)

d
es

n
o

m
bres

co
m

p
lexes

a
lgébriqu

es
n

o
n

n
u

ls,
tels

qu
e

les
2
d
`

n
o

m
bres

α
ij ,

α
ij

so
ien

t
m

u
ltip

lica
tivem

en
t

in
d

épen
d

a
n

ts.
O

n
d

ésign
e

pa
r

γ
j ∈

( Q
×

)
d

le
po

in
t

d
e

coo
rd

o
n

n
ées

(α
1
j ,...,α

dj ),
(1
≤
j≤

`),
et

pa
r

Γ
le

so
u

s-gro
u

pe
d

e

(Q
×

)
d

qu
’ils

en
gen

d
ren

t.
a

)
S

i
`≥

2
d
(2
d−

1
)

+
2
,

a
lo

rs
Γ

est
d

en
se

d
a

n
s

(C
×

)
d.

b)
O

n
a

d
m

et
la

co
n

jectu
re

3
.5

?.
S

i
`≥

d
+

1
,

a
lo

rs
Γ

est
d

en
se

d
a

n
s

(C
×

)
d.

N
o
u

s
a
llo

n
s

d
o
n

n
er

u
n

résu
ltat

p
lu

s
p

récis
q
u

e
celu

i
p

ro
p

osé
d

an
s

l’ex
ercice

p
récéd

en
t.

O
n

d
éfi

n
it

Y
=

ex
p
−

1
G
dm

(Γ
)

=
Z
y

1
+
···+

Z
y
`

+
Z

2
iπ
ε
1

+
···+

Z
2iπ

ε
d ⊂

C
d.

O
n

p
o
se

en
co

re
Ỹ

=
ϕ

(Y
)

;
il

s’ag
it

d
e

v
érifi

er
q
u

e
p

o
u

r
tou

t
h
y
p

erp
lan

com
p

lex
e
H

d
e

C
2
d,

o
n

a
ra

n
gZ

(Ỹ
/
Ỹ
∩
H

)≥
2
.

R
ap

p
elo

n
s

la
n

o
tatio

n

Ω̃
R

=
K

er
ex

p
G̃
,R

=
ϕ ((2

iπZ
)
d )

=
Z

2
iπ
ε̃
1

+
···+

Z
2iπ

ε̃
d .

O
n

rem
a
rq

u
e

q
u

e
Ỹ

co
n
tien

t
Ω̃
R

;
si

ra
n

gZ
(Ω̃
R
/
Ω̃
R
∩
H

)≥
2,

alors
l’in

égalité
à

d
ém

on
trer

est
cla

ire.
O

n
p

eu
t

d
o
n

c
su

p
p

o
ser

q
u

e
le

n
om

b
re
η

=
ran

gZ
(Ω̃
R
/Ω̃
R ∩

H
)

est
égal

à
0

ou
1.

O
n

co
n

sid
ère

le
so

u
s-esp

a
ce

d
e
C

2
d

en
g
en

d
ré

p
a
r
Q

2
d∩

H
:

c’est
le

p
lu

s
gran

d
sou

s-
esp

a
ce

d
e
C

2
d

ra
tion

n
el

su
r
Q

co
n
ten

u
d

an
s
H

,
d

o
n

c
c’est

le
p

lu
s

gran
d

sou
s-esp

ace
d

e
la

fo
rm

e
T
G
′(C

)
q
u

i
so

it
co

n
ten

u
d

a
n

s
H

,
av

ec
G
′

so
u

s-g
rou

p
e

alg
éb

riq
u

e
d

e
G̃

.
D

e
la

d
éfi

n
itio

n
d

e
T
G
′

o
n

d
éd

u
it

q
u

e
Ω̃
R
∩
H

est
co

n
ten

u
d

a
n

s
T
G
′(R

)
:

p
lu

s
p

récisém
en

t

T
G
′(R

)∩
Ω̃
R

=
H
∩

Ω̃
R
.

E
n

p
a
rticu

lier
la

d
im

en
sion

d
e
G
′

est≥
d−

η
.

   
 

 
   

 
 
  

9
4

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

O
n

p
ose
V

=
H
/T

G
′(C

)
;

c’est
u

n
h
y
p

erp
lan

d
e
T
G̃
/
G
′ (C

),
q
u

i
n

e
con

tien
t

p
as

d
e

sou
s-esp

ace
d

e
T
G̃
/
G
′ (C

)
ration

n
el

su
r
Q

d
e

d
im

en
sion

>
0

(il
n

e
con

tien
t

p
as

d
e
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s-
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ace

d
e
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form

e
T
G
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G
′(C
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G
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s-grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
d

e
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con
ten

an
t
G
′

et

d
e

d
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en
sion

>
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G
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n
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=
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/Ỹ
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T
G
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).
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n
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e
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p
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n

i
d

e
T
G̃
/
G
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)
d
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t

l’im
age

p
ar

l’ap
p

lication
ex

p
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en
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d
e
G̃
/G
′

est
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ten
u

e

d
an
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×

)
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avec
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=
d
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G̃
−

d
im
G
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n

est
d
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c

d
an

s
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ition
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lication
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d
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th

éorèm
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/Ỹ
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/Ỹ
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p
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éb
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d
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G
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Ω̃
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η
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=
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1
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η
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R
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e
a
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=
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n

h
y
p
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H
d

e
C

2
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q
u

i
v
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∩

Ω̃
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con
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Ω̃
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on
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con
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u
en
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il
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h
y
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H
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/Ỹ
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⊂
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u
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éorèm
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p
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b
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’il
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b
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éorèm
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d

u
so

u
s-g

ro
u

p
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∑k
=

1

ϑ
k (z

k −
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0}
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.
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:
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o
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.
–

S
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ien

t
α
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d
,

1
≤
j≤
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d

es
n
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b
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alg

éb
riq
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es
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p
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n
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n
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u

ls.
O

n
su

p
p
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se

q
u

e
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s

1 ,...,s
` ,
a

1 ,...,a
d ,
a ′1 ,...,a ′d

son
t

d
es

n
om

b
res

en
tiers
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q
u

e
d
∏i=

1 ∏̀j
=

1

α
a
i s
j

ij
α
a
′i s
j

ij
=

1
,

a
lo

rs
o
u

b
ien

s
1

=
···

=
s
`

=
0,

o
u

b
ien

a
1

=
···

=
a
d

=
a ′1

=
···

=
a ′d

=
0.

O
n

d
éfi

n
it

γ
j

=
(α

1
j ,...,α

dj )
∈

(Q
×

)
d,

(1
≤
j
≤
`)

et
o
n

d
ésign

e
p

ar
Γ

le
sou

s-grou
p

e
d

e
( Q
×

)
d

en
g
en

d
ré

p
ar
γ

1 ,...,γ
` .

a
)

S
i

Γ
est

d
en

se
d

a
n

s
(C
×

)
d,

alo
rs
`≥

d
+

1.
b

)
S

i
`≥

d
2

+
d

+
1
,

a
lo

rs
Γ

est
d

en
se

d
a
n

s
(C
×

)
d.

c)
S

i
`≥

d
2

+
3
d
,

a
lo

rs
Γ

co
n
tien

t
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e

ra
n

g
d

+
1

q
u

i
est

d
en

se
d

an
s

(C
×

)
d.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

L
a

p
a
rtie

a
)

d
e

l’én
on

cé
résu

lte
d

e
l’ég

a
lité

m
((C
×

)
d )

=
d

+
1.

P
ou

r
la

p
a
rtie

b
),

on
rem

a
rq

u
e

q
u

e
si
G
′
est

u
n

so
u

s-g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e

d
e
G̃

tel
q
u

e
d

im
G
′
<

d
im
G̃

,
alo

rs
Ỹ
∩
T
G
′(R

)
=

Ω̃
R
∩
T
G
′(R

).

P
o
u

r
le

v
érifi

er,
o
n

écrit
q
u

’u
n

élém
en

t

y
=
∑̀j
=

1

s
j ϕ

(y
j )

+
d
∑k
=

1

t
k ϕ

(2
iπ
ε
k )

d
e
Ỹ

a
p

p
a
rtien

t
à

u
n

so
u

s-esp
ace

d
e
C

2
d

ra
tio

n
n

el
su

r
Q

:

d
∑ν
=

1 (a
ν z
ν

+
a ′ν z ′ν )

=
0
,

av
ec

(a
,a ′)6=

(0
,0

)
;

o
n

d
éd

u
it

d
e

l’h
y
p

oth
èse

d
’in

d
ép

en
d

a
n

ce
m

u
ltip

licativ
e

:

s
1

=
···

=
s
`

=
0

et

d
∑ν
=

1 (a
ν −

a ′ν )t
ν

=
0,
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T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

ce
q
u

i
d

on
n

e
y
∈
ϕ ((2

iπZ
)
d )

=
Ω̃
R

.

A
in

si
Y
′

=
Ỹ
/Ỹ
∩
T
G
′(R

)
a

p
ou

r
ran

g

ran
gZ
Y
′

=
ran

gZ
Ỹ
−

ran
gZ

Ω̃
R
∩
T
G
′(R

)
=
`

+
η
.

E
n

fi
n

,
com

m
e
η
≤

1
et
δ≤

d
+
η
,

l’h
y
p

oth
èse

`≥
d

2
+
d

+
1

en
trâ

ın
e
`

+
η
≥
δ(δ−

1)
+

2.
P

ou
r

d
ém

on
trer

la
p

artie
c)

d
e

la
p

rop
osition

4.1,
on

u
tilise

le
th

éorèm
e

7.2
d

u
ch

ap
itre

II
p

ou
r
R

=
(C
×

)
d

avec
n

=
2d

.
Il

s’agit
d

e
v
érifi

er,
si
`≥

d
(d

+
3),

q
u

e
tou

t
sou

s-grou
p

e
Γ

1
d

e
Γ

d
e

ran
g
`
1

=
`−

2d
+

1
est

d
en

se
d

an
s

(C
×

)
d.

S
oien

t
γ
′1 ,...,γ

′`
1

d
es

élém
en

ts
Q

-lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
d

e
Γ

:

γ
′λ

=
(α
′1
λ
,...,α

′d
λ
),

α
′iλ

=
∏̀j
=

1

α
m
j
λ

ij
,

(1
≤
λ
≤
`
1 ,

1
≤
i≤

d
),

où
la

m
atrice

en
tière

(m
j
λ )

1≤
j≤
`,1≤

λ≤
`
1

est
d

e
ran

g
`
1 .

A
lors

p
ou

r
a

1 ,...,a
d ,
a ′1 ,...,a ′d ,

t
1 ,...,t

`
1

d
an

s
Z

,
la

relation

d
∏i=

1

`
1
∏λ
=

1 (α
′iλ

)
a
i t
λ
( α
′iλ

)
a
′i t
λ

=
1

s’écrit
d
∏i=

1 ∏̀j
=

1

α
a
i s
j

ij
α
a
′i s
j

ij
=

1,

avec

s
j

=

`
1
∑λ

=
1

m
j
λ
t
λ
,

(1
≤
j≤

`).

C
om

m
e

les
con

d
ition

s
s

1
=
···

=
s
`

=
0

et
t
1

=
···

=
t
`
1

=
0

son
t

éq
u

ivalen
tes,

on
p

eu
t

u
tiliser

b
)

p
ou

r
con

clu
re

q
u

e
Γ

1
est

d
en

se
d

an
s

(C
×

)
d.

P
ro

blèm
e.

S
ou

s
les

h
y
p

oth
èses

d
e

la
p

rop
osition

4.1,
et

en
ad

m
ettan

t
la

con
jectu

re
3.3

?,
p

eu
t-on

d
éd

u
ire

q
u

e
Γ

est
d

en
se

d
an

s
(C
×

)
d

d
ès

q
u

e
`≥

d
+

1
?

E
x
ercice.

S
o

it
Γ

u
n

so
u

s-gro
u

pe
d

e
(Q
×

)
2

d
e

ra
n

g
3.

O
n

su
p

po
se

qu
e

Γ
n’est

pa
s

d
en

se
d

a
n

s
(C
×

)
2,

m
a

is
qu

e
ses

im
a

ges
pa

r
les

a
p

p
lica

tio
n

s
(z

1 ,z
2 )
7→

(z
1 /|z

1 |,z
2 /|z

2 |)
et

(z
1 ,z

2 )
7→

(|z
1 |,|z

2 |)
so

n
t

d
en

ses
d

a
n

s
U

2
et

(R
×+

)
2

respectivem
en

t.
M

o
n

trer
qu

’il
existe

u
n

e
m

a
trice

ca
rrée

3×
3,

à
coeffi

cien
ts

d
a

n
s
L

,
d

e
d

éterm
in

a
n

t
n

u
l,

d
o

n
t

les
lign

es
so

n
t

lin
éa

irem
en

t
in

d
épen

d
a

n
tes

su
r
Q

,
d

o
n

t
les

co
lo

n
n

es
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n
t

a
u

ssi
lin

éa
irem

en
t

in
d

épen
d

a
n

tes
su

r
Q

,
et

qu
i

n’est
pa

s
d

e
la

fo
rm

e
P
M
Q

a
vec

P
et
Q

d
a

n
s

G
L

3 (Q
)

et
M

a
n

tisym
étriqu

e.

E
x
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S
o
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t
α

1 ,α
2 ,α

3
d

es
n

o
m

bres
réels

po
sitifs

et
β

1 ,β
2 ,β

3
d

es
n

o
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bres
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m
p

lexes
n
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n

n
u

ls.
O

n
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p
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se
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e
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six
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o
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bres
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u
ltip

lica
tivem
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d
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ro
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d
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×
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O
n
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éra
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éb
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=
d
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n
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s
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a
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in
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d
a
n

s
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tro

d
u

it
u

n
g
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u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e

lin
éa

ire
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m
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tif

G̃
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d
éfi

n
i

su
r
R

,
d

on
t

le
grou

p
e

d
es

p
o
in

ts
co

m
p

lex
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G̃
(C

)
est
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m

o
rp

h
e

à
G
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G
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t
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grou

p
e

d
es

p
oin

ts
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est
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o
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h
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à
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).

O
n
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n
e

p
a
r
φ
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d
e
G
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)
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an

s
G̃

(C
)

q
u
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en

voie
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)
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r
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=
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d
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u
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=
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Γ
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p
e

d
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l’im

a
g
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d
e

Γ
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O
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o
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C
2
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q
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∈
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=
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+
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+
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éb
riq

u
e

d
e
G̃

,
le

q
u

otien
t
G̃
/G
′

est
u

n
p

ro
d

u
it
G
δ
0
a
×
G
δ
1
m

,

où
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D
ém

o
n

stra
tio

n
d

e
la

p
ro

po
sitio

n
4

.2
.

O
n

d
ésig

n
e

p
a
r
Y
⊂
T
G

(R
)

l’im
age

in
verse

d
e

Γ
p

a
r

ex
p
G

.
S

i
Γ

est
d

e
ra

n
g
`,

a
lo

rs
Y

est
d

e
ra

n
g
`

+
d

1 ,
car

le
n

oyau
d

e
ex

p
G

,
q
u

i
est

Ω̃
R

=
{0}

d
0×

(2
iπZ

)
d

1,
est

d
e

ran
g
d

1
su

r
Z

.
P

o
so

n
s,

p
o
u

r
1
≤
k
≤
d

1 ,

ε
k

=
(0
,...,0

,δ
1
k ,...,δ

d
1
k )∈

{
0}
d

0×
Z
d

1.

A
lo

rs
l’im

ag
e

in
v
erse

d
a
n

s
T
G̃

(R
)

d
e

Γ
p

a
r

ex
p
G̃
,R

est

Y
=
Z
y

1
+
···

+
Z
y
`

+
Z

2
iπ
ε
1

+
···

+
Z

2
iπ
ε
d

1
=
Z
y

1
+
···+

Z
y
`

+
Ω̃
R
.

b
)

P
o
u

r
v
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séq
u

en
t

o
n

a
ra

n
gZ
Y
′≥

δ
1 (δ−

1)
+

2
.

O
n

a
p

p
liq

u
e

m
a
in

ten
a
n
t

le
th
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grâce

au
th
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à

co
effi

cien
ts

ration
n

els
:

log
α
k
j

=

r
+

1
∑%
=

1

b
k
j
% θ
% .

P
ou

r
ch

aq
u

e
x

=
(x

0 ,x
1 ,...,x

r )∈
C
r
+

1,
on

d
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p

ro
po

sitio
n

4
.2

.
I
n
d
i
c
a
t
i
o
n
.

S
oit

G
=
G
dm

.
V

érifi
er

q
u

e
p

ou
r

tou
t

sou
s-grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
G
′

d
e
G̃

d
éfi

n
i

su
r
R

,
on

a
m
′R

(G̃
/G
′)≤

d
2

+
d

+
2;

d
e

p
lu

s,
si
T
G
′(R

)
con

tien
t

Ω̃
R

,
alors

m
′R

(G̃
/G
′)≤

d
2−

d
+

2.



    
 

 
    

 
  

C
h
a
p
itre

III.
–

G
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

lin
é
a
ire

s
1
0
1

§5
.

L
e

p
lo

n
g
e
m

e
n
t

c
a
n

o
n

iq
u

e
d

’u
n

c
o
rp

s
d

e
n

o
m

b
re

s

U
n

e
a
u

tre
ap

p
lica

tio
n

co
n

cern
an

t
en

co
re

u
n

g
ro

u
p

e
lin

éaire
(tore

n
on

d
ép

loy
é)

p
rov

ien
t

d
e

q
u

estio
n

s
p

o
sées

p
a
r

C
ollio

t-T
h

élèn
e,

C
o
ray

et
S

a
n

su
c,

et
d

on
t

la
solu

tion
a

été
d

on
n

ée
p

a
r

D
.

R
oy

d
a
n

s
[R

1
9
9
2b

].

P
ro

p
o
sitio

n
5
.1

.
–

S
o
ien

t
k

u
n

co
rp

s
d

e
n

o
m

b
res,

σ
1 ,...,σ

r
1

d
es

p
lon

gem
en

ts
d

istin
cts

d
e

k
d

a
n

sR
et
σ
r
1
+

1 ,...,σ
r
1
+

2
r
2

d
es

p
lo

n
g
em

en
ts

d
istin

cts
d

e
k

d
an

sC
avec

σ
r
1
+
r
2
+
i

=
σ
r
1
+
i

p
o
u

r
1
≤
i≤

r
2 .

O
n

p
o
se

σ
=

(σ
1 ,...,σ

r
1
+
r
2 )

:
k
×
→

(R
×

)
r
1×

(C
×

)
r
2.

S
o
ien

t
γ

1 ,...,γ
`

d
es

élém
en

ts
d

e
k
×

;
o
n

su
p

p
o
se

q
u

e
les

(r
1

+
2r

2 )`
n

om
b

res

σ
i γ
j ,

(1
≤
i≤

r
1

+
2
r
2 ,

1
≤
j≤

`)

son
t

m
u

ltip
lica

tiv
em

en
t

in
d

ép
en

d
a
n
ts.

O
n

d
ésig

n
e

p
ar

Γ
le

sou
s-grou

p
e

m
u

ltip
licatif

d
e
k
×

en
g
en

d
ré

p
a
r
γ

1 ,...,γ
`

et
p

ar
σ

(Γ
)

so
n

im
a
g
e

d
an

s
(R
×

)
r
1×

(C
×

)
r
2.

a
)

O
n

su
p

p
o
se

`≥
{
r
1 (r

1 −
1
)

+
2

si
r
2

=
0,

(r
1

+
r
2 )(r

1
+
r
2

+
1
)

+
1

si
r
2 ≥

1
;

a
lors

l’a
d

h
éren

ce
d

e
σ

(Γ
)

d
a
n

s
le

g
ro

u
p

e
top

olog
iq

u
e

(R
×

)
r
1×

(C
×

)
r
2

con
tien

t
(R
×+

)
r
1×

(C
×

)
r
2.

b
)

O
n

su
p

p
o
se

( ∗)

`≥
{
r

21
+

1
si
r
2

=
0,

(r
1

+
r
2

+
1
)
2

+
r
2 −

1
si
r
2 ≥

1
;

a
lors

il
ex

iste
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e
σ

(Γ
),

d
e

ra
n

g
r
1

+
r
2

+
1
,

d
on

t
l’im

age
p

ar
σ

est
d

en
se

d
a
n

s
(R
×+

)
r
1×

(C
×

)
r
2.

c)
S

i
la

co
n

jectu
re

3
.3

?
est

v
raie,

p
o
u

r
q
u

e
l’a

d
h

éren
ce

d
e
σ

(Γ
)

d
a
n

s
(R
×

)
r
1×

(C
×

)
r
2

soit
réu

n
io

n
d

e
com

p
o
san

tes
co

n
n

ex
es,

il
fau

t
et

il
su

ffi
t

q
u

e
l’o

n
ait

`≥
r
1

+
r
2

+
1.

O
n

a
to

u
jo

u
rs
r
1

+
2
r
2 ≤

[k
:Q

],
av

ec
ég

alité
q
u

a
n

d
o
n

p
ren

d
tou

s
les

p
lon

gem
en

ts
d

e
k

d
a
n

s
C

(a
lo

rs
σ

est
le

p
lo

n
gem

en
t

ca
n

o
n

iqu
e).

O
n

retro
u

v
e

les
ex

em
p

les
con

sid
érés

d
an

s
le

p
a
ra

g
ra

p
h

e
1

en
p

ren
a
n
t
r
1

+
2
r
2

=
[k

:Q
]

=
2

:
∗

si
le

co
rp

s
q
u

a
d

ra
tiq

u
e
k

est
réel

(r
1

=
2
,
r
2

=
0),

a
lo

rs
–

le
th

éo
rèm

e
d

es
six

ex
p

o
n

en
tielles

m
on

tre
q
u

e
p

o
u

r
`≥

4
,

l’ad
h

éren
ce

d
e

l’im
age

d
e

Γ
d

an
s

(R
×

)
2

con
tien

t
(R
×+

)
2

;
d

e
p

lu
s,

p
ou

r
`≥

5
,

le
grou

p
e

Γ
con

tien
t

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ran
g

3
d

o
n
t

l’im
a
g
e

est
d

en
se

d
a
n

s
(R
×+

)
2

;
–

la
co

n
jectu

re
d

es
q
u

a
tre

ex
p

o
n

en
tielles

im
p

liq
u

e
q
u

e
p

o
u

r
`≥

3,
l’ad

h
éren

ce
d

e
l’im

age
d

e
Γ

d
a
n

s
(R
×

)
2

est
o
u

v
erte

;
∗

si
k

est
im

a
g
in

a
ire

(r
1

=
0
,
r
2

=
1
),

a
lo

rs
–

le
th

éo
rèm

e
d

es
six

ex
p

o
n

en
tielles

m
o
n
tre

q
u

e
p

ou
r
`≥

3
,
σ

(Γ
)

est
d

en
se

d
an

s
C
×

et
p

ou
r

`≥
4
,

Γ
co

n
tien

t
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e

ran
g

2
d

on
t

l’im
a
g
e

est
d

en
se

d
an

s
C
×

;
–

la
co

n
jectu

re
d

es
q
u

atre
ex

p
on

en
tielles

en
trâ

ın
e

q
u

e
p

ou
r
`≥

2,
le

sou
s-grou

p
e

Γ
d

e
k
×

a
u

n
e

im
a
ge

d
en

se
d

a
n

s
C
×

.

( ∗)
C

eci
co

rrig
e

la
rem

arq
u

e
à

la
fi

n
d

e
la

sectio
n

4
c

d
e

[W
1994].

où
(r

1
+
r
2

+
1)

2
+
r
2 −

1
a

été
m

a
len

co
n
treu

sem
en

t
rem

p
lacé

p
a
r

(r
1

+
r
2

+
1
)
2

+
1

–
voir

[W
1995].
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o
p
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e
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p
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D
ém

o
n

stra
tio

n
d

e
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.

O
n

p
eu

t
com

m
en

cer
p

ar
rem

arq
u

er
q
u

e
le

cas
r
2

=
0

résu
lte

d
u

corollaire
2.11

avec
d

0
=

0,
d

1
=
d
,

tan
d

is
q
u

e
le

cas
r
1

=
0

est
u

n
e

con
séq

u
en

ce
d

e
la

p
rop

osition
4.1.

P
asson

s
au

cas
gén

éral.
O

n
p

ose
G̃

=
G
r
1

m
×
G̃
r
2

m
,
où
G̃
r
2

m
a

été
d

éfi
n

i
d

an
s

le
p

aragrap
h

e
4

:
G̃
r
2

m
(C

)'
(C
×

)
2
r
2,

G̃
r
2

m
(R

)'
(C
×

)
r
2.

A
in

si
G̃

(C
)'

(C
×

)
r
1
+

2
r
2,

G̃
(R

)'
(R
×

)
r
1×

(C
×

)
r
2.

O
n

a
en

core
T
G̃

(C
)

=
C
r
1
+

2
r
2⊃

T
G̃

(R
) '

R
r
1
+

2
r
2.

L
e

n
oyau

d
e

ex
p
G̃

est
(2
iπZ

)
r
1
+

2
r
2,

celu
i

d
e

sa
restriction

ex
p
G̃
,R

à
T
G̃

(R
)

est
isom

orp
h

e
à

(2
iπZ

)
r
2

;
on

n
otera

ce
d

ern
ier

Ω̃
R

.
O

n
d

ésign
e

p
ar
Y

le
sou

s-grou
p

e
d

e
R
r
1×

C
r
2

d
e

ran
g
`

+
r
2

q
u

i
est

l’im
age

in
verse

p
ar

l’ap
p

lication
ex

p
on

en
tielle

d
e
σ

(Γ
).

O
n

d
éfi

n
it

en
su

ite
Ỹ
⊂
R
r
1
+

2
r
2

et
on

con
sid

ère
u

n
h
y
p

erp
lan

H
d

e
R
r
1
+

2
r
2

d
’éq

u
ation

t
1 x

1
+
···+

t
r
1 x
r
1

+
u

1 y
1

+
···+

u
r
2 y
r
2

+
u
′1 y ′1

+
···+

u
′r
2 y ′r

2
=

0.

Il
s’agit

d
e

v
érifi

er
ran

gZ
(Ỹ
/Ỹ
∩
H

)≥
2.

O
n

d
éfi

n
it
G
′

com
m

e
le

sou
s-grou

p
e

alg
éb

riq
u

e

con
n

ex
e

d
e

d
im

en
sion

m
ax

im
ale

d
e
G̃

tel
q
u

e
T
G
′(C

)
soit

con
ten

u
d

an
s
H

.
L

e
ran

g
d

e

H
∩

Ω̃
R

sera
n

oté
r
2 −

η
.

O
n

p
eu

t
su

p
p

oser
η

=
0

ou
1,

sin
on

le
résu

ltat
est

b
an

al,
p

u
isq

u
e

Ω̃
R
⊂
Ỹ

.
D

e
p

lu
s,

si
r
2

=
0,

alors
η

=
0.

C
om

m
e
T
G
′(R

)
con

tien
t
H
∩

Ω̃
R

,
la

d
im

en
sion

d
e

G
′
est

au
m

oin
s
r
2 −

η
.
L

es
h
y
p

oth
èses

faites
su

r
l’in

d
ép

en
d

an
ce

m
u

ltip
licativ

e
d

es
n

om
b

res
σ
i (γ

j )
p

erm
etten

t
d

e
v
érifi

er

Ỹ
∩
T
G
′(R

)
=

Ω̃
R
∩
T
G
′(R

).

A
lors

le
ran

g
d

e
Y
′

=
Ỹ
/Ỹ
∩
T
G
′(R

)
est

`
+
η
.

S
oit

δ
la

co
d

im
en

sion
d

e
G
′

d
an

s
G̃

:
on

a
G̃
/G
′'

G
δm

avec
δ
≤
r
1

+
r
2

+
η
.

O
n

p
ose

en
core

V
=
H
/T

G
′(C

).
L

e
th

éorèm
e

d
u

sou
s-grou

p
e

lin
éaire

assu
re

ran
gZ

(Y
′∩
V

)≤
δ(δ−

1).

M
ais

d
’u

n
e

p
art

on
a

ran
gZ (Ỹ

/Ỹ
∩
H
)

=
ran

gZ
(Y
′/
Y
′∩
V

),

et
d

’au
tre

p
art

on
d

éd
u

it
d

e
l’h

y
p

oth
èse

su
r
`

et
d

e
la

m
a

joration
δ
≤
r
1

+
r
2

+
η

avec
η

=
0

ou
1

q
u

e
l’on

a
`

+
η
≥
δ(δ−

1)
+

2.
O

n
p

eu
t

d
on

c
con

clu
re

ran
gZ (Ỹ

/Ỹ
∩
H
)≥

2.

R
em

a
rqu

es.
C

ela
n

’ép
u

ise
p
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le

su
jet.

Il
serait

b
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d
’étu

d
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d
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grou
p
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éb
riq

u
es
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éaires

p
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s
en

d
étail

:
d

’u
n

e
p

art
v
oir
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q
u

i
se

p
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d
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s
le
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d
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p
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m

u
tatifs

n
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d
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loy
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d
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n
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m
u

tatifs.
E

n
fi

n
n

ou
s

rev
ien

d
ron

s
au

ch
ap

itre
V

su
r

l’asp
ect

q
u

an
titatif

et
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m
esu

res
d

e
d

en
sité
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ectiv

es.
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.

–
L

e
p

ro
b

lè
m

e
d

e
d

e
n

sité
p

o
u

r
le

s
g
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b

riq
u

e
s

D
an

s
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ch
a
p
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o
n

éten
d
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d
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n
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p

o
u

r
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grou
p
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éaires
d

an
s

le
ch

ap
itre

p
récéd

en
t

à
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u
s

les
g
ro

u
p

es
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éb
riq

u
es

co
m

m
u

ta
tifs.

O
n

com
m

en
ce

p
ar

le
cas

facile
d

es
co

u
rb

es
ellip

tiq
u
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su

r
R

.
O

n
co

n
tin

u
e

av
ec

le
ca

s
g
én

éral
(su

r
R

),
et
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d
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en
su

ite
p

lu
s

en
d

éta
il
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situ

a
tio

n
p

o
u

r
les

variétés
a
b

élien
n

es.
L

a
fi

n
d

u
ch

ap
itre

est
con

sacrée
au

p
ro

b
lèm

e
d

e
d

en
sité

co
m

p
lex

e.
O

n
u

tilisera
en

co
re

u
n

résu
lta

t
d

e
la

th
éo

rie
d

es
n

om
b

res
tran

scen
d

an
ts

—
le

th
éorèm

e
2.3 ∗

(th
éo

rèm
e

d
u

sou
s-grou

p
e

a
lg

éb
riq

u
e)

—
p

o
u

r
d

ém
on

trer
le

th
éorèm

e
p

rin
cip

al
d

e
ce

ch
a
p

itre,
le

th
éo

rèm
e

2
.2

.
L

a
situ

a
tio

n
co

n
jectu

ra
le

est
m

o
in

s
facile

q
u

e
p

ou
r

les
grou

p
es

a
lg

éb
riq

u
es

lin
éa

ires
(cf.

[B
e

1
9
9
5
]).

§1
.

C
o
u

rb
e
s

e
llip

tiq
u

e
s

su
r

u
n

c
o
rp

s
d

e
n

o
m

b
re

s
ré

e
l

S
o
it
E

u
n

e
co

u
rb

e
ellip

tiq
u

e
su

r
Q

.
L

e
g
ro

u
p

e
d

e
M

ord
ell-W

eil
E

(Q
)

est
soit

fi
n

i
(i.e.

d
e

ra
n

g
n
u

l),
so

it
in

fi
n

i
(d

e
ra

n
g
≥

1
).

L
e

g
ro

u
p

e
E

(R
)

est
soit

con
n

ex
e,

soit
com

p
osé

d
e

d
eu

x
co

m
p

o
sa

n
tes

co
n

n
ex

es
;

q
u

a
n

d
la

co
u

rb
e

est
écrite

sou
s

form
e

d
e

W
eierstraß

y
2

=
4
x

3−
g

2 x
−
g

3 ,
il

y
a

d
eu

x
co

m
p

o
sa

n
tes

co
n

n
ex

es
si

et
seu

lem
en

t
si

le
p

oly
n

ôm
e

4
x

3−
g

2 x
−
g

3
a

tro
is

ra
cin

es
réelles,

ce
q
u

i
rev

ien
t

en
core

à
d

ire
q
u

e
le

d
iscrim

in
an

t
∆

=
g

32 −
2
7
g

23
est

>
0
.
L

a
co

m
p

o
sa

n
te

co
n

n
ex

e
d

e
l’élém

en
t

n
eu

tre
E

(R
)
0

n
’est

p
as

b
orn

ée.
L

es
p

o
in

ts
ra

tio
n

n
els

d
e

la
co

u
rb

e
p

eu
v
en

t
être

en
n

o
m

b
re

fi
n

i,
ou

b
ien

d
en

ses
d

an
s
E

(R
),

o
u

en
co

re,
q
u

a
n

d
il

y
a

d
eu

x
com
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à

A
.
B

rem
n

er
d

e
la

cou
rb

e
y

2
=
x

3
+

6x
2

+
2x

q
u

i
a

d
eu

x
com

p
osan

tes
con

n
ex

es
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é
p

ar
J
-L

.
C

olliot-
T

h
élèn
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s’écrit
T
A
′(R

),
où
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à
G
d

0
a

(resp
.

à
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éb

riq
u

es
co

rresp
o
n

d
en

t,
d

a
n

s
l’esp

a
ce

tan
g
en

t,
au

x
so

u
s-esp

a
ces

v
ectoriels

ration
n

els
su

r
le

corp
s

d
es

en
d

o
m

o
rp

h
ism

es
d

e
la

co
u

rb
e

ellip
tiq

u
e

(q
u

i
est

so
it
Q

,
soit

u
n

corp
s

im
agin

aire
q
u

a
d

ra
tiq

u
e).

P
lu

s
g
én
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1,
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d
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q
u

e
p

ou
r

u
n

grou
p

e
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d
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loy

é
L

=
G
d

0
a
×
G
d

1
m

,
on

a
κ
R

(L
)

=
0

et
m
R

(L
)

=
d

+
1,

avec
d

=
d

0
+
d

1 .
S

oit
G

u
n

grou
p

e
alg

éb
riq

u
e

com
m

u
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d
éfi

n
i
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r
u

n
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K

d
e
C

d
e

d
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en
sion

d
;

on
d
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e

p
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L
K

(G
)

=
ex

p
−

1
G
G

(K
)⊂

T
G

(C
)

le
Z

-m
o
d

u
le

d
es
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m

es
d

e
p
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d
e
G

(K
).

Q
u

an
d
K

est
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s
Q

d
es

n
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b
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alg
éb

riq
u

es,
on

om
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l’in
d

ice
Q

:
ain

si,
com

m
e

d
an

s
le

ch
ap

itre
III,L

(G
)

d
ésign

era
le

Q
-esp

ace
vectoriel

d
es

logarith
m

es
d

e
p

oin
ts

d
e
G

( Q
).

P
ar

ex
em

p
le

q
u

an
d
G

est
u

n
p

ro
d

u
it

G
d

0
a
×
G
d

1
m
×
A

où
A

est
u

n
e

variété
ab

élien
n

e
d

éfi
n

ie
su

r
Q

,
on

a

L
(G

)
=
Q
d

0×
L
d

1×
L

(A
);

si
K

est
le

corp
s
Q
∩
R

d
es

n
om

b
res

alg
éb

riq
u

es
réels,

on
a

L
K

(G
)

=
K
d

0×
(L
∩
R

)
d

1×
L
K

(A
).

L
es

n
om

b
res

com
p

lex
es

q
u

e
l’on

con
sid

ère
ain

si
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t
d

es
valeu

rs
d

’in
tégra

les
a

bélien
n

es.
L

es
p

lu
s

sim
p
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s’ex

p
rim

en
t

com
m

e
com

b
in

aison
s

lin
éaires

à
co

effi
cien

ts
alg

éb
riq

u
es

d
’élém

en
ts

d
e
L

,
com

m
e

∫
1

0

d
x

1
+
x

3
=

13 (log
2

+
π√3 ).

O
n

trou
v
e

en
su

ite
d

es
in

tégrales
ellip

tiq
u

es
d

e
p

rem
ière

esp
èce

:
la

lon
gu

eu
r

d
e

la
lem

n
iscate

(x
2

+
y

2)
2

=
2(x

2−
y

2)
est

Γ
(1
/4)

2/ √
π

=
2 √

2ω
,

où
(ω
,iω

)
est

u
n

e
b

ase
d

u
réseau

d
es

p
ério

d
es

d
e

la
cou

rb
e

ellip
tiq

u
e
y

2
=

4x
3−

4x
,

avec

ω
=

2 ∫
∞1

d
x

√
4x

3−
4x

=
12

∫
1

0

u
−

3
/
4(1−

u
) −

1
/
2d
u

=
12
B

(1
/4,1/2)

=
Γ

(1
/4)Γ

(1
/2)

2Γ
(3
/4)

=
Γ

(1
/
4)

2

2 √
2π

.

(V
oir

à
ce

su
jet

[S
i

1949]).
U

n
au

tre
ex

em
p

le
d

’in
tégrale

ellip
tiq

u
e

d
e

p
rem

ière
esp

èce
est

la
p

ério
d

e
réelle

d
e

la
cou

rb
e
y

2
=

4x
3−

4
:

ω
=

2 ∫
∞1

d
x

√
4x

3−
4

=
13
B

(1
/6,1/2)

=
Γ

(1
/3)

3

2
3 √

2
π
.

P
arm

i
les

in
tégrales
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élien

n
es

p
lu

s
gén

érales,
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trou
v
e

les
in

tégrales
E

u
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es

q
u

i
d

on
n

en
t

les
fon

ction
s

B
eta

et
G

am
m

a
:

B
(a
,b)

=

∫
1

0

t
a−

1(1−
t)
b−

1d
t

=
Γ

(a
)Γ

(b)

Γ
(a

+
b)
.
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b
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S
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b
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éb
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p
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e
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e
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e
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u
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d
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a
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d
e

Γ
d
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n
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est
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(p
ou

r
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l’o
rig

in
e.

Il
est

év
id

em
m

en
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n
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e
d
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n

s
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con
jectu

re
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M
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e

su
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q
u

e
Γ
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Z

a
risk

i-d
en

se
d

a
n

s
G
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E
x
ercice.

V
érifi

er
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e
l’a

d
h

éren
ce

d
e

Z
a

riski
d

’u
n

so
u

s-gro
u

pe
Γ

d
e
G

(K
)

est
u

n
so

u
s-

gro
u

pe
a

lgébriqu
e

d
e
G

d
éfi

n
i

su
r
K

I
n
d
i
c
a
t
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o
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L
’id

éa
l

d
es

p
o
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n
ô
m
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n
u

ls
su

r
Γ

est
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m
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e
q
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e
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i
d
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p
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n

ôm
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n
u
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r
l’a

d
h

éren
ce

d
e

Z
a
risk

i
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.
S

o
it
P

u
n

élém
en

t
d

e
cet

id
éal;

p
o
u

r
x
∈
G

(K
),

on
n

otera
P

(x
+
X

)
la

fo
n

ctio
n

su
r
G

(K
)

o
b

ten
u

e
en
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m

p
o
san

t
l’ap

p
lication

p
oly

n
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P

su
r

G
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)
et
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n
sla
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g
7→
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V
érifi

er
q
u

e
p

o
u
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∈
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,

la
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P
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+
X

)
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n
u
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r
Γ
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d
éd
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q
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a
u
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u
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r
Γ
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M

o
n
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en
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ite
q
u

e,
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r
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∈
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P
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X
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n
u
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Γ
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en

d
éd
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q
u
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u

ssi
n
u
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Γ
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o
n
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L
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d
e
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en
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u
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Z
a
risk

i
se

trad
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pe

a
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d
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d
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n
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d
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Γ
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Γ
∩
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ra
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L
a

co
n

jectu
re

d
e

M
a
zu

r
restrein

te
au

x
grou

p
es

alg
éb
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c
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bres

ra
tio

n
n

els,
et

si
G

(Q
)
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u
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u
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a
lgébriqu
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r
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d
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)
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p
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en
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cette

q
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s
p

a
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p
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bélien

n
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Q
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logie
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d
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n
s
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)
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N
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n
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s
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éra
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en
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u
n
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d
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o
m

b
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(à
la

p
lace

d
e
Q
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u
n
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p

e
Γ

d
e
G

(K
)

(à
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p
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d
e
G
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)

to
u
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en

tier).
L

a
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d
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d
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d
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sité
p

ou
r
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d
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Z
a
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i
n
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su
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d
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s
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:
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age

d
e

Γ
d

an
s

G
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d
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se,
p

o
u

r
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u
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s-g
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p
e

a
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éb
riq

u
e
G
′

d
e
G

d
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n
i
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r
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a
g
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d
e
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s
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q
u

o
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t
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u
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e
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su
r
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n
g

d
e

Γ
/
Γ
∩
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q
u

e
n

o
u
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a
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s
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p
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N
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s

v
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e
cette

co
n
tra
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n
te

;
cela

n
o
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s
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d
u
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à
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stifi
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d
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n
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d
e
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p
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d

e
d

en
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N
o
u

s
ex

p
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s
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les
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s
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la

p
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d

e
d

en
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p
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r
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g
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u
p
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éa
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d
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loy
és

d
’u

n
e

p
a
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n
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re
d
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d
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en

d
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ce
alg

éb
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u
e

h
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èn

e
d

e
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g
a
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m
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d
e

n
o
m

b
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a
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éb
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u
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d
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u
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p
a
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d
éjà
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n
d
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n

n
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n

o
n
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p

o
u

r
q
u

’u
n
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p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e

G
(K

)∩
G

(R
)
0

so
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d
en

se
d

a
n

s
G

(R
)
0.

L
e
m

m
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2
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.
–

S
o
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t
K

u
n

so
u
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rp

s
d

e
R

,
G

u
n

g
ro

u
p

e
alg

éb
riq

u
e

com
m

u
tatif

d
éfi

n
i

su
r
K

d
e

d
im

en
sio

n
≥

1
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Γ
u

n
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u
s-g

ro
u

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e
G

(K
).

O
n

su
p

p
ose

q
u

e
l’a

d
h
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ce

réelle
d

e
Γ

d
a
n

s
G

(R
)

co
n
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t
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m

p
o
sa

n
te

n
eu

tre
G

(R
)
0.

A
lors,

p
ou

r
tou

t
sou

s-g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e
G
′

d
e
G

d
éfi

n
i

su
r
K

,

ran
gZ (Γ

/
Γ
∩
G
′(K

) )≥
m
R

(G
/
G
′).
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1
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T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

D
an

s
le
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G

=
G
da ,

le
th

éorèm
e

d
e

K
ron

ecker
m

on
tre

q
u

e
la

récip
ro

q
u

e
est

v
raie.

D
an

s
le

cas
gén

éral,
en

su
p

p
osan

t
q
u

e
K

est
u

n
corp

s
d

e
n

om
b

res,
u

n
e

récip
ro

q
u

e
p

artielle
p

eu
t-

être
ob

ten
u

e
en

rem
p

la
çan

t
m
R

(G
)

p
ar

le
n

om
b

re
m
′R

(G
)

(q
u

i,
p

ou
r

u
n

grou
p

e
d

iff
éren

t
d

e
G
da ,

est
au

m
oin

s
égal

à
m
R

(G
)),

d
éfi

n
i

d
e

la
m

an
ière

su
ivan

te
:

m
′R

(G
)

=

{
α

(G
)(d−

1)
+

2
si
κ
R

(G
)

=
0,

(α
(G

)−
κ
R

(G
)

+
1 )(d−

1)
+

2−
κ
R

(G
)

si
κ
R

(G
)≥

1.

A
in

si
on

a
tou

jou
rs

m
′R

(G
)≤

α
(G

)(d−
1)

+
2

;
d

e
p

lu
s

m
′R

(G
)

=
d

2−
d

+
1

si
G

est
u

n
e

variété
ab

élien
n

e.

T
h

é
o
rè

m
e

2
.2

(th
é
o
rè

m
e

d
e

d
e
n

sité
).

–
S

oit
G

u
n

grou
p

e
alg

éb
riq

u
e
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m

u
tatif

d
e

d
im
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sion

d
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éfi
n

i
su

r
u

n
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s
d

e
n

om
b
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.
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Γ
u

n
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s-grou
p

e
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e
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p
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i
d

e
G

(K
).

a)
O

n
su

p
p

ose
q
u
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p

ou
r

tou
t
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s-grou
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e

alg
éb

riq
u

e
G
′

d
e
G

d
éfi

n
i

su
r
K
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d

im
G
′
<

d
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G
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a
ran

gZ (Γ
/Γ
∩
G
′(K

) )
≥

m
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(G
/G
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d
e

Γ
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s
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p
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u
e
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con
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éb
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u
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i
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K
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G
′
<

d
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G

,
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/Γ
∩
G
′(K

) )≥
m
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+
d−

1.
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Γ
con
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t
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p
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éorèm
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éb
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e
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h
éorèm
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;
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s
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T
h

éorèm
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R
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1
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h
éorèm

e
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éb
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é
o
rè
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é
b

riq
u

e
).

–
S

oien
t
G

u
n

grou
p

e
alg

éb
riq

u
e

com
m

u
tatif

d
éfi

n
i

su
r
Q

et
V

u
n

sou
s-esp

ace
vectoriel

d
e
T
G

(C
)

;
on

su
p

p
ose

q
u

e,
si
G
′

est
u

n
sou

s-grou
p

e
alg

éb
riq

u
e

d
e
G

d
éfi

n
i

su
r
Q

d
e

d
im

en
sion

>
0,V

n
e

con
tien

t
p

as
T
G
′(C

).
O

n
d

éfi
n

it
κ

=
ran

gZ
(V
∩

Ω
G

).
A

lors
le
Q

-esp
ace

vectorielV
∩
L

(G
)

est
d

e
d

im
en

sion
fi

n
ie

m
a

joré
p

ard
im
Q (V
∩
L

(G
) )≤

(α
(G

)−
κ )(d−

1).

O
n

d
éd

u
it

d
e

cet
én

on
cé

le
th

éorèm
e

d
u

sou
s-grou

p
e

lin
éaire

(th
éorèm

e
2.10

d
u

ch
ap

itre
III).

P
ou

r
cela

on
p

ren
d

sim
p

lem
en

t
G

=
G
d

0
a
×
G
d

1
m

.

N
ou

s
allon

s
d

éd
u

ire
d

u
th

éorèm
e

2.3
q
u

elq
u

es
corollaires

con
cern

an
t

les
p

ro
d

u
its

d
e

d
eu

x
grou

p
es

alg
éb

riq
u

es
d

e
d

im
en

sion
1.

P
ou

r
G

a ×
G

m
(resp

.
G

2m
),

on
sait

d
éjà

(v
ia

le
th

éorèm
e

d
u

sou
s-grou

p
e

lin
éaire)

q
u

e
l’on

ob
tien

t
le

th
éorèm

e
d

e
G

el’fon
d

-S
ch

n
eid

er
(resp

.
le

th
éorèm

e
d

es
six

ex
p

on
en

tielles).
Il

n
ou

s
reste

à
regard

er
les

grou
p

es
alg

éb
riq

u
es

G
a ×

E
,G

m
×
E

et
E
×
E
∗,

q
u

an
d
E

et
E
∗

son
t

d
eu

x
cou

rb
es

ellip
tiq

u
es.



    
 

 
   

 
 
  

C
h
a
p
itre

IV
.

–
G

ro
u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

1
1
1

C
o
ro

lla
ire

2
.4

.
—

S
o
ien

t
E

u
n

e
cou

rb
e

ellip
tiq

u
e

d
éfi

n
ie

su
r

le
corp

s
Q

d
es

n
om

b
res

a
lg

éb
riq

u
es,

α
1 ,α

2 ,α
3

d
es

n
o
m

b
res

alg
éb

riq
u

es
n

o
n

to
u

s
n
u

ls
et
u

1 ,u
2 ,u

3
d

es
élém

en
ts

d
e

L
(E

)
n

o
n

tou
s

n
u

ls.
O

n
su

p
p

o
se

q
u

e
les

tro
is

co
lo

n
n

es
d

e
la

m
atrice

(
α

1
α

2
α

3

u
1

u
2

u
3 )

so
n
t

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
tes

su
r
Q

.
A

lo
rs

cette
m

a
trice

est
d

e
ran

g
2.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

S
o
it
G

le
g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e
G

a ×
E

.
L

es
so

u
s-grou

p
es

alg
éb

riq
u

es
G
′

d
e
G

son
t

d
e

la
fo

rm
e{

(0
,0

)}
,G

a ×
F

,{
0}×

F
,{

0}×
E

et
G

,
o
ù
F

est
u

n
grou

p
e

fi
n

i.
G

râce
à

la
fo

n
ctio

n
℘

,
o
n

id
en

tifi
e

l’esp
a
ce

ta
n

gen
t

à
l’o

rig
in

e
d

e
G

(C
)

=
C
×
E

(C
)

à
C

2.
U

n
e

d
roite

V
d

e
C

2,
q
u

i
n

’est
p

a
s

l’u
n

d
es

ax
es{

0}×
C

o
u
C
×
{
0}

,
n

e
con

tien
t

p
as

d
e

sou
s-esp

ace
n

o
n

n
u

l
d

e
la

fo
rm

e
T
G
′(C

).
C

o
m

m
e
α

(G
)

=
2

o
n

d
éd

u
it

d
u

th
éorèm

e
2.3

la
m

a
joration

d
im
(V
∩
L

(G
) )≤

2
.

L
e

co
ro

lla
ire

2
.4

en
résu

lte.

R
em

a
rqu

e.
S

u
p

p
oso

n
s

q
u

e
la

co
u

rb
e

ellip
tiq

u
e
E

a
d

m
ette

d
es

en
d

om
orp

h
ism

es
n

on
triv

ia
u

x
:

il
ex

iste
λ
∈
C
\
Q

tel
q
u

e,
si

Ω
=
Z
ω

1
+
Z
ω

2
d

ésign
e

le
réseau

d
es

p
ério

d
es

d
e

℘
,

o
n

a
it
λ

Ω
⊂

Ω
(o

n
d

it
q
u

e
la

co
u

rb
e

ellip
tiq

u
e

a
d

m
et

d
es

m
u

ltip
lica

tio
n

s
co

m
p

lexes,
ou

en
core

est
d

e
type

C
.M

.).
D

a
n

s
ce

ca
s

le
q
u

o
tien

t
τ

=
ω

2 /
ω

1
est

u
n

n
om

b
re

alg
éb

riq
u

e
(d

e
d

eg
ré

2
su

r
Q

:
il

est
im

ag
in

a
ire

q
u

a
d

ratiq
u

e).
L

a
m

a
trice

(
1

τ
ω

1
ω

2 )

a
ses

d
eu

x
co

lo
n

n
es
Q

-lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

tes
;

la
p

rem
ière

lign
e

a
ses

com
p

osan
tes

a
lg

éb
riq

u
es,

la
seco

n
d

e
a

ses
co

m
p

o
sa

n
tes

d
a
n

s
L

(E
),

et
le

d
éterm

in
an

t
s’an

n
u

le.
O

n
n

e
p

eu
t

d
o
n

c
p

a
s

rem
p

la
cer

3
p

a
r

2
d

a
n

s
le

co
rolla

ire
2
.4

.
O

n
p

eu
t

cep
en

d
an

t
a
m

éliorer
le

co
ro

lla
ire

2.4
d

a
n

s
le

cas
où

la
cou

rb
e

ellip
tiq

u
e
E

n
’a

p
a
s

d
’en

d
o
m

o
rp

h
ism

es
n

o
n

triv
ia

u
x
.

P
lu

s
p

récisém
en

t,
on

p
eu

t
d

ém
on

trer
le

résu
ltat

su
iva

n
t

:

S
o
ien

t
E

u
n

e
co

u
rb

e
ellip

tiq
u

e
d

éfi
n

ie
su

r
Q

,
α

1 ,α
2

d
es

n
om

b
res

alg
éb

riq
u

es
n

on
tou

s
d

eu
x

n
u

ls
et
u

1 ,u
2

d
es

élém
en

ts
d

e
L

(E
)

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

su
r

l’an
n

eau
d

es
en

d
o
m

o
rp

h
ism

es
d

e
E

.
A

lo
rs

le
d

éterm
in

a
n
t

d
e

la
m

a
trice

(
α

1
α

2

u
1

u
2 )

n
’est

p
a
s

n
u

l.

D
a
n

s
le

cas
C

.M
.,

cela
se

d
éd

u
it

d
u

co
ro

lla
ire

2
.4

.
D

a
n

s
le

ca
s

n
on

C
.M

.,
on

u
tilise

u
n

au
tre

résu
lta

t
d

e
tran

scen
d

a
n

ce,
l’an

a
lo

gu
e

ellip
tiq

u
e

d
u

sep
tièm

e
p

rob
lèm

e
d

e
H

ilb
ert,

d
û

à
T

h
.

S
ch

n
eid

er
(v

o
ir

[W
1
9
7
9],

co
ro

lla
ire

3
.2

.3
)

:

S
o
ien

t
E

u
n

e
co

u
rb

e
ellip

tiq
u

e
d

éfi
n

ie
su

r
Q

et
u

1 ,u
2

d
es

élém
en

ts
d

e
L

(E
)

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts

su
r

l’a
n

n
ea

u
d

es
en

d
o
m

o
rp

h
ism

es
d

e
E

.
A

lors
u

1 ,u
2

son
t

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts

su
r
Q

.

    
 

 
   

   

1
1
2

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

U
n

e
con

séq
u

en
ce

rem
arq

u
ab

le
d

e
cet

én
on

cé
p

orte
su

r
la

fon
ction

m
o
d

u
laire

j(τ
),

q
u

i
est

d
éfi

n
ie

d
an

s
le

d
em

i-p
lan

su
p

érieu
r
=

m
τ
>

0
p

ar
la

con
d

ition
su

ivan
te

:
si
τ

=
ω

2 /ω
1

et
si
℘

est
la

fon
ction

ellip
tiq

u
e

d
e

W
eierstrass

d
e

réseau
d

e
p

ério
d

es
Z
ω

1
+
Z
ω

2 ,
alors

j(τ
)

=
1728g

32 /∆
,

où
g

2
et
g

3
son

t
les

in
varian

ts
d

e
℘

et
∆

=
g

32 −
27g

23 .

S
oien

t
τ
∈
Q

satisfaisan
t=

m
τ
>

0.
A

lors
j(τ

)
est

alg
éb

riq
u

e
si

et
seu

lem
en

t
si
τ

est
q
u

ad
ratiq

u
e.

L
e

résu
ltat

d
e

S
ch

n
eid

er
su

r
l’in

d
ép

en
d

an
ce

d
e

d
eu

x
logarith

m
es

ellip
tiq

u
es

a
été

gén
éralisé

p
ar

D
.

B
ertran

d
et

D
.W

.
M

asser
[B

eM
1980]

:
c’est

l’an
alogu

e
ellip

tiq
u

e
d

u
th

éorèm
e

d
e

B
ak

er
:

S
oien

t
E

u
n

e
cou

rb
e

ellip
tiq

u
e

d
éfi

n
ie

su
r
Q

et
u

1 ,...,u
n

d
es

élém
en

ts
d

e
L

(E
)

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
l’an

n
eau

d
es

en
d

om
orp

h
ism

es
d

e
E

.
A

lors
1,u

1 ,...,u
n

son
t

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

.

E
x
ercice.

D
a

n
s

le
ca

s
C

M
,

d
éd

u
ire

d
u

th
éo

rèm
e

2
.3

l’in
d

épen
d

a
n

ce
lin

éa
ire

su
r
Q

d
es

n
o

m
bres

u
1 ,...,u

n
.

D
a

n
s

le
ca

s
n

o
n

C
.M

.,
d

éd
u

ire
d

u
th

éo
rèm

e
2

.3
qu

e
le
Q

espa
ce

vecto
riel

en
gen

d
ré

pa
r

ces
n

o
m

bres
a

u
n

e
d

im
en

sio
n
≥
n
/
2.

R
em

a
rqu

e.
O

n
p

eu
t

d
éd

u
ire

ce
résu

ltat
d

e
B

ertran
d

-M
asser

d
’u

n
raffi

n
em

en
t

[W
1987]

d
u

th
éorèm

e
2.3

:
sou

s
les

h
y
p

oth
èses

d
u

th
éorèm

e
2.3,

siV
con

tien
t

u
n

sou
s-esp

ace
vectoriel

W
d

e
T
G

(C
)

q
u

i
est

ration
n

el
su

r
Q

et
d

e
d

im
en

sion
t,

alors

d
im
Q (V
∩
L

(G
) )≤

(α
(G

)−
κ )(d−

t−
1).

L
e

cas
p

articu
lier

où
V

=
W

est
d

û
à

W
ü

sth
olz

[W
ü

1989]
:
sou

s
les

h
y
p

oth
èses

d
u

th
éorèm

e
2.3,

siV
est

ration
n

el
su

r
Q

,
alorsV

∩
L

(G
)

=
{0}.

E
x
ercice.

E
n

u
tilisa

n
t

ce
résu

lta
t

d
e

W
ü

sth
o

lz,
d

ém
o

n
trer

l’én
o

n
cé

su
iva

n
t

:
S

oien
t

λ
1 ,...,λ

m
d

es
élém

en
ts
Q

-lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
d

eL
.

S
oien

t
E

u
n

e
cou

rb
e

ellip
tiq

u
e

d
éfi

n
ie

su
r
Q

et
u

1 ,...,u
n

d
es

élém
en

ts
d

e
L

(E
)

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
l’an

n
eau

d
es

en
d

om
orp

h
ism

es
d

e
E

.
A

lors
les

n
om

b
res

1,λ
1 ,...,λ

m
,u

1 ,...,u
n

son
t

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

.

P
asson

s
m

ain
ten

an
t

au
p

ro
d

u
it

d
u

grou
p

e
m

u
ltip

licatif
p

ar
u

n
e

cou
rb

e
ellip

tiq
u

e.

C
o
ro

lla
ire

2
.5

.
–

S
oien

t
λ

1 ,...,λ
`

d
es

élém
en

ts
Q

-lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
d

eL
.

S
oit

E
u

n
e

cou
rb

e
ellip

tiq
u

e
d

éfi
n

ie
su

r
Q

,
et

soien
t
u

1 ,...,u
`

d
es

élém
en

ts
n

on
tou

s
n
u

ls
d

e
L

(E
).

a)
S

i
`≥

4,
alors

la
m

atrice
à

d
eu

x
lign

es
et
`

colon
n

es

(
λ

1
...

λ
`

u
1

...
u
` )

est
d

e
ran

g
2.

b
)

S
i
λ

1
est

u
n

m
u

ltip
le

ration
n

el
d

e
2π
i,et

u
1

u
n

e
p

ério
d

e
d

e
ex

p
E

,
alors

la
con

clu
sion

est
en

core
v
raie

p
ou

r
`

=
3.

D
e

la
p

artie
b

)
d

u
corollaire

2.5,
R

am
ach

an
d

ra
d

éd
u

it
(v

oir
[R

a
1968],

p
.

87)
:



   
 

 
    

 
  

C
h
a
p
itre

IV
.

–
G

ro
u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

1
1
3

S
i
a

et
b

so
n
t

d
es

n
o
m

b
res

a
lg

éb
riq

u
es

réels
p

o
sitifs

d
iff

éren
ts

d
e

1,
avec

log
a
/

log
b

irra
tio

n
n

el
et
a
<
b
<
a −

1,
a
lors

u
n

a
u

m
o
in

s
d

es
d

eu
x

n
om

b
res

x
=

(
1

24
0

+

∞∑n
=

1

n
3a
n

1−
a
n )

∞∏n
=

1 (1−
a
n
) −

8,

y
=

{
6

(b
1
/
2−

b −
1
/
2)

4
−

1

(b
1
/
2−

b −
1
/
2)

2
−
∞∑n
=

1

n
3a
n
(b
n

+
b −
n
)

1−
a
n

}
∞∏n
=

1 (1−
a
n
) −

8,

est
tra

n
scen

d
a
n
t.

R
a
m

a
ch

a
n

d
ra

a
co

n
jectu

ré
d

an
s

[R
a

19
6
8
]

q
u

e
la

co
n

clu
sio

n
d

u
corollaire

2.5
était

en
core

v
ra

ie
so

u
s

l’h
y
p

o
th

èse
p

lu
s

fa
ib

le
`≥

2.
C

ela
sig

n
ifi

era
it

q
u

’u
n

e
m

atrice
d

e
la

form
e

(
log

α
log

β
u

v

)

a
u

n
d

éterm
in

a
n
t

n
o
n

n
u

l.
C

’est
u

n
a
n

a
lo

g
u

e
d

e
la

con
jectu

re
d

es
q
u

atre
ex

p
on

en
tielles

(v
o
ir

[D
1
9
97

]).
L

e
seu

l
cas

p
a
rticu

lier
con

n
u

est
celu

i
o
ù
u

et
v

son
t

d
es

p
ério

d
es

d
e
℘

,
et

lo
g
α

=
iπ

:
le

résu
lta

t
en

q
u

estio
n

s’én
on

ce
:

S
i
℘

est
u

n
e

fo
n

ctio
n

ellip
tiq

u
e

d
e

W
eierstra

ss
d

’in
varia

n
ts
g

2
et
g

3
alg

éb
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éa
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n
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m
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éb
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=
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+
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éra
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d
éfi

n
ies

su
r
Q

,
attach

ées
à
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℘
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éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts

d
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éb
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a
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p
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d
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p
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d
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p
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d
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p
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con
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con
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con
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d
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éb
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b
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n
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p
e
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e

ty
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e
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u
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p
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T
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d
e
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∩
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u
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∩
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éq
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Y
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G

(R
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on

c
q
u

e
p

ou
r
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p
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lan
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V
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e
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ran
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∩
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e
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con
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∩
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éjà

ran
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∩
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∩
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u
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t
il

n
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a
p
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e
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à
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p
p
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ran
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(Ω
G
∩
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m
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κ
R
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n
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étab

lir
le
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e
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e

con
tien
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éb
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b
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éorèm
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éq
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éq
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∩
T
G

(R
).

S
i
G
′

est
u

n
sou

s-grou
p

e
alg

éb
riq

u
e

d
e
G

d
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con
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con
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∩
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con
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∩
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∩
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m
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∩
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∩
V

)≤
d

im
Q (L

(G
)∩
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fait

p
lu

s
d

’h
y
p

oth
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∩
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b
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éb
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<

d
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éb
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con
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∩
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/Γ
∩
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⊂
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⊃
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⊃
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∩
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éorèm
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d
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a
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éjà
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éb
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éfi

n
i

su
r
Q

et
Γ

u
n

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

e
ty

p
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p
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éb
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∩
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∩
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p
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p
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éb
riq

u
e

com
m

u
ta

tif
d
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p
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d
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d
ren

t
u

n
sou

s-grou
p
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∩
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p
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tô

t
q
u

’a
u

gro
u

p
e
G

tou
t

seu
l,

m
ais

l’a
b

u
s

d
e

n
otation

allège
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p
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éb
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E
x
ercice.

S
o

ien
t
G

u
n

gro
u

pe
a

lgébriqu
e

d
éfi

n
i

su
r
Q

et
Y

u
n

so
u

s-gro
u

pe
d

e
type

fi
n

i
d

e
l’espa

ce
ta

n
gen

t
T
G

(C
)

tel
qu

e
ex

p
G

(Y
)⊂

G
( Q

).
O

n
d

éfi
n

it
r(Y

,G
)

co
m

m
e

la
d

im
en

sio
n

d
u

so
u

s-espa
ce

d
e
T
G

(C
)

su
r
C

en
gen

d
ré

pa
r
Y

.
O

n
d

éfi
n

it
u

n
a

u
tre

n
o

m
bre

r
str (Y

,G
)

d
e

la
m

a
n

ière
su

iva
n

te
:

so
ien

t
`

le
ra

n
g

d
e
Y

,
et

so
it
y

1 ,...,y
`

d
es

élém
en

ts
d

e
Y

qu
i

en
gen

d
ren

t
u

n
so

u
s-gro

u
pe

d
’in

d
ice

fi
n

i
d

a
n

s
Y

.
S

o
it
T
H

(C
)

le
p

lu
s

petit
so

u
s-espa

ce
ta

n
gen

t
d

’u
n

so
u

s-gro
u

pe
a

lgébriqu
e
H

d
e
G
`,

d
éfi

n
i

su
r
Q

,
tel

qu
e

(y
1 ,...,y

` )∈
T
H

(C
).

O
n

po
se

r
str (Y

,G
)

=
m

ax
d

im
C {C

z
1

+
···+

C
z
` ;

(z
1 ,...,z

` )∈
T
H

(C
) }
.

O
n

d
ira

qu
e

le
gro

u
pe

a
lgébriqu

e
G

vérifi
e

la
p

ro
p

riété
(A

.I.)
si,

po
u

r
to

u
t

so
u

s-gro
u

pe
d

e
type

fi
n

i
Y

d
e
L

(G
),

o
n

a
r
str (Y

,G
)

=
r(Y

,G
).

a
)

M
o

n
trer

qu
e

le
n

o
m

bre
r
str (Y

,G
)

n
e

d
épen

d
pa

s
d

u
ch

o
ix

d
e
y

1 ,...,y
` .

b)
V

érifi
er

qu
e

les
d

eu
x

a
ssertio

n
s

su
iva

n
tes

so
n

t
équ

iva
len

tes
:

(i)
D

es
élém

en
ts

d
e
L

=
ex

p
−

1( Q
×

)
lin

éa
irem

en
t

in
d

épen
d

a
n

ts
su

r
Q

so
n

t
a

lgébriqu
em

en
t

in
d

épen
d

a
n

ts
su

r
Q

.
(ii)

P
o

u
r

to
u

t
en

tier
d
≥

1,
le

gro
u

pe
a

lgébriqu
e
G
dm

vérifi
e

la
p

ro
p

riété
(A

.I.).
c)

S
o

ien
t
℘

u
n

e
fo

n
ctio

n
ellip

tiqu
e

d
e

W
eierstra

ß
d

’in
va

ria
n

ts
g

2
et
g

3
a

lgébriqu
es,

E
la

co
u

rbe
ellip

tiqu
e

a
ssociée

à
℘

etO
l’a

n
n

ea
u

d
es

en
d

o
m

o
rp

h
ism

es
d

e
E

.
M

o
n

trer
qu

e
les

a
ssertio

n
s

su
iva

n
tes

so
n

t
équ

iva
len

tes
:

(i)
P

o
u

r
to

u
t

en
tier

po
sitif

d
,

le
gro

u
pe

a
lgébriqu

e
E
d

vérifi
e

la
p

ro
p

riété
(A

.I.).
(ii)

S
i
u

1 ,...,u
m

d
es

élém
en

ts
d

eL
(E

)
lin

éa
irem

en
t

in
d

épen
d

a
n

ts
su

rO
,

a
lo

rs
les

n
o

m
bres

u
1 ,...,u

m
so

n
t

a
lgébriqu

em
en

t
in

d
épen

d
a

n
ts

su
r
Q

.
d

)
M

o
n

trer
qu

e
si

u
n

gro
u

pe
a

lgébriqu
e
G

d
éfi

n
i

su
r
Q
∩
R

vérifi
e

la
p

ro
p

riété
(A

.I.),
a

lo
rs

il
po

ssèd
e

la
p

ro
p

riété
d

e
d

en
sité.

(
P
o
u
r
d
e
p
l
u
s
a
m
p
l
e
s
i
n
f
o
r
m
a
t
i
o
n
s
,
v
o
i
r

[W
1996])
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ro

d
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its
d

e
d

e
u

x
g
ro

u
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e
s

a
lg

é
b

riq
u

e
s

d
e

d
im

e
n

sio
n
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D
an

s
cette

section
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liq
u
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le
th

éorèm
e

d
e

d
en

sité
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éorèm
e

2.2)
au

x
grou

p
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éb

riq
u

es
d

e
d

im
en

sion
2

q
u

i
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t
p

ro
d

u
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d
e

d
eu

x
grou

p
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éb

riq
u

es
d

e
d

im
en

sion
1.

N
ou

s
avon

s
d

éjà
étu

d
ié

en
d

étail
(au

ch
ap

itre
III)
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grou

p
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éaires

G
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a ×
G

m
et

G
2m

.
Il

n
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s
reste

d
on

c
à

con
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érer
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p
ro

d
u
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G

a ×
E

,G
m
×
E

et
E
×
E
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q
u

an
d
E

et
E
∗
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t

d
eu

x
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es

ellip
tiq

u
es.

a
)

P
rod

u
it

d
’u

n
gro

u
pe

a
d

d
itif
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r

u
n

e
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u
rbe

ellip
tiqu

e

L
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p
ro

d
u
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G

a ×
E
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p
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d
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rares
grou

p
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alg
éb

riq
u
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p
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r
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u
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n
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u
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én
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cé
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al.



    
 

 
   

 
  

C
h
a
p
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IV
.

–
G

ro
u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

1
1
7

P
ro

p
o
sitio

n
3
.1

.
–

S
oien

t
E

u
n

e
co

u
rb

e
ellip

tiq
u

e
su

r
le

corp
s
K

=
Q
∩
R

,
G

le
grou

p
e

a
lg

éb
riq

u
e
G

a ×
E

et
Γ

u
n

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
G

(K
)∩

G
(R

)
0.

A
lors

Γ
est

d
en

se
d

a
n

s
G

(R
)
0

=
R
×
E

(R
)
0

si
et

seu
lem

en
t

si
les

d
eu

x
p

ro
jection

s
d

e
Γ

su
r
R

et
su

r
E

(R
)
0

son
t

d
en

ses.

P
a
r

ex
em

p
le

si
β

1 ,β
2

son
t

d
es

élém
en

ts
Q

-lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

d
e
K

et
γ

1 ,γ
2

d
es

p
o
in

ts
d

e
E

(K
)∩

E
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)
0

q
u

i
n

e
so

n
t

p
a
s

to
u

s
d

eu
x

d
e

torsion
,

alors
le

sou
s-grou

p
e

d
e

K
×
E

(K
)

en
gen

d
ré

p
a
r

les
d

eu
x

p
o
in

ts
(β

1 ,γ
1 )

et
(β

2 ,γ
2 )

est
d

en
se

d
an

s
R
×
E

(R
)
0.

L
a

p
ro

p
o
sitio

n
3
.1

se
d

éd
u

it
d

e
l’a

n
a
log

u
e

ellip
tiq

u
e

d
u

sep
tièm

e
p

rob
lèm

e
d

e
H

ilb
ert

–
th

éo
rèm

e
d

e
S

ch
n

eid
er

cité
p

lu
s

h
a
u

t
(ap

rès
le

co
ro

lla
ire

2.4).

b)
P

rod
u

it
d

’u
n

gro
u

pe
m

u
ltip

lica
tif

pa
r

u
n

e
co

u
rbe

ellip
tiqu

e
L

e
th

éo
rèm

e
2
.2

(ou
b

ien
le

co
ro

lla
ire

2
.5

)
p

erm
et

d
e

d
o
n

n
er

u
n

résu
ltat

p
artiel

su
r

la
d

en
sité

d
an

s
R
×+
×
E

(R
)
0

d
e

sou
s-g

rou
p

es
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
K
×
×
E

(K
),

q
u

an
d
E

est
u

n
e

co
u

rb
e

ellip
tiq

u
e

d
éfi

n
ie

su
r
K

=
Q
∩
R

.

P
ro

p
o
sitio

n
3
.2

.
–

S
o
ien

t
`,
`
1 ,
`
2

d
es

en
tiers

p
o
sitifs,

α
1 ,...,α

`
d

es
n

om
b

res
alg

éb
riq

u
es

réels
p

o
sitifs,

q
u

i
en

g
en

d
ren

t
u

n
g
ro

u
p

e
m

u
ltip

lica
tif

d
e

ran
g
`
1 ,
E

u
n

e
cou

rb
e

ellip
tiq

u
e

su
r

le
co

rp
s
K

=
Q
∩
R

et
γ

1 ,...,γ
`

d
es

élém
en

ts
d

e
E

(K
)∩

E
(R

)
0

q
u

i
en

gen
d

ren
t

u
n

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

e
ra

n
g
`
2 .

O
n

d
ésig

n
e

p
a
r

Γ
le

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

e
R
×+
×
E

(R
)
0

en
gen

d
ré

p
ar

les
`

p
oin

ts
(α
j ,γ

j ),
(1
≤
j≤

`)
et

on
su

p
p

o
se

q
u

e
Γ

est
d

e
ra

n
g
`.

a
)

O
n

su
p

p
o
se
`≥

4
,
`
1 ≥

2
et
`
2 ≥

1
.

A
lo

rs
Γ

est
d

en
se

d
a
n

s
R
×+
×
E

(R
)
0.

b
)

O
n

su
p

p
o
se
`≥

5
,
`
1
≥

3
et
`
2
≥

2
.

A
lo

rs
Γ

co
n
tien

t
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ran

g
2

d
en

se
d

a
n

s
R
×+
×
E

(R
)
0.

c)
S

i
le

g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e
G

m
×
E

p
o
ssèd

e
la

p
ro

p
riété

d
e

d
en

sité,
Γ

est
d

en
se

d
an

s
R
×+
×
E

(R
)
0

si
et

seu
lem

en
t

si
o
n

a
`
1 ≥

2
et
`
2 ≥

1
.

P
o
u

r
a
p

p
o
rter

u
n

e
rép

o
n

se
com

p
lète

à
la

q
u

estio
n

,
il

fau
d

rait
d

ém
on

trer
l’én

on
cé

su
iva

n
t,

q
u

i
est

en
co

re
u

n
e

va
ria

n
te

ellip
tiq

u
e

d
e

la
co

n
jectu

re
d

es
q
u

atre
ex

p
on

en
tielles

et
a
u

ssi
u

n
ca

s
p

a
rticu

lier
d

’u
n

e
co

n
jectu

re
d

e
R

am
a
ch

an
d

ra
([R

a
1968],

p
.

87)
citée

p
lu

s
h

a
u

t
:

?
S

oien
t
E

u
n

e
co

u
rb

e
ellip

tiq
u

e
d

éfi
n

ie
su

r
u

n
co

rp
s

d
e

n
om

b
res

réels
K

,
ω

u
n

e
p

ério
d

e
réelle

n
o
n

n
u

lle
d

e
ex

p
E

,
u
∈
R

u
n

lo
g
arith

m
e

ellip
tiq

u
e

d
’u

n
p

oin
t

d
’ord

re
in
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n

i
d

e
E

(K
)

et
α

1 ,α
2

d
eu

x
n

om
b
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alg

éb
riq

u
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réels
p

ositifs
m

u
ltip
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t
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d
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en

d
a
n
ts.

A
lo
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n
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b
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g
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1
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g
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1
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n
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lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

su
r
Q

.

C
et

én
o
n

cé
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n
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e
q
u

e
le

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

e
R
×+
×
E

(R
)
0

en
gen

d
ré

p
ar

les
d

eu
x

p
oin

ts
(α

1 ,ex
p
E
u

)
et

(α
2 ,0

)
est

d
en

se
p

o
u

r
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to
p

o
lo

g
ie

réelle
et

cette
con

d
ition

s’écrit
en
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:

p
o
u

r
to

u
t

(λ
,µ

)∈
Q

2,

d
et (

lo
g
α

1
lo

g
α

2

u
+
λ
ω

µ
ω

)
6=
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1
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T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

c)
P

rod
u

it
d

e
d

eu
x

co
u

rbes
ellip

tiqu
es

V
oici

ce
q
u

e
l’on

con
n

ait
su

r
le

p
rob

lèm
e

d
e

d
en

sité
p

ou
r

u
n

p
ro

d
u

it
d

e
d

eu
x

cou
rb

es
ellip

tiq
u

es.
P

ou
r

sim
p

lifi
er

on
traite

le
cas

où
les

d
eu

x
cou

rb
es

n
e

son
t

p
as

isog
èn

es
;

cela
sign

ifi
e

q
u

e
si
℘

et
℘
∗

son
t

les
fon

ction
s

ellip
tiq

u
es

d
e

W
eierstraß

asso
ciées,

p
ou

r
tou

t
t∈

C
×

les
d

eu
x

fon
ction

s
℘

(tz
)

et
℘
∗(z

)
son

t
alg

éb
riq

u
em

en
t

in
d

ép
en

d
an

tes.

P
ro

p
o
sitio

n
3
.3
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–

S
oien

t
E

et
E
∗

d
eu

x
cou

rb
es

ellip
tiq

u
es

d
éfi

n
ies

su
r
K

=
Q
∩
R

et
n

on
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èn
es.

S
oien

t
`

u
n

en
tier

p
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et
γ

1 ,...,γ
`
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.
γ
∗1
,...,γ

∗` )
d

es
élém

en
ts

d
e

E
(R

)
0∩

E
( Q

)
(resp

.
d

e
E
∗(R

)
0∩

E
∗(Q

))
v
érifi

an
t

a)
γ

1 ,...,γ
`

n
e

son
t

p
as

tou
s

d
es

p
oin

ts
d

e
torsion

d
an

s
E
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)
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b

)
γ
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,...,γ

∗`
n

e
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t
p
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tou

s
d

es
p

oin
ts

d
e

torsion
d

an
s
E
∗(Q

)
;

c)
le

sou
s-grou

p
e

Γ
d

e
E

( Q
)×

E
∗(Q

)
en

gen
d

ré
p

ar
les

`
p

oin
ts

(γ
j ,γ
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(1
≤
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d
e

ran
g
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A
lors
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si
`≥

3,
Γ

est
d

en
se

d
an

s
E
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)
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E
∗(R
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0.

2)
si
E
×
E
∗

p
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e
la

p
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d

e
d

en
sité,

alors
la

m
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e
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clu
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v
raie

d
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q
u
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1.

E
x
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D
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d
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à
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D
ém

o
n
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en
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u
n

e
va
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n

te
d

e
la

p
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a

n
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u
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E
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con
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e
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ré

p
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R
am
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an

d
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oien
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℘
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℘
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u
n

e
fon
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ellip

tiq
u

e
d

e
W
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g
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3
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alg

éb
riq

u
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;
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ω
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.
ω
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u
n

e
p

ério
d

e
n

on
-n

u
lle

d
e
℘
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.

d
e
℘
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soit

u
∈
L

(E
)
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.
u
∗
∈
L

(E
∗))

,
avec

u
/ω

et
u
∗/ω

∗
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n
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;
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su
p

p
ose

q
u

e
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d
eu

x
fon

ction
s
℘
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z
)

et
℘
∗(ω
∗z

)
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t
alg

éb
riq

u
em

en
t

in
d
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éterm
in

an
t

d
et 

ω
0

u
0

ω
∗

u
∗

s
0

s ∗0
s



n
e

p
eu

t
s’an

n
u

ler
q
u

e
si
s

0
=
s ∗0

=
s

=
0.



    
 

 
   

 
   

C
h
a
p
itre

IV
.

–
G

ro
u
p

e
s

a
lg

é
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p
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d
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u
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p
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p
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p
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d
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n
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p
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=
d
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p
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p
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p
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p
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p
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p
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p
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n
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d
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p
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élien
n

e
sim

p
le,

d
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d
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con
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(con
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con
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réseau
d

es
p
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p
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m
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seu
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≥
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éren

ce
d

e
Z

arisk
i
d

e
Z
γ

d
a
n

s
G

;
com

m
e

les
cou

rb
es

ellip
tiq

u
es

E
i

so
n
t

d
eu

x
-à
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où
H
i

est
u

n
sou

s-grou
p

e
a
lg

éb
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élien
n

es
A

1 ,...,A
r

son
t

d
eu

x
-à-d
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écessaire

:
si

B
=
A

2
est

le
ca

rré
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élien

n
es
B
′

s’ex
p

liq
u

e
facilem

en
t

:
il

fau
t

év
iter,

p
ar

ex
em

p
le,

q
u

e
A

soit
d
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écrit

:
u

n
e

réu
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G

est
d

éfi
n

i
su

r
u

n
so

u
s-co

rp
s
K

d
e
C

,
alors

les
in

varian
ts
g

2
et
g

3
d

e
℘

so
n
t

d
a
n

s
K

,
etL

K
(G

)
est

la
réu

n
ion

d
e

K
er

ex
p
G

=
Z

(ω
1 ,η

1 )
+
Z

(ω
2 ,η

2 ),
et

d
e

{
(z

1 ,z
2 )∈

C
2

;
z

1 6∈
Ω
,
z

2 −
ζ
(z

1 )∈
K
,
℘

(z
1 )∈

K
}
.

S
i
le

g
ro

u
p

e
G

est
d

éfi
n

i
su

rR
,
a
lo

rs
le

n
oya

u
d

e
ex

p
G
,R

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ran

g
1

d
e
R

2

en
g
en

d
ré

p
ar

u
n

élém
en

t
d

e
la

form
e

(ω
,η

),
av

ec
ω

=
m

1 ω
1

+
m

2 ω
2

et
η

=
m

1 η
1

+
m

2 η
2 ,

((m
1 ,m

2 )∈
Z

2).
L

e
so

u
s-gro

u
pe

co
m

pa
ct

m
a

xim
a

l
G
c

d
e
G

(R
)
0

est
l’im

age
p

ar
ex

p
G

d
e

la
d

ro
ite

v
ecto

rielle
R

(ω
,η

)
en

g
en

d
rée

p
ar

le
n

oy
a
u

,
et

le
q
u

o
tien

t
G

(R
)
0/G

c
est

isom
orp

h
e

à
R

.
E

n
p

a
rticu

lier
o
n

a
m
R

(G
)

=
m
(G

(R
) )

=
2
.

L
e

so
u

s-g
rou

p
e

d
e

torsion
d

e
G

(R
)

est

G
(R

)
to

rs
=

ex
p
G
,R (Q

(ω
,η

) )⊂
G
c.

L
es

p
a
rties

a
)

et
b

)
d

u
th

éo
rèm

e
5
.1

ci-d
esso

u
s

p
rov

ien
n

en
t

d
e

[B
e

1995].
E

lles
u

tilisen
t

le
résu

lta
t

d
e

tra
n

scen
d

an
ce

su
iva

n
t

:

S
o
ien

t
E

u
n

e
co

u
rb

e
ellip

tiq
u

e
d

éfi
n

ie
su

r
Q

,
ω
∈
Z
ω

1
+
Z
ω

2
u

n
e

p
ério

d
e

n
on

n
u

lle
d

e
la

fo
n

ctio
n

d
e

W
eierstra

ß
℘

a
sso

ciée
à
E

(C
),
η

la
q
u

asi-p
ério

d
e

corresp
on

d
an

te

    
 

 
   

 
   

1
2
4

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

d
e

la
fon

ction
ζ

et
u
∈
L

(E
)

u
n

logarith
m

e
ellip

tiq
u

e
q
u

i
n

’est
p

as
d

e
torsion

:
u
6∈
Q
ω

1
+
Q
ω

2 .
O

n
p

ose
λ
u
(ω

)
=
ω
ζ
(u

)−
η
u

.
A

lors
les

trois
n

om
b

res

λ
u
(ω

),
ω
,
u

son
t

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

.

Il
s’agit

d
’u

n
an

alogu
e

d
u

th
éorèm

e
d

e
B

ak
er,

d
û

à
W

ü
sth

olz
[W

ü
1989],

et
q
u

e
l’on

p
eu

t
d

éd
u

ire
d

e
la

version
raffi

n
ée

d
u

th
éorèm

e
d

u
sou

s-grou
p

e
alg

éb
riq

u
e

(v
oir

la
rem

arq
u

e
avan

t
le

corollaire
2.5)

ap
p

liq
u

ée
à

u
n

e
ex

ten
sion

n
on

triv
iale

d
’u

n
e

cou
rb

e
ellip

tiq
u

e
p

ar
le

grou
p

e
m

u
ltip

licatifG
m

.

T
h

é
o
rè

m
e

5
.1

.
–

S
oit

G
u

n
grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
com

m
u

tatif
con

n
ex

e
d

e
d

im
en

sion
2

d
éfi

n
i

su
r

u
n

corp
s

d
e

n
om

b
res

réel
K

.
O

n
su

p
p

ose
q
u

e
G

est
ex

ten
sion

d
’u

n
e

cou
rb

e
ellip

tiq
u

e
E

p
ar

le
grou

p
e

ad
d

itifG
a ,

et
n

’est
p

as
isog

èn
e

au
p

ro
d

u
itG

a ×
E

.
O

n
n

ote
π

:
G

(K
)→

E
(K

)
la

p
ro

jection
d

e
n

oyau
G

a (K
)'

K
.

a)
T

ou
t

p
oin

t
d

e
G

(K
)∩

G
c

est
d

’ord
re

fi
n

i.
b

)
S

i
Γ

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
G

(K
)∩

G
(R

)
0

v
érifi

an
t

ran
gZ
π

(Γ
)≥

1
et

ran
gZ (Γ

∩
G

a (K
) )≥

1,

alors
Γ

est
d

en
se

d
an

s
G

(R
)
0.

c)
S

i
Γ

v
érifi

e
ran

gZ
π

(Γ
)≥

1
et

ran
gZ

Γ
≥

5,

alors
Γ

est
d

en
se

d
an

s
G

(R
)
0.

d
)

S
i
G

p
ossèd

e
la

p
rop

riété
d

e
d

en
sité,

et
si

Γ
v
érifi

e

ran
gZ
π

(Γ
)≥

1
et

ran
gZ

Γ
≥

2,

alors
Γ

est
d

en
se

d
an

s
G

(R
)
0.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

a)
S

oit
γ
∈
G

(K
)∩

G
c

;
on

écrit
γ

=
ex

p
G

(u
,v

)
;

l’h
y
p

oth
èse

γ
∈
G

(K
)

s’écrit
u
∈
L
K

(E
)

et
α

=
−
v

+
ζ
(u

)∈
K

.
L

e
fait

q
u

e
γ

ap
p

artien
n

e
au

sou
s-grou

p
e

com
p

act
m

ax
im

al
G
c

d
e

G
(R

)
0

sign
ifi

e
q
u

e
(u
,v

)
se

trou
v
e

su
r

la
d

roite
R

(ω
,η

).
A

lors
λ
u
(ω

)
=
ω
ζ
(u

)−
η
u

=
α
ω

,
et

le
résu

ltat
d

e
tran

scen
d

an
ce

cité
p

lu
s

h
au

t
en

trâ
ın

e
q
u

e
u

ap
p

artien
t

à
Q
ω

1
+
Q
ω

2 .
L

a
relation

d
e

L
egen

d
re

d
on

n
e

alors
u
∈
Q
ω

,
d

on
c
γ

est
u

n
p

oin
t

d
e

torsion
d

e
G

(K
).

b
)

S
i

Γ
con

tien
t

u
n

p
oin

t
n

on
n
u

l
γ

0
d

an
s
G

a (K
)

et
u

n
p

oin
t
γ

tel
q
u

e
π

(γ
)

n
e

soit
p

as
d

e
torsion

d
an

s
E

(K
),

alors
Y

=
ex

p
−

1
G

(Γ
)

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
R

2
q
u

i
con

tien
t

trois
élém

en
ts

d
e

la
form

e
(0
,β

),
(u
,ζ

(u
)−

α
)

et
(ω
,η

),
avec

u
∈
L
K

(E
)

et
α
,β

d
an

s
K

,
β
6=

0.
L

es
co

ord
on

n
ées

d
e

(u
,ζ

(u
)−

α
)

d
an

s
la

b
ase

((0
,β

),
(ω
,η

) )
d

e
R

2
son

t
u
/ω

et
(ζ

(u
)−

α
−

(u
/ω

)η )/β
,

et
les

trois
n

om
b

res

β
ω
,
β
u
,
ω
ζ
(u

)−
α
ω
−
η
u

son
t

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

.



   
 

 
   

 
    

C
h
a
p
itre

IV
.

–
G

ro
u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

1
2
5

c)
L

a
p

a
rtie

c)
d

u
th

éo
rèm

e
5.1

résu
lte

d
u

th
éo

rèm
e

d
e

d
en

sité
2.2,

com
p

te
ten

u
d

e
l’égalité

m
′R

(G
)

=
5
.

d
)

G
râ

ce
à

b
),

o
n

p
eu

t
se

lim
iter

a
u

cas
o
ù

Γ
∩
G

a (K
)

=
{0}.

S
oien

t
γ

1
et

γ
2

d
eu

x
élém

en
ts

d
e

Γ
lin

éa
irem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Z

.
L

es
h
y
p

o
th

èses
faites

im
p

liq
u

en
t

q
u

e
tou

t
sou

s-g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e

d
e
G
×
G

con
ten

a
n
t

le
p

o
in

t
(γ

1 ,γ
2 )

se
p

ro
jette

su
rjectiv

em
en

t
su

r
E
×
E

.
P

ar
co

n
séq

u
en

t
l’a

d
h

éren
ce

d
e

Z
arisk

i
d

e
Z

(γ
1 ,γ

2 )
d

an
s
G
×
G

est
G
×
G

.
Il

n
e

reste
p

lu
s

q
u

’à
u

tiliser
l’éga

lité
m
R

(G
)

=
2.

E
x
ercice

(U
n

a
n

a
lo

g
u

e
ellip

tiq
u

e
d

u
p

rob
lèm

e
d

es
q
u

a
tre

ex
p

on
en

tielles,
d

’ap
rès

[B
e

1995],
q
u

estio
n

3
.)

M
o

n
trer

qu
e

le
gro

u
pe

a
lgébriqu

e
G

co
n

sid
éré

d
a

n
s

le
th

éo
rèm

e
5

.1
po

ssèd
e

la
p

ro
p

riété
d

e
d

en
sité

si
et

seu
lem

en
t

si
l’a

ssertio
n

su
iva

n
te

est
vra

ie
:

?
S

o
ien

t
α

et
β

d
eu

x
n

o
m

b
res

a
lg

éb
riq

u
es

réels,
et
u

,
v

d
eu

x
n

om
b

res
réels

d
an

sL
(E

),
av

ec
u
,v
,ω

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts

su
r
Q

.
A

lo
rs

λ
u
(ω

)−
α
ω

u
6=
λ
v (ω

)−
β
ω

v
.

I
n
d
i
c
a
t
i
o
n
.

M
o
n
trer

d
éjà

q
u

e
la

p
rop

riété
d

e
d

en
sité

p
o
u

r
G

est
éq

u
ivalen

te
à

l’assertion
su

iva
n
te

:
?

S
o
ien

t
u

et
v

d
es

élém
en

ts
d

eL
(E

)∩
R

av
ec
ω

,
u

,
v

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

,
et

so
ien

t
α

et
β

d
eu

x
n

o
m

b
res

a
lg

éb
riq

u
es.

O
n

p
ose

θ
u

=
λ
u
(ω

)
+
α
u
,

θ
v

=
λ
v (ω

)
+
β
v
.

A
lo

rs
les

tro
is

n
o
m

b
res

ω
θ
u
,
ω
θ
v ,
u
θ
v −

v
θ
u

so
n
t

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

an
ts

su
r
Q

.

E
n

p
a
rticu

lier
o
n

d
ev

rait
av

o
ir
u
θ
v
6=
v
θ
u
,

ce
q
u

i
est

la
co

n
d

ition
an

n
on

cée.
D

an
s

l’au
tre

sen
s,

p
o
ser

u
′

=
a
u

+
cω

et
v ′

=
a
v−

bω
,

et
u

tiliser
le

fa
it

q
u

e
la

fon
ction

ζ
(a
z
)−

a
ζ
(z

)
est

ellip
tiq

u
e,

d
o
n

c
le

n
o
m

b
re
ζ
(a
u

)−
a
ζ
(u

)
est

a
lg

éb
riq

u
e.

E
x
ercice.

S
o

it
G

u
n

gro
u

pe
a

lgébriqu
e

co
m

m
u

ta
tif

co
n

n
exe

su
r
Q

,
exten

sio
n

n
o

n
trivia

le
d

’u
n

e
co

u
rbe

ellip
tiqu

e
E

d
éfi

n
ie

su
r
Q

pa
r
G

a .
S

o
ien

t
`

u
n

en
tier

et
(u
j ,v

j )
(1
≤
j
≤
`)

d
es

élém
en

ts
d

e
L

(G
)

lin
éa

irem
en

t
in

d
épen

d
a

n
ts

su
r
Q

,
a

vec
u
j ∈
L

(E
).

O
n

su
p

po
se

qu
e

u
1 ,...,u

`
n

e
so

n
t

pa
s

to
u

s
d

a
n

s
Q
ω

1
+
Q
ω

2 .
1

)
O

n
su

p
po

se
`≥

5
;

m
o

n
trer

qu
e

la
m

a
trice

(
u

1
···

u
`

v
1
···

v
` )

est
d

e
ra

n
g

2
.

2
)

O
n

su
p

po
se
`

=
4

et
(u

1 ,v
1 )∈

K
er

ex
p
G

;
m

o
n

trer
qu

e
la

m
a

trice

(
u

1
u

2
u

3
u

4

v
1

v
2

v
3

v
4 )

est
d

e
ra

n
g

2
.

    
 

 
    

   

1
2
6

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

b)
E

xten
sio

n
d

’u
n

e
co

u
rbe

ellip
tiqu

e
pa

r
le

gro
u

pe
m

u
ltip

lica
tif

(V
oir

[W
1979],

C
h

ap
.

3,§2e).

S
oit

G
u

n
grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
com

m
u

tatif
con

n
ex

e
d

e
d

im
en

sion
2,

q
u

i
est

u
n

e
ex

ten
sion

d
’u

n
e

cou
rb

e
ellip

tiq
u

e
E

p
ar

le
grou

p
e

ad
d

itif
G

m
,

et
q
u

i
n

’est
p

as
isog

èn
e

au
p

ro
d

u
it

G
m
×
E

.
L

e
grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
G

p
ossèd

e
trois

sou
s-grou

p
es

alg
éb

riq
u

es
con

n
ex

es,
à

savoir
{0},

G
,

et
u

n
sou

s-grou
p

e
isom

orp
h

e
à
G

m
.

S
oien

t
℘

la
fon

ction
ellip

tiq
u

e
d

e
W

eierstraß
asso

ciée
à
E

(C
),

Ω
=
Z
ω

1
+
Z
ω

2
le

réseau
d

es
p

ério
d

es
d

e
℘

et
σ

le
p

ro
d

u
it

can
on

iq
u

e
d

e
W

eierstrass
asso

cié
à

Ω
(cf.

[S
il

1986],
C

h
ap

.
6
§3).

O
n

p
eu

t
ch

oisir
u

n
e

b
ase

d
e

l’esp
ace

tan
gen

t
d

e
G

(C
)

et
u

n
p

lon
gem

en
t

d
e
G

(C
)

com
m

e
sou

s-variété
q
u

asi-p
ro

jectiv
e

d
’u

n
esp

ace
p

ro
jectif,

tels
q
u

e
l’ap

p
lication

ex
p

on
en

tielle
d

e
G

(C
)

soit
p

aram
étrée

p
ar

d
es

fon
ction

s
com

p
lex

es
d

e
d

eu
x

variab
les

(z
1 ,z

2 ),
p

arm
i

lesq
u

elles
se

trou
v
en

t
℘

(z
1 ),

et
u

n
e

fon
ction

F
u
(z

1 ,z
2 )

=
σ

(z
1 −

u
)

σ
(z

1 )σ
(u

)
e
z
1
ζ
(u

)−
z
2,

où
u
∈
C

.
L

’h
y
p

oth
èse

q
u

e
G

n
’est

p
as

isog
èn

e
au

p
ro

d
u

it
G

m
×
E

se
trad

u
it

p
ar

le
fait

q
u

e
le

p
oin

t
γ

=
ex

p
E

(u
)∈

E
(C

)
n

’est
p

as
d

e
torsion

,
c’est-à-d

ire
u
6∈
Q
ω

1
+
Q
ω

2 .

Q
u

an
d

le
grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
G

est
d

éfi
n

i
su

r
R

,
le

n
oyau

d
e

ex
p
G
,R

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ran

g
1

d
e
R

2
;

la
d

roite
réelle

en
gen

d
rée

a
p

ou
r

im
age

p
ar

l’ex
p

on
en

tielle
le

sou
s-grou

p
e

com
p

act
m

ax
im

al
G
c

d
e
G

(R
)
0

et
G

(R
)
0/G

c
est

isom
orp

h
e

à
R

.

S
i

la
cou

rb
e

ellip
tiq

u
e
E

est
d

éfi
n

ie
su

r
u

n
corp

s
d

e
n

om
b

res
K

p
lon

g
é

d
an

s
R

et
q
u

e
le

grou
p

e
d

e
M

ord
ell-W

eil
E

(K
)

a
u

n
ran

g
p

ositif,
alors

à
ch

aq
u

e
p

oin
t
γ
∈
E

(K
)

corresp
on

d
u

n
e

ex
ten

sion
G
γ

d
e
E

p
ar
G

m
,

d
éfi

n
ie

su
r
K

,
et
G
γ
(K

)
se

p
ro

jette
su

r
E

(K
).

Q
u

an
d
γ

est
d

’ord
re

in
fi

n
i

d
an

s
E

(K
),

l’ad
h

éren
ce

réelle
d

e
G
γ
(K

)
d

an
s
G
γ
(R

)
con

tien
t

G
γ
(R

)
0.

E
n

eff
et,

com
m

e
G
γ
(K

)
con

tien
t
G

m
(K

)'
K
∗,

si
η

est
u

n
p

oin
t

d
e
G
γ
(K

)
d

on
t

la
p

ro
jection

su
r
E

(K
)

est
γ

,
alors

le
sou

s-grou
p

e
d

e
G
γ
(K

)
en

gen
d

ré
p

ar
2,

3
et
η
,

est
d

en
se

d
an

s
G
γ
(R

)
0.

N
ou

s
allon

s
voir

q
u

’u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ran
g

su
ffi

sam
m

en
t

élev
é,

d
on

t
la

p
ro

jection
su

r
la

cou
rb

e
ellip

tiq
u

e
est

d
en

se,
est

alors
d

en
se,

et
con

tien
t

m
êm

e
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ran

g
2

q
u

i
est

d
en

se.

P
ro

p
o
sitio

n
5
.2

.
–

S
oien

t
K

u
n

corp
s

d
e

n
om

b
res

réel,
E

u
n

e
cou

rb
e

ellip
tiq

u
e

d
éfi

n
ie

su
r
K

,
γ

u
n

p
oin

t
d

’ord
re

in
fi

n
i

d
e
E

(K
),
G
γ

l’ex
ten

sion
d

e
E

p
ar

le
grou

p
e

m
u

ltip
licatif

G
m

attach
ée

à
γ

,
π

:
G
γ
(K

)
→

E
(K

)
la

p
ro

jection
d

e
n

oyau
G

m
(K

)
'
K
×

,
et

Γ
u

n
sou

s-grou
p

e
d

e
ty

p
e

fi
n

i
d

e
G
γ
(K

)∩
G
γ
(R

)
0,

d
e

ran
g
`.

O
n

n
ote

`
1

le
ran

g
su

r
Z

d
e
π

(Γ
).

a)
S

i
`−

`
1 ≥

2
et
`
1 ≥

1,
alors

Γ
est

d
en

se
d

an
s
G
γ
(R

)
0.

b
)

S
i
`≥

5
et
`
1 ≥

1,
alors

Γ
est

d
en

se
d

an
s
G
γ
(R

)
0.

c)
S

i
`≥

6
et
`
1 ≥

1,
alors

Γ
con

tien
t

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ran
g

2
q
u

i
est

en
core

d
en

se
d

an
s

G
γ
(R

)
0.

d
)

S
i

le
grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
G
γ

p
ossèd

e
la

p
rop

riété
d

e
d

en
sité,

alors
les

d
eu

x
con

d
ition

s
su

ivan
tes

son
t

éq
u

ivalen
tes

:

(i)
Γ

est
d

en
se

d
an

s
G
γ
(R

)
0

;

(ii)
on

a
`≥

2
et
`
1 ≥

1.



   
 

 
    

 
 
   

C
h
a
p
itre
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–
G

ro
u
p

e
s

a
lg

é
b
riq

u
e
s

1
2
7

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

a
)

L
e

ra
n

g
d

e
Γ

1
=

Γ∩
G

m
(K

)
est

`−
`
1 .

S
o
it
Y

=
ex

p
−

1
G
γ
(Γ

)
et

soit
H

u
n

h
y
p

erp
lan

d
e
R

2.

S
i
H

=
{
0}×

R
,
o
n

u
tilise

l’h
y
p

o
th

èse
`
1 ≥

1
p

ou
r

en
d

éd
u

ire
ran

gZ (Y
/
Y
∩
H
)≥

`
1
+

1
≥

2.

S
i

au
co

n
tra

ire
H
6=
{
0}×

R
,

a
lo

rs
en

p
o
sa

n
t
Y

1
=
Y
∩
({

0}×
K
)

on
a
Y
⊃
Y

1
et

ra
n

gZ (Y
/
Y
∩
H
)≥

ra
n

gZ
Y

1
=

ra
n

gZ
Γ

1
=
`−

`
1 ≥

2.

b
)

S
i
`≥

5
et
`
1
≥

1
,

a
lo

rs
les

h
y
p

o
th

èses
d

e
la

p
a
rtie

a)
d

u
th

éorèm
e

2.2
son

t
v
érifi

ées,
av

ec
d

=
d

2
=

2,
d

0
=
d

1
=

0
,

α
(G

γ
)

=
4
,

κ
R

(G
γ
)

=
1,

m
′R

(G
γ
)

=
5,

d
o
n

c
Γ

est
d

en
se

d
a
n

s
G
γ
(R

)
0.

c)
S

i
`≥

6
,

les
h
y
p

o
th

èses
d

e
la

p
a
rtie

b
)

d
u

th
éorèm

e
2
.2

son
t

v
érifi

ées,
et

Γ
con

tien
t

u
n

sou
s-g

ro
u

p
e

d
e

ra
n

g
2

q
u

i
est

en
core

d
en

se
d

a
n

s
G
γ
(R

)
0.

d
)

L
’im

p
lica

tio
n

(i)⇒
(ii)

résu
lte

d
es

ég
a
lités

m
R

(G
γ
)

=
2

et
m
R

(E
)

=
1.

D
an

s
l’au

tre
sen

s,
o
n

d
ésig

n
e

p
a
r

(ω
,ϑ

)∈
R

2
u

n
g
én

éra
teu

r
d

u
n

oy
a
u

d
e

ex
p
G
γ

:R
2→

G
γ
(R

).
C

om
m

e

ω
6=

0,
il

ex
iste

d
es

trip
lets

(x
,y
,z

)∈
R

3
tels

q
u

e
le

so
u

s-grou
p

e
d

e
R

2
en

gen
d

ré
p

ar
les

tro
is

p
o
in

ts
(0
,x

),
(y
,z

)
et

(ω
,ϑ

)

soit
d

en
se

d
a
n

s
R

2.
A

in
si

d
a
n

s
le

so
u

s-g
ro

u
p

e
(G

m
×
G
γ
)(R

)
d

e
(G

γ ×
G
γ
)(R

),
il

ex
iste

u
n

p
o
in

t
(u

1 ,u
2 )

tel
q
u

e
Z
u

1
+
Z
u

2
en

g
en

d
re

u
n

so
u

s-gro
u

p
e

d
en

se
d

e
G
γ
(R

)
0.

O
r

l’h
y
p

oth
èse

(ii)
sig

n
ifi

e
q
u

’il
ex

iste
γ

1
et
γ

2
d

an
s

Γ
tels

q
u

e
l’a

d
h

éren
ce

d
e

Z
arisk

i
d

an
s
G
γ ×

G
γ

d
u

so
u

s-g
ro

u
p

e
Z

(γ
1 ,γ

2 )
con

tien
n

e
G

m
×
G
γ
.

O
n

p
eu

t
d

on
c

u
tiliser

la
p

rop
riété

d
e

d
en

sité.

R
em

a
rqu

e.
L

a
p

ro
p

riété
d

e
d

en
sité

p
o
u

r
le

g
ro

u
p

e
G
γ

d
e

la
p

rop
o
sition

5.2
s’én

on
ce

d
e

la
m

a
n

ière
su

iva
n
te

:
P

o
u

r
le

ca
s

ra
n

gZ (Γ
∩
G

m
(K

) )≥
1

:

?
S

i
α

est
u

n
n

o
m

b
re

a
lg

éb
riq

u
e

p
o
sitif6=

1,
si
u

et
u

0
so

n
t

d
eu

x
élém

en
ts

d
eL

(E
)∩
R

q
u

i
n

’a
p

p
a
rtien

n
en

t
p

a
s

à
Q
ω

,
et

si
v
∈
R

est
tel

q
u

e
le

n
om

b
re

σ
(u
−
u

0 )

σ
(u

)σ
(u

0 )
e
u
ζ
(u

0
)−
v

est
a
lg

éb
riq

u
e,

a
lo

rs
les

tro
is

n
o
m

b
res

u
lo

g
α
,
ω

lo
g
α
,
u
ϑ
−
v
ω

so
n
t

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts

su
r
Q

.

P
o

u
r

le
ca

s
ra

n
gZ (Γ

∩
G

m
(K

) )
=

0
:

?
S

o
ien

t
u

0 ,
u

1 ,
u

2
d

es
élém

en
ts

d
e
L

(E
)∩

R
av

ec
u

0
6∈
Q
ω

et
ω
,u

1 ,u
2

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
a
n
ts

su
r
Q

;
so

ien
t
v

1
et
v

2
d

eu
x

n
o
m

b
res

réels
tels

q
u

e
les

n
om

b
res

σ
(u
i −

u
0 )

σ
(u
i )σ

(u
0 )
e
u
i ζ

(u
0
)−
v
i

(i
=

1,2)

    
 

 
   

 
    

1
2
8

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

soien
t

alg
éb

riq
u

es,
alors

les
trois

n
om

b
res

u
1 v

2 −
u

2 v
1 ,
u

1 ϑ
−
v

1 ω
,
u

2 ϑ
−
v

2 ω

son
t

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

.

E
x
ercice.

S
o

it
G

u
n

gro
u

pe
a

lgébriqu
e

co
m

m
u

ta
tif

co
n

n
exe

su
r
Q

,
exten

sio
n

d
’u

n
e

co
u

rbe
ellip

tiqu
e
E

d
éfi

n
ie

su
r
Q

pa
r
G

m
,

qu
i

n’est
pa

s
isogèn

e
a

u
p

rod
u

it
G

m
×
E

.
S

o
ien

t
`

u
n

en
tier

et
(u
j ,v

j )
(1
≤
j≤

`)
d

es
élém

en
ts

d
e
L

(G
)

lin
éa

irem
en

t
in

d
épen

d
a

n
ts

su
r
Q

,
a

vec
u
j ∈
L

(E
).

O
n

su
p

po
se

qu
e
u

1 ,...,u
`

n
e

so
n

t
pa

s
to

u
s

d
a

n
s
Q
ω

1
+
Q
ω

2 .
1

)
O

n
su

p
po

se
`≥

5
;

m
o

n
trer

qu
e

la
m

a
trice

(
u

1
···

u
`

v
1
···

v
` )

est
d

e
ra

n
g

2.
2

)
O

n
su

p
po

se
`

=
4

et
(u

1 ,v
1 )∈

K
er

ex
p
G

;
m

o
n

trer
qu

e
la

m
a

trice

(
u

1
u

2
u

3
u

4

v
1

v
2

v
3

v
4 )

est
d

e
ra

n
g

2.

c)
E

xten
sio

n
d

’u
n

e
va

riété
a

bélien
n

e
pa

r
u

n
gro

u
pe

m
u

ltip
lica

tif
(V

oir
[B

e
1995])

S
oit

A
u

n
e

variété
ab

élien
n

e
sim

p
le

d
e

d
im

en
sion

g
su

r
u

n
corp

s
d

e
n

om
b

res
réel

K
,

et
soit

L
le

grou
p

e
G

a
ou

b
ien

G
m

.
O

n
con

sid
ère

u
n

grou
p

e
alg

éb
riq

u
e

com
m

u
tatif

con
n

ex
e

G
,

d
éfi

n
i

su
r
K

,
d

e
d

im
en

sion
d

=
g

+
1,

ex
ten

sion
d

e
A

p
ar
L

,
n

on
isog

èn
e

au
p

ro
d

u
it

L
×
A

.
L

es
ap

p
lication

s
ex

p
on

en
tielles

fon
t

com
m

u
ter

le
d

iagram
m

e
su

ivan
t

:

0
→

T
L

(R
)
→

T
G

(R
)
→

T
A

(R
)
→

0
y

e
x
p
L
,R

y
e
x
p
G
,R

y
e
x
p
A
,R

0
→

L
(R

)
0
→

G
(R

)
0
→

A
(R

)
0
→

0

C
om

m
e

Ω
A
,R

=
K

er
ex

p
A
,R

est
u

n
réseau

d
e
T
A

(R
)
'
R
g

et
q
u

e
ex

p
L
,R

est
in

jectiv
e,

le
n

oyau
Ω
G
,R

d
e

ex
p
G
,R

est
u

n
sou

s-grou
p

e
d

iscret
d

e
T
G

(R
)
'
R
d

d
e

ran
g
g

=
d
−

1.
L

’h
y
p

erp
lan

réelR
Ω
G
,R

d
e
T
G

(R
)

a
p

ou
r

im
age

p
ar

ex
p
G
,R

le
sou

s-grou
p

e
com

p
act

m
ax

im
al

G
c

d
e
G

(R
)
0.

E
n

tan
t

q
u

e
grou

p
e

d
e

L
ie

réel,
G
c

est
isom

orp
h

e
à
R
g/Ω

A
,R

,
d

on
c

à
A

(R
),

m
ais

G
c

n
’est

p
as

u
n

sou
s-grou

p
e

alg
éb

riq
u

e
d

e
G

(R
)

:
les

seu
ls

sou
s-grou

p
es

alg
éb

riq
u

es
con

n
ex

es
d

e
G

son
t{0},

L
et
G

.

P
ro

p
o
sitio

n
5
.3

.
[B

e
1995]–

S
i
G

v
érifi

e
la

p
rop

riété
d

e
d

en
sité,

tou
t

p
oin

t
d

e
G

(K
)∩
G
c

est
d

’ord
re

fi
n

i.

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

S
u

p
p

oson
s

q
u

’il
ex

iste
u

n
p

oin
t
γ
∈
G

(K
)∩

G
c

n
’ap

p
arten

an
t

p
as

à
G

(K
)
to

rs .
O

n
ch

oisit
u

n
p

oin
t
γ

0
d

an
s
L

(K
)∩

L
(R

)
0

d
’ord

re
in

fi
n

i.
L

e
sou

s-grou
p

e
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Γ
=
Z
γ

0
+
Z
γ

d
e
G

(K
)

est
d

e
ran

g
2
,

sa
p

ro
jectio

n
su

r
A

(K
)

est
d

e
ran

g
1.

L
’im

age
in

v
erse

Y
d

e
Γ

p
a
r

ex
p
G
,R

est
le

so
u

s-gro
u

p
e

d
e
T
G

(R
)

en
gen

d
ré

p
ar

Ω
G
,R

et
Z
u

0
+
Z
u

,
q
u

a
n

d
u

0
et
u

so
n
t

d
eu

x
élém

en
ts

d
e
T
G

(R
)

sa
tisfaisa

n
t

ex
p
G
,R

(u
0 )

=
γ

0
et

ex
p
G
,R

(u
)

=
γ

.
M

a
is
γ
∈
G
c,

d
o
n

c
u
∈
R

Ω
G
,R

,
et

la
p

ro
jectio

n
d

e
Y

su
r
T
G

(R
)/R

Ω
G
,R

a
u

n
ran

g
≤

1.
C

eci
m

o
n
tre

q
u

e
Y

n
’est

p
as

d
en

se
d

a
n

s
T
G

(R
),

ce
q
u

i
v
eu

t
d

ire
q
u

e
Γ

n
’est

p
as

d
en

se
d

a
n

s
G

(R
)
0.

S
o
it
H

l’a
d

h
éren

ce
d

e
Z

a
risk

i
d

u
so

u
s-g

ro
u

p
e
Z

(γ
0 ,γ

)
d

an
s
G
×
G

.
C

om
m

e
γ

0

ap
p

a
rtien

t
à
L

(K
),

q
u

e
la

p
ro

jectio
n

d
e
γ

d
an

s
A

(K
)

est
d

’ord
re

in
fi

n
i,

et
q
u

e
l’ex

ten
sion

G
d

e
A

p
a
r
L

n
’est

p
a
s

isotriv
iale,

o
n

a
H

=
L
×
G

.
O

n
en

d
éd

u
it

q
u

’il
ex

iste
(η

1 ,η
2 )

d
a
n

s
H

(R
)

tel
q
u

e
Z
η

1
+
Z
η

2
soit

d
en

se
d

a
n

s
G

(R
)
0

:
il
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R
em

a
rqu

e.
D

a
n

s
[B

e
1
9
9
5
],

D
.

B
ertra

n
d

co
n

stru
it

u
n

e
su

rfa
ce

ab
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érifi

e
d

o
n

c
p

a
s

la
p

ro
p

riété
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éfi
n

i
su

r
C

,
on

p
ose

m
′C

(G
)

=

{
2

si
κ
C

(G
)

=
0,

(2
α

(G
)−

κ
C

(G
)

+
1 )(2

d−
1
)

+
2−

κ
C

(G
)

si
κ
C

(G
)≥

1.

L
a

co
n

d
ition

κ
C

(G
)

=
0

sig
n

ifi
e

q
u

e
G

est
u

n
ip

o
ten

t,
ce

q
u

i
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écessa
ire

et
su

ffi
sa

n
te

p
o
u

r
q
u

e
le

so
u

s-g
ro

u
p

e
en

gen
d

ré
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ério
d

es
ω

1 ,...,ω
2
d−

1
d

e
ex

p
A

et
u

n
en

tier
n
≥

1,
tels

q
u

e
n
γ

a
p

p
a
rtien

n
e

a
u

so
u

s-g
ro

u
p

e
à
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a
b
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réseau

co
n

ju
g
u

é
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à
A

;
en

p
a
rticu

lier
la

d
im

en
sio

n
d

e
A
′

est
d
,

et
il

ex
iste

d
eu

x
ap

p
lication

s
lin
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Ã

(C
),

on
a

K
er

ex
p
A
′

=
T
A
′(C

)∩
Ω
Ã
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d

e
d

en
sité,
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écessaire

et
su

ffi
sa

n
te

p
o
u

r
q
u

e
Γ

so
it

d
en

se
d

an
s
A

(C
)

est

ra
n

gZ (Γ̃
/
Γ̃
∩
A
θ (R

) )≥
1

p
o
u

r
to

u
t
θ∈
E

(A
).

d
)

E
xem

p
le

:
co

u
rbes

ellip
tiqu

es.
S

oit
E

u
n

e
co

u
rb

e
ellip

tiq
u

e
su

r
C

et
soit

γ
∈
E

(C
).

O
n

ch
oisit

u
n

e
b

ase
(ω

1 ,ω
2 )

d
e

Ω
E

=
K

er
ex

p
E

su
r
Z

,
ce

q
u

i
fou

rn
it

u
n

e
b

a
se

d
e

l’esp
a
ce

tan
gen

t
T
E

(C
)

su
r
R

,
et

on
ch

o
isit

u
n

lo
g
arith

m
e

ellip
tiq

u
e
u

=
θ

1 ω
1

+
θ

2 ω
2

d
e
γ

:
o
n

a
ex

p
E

(u
)

=
γ

et
(θ

1 ,θ
2 )∈

R
2.

L
es

co
n

d
itio

n
s

su
iva

n
tes

so
n
t

éq
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éren
t

d
e
E

(C
)

est
d

e
cette

form
e.

L
es

co
n

d
itio

n
s

(i),
(ii),

(iii),
(iv

)
ci-d

essu
s

im
p

liqu
en

t
les

con
d

ition
s

éq
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é

com
p

lex
e

d
e

Ω
,

p
ar
℘

la
fon

ction
ellip

tiq
u

e
d

e
W

eierstraß
d

’in
varian

ts
g

2 ,g
3

et
d

e
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lo

rs
α

=
τ

v
érifi

e
α

Ω
⊂

Ω
,

m
ais

au
cu

n
α

d
e

m
o
d

u
le

1
n

e
p

o
ssèd

e
cette

p
ro

p
riété.

E
x
ercice.

S
o

ien
t

Ω
=
Z
ω

1
+
Z
ω

2
u

n
résea

u
d

e
C

et
so

it
x
∈
R

,
x
>

0.
O

n
po

se
τ

=
ω

2 /ω
1 .

V
érifi

er
qu

e
les

p
ro

p
riétés

su
iva

n
tes

so
n

t
équ

iva
len

tes
:

(a
)

Il
existe

α
∈
C

,|α|
=
x

,
tel

qu
e
α

Ω
∩

Ω
so

it
u

n
Z

-m
od

u
le

d
e

ra
n

g
2.

(b)
Il

existe
d

es
en

tiers
a
,b,c,d

et
m

a
vec

m
>

0
tels

qu
e

m
2x

2
=
a

2
+
bc

et
b|τ| 2

+
a
(τ

+
τ
)−

c
=

0.

R
ev

en
o
n

s
a
u

p
ro

b
lèm

e
d

e
d

en
sité.

S
u

p
p

oso
n

s
d

a
n

s
u

n
p

rem
ier

tem
p

sE
(E

)
=
∅

;
alors

–
si

Γ
est

u
n

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

e
E

(Q
)

d
e

ra
n

g
≥

3
,

le
coro

llaire
6.2

m
on

tre
q
u

e
Γ

est
d

en
se

d
a
n

s
le

g
rou

p
e

to
p

olo
g
iq

u
e
E

(C
)

;
–

si
Γ
⊂
E

(Q
)

a
u

n
ra

n
g
≥

4
,

il
ex

iste
γ
∈

Γ
q
u

i
en

gen
d

re
u

n
sou

s-grou
p

e
d

en
se

d
e
E

(C
)

;
–

d
’a

p
rès

la
p

ro
p

riété
d

e
d

en
sité,

to
u

t
p

o
in

t
d

’o
rd

re
in

fi
n

i
d

e
E

( Q
)

en
gen

d
re

u
n

sou
s-grou

p
e

d
en

se
p

o
u

r
la

to
p

o
lo

g
ie

co
m

p
lex

e
d

e
E

(C
).

C
o
ro

lla
ire

6
.3

.
–

S
oit

E
u

n
co

u
rb

e
ellip

tiq
u

e
d

éfi
n

ie
su

r
le

corp
s

d
es

n
om

b
res

alg
éb

riq
u

es.
O

n
su

p
p

o
se

q
u

e
E

n
’est

p
a
s

iso
g
èn

e
à

sa
co

n
ju

g
u

ée
co

m
p

lex
e
E

.
S

oit
Γ

u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e
E

( Q
)

d
e

ra
n

g
`.

S
i
`≥

3,
alo

rs
Γ

est
d

en
se

d
a
n

s
E

(C
).

S
i
`≥

4,
alors

il
ex

iste
γ
∈

Γ
tel

q
u

e
Z
γ

so
it

d
en

se
d

a
n

s
E

(C
).

S
i
E
×
E

p
o
ssèd

e
la

p
rop

riété
d

e
d

en
sité,

alors
to

u
t

so
u

s
g
rou

p
e

in
fi

n
i

d
e

ra
n

g
fi

n
i

d
e
E

(Q
)

est
d

en
se

d
an

s
E

(C
).

Q
u

a
n

d
E

(E
)
6=
∅
,

il
fau

t
trava

iller
u

n
p

eu
p

lu
s.

S
o
it
θ
∈
E

(E
)

;
le

q
u

otien
t
E
θ

d
u

C
-esp

a
ce

v
ectoriel

T
E
θ (C

)
=
{

(z
1 ,z

2 )∈
C

2;
θz

1
=
θz

2 }

p
a
r

le
résea

u

Ω
θ

=
{

(ω
,ω
′);

θω
=
θω
′ }
⊂

Ω
×

Ω

est
u

n
e

co
u

rb
e

ellip
tiq

u
e,

q
u

e
l’o

n
p

eu
t

a
u

ssi
écrire

co
m

m
e

le
q
u

otien
t

d
e
C

p
ar

le
réseau

{
ω
∈

Ω
;
θω
∈
θΩ }

⊂
Ω
.

L
e

q
u

o
tien

t
E
′θ

d
e

la
va

riété
a
b

élien
n

e
Ẽ

=
R

esC
/
R
E

p
a
r
E
θ

s’écrit
au

ssiC
/Ω
′θ ,

avec

Ω
′θ

=
{
θω
−
θω
′;

(ω
,ω
′)∈

Ω
×

Ω }
⊂
C
.

A
in

si
o
n

d
éd

u
it

d
u

co
ro

lla
ire

6
.2

:

    
 

 
   

 
   

1
3
6

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

C
o
ro

lla
ire

6
.4

.
–

S
oien

t
u

1 ,...,u
`

d
es

élém
en

ts
d

e
C

tels
q
u

e
les

p
oin

ts
γ
j

=
ex

p
E

(u
j ),

(1
≤
j
≤
`),

en
gen

d
ren

t
u

n
sou

s-grou
p

e
Γ

d
e
E

(Q
)

d
e

ran
g
`.

O
n

p
ose

Y
=
Z
u

1
+
···

+
Z
u
`

+
Ω

.
P

ou
r
θ∈

C
×

,
on

d
éfi

n
itY

θ
=
{
θy−

θy
;
y
∈
Y
}
.

1.
S

’il
ex

iste
θ∈
E

(E
)

tel
q
u

e
Y
θ ∩

Ω
′θ

soit
u

n
sou

s-grou
p

e
d

’in
d

ice
fi

n
i

d
e
Y
θ ,

alors
Γ

n
’est

p
as

d
en

se
d

an
s
E

(C
).

2.
S

u
p

p
oson

s
q
u

e
p

ou
r

tou
t
θ∈
E

(E
),
Y
θ ∩

Ω
′θ

n
’est

p
as

u
n

sou
s-grou

p
e

d
’in

d
ice

fi
n

i
d

e
Y
θ .

A
lors

a)
S

i
`≥

3,
le

sou
s-grou

p
e

Γ
est

d
en

se
d

an
s
E

(C
).

b
)

S
i
`≥

4,
et

si
ran

gZ (Y
θ /
Y
θ ∩

Ω
′θ )≥

2

p
ou

r
tou

t
θ∈
E

(E
),

alors
il

ex
iste

γ
∈

Γ
q
u

i
en

gen
d

re
u

n
sou

s-grou
p

e
d

en
se

d
an

s
E

(C
).

c)
S

i
la

p
rop

riété
d

e
d

en
sité

est
v
raie

p
ou

r
les

variétés
ab

élien
n

es,
alors

Γ
est

d
en

se
d

an
s

E
(C

).

E
xercice.

O
n

ad
m

et
la

con
jectu

re
su

ivan
te

d
e

R
am

ach
an

d
ra

[R
a

1968]
:

S
o

ien
t
℘

et
℘
∗

d
eu

x
fo

n
ctio

n
s

ellip
tiqu

es
d

e
W

eierstra
ß

d
’in

va
ria

n
ts
g

2 ,
g

3
et
g ∗2 ,

g ∗3

a
lgébriqu

es,
E

et
E
∗

les
co

u
rbes

ellip
tiqu

es
a

ssociées,
ω

u
n

e
p

ériod
e

n
o

n
n

u
lle

d
e
℘

et
ω
∗

u
n

e
p

ériod
e

n
o

n
n

u
lle

d
e
℘
∗.

O
n

su
p

po
se

qu
e

les
d

eu
x

fo
n

ctio
n

s
℘

(ω
z
)

et
℘
∗(ω
∗z

)
so

n
t

a
lgébriqu

em
en

t
in

d
épen

d
a

n
tes

;
si
u
∈
C

est
tel

qu
e
ω
u
∈
L

(E
)

et
ω
∗u
∈
L

(E
∗),

a
lo

rs
u

est
ra

tio
n

n
el.

S
ou

s
les

h
y
p

oth
èses

d
e

la
p

artie
2)

d
u

corollaire
6.4,

m
on

trer
q
u

e
Γ

est
d

en
se

d
an

s
E

(C
).

E
x
ercice.

a
)

D
o

n
n

er
u

n
exem

p
le

d
e

qu
a

tre
n

o
m

bres
réels

θ
1 ,θ

2 ,θ ′1 ,θ ′2 ,
tels

qu
e

les
cin

q
n

o
m

bres
1,θ

1 ,θ
2 ,θ ′1 ,θ ′2

so
ien

t
lin

éa
irem

en
t

d
épen

d
a

n
ts

su
r
Q

,
m

a
is

qu
e,

po
u

r
to

u
t

(s,s ′)
∈
Z

2,
(s,s ′)6=

(0
,0),

les
tro

is
n

o
m

bres
1,sθ

1
+
s ′θ ′1 ,sθ

2
+
s ′θ ′2

so
ien

t
lin

éa
irem

en
t

in
d

épen
d

a
n

ts
su

r
Q

b)
S

o
it
E

u
n

e
co

u
rbe

ellip
tiqu

e
d

éfi
n

ie
su

r
C

et
sa

n
s

m
u

ltip
lica

tio
n

co
m

p
lexe.

O
n

d
ésign

e
pa

r
Z
ω

1
+
Z
ω

2 ⊂
C

le
n

o
ya

u
d

e
ex

p
E

,
et

pa
r
A

la
su

rfa
ce

a
bélien

n
e
E

2.
O

n
po

se

γ
=
(ex

p
E

(θ
1 ω

1
+
θ

2 ω
2 ),ex

p
E

(θ ′1 ω
1

+
θ ′2 ω

2 ) )∈
A

(C
),

o
ù
θ

1 ,θ
2 ,θ ′1 ,θ ′2

sa
tisfo

n
t

la
co

n
d

itio
n

én
o

n
cée

en
a

).
M

o
n

trer
qu

e
Z
γ

n’est
pa

s
d

en
se

d
a

n
s

A
(C

),
m

a
is

qu
e

sa
p

ro
jectio

n
su

r
to

u
t

qu
o

tien
t

(A
/A
′)(C

),
A
′

so
u

s-va
riété

a
bélien

n
e

d
e
A

d
e

d
im

en
sio

n
1,

est
d

en
se

d
a

n
s

(A
/A
′)(C

).



    
 

 
   

 
 

 

V
.

–
A

p
p

ro
x
im

a
tio

n
sim

u
lta

n
é
e

d
a
n

s
le

s
g
ro

u
p

e
s

a
lg

é
b

riq
u

e
s

S
o
it
G

u
n

g
ro

u
p

e
a
lg

éb
riq

u
e

co
m

m
u

ta
tif

d
éfi

n
i

su
r

u
n

corp
s

d
e

n
om

b
res

K
p

lon
g
é

d
a
n

s
R

,
et

so
it

Γ
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i

d
e
G

(K
)

q
u

i
est

d
en

se
d

an
s
G

(R
)
0

;
on

étu
d

ie
l’a

p
p

rox
im

a
tio

n
d

es
élém

en
ts

d
e
G

(R
)
0

p
ar

d
es

élém
en

ts
d

e
Γ

.
N

ou
s

sav
on

s
d

éjà
q
u

e
Γ

est
d

en
se

d
an

s
G

(R
)
0

si
et

seu
lem

en
t

si
Y

=
ex

p
−

1(Γ
)

est
d

en
se

d
an

s
T
G

(R
).

P
ar

le
th

éo
rèm

e
d

e
K

ro
n

eck
er,

cette
con

d
itio

n
se

trad
u

it
d

e
la

m
an

ière
su

ivan
te

:
p

ou
r

tou
te

fo
rm

e
lin

éa
ire

n
o
n

n
u

lle
ϕ

:
T
G

(R
)
→
R

,
o
n

a
ϕ

(Y
)
6⊂
Q

.
Il

s’agit
d

on
c

d
’u

n
p

rob
lèm

e
d

’irra
tio

n
a
lité,

su
r

leq
u

el
le

th
éo

rèm
e

d
u

sou
s-grou

p
e

a
lg

éb
riq

u
e

n
ou

s
a

p
erm

is
d

’ob
ten

ir
d

es
rép

on
ses

p
a
rtielles

:
si

le
n

o
ya

u
d

e
ϕ

n
e

co
n

tien
t

pa
s

d
e

so
u

s-espa
ce

n
o

n
n

u
l

d
e

la
fo

rm
e
T
G
′(C

),
a

vec
G
′

so
u

s-gro
u

pe
a

lgébriqu
e

d
e
G

d
éfi

n
i

su
r
K

,
et

si
Y

est
u

n
so

u
s-

gro
u

pe
d

e
L
K

(G
)

=
ex

p
−

1 (G
(K

) ),
a

lo
rs

o
n

peu
t

m
in

o
rer

le
ra

n
g

d
e
ϕ

(Y
)

en
fo

n
ctio

n
d

u
ra

n
g

d
e
Y

.
E

n
p

a
rticu

lier
si

o
n

o
b

tien
t

la
co

n
clu

sio
n

ra
n

gZ
ϕ

(Y
)≥

2,
alors

on
p

eu
t

d
éd

u
ire

l’irra
tio

n
a
lité

d
e

l’u
n

d
es

n
o
m

b
res

ϕ
(y

),
(y
∈
Y

),
d

o
n

c
la

d
en

sité
d

e
Γ

.

P
o
u

r
ob

ten
ir

d
es

én
on

cés
eff

ectifs,
n

ou
s

seron
t

a
m

en
és

à
rech

erch
er

d
es

m
esu

res
d

’irra
tio

n
a

lité
:

si
Y

est
en

g
en

d
ré

p
a
r

d
es

élém
en

ts
y

1 ,...,y
m

com
m

e
Z

-m
o
d

u
le,

il
s’agit

d
’étu

d
ier

l’a
p

p
rox

im
a
tio

n
sim

u
ltan

ée
d

es
n

o
m

b
res

réels
ϕ

(y
1 ),...,ϕ

(y
m

)
p

ar
d

es
n

om
b

res
en

tiers.
N

o
u

s
v
erron

s
q
u

e
cette

q
u

estio
n

est
liée

à
u

n
p

ro
b

lèm
e

d
e

tran
scen

d
an

ce
:

qu
a

n
d

ϕ
:
T
G

(R
)→

R
est

u
n

e
fo

rm
e

lin
éa

ire
n

o
n

n
u

lle,
m

o
n

trer
ϕ

(Y
)6⊂

Q
.
L

à
en

core,
le

th
éorèm

e
d

u
so

u
s-g

ro
u

p
e

a
lg

éb
riq

u
e

va
n

ou
s

p
erm

ettre
d

e
d

o
n

n
er

d
es

résu
ltats

p
artiels,

sou
s

d
es

h
y
p

oth
èses

co
n
v
en

a
b

les
con

cern
a
n
t
Y

(q
u

i
d

o
it

en
p

a
rticu

lier
être

d
e

ran
g

su
ffi

sam
m

en
t

g
ra

n
d

),
et

c’est
essen

tiellem
en

t
q
u

a
n

d
ces

h
y
p

o
th

èses
sero

n
t

satisfaites
q
u

e
n

ou
s

p
ou

rron
s

d
o
n

n
er

d
es

rép
o
n

ses
rela

tiv
em

en
t

satisfa
isa

n
tes

au
p

ro
b

lèm
e

d
e

d
en

sité
eff

ectiv
e.

§1
.

In
tro

d
u

c
tio

n

S
o
it
K

u
n

co
rp

s
d

e
n

o
m

b
res

a
d

m
etta

n
t

u
n

p
lo

n
gem

en
t

réel;
on

con
sid

ère
K

com
m

e
u

n
so

u
s-corp

s
d

e
R

;
so

it
V

u
n

e
va

riété
lisse

d
éfi

n
ie

su
r
K

,
et

soit
Z

l’ad
h

éren
ce

(p
ou

r
la

to
p

o
lo

g
ie

réelle)
d

e
V

(K
)

d
a
n

s
V

(R
).

D
an

s
so

n
article

[M
az

1992]
su

r
la

top
ologie

d
es

p
o
in

ts
ra

tio
n

n
els,

M
azu

r
su

p
p

o
se
K

=
Q

et
V

(Q
)

Z
a
risk

i
d

en
se

;
il

su
gg

ère
alors

q
u

e
Z

est
réu

n
io

n
d

e
co

m
p

o
sa

n
tes

co
n

n
ex

es
d

e
V

(R
)).

N
o
u

s
p

ro
p

o
son

s
ici

u
n

e
v
ersio

n
q
u

an
tita

tiv
e

d
e

cette
con

jectu
re.

S
u

p
p

oson
s
V

p
lon

g
ée,

co
m

m
e

va
riété

q
u

a
si-p

ro
jectiv

e,
d

an
s

u
n

esp
ace

p
ro

jectif
P
N

su
r
K

;
d

ésign
on

s
p

ar
h

la
h

a
u

teu
r

lo
g
arith

m
iq

u
e

a
b

so
lu

e
d

e
W

eil
su

r
P
N

(K
),

et
ch

o
isisson

s
u

n
e

m
étriq

u
e

su
r
P
N

.
P

o
u

r
ch

a
q
u

e
n

o
m

b
re

réel
H
≥

1
,

o
n

d
éfi

n
it
η
V

(H
)

co
m

m
e

la
b

orn
e

in
férieu

re
d

es
ε
>

0

  
 
   

 
  

1
3
8

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

tels
q
u

e
tou

t
p

oin
t

d
e
Z

soit
à

u
n

e
d

istan
ce≤

ε
d

’u
n

p
oin

t
d

e
V

(K
)

d
e

h
au

teu
r≤

log
H

:

η
V

(H
)

=
in

f {
ε
>

0
;

p
ou

r
tou

t
P
∈
Z

,
il

ex
iste

Q
∈
V

(K
)

avec
h

(Q
)≤

log
H

et
d

ist(P
,Q

)≤
ε }
.

D
ire

q
u

e
V

(K
)

est
d

en
se

d
an

s
Z

s’écrit

lim
H
→
∞
η
V

(H
)

=
0.

M
a

jorer
η
V

(H
),

c’est
m

on
trer

q
u

e
les

p
oin

ts
ration

n
els

son
t

“b
ien

rép
artis”

su
r

la
variété.

D
an

s
ce

con
tex

te,
on

p
ou

rrait
au

ssi
ch

erch
er

à
m

in
orer

la
d

istan
ce

d
e

d
eu

x
p

oin
ts

ration
n

els
d

istin
cts

su
r

la
variété,

si
p

ossib
le

en
am

élioran
t

l’in
égalité

d
e

ty
p

e
L

iou
v
ille

q
u

e
voici

:
il

ex
iste

u
n

e
con

stan
te
C

(V
)
>

0
telle

q
u

e,
p

ou
r

tou
t
Q

1
et
Q

2
d

an
s
V

(K
),

on
ait

d
ist(Q

1 ,Q
2 )
>

ex
p (−

C
m

ax{h
(Q

1 ),h
(Q

2 ),1} );

u
n

e
am

élioration
d

e
cette

in
égalité

sign
ifi

erait
q
u

e
les

p
oin

ts
ration

n
els

su
r

u
n

e
variété,

q
u

i
d

ev
raien

t
être

“con
tagieu

x
”

d
’ap

rès
M

azu
r,

resten
t

n
éan

m
oin

s
éloign

és
les

u
n

s
d

es
au

tres.
C

ep
en

d
an

t
il

n
e

sem
b

le
p

as
q
u

e
la

rech
erch

e
d

e
telles

m
in

oration
s

su
r

l’éloign
em

en
t

m
u

tu
el

d
e

p
oin

ts
ration

n
els

soit
u

n
e

m
éth

o
d

e
effi

cace
p

ou
r

m
a

jorer
η
V

(H
)

:
u

n
e

m
in

oration
,
m

êm
e

fi
n

e,
d

e
la

d
istan

ce
m

u
tu

elle
en

tre
p

oin
ts

ration
n

els,
n

’em
p

êch
erait

p
as

ces
p

oin
ts

ration
n

els
d

’être
con

cen
trés

d
an

s
u

n
e

région
d

e
l’esp

ace
;

elle
n

e
d

on
n

erait
q
u

’u
n

e
in

form
ation

lo
cale,

alors
q
u

e
η
V

est
u

n
e

d
on

n
ée

glob
ale.

D
’u

n
au

tre
côté,

si
ψ
V

(H
)

d
ésign

e
le

n
om

b
re

d
e

p
oin

ts
d

e
V

(K
)

d
e

h
au

teu
r≤

log
H

,
on

a
lim

in
f

H
→
∞
ψ
V

(H
)η
V

(H
)
d
im
V
>

0.

N
oter

q
u

e
l’in

égalité
ψ
V

(H
)
≤
C
H

d
im
V

+
1

est
tou

jou
rs

v
raie,

av
ec

u
n

e
con

stan
te
C

n
e

d
ép

en
d

an
t

p
as

d
e
H

,
d

on
c

on
a

tou
jou

rs

lim
in

f
H
→
∞
η
V

(H
)·H

1
+

(1
/

d
im
V

)
>

0.

D
an

s
certain

s
cas

u
n

e
estim

ation
p

lu
s

p
récise

est
con

n
u

e
;

ain
si,

q
u

an
d
V

est
u

n
e

variété
ab

élien
n

e
A

,
on

a
ψ
A

(H
)≤

C
(log

H
)
`/

2,

où
`

est
le

ran
g

d
u

grou
p

e
d

e
M

ord
ell-W

eil
A

(K
),

tan
d

is
q
u

e
C

est
u

n
e

(n
ou

v
elle)

con
stan

te
in

d
ép

en
d

an
te

d
e
H

.
L

a
d

ém
on

stration
d

e
cette

in
égalité

rep
ose

su
r

la
q
u

ad
raticité

d
e

la
h

au
teu

r
d

e
N

éron
-T

ate
(v

oir
p

ar
ex

em
p

le
[L

1978],
C

h
ap

.
IV

ou
[S

il
1986],

C
h

ap
.

V
III§6

et§9
p

ou
r

les
cou

rb
es

ellip
tiq

u
es,

et
[L

1983],
C

h
ap

.
V
§6,

[S
e

1989],§3.3
[L

1991],
C

h
ap

.
III§3,

[H
u

1993],§3
p

ou
r

les
variétés

ab
élien

n
es)

:

S
oien

t
A

u
n

e
variété

ab
élien

n
e

su
r

u
n

corp
s

d
e

n
om

b
res

K
et
γ

1 ,...,γ
`

d
es

élém
en

ts
d

e
A

(K
).

Il
ex

iste
u

n
e

con
stan

te
C
>

0
ayan

t
la

p
rop

riété
su

ivan
te

:
si
t
1 ,...,t

`
son

t
d

es
en

tiers
ration

n
els,

et
si
T

est
u

n
n

om
b

re
réel

satisfaisan
t
T
≥

m
ax{1,|t

1 |,...,|t
` |}

,
alors

h
(t

1 γ
1

+
···+

t
` γ
` )≤

C
T

2.

D
an

s
le

cas
d

’u
n

e
variété

ab
élien

n
e
A

d
e

d
im

en
sion

g
,

on
n

e
p

eu
t

d
on

c
p

as
m

a
jorer

η
A

(H
)

m
ieu

x
q
u

e
p

ar
u

n
e

p
u

issan
ce

(n
égativ

e)
d

e
log

H
.



   
 

 
   

 
  

C
h
a
p
itre

V
.

–
A

p
p
ro

x
im

a
tio

n
sim

u
lta

n
é
e

1
3
9

C
o
n

je
c
tu

re
1
.1

?.
—

S
o
it
A

u
n

e
variété

a
b

élien
n

e
sim

p
le

d
e

d
im

en
sion

g
d

éfi
n

ie
su

r
u

n
co

rp
s

d
e

n
o
m

b
res

K
p

lo
n

g
é

d
an

s
R

;
d

ésign
o
n

s
p

a
r
`

le
ra

n
g

su
r
Z

d
u

grou
p

e
d

e
M

ord
ell-

W
eil

A
(K

).
P

o
u

r
to

u
t
ε
>

0
,

il
ex

iste
u

n
n

o
m

b
re
H

0
>

0
(n

e
d

ép
en

d
an

t
q
u

e
d

e
la

variété
a
b

élien
n

e
A

,
d

u
corp

s
d

e
n

om
b

res
K

et
d

e
ε)

tel
q
u

e,
p

o
u

r
H
≥
H

0 ,
on

ait

η
A

(H
)≤

(lo
g
H

) −
(`/

2
g
)+
ε.

C
ela

sig
n

ifi
e

q
u

e
to

u
t

p
o
in

t
d

e
A

(R
)
0

d
ev

ra
it

être
à

u
n

e
d

istan
ce
≤

(log
H

) −
(`/

2
g
)+
ε

d
’u

n
p

o
in

t
d

e
A

(K
)

d
e

h
a
u

teu
r

log
a
rith

m
iq

u
e≤

lo
g
H

.
N

o
u

s
verron

s
q
u

e
cette

con
jectu

re
1.1

?
éq

u
iva

u
t

à
u

n
résu

ltat
d

’a
p

p
rox

im
atio

n
d

io
p

h
an

tien
n

e,
p

ou
r

leq
u

el
n

ou
s

d
on

n
eron

s
d

es
résu

lta
ts

p
a
rtiels.

N
o
u

s
étu

d
ion

s
d

’a
b

o
rd

le
cas

d
’u

n
e

co
u

rb
e

ellip
tiq

u
e

;
n

ou
s

ob
ten

on
s

u
n

e
m

esu
re

d
e

d
en

sité
d

u
sou

s-gro
u

p
e

d
es

p
o
in

ts
ra

tio
n

n
els

en
u

tilisa
n
t

u
n

e
m

in
oration

,
d

u
e

à
N

.
H

irata,
p

o
u

r
l’a

p
p

rox
im

a
tio

n
sim

u
ltan

ée
d

e
lo

ga
rith

m
es

ellip
tiq

u
es.

N
ou

s
con

sid
éron

s
en

su
ite

le
ca

s
p

lu
s

g
én

éra
l

d
’u

n
e

va
riété

a
b

élien
n

e
ay

a
n
t

su
ffi

sa
m

m
en

t
d

e
p

oin
ts

ration
n

els.
L

es
d

ém
o
n

stratio
n

s
u

tilisen
t

d
’u

n
e

p
a
rt

u
n

lem
m

e
d

e
tra

n
sfert,

d
’au

tre
p

art
u

n
résu

ltat
d

e
tra

n
scen

d
an

ce
(v

ersio
n

eff
ectiv

e
d

u
th

éorèm
e

d
u

sou
s-g

rou
p

e
alg

éb
riq

u
e).

§2
.

M
e
su

re
d

e
la

d
e
n

sité
d

e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n

n
e
ls

su
r

u
n

e
c
o
u

rb
e

e
llip

tiq
u

e

C
o
n

sid
éron

s
la

co
n

jectu
re

1
.1

?
d

a
n

s
le

ca
s

d
e

d
im

en
sion

1
:
soit

E
u

n
e

cou
rb

e
ellip

tiq
u

e
d

éfi
n

ie
su

r
u

n
co

rp
s

d
e

n
o
m

b
res

réel
K

,
so

it
ω
∈
R

u
n

e
p

ério
d

e
réelle

d
e

la
fon

ction
d

e
W

eierstra
ß
℘

a
sso

ciée
à
E

(C
),

et
soien

t
y

1 ,...,y
`

d
es

n
o
m

b
res

réels,
avec

ω
,y

1 ,...,y
`

lin
éa

irem
en

t
in

d
ép

en
d

a
n
ts

su
r
Q

,
et
℘

(y
j )∈

K
,

(1
≤
j
≤
`).

O
n

d
ésign

e
p

ar
γ
j ∈

E
(K

)
l’im

a
g
e

d
e
y
j

p
a
r

l’ap
p

lica
tio

n
ex

p
o
n

en
tielle

d
e
E

(C
).

R
ech

erch
er

u
n

e
m

esu
re

d
e

d
en

sité
p

o
u

r
le

so
u

s-g
ro

u
p

e
Z
γ

1
+
···+

Z
γ
`

d
an

s
E

(R
)
0

rev
ien

t
à

rech
erch

er
u

n
e

m
esu

re
d

e
d

en
sité

p
o
u

r
le

so
u

s-gro
u

p
e
Z
ω

+
Z
y

1
+
···

+
Z
y
`

d
e
R

.
P

a
r

co
n

séq
u

en
t

la
con

jectu
re

1.1
?,

d
an

s
le

ca
s

d
es

co
u

rb
es

ellip
tiq

u
es,

est
co

n
séq

u
en

ce
d

e
la

su
iva

n
te

(o
ù

on
n

’a
p

as
su

p
p

osé
q
u

e
γ

1 ,...,γ
`

en
g
en

d
re

to
u

t
le

g
rou

p
e

d
e

M
o
rd

ell-W
eil

E
(K

))
:

?
p

o
u

r
to

u
t
ε
>

0
il

ex
iste

u
n

e
co

n
sta

n
te
T

0
>

0
,
n

e
d

ép
en

d
an

t
q
u

e
d

e
E

,
K

,
ω

,
y

1 ,···,y
` ,

ay
an

t
la

p
ro

p
riété

su
iva

n
te

:
p

o
u

r
to

u
t

en
tier

T
≥
T

0
et

p
ou

r
tou

t
ζ
∈
R

,
il

ex
iste

d
es

en
tiers

t
0 ,t

1 ,...,t
`

d
a
n

s
Z

v
érifi

a
n
t

m
ax

1≤
j≤
` |t

j |≤
T

et
∣∣ζ−

t
0 ω
−
t
1 y

1 −
···−

t
` y
` ∣∣≤

T
−
`+
ε.

L
’ex

p
o
sa

n
t
`

est
év

id
em

m
en

t
o
p

tim
a
l

(co
m

m
e

il
résu

lte
d

e
la

d
iscu

ssion
p

récéd
an

t
l’én

on
cé

d
e

la
co

n
jectu

re
1
.1

?,
o
u

b
ien

d
u

th
éo

rèm
e

4
.2

d
u

ch
ap

itre
II)

;
c’est

“l’ex
p

osan
t

d
e

D
irich

let”
d

e
[W

1
97

9
],

p
.3

6.
U

n
lem

m
e

d
e

tran
sfert

(v
o
ir§4

ci-d
essou

s)
p

erm
et

d
e

form
u

ler
cette

q
u

estio
n

d
e

fa
ço

n
éq

u
iva

len
te

en
term

es
d

’a
p

p
rox

im
ation

sim
u

ltan
ée

d
e

n
om

b
res

réels
(tran

scen
d

a
n
ts)

p
a
r

d
es

n
om

b
res

ratio
n

n
els

:

    
 

 
   

 
  

1
4
0

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

?
p

ou
r

tou
t
ε
>

0
il

ex
iste

u
n

e
con

stan
te
Q
>

0,
n

e
d

ép
en

d
an

t
q
u

e
d

e
ε,
E

,
K

,
ω

,
y

1 ,···,y
` ,

ayan
t

la
p

rop
riété

su
ivan

te
:

p
ou

r
tou

t
q,p

1 ,...,p
`

en
tiers

ration
n

els
avec

q≥
Q

,
on

a

m
ax

1≤
j≤
` ∣∣∣∣ y

j

ω
−
p
jq

∣∣∣∣
>
q −

(1
/
`)−

1−
ε.

C
e

d
ern

ier
én

on
cé

d
ev

rait
être

v
rai

p
ou

r
u

n
e

cou
rb

e
ellip

tiq
u

e
su

r
u

n
corp

s
d

e
n

om
b

res
K

q
u

elcon
q
u

e,
san

s
su

p
p

oser
q
u

e
K

est
p

lon
g
é

d
an

s
R

.
L

a
m

eilleu
re

m
esu

re
d

’ap
p

rox
im

ation
sim

u
ltan

ée
con

n
u

e
p

ou
r

les
n

om
b

res
y
i /ω

est
d

u
e

à
N

.
H

irata-K
oh

n
o

(cf.
[H

K
1993])

:

P
ro

p
o
sitio

n
2
.1
∗

(H
ira

ta
-K

o
h

n
o
).

—
S

oit
E

u
n

e
cou

rb
e

ellip
tiq

u
e

d
éfi

n
ie

su
r

u
n

corp
s

d
e

n
om

b
res

K
,

soit
ω
∈
C

u
n

e
p

ério
d

e
n

on
n
u

lle
ex

p
E

,
et

soien
t
y

1 ,...,y
`

d
es

n
om

b
res

com
p

lex
es

tels
q
u

e
ex

p
E

(y
j )
∈
E

(K
)

p
ou

r
1
≤

j
≤

`.
O

n
su

p
p

ose
q
u

e
les

n
om

b
res

ω
,y

1 ,...,y
`

son
t

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

.
A

lors
il

ex
iste

d
eu

x
con

stan
tes

c
et

q
0 ,

n
e

d
ép

en
d

an
t

q
u

e
d

e
E

,
K

,
ω

,
y

1 ,···,y
` ,

telles
q
u

e,
p

ou
r

tou
t

(q,p
1 ,...,p

` )
∈
Z
`+

1

avec
q≥

q
0 ,

on
ait

m
ax

1≤
j≤
` ∣∣∣∣ y

j

ω
−
p
jq

∣∣∣∣ ≥
ex

p{−
c(log

q)(log
log

q)
1
+

(2
/
`)}.

R
em

a
rqu

e.
–

O
n

p
eu

t
p

ren
d

re
q
0

=
3,

q
u

itte
à

rem
p

lacer
c

p
ar

u
n

e
con

stan
te

p
lu

s
gran

d
e.

Q
u

an
d

le
corp

s
d

e
n

om
b

res
K

est
réel,

on
en

d
éd

u
ira

(au
§5)

u
n

e
m

esu
re

d
e

d
en

sité
d

es
p

oin
ts

ration
n

els
su

r
K

d
an

s
E

(R
)
0

:

C
o
ro

lla
ire

2
.2

.
—

P
ou

r
u

n
e

cou
rb

e
ellip

tiq
u

e
E

d
éfi

n
ie

su
r

u
n

corp
s

d
e

n
om

b
res

K
p

lon
g
é

d
an

s
R

,
il

ex
iste

d
eu

x
con

stan
tes

C
>

0
et
H

0
>

0
(n

e
d

ép
en

d
an

t
q
u

e
d

e
E

et
K

)
telles

q
u

e,
p

ou
r

tou
t
H
≥
H

0 ,
on

ait

η
E

(H
)≤

ex
p {
−
C

(log
log

H
)(log

log
log

H
) −

1−
(2
/
`) }
.

C
om

p
te

ten
u

d
e

la
d
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rè

m
e

3
.2

.
–

S
o
ien

t
r
1

et
r
2

d
es

en
tiers

≥
0

av
ec
n

=
r
1

+
r
2
>

0.
O

n
p

ose
au

ssi
d

=
r
1

+
2
r
2 .

S
oit

Γ
u

n
so

u
s-g

ro
u

p
e

d
e

(R
×+

)
r
1×

(C
×

)
r
2,

en
gen

d
ré
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éa
ires

L
1 ,...,L

n
,
M

1 ,...,M
m

d
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avec
C

=
η
S
−

1
et

X
=
T

.
S

oit
ζ
∈
R
n
.

Il
su

ffi
t

d
e

v
érifi

er,
p

ou
r

tou
t
s

=
(s

1 ,...,s
n
)∈

Z
n
,

‖sζ‖
≤

12η
m

ax {
X

m
ax

1≤
i≤
m
‖M

i (s)‖
;
C

m
ax

1≤
j≤
n |s

j | }
.

C
ette

in
égalité

est
v
raie

p
ou

r
s

=
0.

C
om

m
e‖sζ‖

≤
1/

2,
elle

est
au

ssi
triv

ialem
en

t
v
érifi

ée
p

ou
r

les
s∈

Z
n

tels
q
u

e
m

ax
1≤
j≤
n |s

j |
>
S

.
Il

n
e

reste
p

lu
s

q
u

’à
con

sid
érer

les
s∈

Z
n

p
ou

r
lesq

u
els

0
6=

m
ax

1≤
j≤
n |s

j |≤
S

,
et

p
ou

r
ceu

x
-là

on
ap

p
liq

u
e

l’h
y
p

oth
èse

(i)
q
u

i
d

on
n

e
:

m
ax

1≤
i≤
m
‖M

i (s)‖
≥

ηX
.

P
ou

r
m

on
trer

(ii)⇒
(i),

on
p

ro
cèd

e
p

ar
l’ab

su
rd

e
:

su
p

p
oson

s
q
u

’il
ex

iste
(s

1 ,...,s
n
)∈

Z
n

v
érifi

an
t

0
<

m
ax

1≤
j≤
n |s

j |≤
S

et

‖s
1 δ

1
+
···+

s
n
δ
n ‖

<
1

2(n
+
m

)T
.

O
n

ch
oisit

ζ
∈
R
n

tel
q
u

e
‖sζ‖

=
1/2,

et
on

u
tilise

la
p

artie
A

d
u

lem
m

e
d

e
K

h
in

ch
in

e,

avec
C

=
(2(n

+
m

)S )−
1

et
X

=
T

:
il

n
’ex

iste
p

as
d

e
(t

1 ,...,t
m

)
∈
Z
m

v
érifi

an
t

m
ax

1≤
i≤
m
|t
i |≤

T
et

m
ax

1≤
j≤
n ‖L

j (t)−
ζ
j ‖
≤
C
.

R
em

a
rqu

e.
L

e
th

éorèm
e

d
e

D
irich

let
(th

éorèm
e

4.2
d

u
ch

ap
itre

II)
m

on
tre

q
u

e
p

ou
r

tou
t

S
réel

>
1,

il
ex

iste
(s

1 ,...,s
n
)∈

Z
n

v
érifi

an
t

0
<

m
ax

1≤
i≤
n |s

i |≤
S
,

et
‖s

1 δ
1

+
···+

s
n
δ
n ‖
≤
S
−
n
/
m
.

O
n

en
d

éd
u

it
q
u

e
l’h

y
p

oth
èse

d
e

l’assertion
(i)

d
u

lem
m

e
4.1

n
e

p
eu

t
p

as
être

v
érifi

ée
avec

u
n

n
om

b
re
T

in
férieu

r
à
η
S
n
/
m

.
D

e
m

êm
e

l’argu
m

en
t

q
u

i
n

ou
s

a
p

erm
is

d
e

m
in

orer
η
V

en
fon

ction
d

e
Ψ
V

au
p

aragrap
h

e
1

m
on

tre
q
u

e
p

ou
t

tou
t

en
tier

T
≥

1,
il

ex
iste

ζ
∈
R
n

tel
q
u

e,
p

ou
r

tou
t

(t
1 ,...,t

m
)∈

Z
m

v
érifi

an
t

m
ax

1≤
j≤
m
|t
j |≤

T
,

on
ait

‖ζ−
t
1 γ

1 −
···−

t
m
γ
m ‖
≥

12
(2
T

+
1) −

m
/
n
.

P
ar

con
séq

u
en

t,
si

l’h
y
p

oth
èse

d
e

la
con

d
ition

(ii)
d

u
lem

m
e

4.1
est

v
érifi

ée,
alors

S
≤

1

(n
+
m

)
(2
T

+
1)
m
/
n



   
 

 
   

 
  

C
h
a
p
itre

V
.

–
A

p
p
ro

x
im

a
tio

n
sim

u
lta

n
é
e

1
4
5

E
x
ercice.

a
)

S
o

ien
t
ϑ
j
i ,

(1
≤
j≤

n
,

1
≤
i≤

m
)

d
es

n
o

m
bres

réels.
M

o
n

trer
qu

e
les

d
eu

x
a

ssertio
n

s
su

iva
n

tes
so

n
t

équ
iva

len
tes

(i)
P

o
u

r
to

u
t
ε
>

0,
il

existe
u

n
n

o
m

bre
réel

S
0 (ε)

>
0

tel
qu

e,
po

u
r

to
u

t
S
≥
S

0 (ε)
et

po
u

r
to

u
t

(s
1 ,...,s

n
)∈

Z
n

vérifi
a

n
t

0
<

m
a
x

1≤
j≤
n |s

j |≤
S
,

o
n

a
‖
s

1 δ
1

+
···

+
s
n
δ
n ‖
≥
S
−

(n
/
m

)−
ε.

(ii)
P

o
u

r
to

u
t
ε
>

0
,

il
existe

u
n

n
o

m
bre

réel
T

0 (ε)
>

0
tel

qu
e,

po
u

r
to

u
t
T
≥
T

0 (ε)
et

po
u

r
to

u
t
ζ
∈
R
n

,
il

existe
(t

1 ,...,t
m

)∈
Z
m

vérifi
a

n
t

m
a
x

1≤
i≤
m
|t
i |≤

T
,

et
tel

qu
e

‖
ζ−

t
1 γ

1 −
···−

t
m
γ
m ‖
≤
T
−

(m
/
n

)+
ε.

b)
S

o
ien

t
ϑ

1 ,...,ϑ
m

,
d

es
n

o
m

bres
réels.

M
o

n
trer

qu
e

les
d

eu
x

a
ssertio

n
s

su
iva

n
tes

so
n

t
équ

iva
len

tes
(i)

P
o

u
r

to
u

t
ε
>

0
,

il
existe

u
n

n
o

m
bre

réel
Q

0 (ε)
>

0
tel

qu
e,

po
u

r
to

u
t

(p
1 ,...,p

m
,q)∈

Z
m

+
1

vérifi
a

n
t
q≥

Q
0 (ε),

o
n

am
a
x

1≤
i≤
m

∣∣∣∣ ϑ
i −

p
iq

∣∣∣∣ ≥
q −

(1
/
m

)−
1−
ε.

(ii)
P

o
u

r
to

u
t
ε
>

0
,

il
existe

u
n

n
o

m
bre

réel
T

0 (ε)
>

0
tel

qu
e,

po
u

r
to

u
t
T
≥
T

0 (ε)
et

po
u

r
to

u
t
ζ
∈
R

,
il

existe
(t

0 ,...,t
m

)∈
Z
m

+
1

vérifi
a

n
t

m
a
x

1≤
i≤
m
|t
i |≤

T
,

et
|ζ−

t
0 −

t
1 ϑ

1 −
···−

t
m
ϑ
m |≤

T
−
m

+
ε.

c)
S

o
ien

t
ϑ

1 ,...,ϑ
n

,
d

es
n

o
m

bres
réels.

M
o

n
trer

qu
e

les
d

eu
x

a
ssertio

n
s

su
iva

n
tes

so
n

t
équ

iva
len

tes
(i)

P
o

u
r

to
u

t
ε
>

0
,

il
existe

u
n

n
o

m
bre

réel
S

0 (ε)
>

0
tel

qu
e,

po
u

r
to

u
t
S
≥
S

0 (ε)
et

po
u

r
to

u
t

(s
0 ,...,s

n
)∈

Z
n

+
1

vérifi
a

n
t

0
<

m
a
x

1≤
j≤
n |s

j |≤
S
,

o
n

a
|s

0
+
s

1 ϑ
1

+
···+

s
n
ϑ
n |≥

S
−
n−

ε.

    
 

 
   

 
  

1
4
6

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

(ii)
P

o
u

r
to

u
t
ε
>

0,
il

existe
u

n
n

o
m

bre
réel

T
0 (ε)

>
0

tel
qu

e,
po

u
r

to
u

t
T
≥
T

0 (ε)
et

po
u

r
to

u
t
ζ
∈
R
n

,
il

existe
(t

0 ,...,t
n
)∈

Z
n

+
1

vérifi
a

n
t|t

0 |≤
T

et

m
ax

1≤
j≤
n |ζ

j −
t
0 ϑ
j −

t
j |≤

T
−

(1
/
n

)+
ε.

S
oien

t
E

u
n
R

-esp
ace

vectoriel
n

orm
é

d
e

d
im

en
sion

n
et

soit
Ω

u
n

réseau
d

e
E

.
O

n
n

ote
E
∗

=
H

om
(E
,R

)
l’esp

ace
vectoriel

d
u

al
d

e
E

,
et

Ω
∗

le
réseau

d
u

al
d

e
Ω

(cf.
C

h
ap

.
II

§4).
Il

résu
lte

d
e

la
p

rop
osition

4.3
d

u
ch

ap
itre

III
q
u

’u
n

sou
s-grou

p
e

d
e

ty
p

e
fi

n
i
Y

d
e
E

con
ten

an
t

Ω
est

d
en

se
d

an
s
E

si
et

seu
lem

en
t

si,
p

ou
r

tou
t
ϕ
∈

Ω
∗

n
on

n
u

l,
on

a
ϕ

(Y
)6⊂

Z
.

N
ou

s
allon

s
d

on
n

er
u

n
e

version
q
u

an
titativ

e
d

e
cet

én
on

cé.
O

n
fi

x
e

u
n

en
tier

m
≥

1
et

on

p
ose

en
core

η
=

2 −
n−

m ((n
+
m

)! )
2.

L
’én

on
cé

q
u

i
su

it
fait

in
terv

en
ir

u
n

e
fon

ction
réelle

d
e

variab
le

réelle
F

:
[S

0 ,∞
)→

R
+

,
d

éfi
n

ie
su

r
u

n
in

tervalle
[S

0 ,∞
)

d
e
R

+
,

et
à

valeu
rs

p
ositiv

es.
O

n
su

p
p

ose
F

strictem
en

t
croissan

te
et

n
on

b
orn

ée
:

lim
S→
∞
F

(S
)

=
∞

;
on

d
ésign

e
p

ar
F
−

1
la

b
ijection

récip
ro

q
u

e
d

e
F

,
on

p
ose

T
0

=
η
F

(S
0 )

et
on

d
éfi

n
it

u
n

e
fon

ction
G

,
croissan

te
su

r
l’in

tervalle
[T

0 ,∞
)

et
à

valeu
rs

réelles
p

ositiv
es,

p
ar

G
(T

)
=

F
−

1(T
/η

)

η ∑
nj
=

1 |ω
j | .

L
e
m

m
e

4
.2

.
–

S
oien

t
ω

1 ,...,ω
n

d
es

élém
en

ts
d

e
Ω

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
(su

r
Z

ou
su

r
R

,
c’est

éq
u

ivalen
t),

et
soien

t
y

1 ,...,y
m

d
es

élém
en

ts
d

e
E

.
S

oit
F

:
[S

0 ,∞
)→

R
+

u
n

e
fon

ction
strictem

en
t

croissan
te.

O
n

su
p

p
ose

q
u

e
p

ou
r

tou
t
ϕ
∈

Ω
∗

n
on

n
u

l,
si

on
p

ose

S
=

m
ax{|ϕ

(ω
1 )|,...,|ϕ

(ω
n
)|;S

0 },

on
a

m
ax

1≤
i≤
m
‖ϕ

(y
i )‖
≥

1/F
(S

).

A
lors

p
ou

r
tou

t
x
∈
E

et
p

ou
r

tou
t

en
tier

T
≥
T

0 ,
il

ex
iste

ω
∈

Ω
et

(t
1 ,...,t

m
)∈

Z
m

v
érifi

an
t

m
ax{|t

1 |,...,|t
m |}
≤
T

et
∣∣x
−
ω
−
t
1 y

1 −
···−

t
m
y
m ∣∣≤

1/G
(T

).

O
n

p
eu

t
écrire

la
con

clu
sion

sou
s

la
form

e
su

ivan
te

:
il

ex
iste

ε
0
>

0
tel

q
u

e,
p

ou
r

tou
t

x
∈
E

et
p

ou
r

tou
t
ε

d
an

s
l’in

tervalle
0
<
ε
<
ε
0 ,

il
ex

iste
ω
∈

Ω
et

(t
1 ,...,t

m
)
∈
Z
m

v
érifi

an
t

∣∣x
−
ω
−
t
1 y

1 −
···−

t
m
y
m ∣∣≤

ε

avec

m
ax{|t

1 |,...,|t
m |}
≤
η
F

(S
),

où
S

=
ε −

1η

n
∑j
=

1 |ω
j |.



   
 

 
   

 
  

C
h
a
p
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V
.

–
A

p
p
ro

x
im

a
tio

n
sim

u
lta

n
é
e

1
4
7

D
ém

o
n

stra
tio

n
.

P
o
u

r
d

ém
o
n
trer

le
lem

m
e

4
.2,

o
n

écrit
y

1 ,...,y
m

d
an

s
la

b
ase

ω
1 ,...,ω

n

d
e
E

:

y
i

=

n
∑j
=

1

ϑ
j
i ω
j ,

(1
≤
i≤

m
).

O
n

va
u

tiliser
la

p
a
rtie

(i)
d

u
lem

m
e

4
.1

.
S

o
it
S

u
n

n
o
m

b
re

réel≥
S

0
et

soit
s
∈
Z
n

v
érifi

a
n
t

0
<

m
a
x

1≤
j≤
n |s

j |≤
S

.
O

n
d

éfi
n

it
ϕ
∈

Ω
∗

p
a
r
ϕ

(ω
j )

=
s
j ,

(1
≤
j≤

n
).

A
lors

ϕ
(y
i )

=

n
∑j
=

1

ϑ
j
i s
j ,

(1
≤
i≤

m
).

O
n

a
p

a
r

h
y
p

o
th

èse

m
a
x

1≤
i≤
m

∥∥∥∥∥∥

n
∑j
=

1

ϑ
j
i s
j ∥∥∥∥∥∥
≥

1
/
F

(S
),

ce
q
u

i
p

erm
et

d
’a

p
p

liq
u

er
le

lem
m

e
4
.1

.
S

o
it
x
∈
E

,
so

it
T

u
n

n
om

b
re

réel≥
T

0 ,
et

soit
S

le
n

o
m

b
re

réel
d

éfi
n

i
p

a
r
F

(S
)

=
T
/
η
.

O
n

écrit
x

=
ζ
1 ω

1
+
···+

ζ
n
ω
n

avec
(ζ

1 ,...,ζ
n
)∈

R
n
.

A
lo

rs
il

ex
iste

t∈
Z
m

v
érifi

a
n
t

m
a
x

1≤
i≤
m
|t
i |≤

T
et

m
a
x

1≤
j≤
n ∥∥∥∥∥
ζ
j −

m
∑i=

1

ϑ
j
i t
i ∥∥∥∥∥
≤
η
/S
.

A
u

trem
en

t
d

it
il

ex
iste

a
=

(a
1 ,...,a

n
)∈

Z
n

tel
q
u

e

m
a
x

1≤
j≤
n ∣∣∣∣∣ ζ

j −
a
j −

m
∑i=

1

t
i ϑ
j
i ∣∣∣∣∣ ≤

η
/
S
.

O
n

p
o
se

a
lo

rs
ω

=
a

1 ω
1

+
···

+
a
n
ω
n

et
on

u
tilise

la
relatio

n

G
(T

)
=

S

η ∑
nj
=

1 |ω
j | .

R
em

a
rqu

e.
N

o
to

n
s

d
éjà

q
u

e
si

l’h
y
p

o
th

èse
d

u
lem

m
e

4
.2

est
v
raie

p
ou

r
u

n
e

fon
ction

F
,

a
lo

rs
elle

est
en

co
re

v
ra

ie
p

o
u

r
to

u
te

fo
n

ctio
n

q
u

i
m

a
jo

re
F

.
Il

est
q
u

elq
u

efois
p

lu
s

sim
p

le
d

’én
on

cer
la

con
clu

sio
n

n
o
n

p
a
s

p
o
u

r
la

fo
n

ctio
n
G

elle
m

êm
e,

m
ais

p
ou

r
u

n
e

fon
ction

m
in

o
ran

t
G

.
P

lu
sieu

rs
ty

p
es

d
e

fo
n

ctio
n

s
F

in
terv

ien
d

ron
t.

•
L

e
ca

s
le

p
lu

s
fav

o
ra

b
le

est
celu

i
où

l’h
y
p

oth
èse

est
v
ra

ie
avec

F
(S

)
=
cS

κ
p

ou
r
S
≥
S

0

(o
ù
S

0 ,
c

et
κ

so
n
t

trois
con

stan
tes)

;
l’ex

p
o
sa

n
t
κ

est
alors

n
écessairem

en
t
≥
n
/m

.
D

a
n

s
ce

ca
s

o
n

a
G

(T
)

=
c ′T

θ
p

o
u

r
T
≥
T

0
av

ec
θ

=
1/κ

et
d

eu
x

au
tres

con
stan

tes
T

0
et
c ′.

E
n

p
a
rticu

lier
o
n

a
θ
≤
m
/
n

.
D

a
n

s
ces

circon
stan

ces,
le

n
om

b
re
θ

+
1

est
le

co
effi

cien
t

d
e

d
en

sité
d

e
[W

1
9
79

],
C

h
a
p

.
I§3

;
il

est
m

a
joré

p
ar
`/n

,
où

`
est

le
ran

g

    
 

 
   

 
 
  

1
4
8

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

d
e

Ω
+
Y

su
r
Z

.
L

e
lem

m
e

1.3.7
d

e
[W

1979]
d

on
n

e
u

n
e

m
a

joration
d

e
ce

co
effi

cien
t

in
tro

d
u

isan
t

d
es

con
d

ition
s

alg
éb

riq
u

es,
et

n
on

d
iop

h
an

tien
n

es,
su

r
la

rép
artition

d
e

Ω
+
Y

d
an

s
R
n
.

•
L

e
cas

le
p

lu
s

fréq
u

en
t

est
celu

i
où

F
(S

)
=

ex
p {
c(log

S
)
κ }

,
avec

κ
≥

1.
A

lors
la

con
clu

sion
est

v
raie

p
ou

r
u

n
e

fon
ction

G
d

e
la

form
e
G

(T
)

=
ex

p {
c ′(log

T
)
θ }

p
ou

r
T
≥
T

0 ,
avec

θ
=

1/κ
.

•
E

n
fi

n
d

an
s

les
cas

m
oin

s
favorab

les
on

au
ra

seu
lem

en
t
F

(S
)

=
ex

p {
cS

κ }
,

avec
κ
>

0,
d

on
c
G

(T
)

=
c ′(log

T
)
θ

avec
θ

=
1/κ

.

E
x
ercice.

E
n

u
tilisa

n
t

le
lem

m
e

4
.1

,
éta

blir
la

récip
roqu

e
d

u
lem

m
e

4
.2

.

b)
E

xem
p

le
:

va
riétés

a
bélien

n
es

S
oit

A
u

n
e

variété
ab

élien
n

e
d

éfi
n

ie
su

r
R

d
e

d
im

en
sion

g
.

O
n

p
ren

d
E

=
T
A

(R
)

et
Ω

=
K

er
ex

p
A

.
O

n
con

sid
ère

u
n

sou
s-grou

p
e

Γ
d

e
A

(R
)
0,

et
on

d
ésign

e
p

ar
Y

l’im
age

in
verse

d
e

Γ
p

ar
ex

p
A

.
S

i
`

est
le

ran
g

d
e

Γ
,

on
p

eu
t

écrire
Y

=
Ω

+
Z
y

1
+
···

+
Z
y
` ,

où
y

1 ,...,y
`

son
t

d
es

élém
en

ts
d

e
T
A

(R
)

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
m

o
d

u
lo

Ω
.

P
ou

r
avoir

u
n

én
on

cé
d

e
d

en
sité

eff
ectif

d
e

Γ
d

an
s
A

(R
)
0,

on
est

am
en

é
à

rech
erch

er
d

es
m

in
oration

s
d

e

m
ax

1≤
j≤
` ‖ϕ

(y
j )‖

p
ou

r
ϕ
∈

Ω
∗,
ϕ
6=

0.
S

u
p

p
oson

s
A

d
éfi

n
ie

su
r

u
n
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s

d
e

n
om

b
res

K
p

lon
g
é

d
an

s
R

;
soien

t
ω

1 ,...,ω
g

d
es

p
ério

d
es

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

tes
d

e
ex

p
A

d
an

s
T
A

(R
).

L
a

con
jectu

re
4.2

?
d

u
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itre

IV
,

q
u

i
p

récise
la

con
jectu

re
d

e
M

azu
r

(con
jectu

re
5

d
e

[M
az

1992],
corresp

on
d

an
t

au
cas

K
=
Q

et
A

(Q
)

d
e

ran
g

1),
con

tien
t

l’én
on

cé
su

ivan
t

:
(

?)
si
u
∈
T
A

(R
)

est
u

n
logarith

m
e

d
’u

n
p

oin
t

d
’ord

re
in

fi
n

i
d

e
A

(K
),

q
u

an
d

on
écrit

u
=
ϑ

1 ω
1

+
···+

ϑ
g ω

g ,

avec
ϑ
i ∈

R
,

les
n

om
b

res
1,ϑ

1 ,...,ϑ
g

son
t

lin
éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
su

r
Q

.

L
e

lem
m

e
4.1

m
on

tre
q
u

e
la

con
jectu

re
1.1

?
est

éq
u

ivalen
te

à
la

su
ivan

te
:

soien
t

y
1 ,...,y

`
d

es
logarith

m
es

d
an

s
T
A

(C
)

d
’u

n
e

b
ase

d
u

grou
p

e
d

e
M

ord
ell-W

eil
d

e
A

(K
).

E
criv

on
s

y
j

=
ϑ
j
1 ω

1
+
···+

ϑ
j
g ω

g ,
(1
≤
j≤

`).

C
o
n

je
c
tu

re
4
.3

?.
–

P
ou

r
tou

t
ε
>

0
il

ex
iste

u
n

e
con

stan
te
C

(ε)
>

0
ayan

t
la

p
rop

riété
su

ivan
te

:
si
ϕ

:
T
A

(R
)−→

R
est

u
n

e
form

e
lin

éaire
n

on
n
u

lle
q
u

i
en

voie
tou

s
les

ω
i

d
an

s
Z

,
alors

m
ax

1≤
j≤
` ‖ϕ

(y
j )‖
≥
C

(ε)S
−

(g
/
`)−

ε
où

S
=

m
ax

1≤
i≤
g |ϕ

(ω
i )|.

L
e

fait
q
u

e
la

con
jectu

re
4.3

?
éq

u
ivau

t
à

l’in
égalité

p
rop

osée
d

an
s

la
con

jectu
re

1.1
?

su
r

la
fon

ction
η
A

se
voit

en
ap

p
liq

u
an

t
le

lem
m

e
4.1

avec

n
=
g
,

m
=
`,

F
(S

)
=
C

(ε)S
(g
/
`)+

ε,
G

(T
)

=
C
′(ε ′)T

(`/
g
)−
ε ′.

L
a

h
au

teu
r

d
e

ex
p
A

(t
1 y

1
+
···+

t
` y
` )

d
an

s
A

(K
)

est≤
C
T

2
=

log
H

.
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P
o
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r
d
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n
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éo
rèm

e
3.1,

il
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t

d
e

v
érifi

er,
sou

s
les

h
y
p

oth
èses

d
e

la
con

jectu
re

4
.3

?,
m

a
x

1≤
j≤
` ‖
ϕ

(y
j )‖

>
ex

p{−
c(lo

g
S

)
κ}.

O
n

a
u

ra
a
lo

rs
la

co
n

clu
sio

n
avec

κ
=

1
/
θ.

S
i

on
o
b

tien
t

seu
lem

en
t

m
a
x

1≤
j≤
` ‖
ϕ

(y
j )‖

>
ex

p{−
cS

κ},

o
n

tro
u

v
era

η
A

(H
)≤

C
(lo

g
lo

g
H

) −
θ

av
ec
θ

=
1/
κ

.

D
é
m

o
n

stra
tio

n
d

u
c
o
ro

lla
ire

2
.2

.
O

n
u

tilise
la

p
ro

p
o
sition

2.1 ∗
p

ou
r

v
érifi

er
l’h

y
p

oth
èse

d
u

lem
m

e
4
.2

.
U

n
élém

en
t
ϕ

d
e

Ω
∗

est
d

éterm
in

é
p

a
r

l’en
tier

ϕ
(ω

)
=
q.

A
lors

ϕ
(y
j )

=
qy
j /
ω

,
et

la
p

ro
p

ositio
n

2.1 ∗
m

o
n
tre

q
u

e
tou

te
fo

n
ction

F
croissan

te
v
érifi

an
t

F
(S

)≥
S
−

1
ex

p {
c(lo

g
S

)(lo
g

lo
g
S

)
1
+

(2
/
`) }

p
o
u

r
S
≥
S

0
sa

tisfa
it

l’h
y
p

oth
èse

d
u

lem
m

e
4
.2

.
O

n
en

d
éd

u
it

q
u

e
la

con
clu

sion
est

v
raie

av
ec

G
(T

)
=

ex
p {
c ′(lo

g
T

)(log
lo

g
T

) −
1−

(2
/
`) }

p
o
u

rv
u

q
u

e
l’o

n
p

ren
n

e
c ′
<

1
/c.

E
n

fi
n

la
q
u

a
d

raticité
d

e
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h
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teu
r

d
e

N
éron

-T
ate
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r
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u
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ellip

tiq
u

es
m

on
tre

q
u

e
T

est
m

in
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ré

p
a
r

u
n

e
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n
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te
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(log
H

)
1
/
2,
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i
d

o
n

n
e

le
co

ro
lla

ire
2
.2

à
con

d
itio

n
d

e
p

ren
d

re
C
<

1
/2
c.

c)
V

a
ria

n
te

réelle
d

u
lem

m
e

d
e
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n

sfert
L

e
lem

m
e

4
.2

est
b

ien
ad

a
p

té
a
u

ca
s

o
ù

l’esp
a
ce

réel
am

b
ian

t
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tien
t

u
n

réseau
a
p

p
a
ra

issa
n
t

d
e

fa
ço

n
n

a
tu

relle,
co

m
m

e
l’esp

a
ce

ta
n

g
en

t
d

’u
n

e
variété

ab
élien

n
e

su
r
R

av
ec

le
résea

u
d

es
p

ério
d

es.
Q

u
a
n

d
il

n
’y

a
p

as
d

e
résea

u
n

atu
rel,

on
p

eu
t

ap
p

liq
u

er
la

va
ria

n
te

su
iva

n
te.

N
o
u

s
a
llo

n
s

d
o
n

n
er

d
’a

b
o
rd

u
n

én
o
n

cé
réel,

p
u

is
n

ou
s

l’u
tiliseron

s
p

ou
r

u
n

so
u

s-g
ro

u
p

e
d

’u
n

p
ro

d
u

it
d

e
co

p
ies

d
e
R

et
d

e
C

.
O

n
d

ésign
era

p
ar
|·|

la
n

orm
e

|x|
=

m
a
x

1≤
i≤
n |x

i |
su

r
R
n

ou
su

r
C
n
.

L
e
m

m
e

4
.4

.
–

S
o
ien

t
y

1 ,...,y
`

d
es

élém
en

ts
d

e
R
n

et
F

:
[S

0 ,∞
)→

R
+

u
n

e
fon

ction
réelle

d
e

va
ria

b
le

réelle,
cro

issa
n
te

et
n

o
n

b
o
rn

ée.
O

n
su

p
p

o
se

q
u

e
p

ou
r

tou
t
σ

=
(σ

1 ,...,σ
n
)∈

R
n\{

0},
si

o
n

p
ose

ϕ
(x

)
=
σ

1 x
1

+
···

+
σ
n
x
n

et
S

=
m

a
x {|σ

1 |,...,|σ
n |;S

0 }
,

o
n

a
m

a
x

1≤
j≤
` ‖
ϕ

(y
j )‖
≥

1
/
F

(S
).

D
a
n

s
ces

co
n

d
itio

n
s

il
ex

iste
d

es
co

n
sta

n
tes

T
0 ,
C

1
et
C

2
p

ositiv
es

telles
q
u

e,
si

on
p

ose
G

(T
)

=
C

1 F
−

1(C
2 T

)
p

o
u

r
T
≥
T

0 ,
a
lo

rs
p

o
u

r
to

u
t
x
∈
R
n

et
tou

t
T
≥
T

0 (1
+
|x|),

il
ex

iste
t∈

Z
`

av
ec

m
a
x

1≤
j≤
` |t

j |≤
T

et
∣∣x
−
t
1 y

1 −
···−

t
` y
` ∣∣≤

1/G
(T

).
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g
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e
s
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o
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n
n
e
ls

D
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o
n

stra
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.

L
e

sou
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p
e
Y

=
Z
y

1 +
···+

Z
y
`

est
d

en
se

d
an

sR
n

:
en

eff
et,

l’h
y
p

oth
èse

im
p

liq
u

e
q
u

e
p

ou
r

tou
t
ϕ
∈

H
om

R
(R

n
,R

),
ϕ
6=

0,
on

a
ϕ

(Y
)
6⊂
Z

.
E

n
p

articu
lier
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1 ,...,y

` }
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tien
t

u
n

e
b
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d

e
R
n
.

Il
n

’y
a

d
on

c
p

as
d

e
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à
su

p
p

oser
q
u

e
y
`−
n

+
1 ,...,y

`
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t
lin

éairem
en

t
in

d
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en
d

an
ts

su
r
R

.
O

n
p

ose
m

=
`−

n
,
ω
i

=
y
m

+
i ,

(1
≤

i
≤

n
)

et
Ω

=
Z
ω

1
+
···

+
Z
ω
n
.

O
n

va
u

tiliser
le

lem
m

e
4.2.

P
ou

r
en

v
érifi

er
l’h

y
p

oth
èse,

on
con

sid
ère

u
n

élém
en

t
n

on
n
u

l
ϕ

d
e

Ω
∗,

et
on

p
ose

S
1

=
m

ax
1≤
i≤
n |ϕ

(ω
i )|.

O
n

p
eu

t
au

ssi
écrire

ϕ
(x

)
=
σ

1 x
1

+
···+

σ
n
x
n

avec
σ
i

=
ϕ

(e
i ),

(1
≤
i≤

n
),

où
(e

1 ,...,e
n
)

est
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b
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can
on

iq
u

e
d

e
R
n
.

A
lors

le
n

om
b

re
S

=
m

ax
1≤
i≤
n |ϕ

(e
i )|

v
érifi

e
S

1
≤
c
1 S

,
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u
n

e
con

stan
te
c
1

q
u

i
n

e
d

ép
en

d
q
u

e
d

e
y

1 ,...,y
` .

O
n

d
éfi

n
it

u
n

e
fon

ction
F

1
p

ar
F

1 (S
1 )

=
F

(c
1 S

1 ),
d

e
sorte

q
u

e

m
ax

1≤
j≤
` ‖ϕ

(y
j )‖
≥

1/F
1 (S

1 ).

L
es

h
y
p

oth
èses

d
u

lem
m

e
4.2

son
t

d
on

c
v
érifi

ées
p

ou
r

la
fon

ction
F

1 .
P

ar
con

séq
u

en
t

il
ex

iste
u

n
e

con
stan

te
c
2
≥

1
telle

q
u

e,
p

ou
r

tou
t
T

1
≥
c
2

et
tou

t
x
∈
R
n
,

il
ex

iste
t∈

Z
`

avec
m

ax
1≤
j≤
m
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T
1

et
∣∣x
−
t
1 y
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···−

t
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1/G
1 (T
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avec
u

n
e

fon
ction

G
1

d
e
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G
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c
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O
n
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m
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+
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p

ar
c
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1
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et
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T
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T
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d
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r
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>
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éa
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>
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∈
R
n

et
to

u
t

n
o

m
bre

réel
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=
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Z
`
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p
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p
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=
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>
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≥
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≥
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b
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éb
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d
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p
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.
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d
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=
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b
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=
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=
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p
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−
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p
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d
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d
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e
(z

),=
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+
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=
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∈
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éfi
n

isson
s,

p
ou

r
1
≤

j
≤

`,
ε
j

=
‖ϕ

(y
j )‖

et
s
j

=
ϕ

(y
j )−

ε
j
∈
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à

co
effi
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r
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1 ξ
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d ξ
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r
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=
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≤
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éfi

n
i

su
r

le
corp

s
Q

,
Y

u
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ra
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trou
v
e

q
u

e
ce

ran
g

est
≥
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p
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ra
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éb
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p
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:
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éb
riq

u
e

d
e
G

d
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ra
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=
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+
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E
n

ap
p

liq
u

an
t

la
m

a
joration

(5.1)
au

sou
s-grou

p
e
Y

=
ϕ
−

1(Q
)∩
L
Q

(G
)

d
e
T
G

(C
),

on
d

éd
u

it
l’én

on
cé
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èse

d
e

la
p

rop
osition

4.1
–

p
artie

a)
–

d
u

ch
ap

itre
IV

.

c)
T

ra
n

scen
d

a
n

ce.
L

e
corollaire

5.3
d

on
n

e
u

n
résu
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é

q
u

e
V

n
e

co
n
tien

t
p

as
C
×
{0},

si
G
′′

est
u

n
tel

so
u

s-g
ro

u
p

e
alg

éb
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écessaire

:
si

on
co

n
sid

ère
le

g
ro

u
p

e
a
lg

éb
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éaire
n

on
n
u

lle.
P

ou
r

1
≤
j
≤
`

on
d
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éorèm

e
d

u
sou

s-grou
p

e
lin
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éairem

en
t

in
d

ép
en

d
an

ts
ω

1 ,...,ω
g ,
y

1 ,...,y
`

d
an

s
ex

p
−

1
A
,R (A

(K
) )

avec
ω

1 ,...,ω
g

d
an

s
Ω
A
,R

=
K

er
ex

p
A
,R

et
on

p
ose

Y
=
Z
ω

1
+
···+

Z
ω
g

+
Z
y

1
+
···+

Z
y
` .

O
n

u
tilise

le
th
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éo
rèm
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éb
riq

u
es.

E
x
p

.
M

a
th

.
4

(1
99

5
),

n
o
.

2
,

1
45

–
15

1
.

Z
b
l
8
5
9
.
1
1
0
4
6

M
R
9
7
h
:
1
4
0
3
8

[B
eM

19
8
0
]

B
ertra

n
d

,
D

a
n

iel;
M

asser,
D

av
id

.—
L

in
ea

r
fo

rm
s

in
ellip

tic
in

tegrals.
In

ven
t.

M
a
th

.
5
8

(1
9
8
0),

n
o
.

3
,

2
83

–
2
8
8.

Z
b
l
4
2
5
.
1
0
0
4
1

M
R
8
1
e
:
1
0
0
3
2

[B
o

1
9
7
4
]

B
ou

rb
a
k
i,

N
ico

la
s.—

E
lém

en
ts

d
e

m
a

th
ém

a
tiqu

es.
P

rem
ière

p
artie

:
L

es
stru

c-
tu

res
fo

n
d

a
m

en
ta

les
d

e
l’a

n
a
ly

se.
L

iv
re

III,
T

op
olo

g
ie

g
én

érale
;

ch
ap

itre
V

:
G

ro
u

pes
à
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C
h

ristin
a
.—

C
o

m
p

lex
A

belia
n

va
rieties.

G
ru

n
d

-
leh

ren
d

er
M

ath
em

a
tisch

en
W

issen
sch

aften
[F

u
n

d
a
m

en
ta

l
P

rin
cip

les
of

M
ath

em
atical

S
cien

ces],
3
0
2

,
S

p
rin

g
er-V

erla
g
,

B
erlin

,
1
9
92

.
v
iii+

4
3
5

p
p

.
Z
b
l
7
7
9
.
1
4
0
1
2

M
R
9
4
j
:
1
4
0
0
1

[M
a
t

1
9
9
5
]

M
a
tiy

a
sev

ich
,

Y
u

ri
V

.—
H

ilbert’s
ten

th
p

ro
blem

.
T

ran
slated

from
th

e
1993

R
u

ssian
o
rig

in
a
l

b
y

th
e

a
u

th
o
r.

F
ou

n
d

a
tion

s
o
f

C
o
m

p
u

tin
g

S
eries.

M
IT

P
ress,

C
am

b
rid

ge,
M

A
,

1
9
9
3
.

x
x
iv

+
2
6
4

p
p

.
(vo

ir
S

m
o
ry

ń
sk

i,
C

ra
ig

;
b

o
o
k

rev
iew

in
B

u
ll.

A
m

er.
M

ath
.

S
o
c.

3
2

(1
9
9
5
),

n
o
.

1
,

1
1
4
–
11

9
).

M
R
9
4
m
:
0
3
0
0
2
b

[M
a
z

19
7
8
]

M
a
zu

r,
B

arry.—
R

a
tio

n
al

iso
g
en

ies
o
f

p
rim

e
d

egree
(w

ith
an

ap
p

en
d

ix
b
y

D
.

G
o
ld

feld
).

In
v
en

t.
M

a
th

.
4
4

(1
9
7
8
),

n
o
.

2
,

1
2
9
–1

6
2.

Z
b
l
3
8
6
.
1
4
0
0
9

M
R
8
0
h
:
1
4
0
2
2

[M
a
z

1
9
9
2
]

M
a
zu

r,
B

a
rry.—

T
h

e
to

p
o
lo

gy
o
f

ratio
n

a
l

p
o
in

ts.
E

x
p

erim
en

t.
M

ath
.
1

(1992),
n

o
.

1
,

3
5
–
4
5.

Z
b
l
7
8
4
.
1
4
0
1
2

M
R
9
3
j
:
1
4
0
2
0

    
 
  

  

1
6
4

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

[M
az

1994]
M

azu
r,

B
arry.—

Q
u

estion
s

of
d

ecid
ab

ility
an

d
u

n
d

ecid
ab

ility
in

n
u

m
b

er
th

eory.
J
.

S
y
m

b
olic

L
ogic

5
9

(1994),
n

o.
2,

353–371.
Z
b
l
8
1
4
.
1
1
0
5
9

M
R
9
6
c
:
0
3
0
9
1

[M
az

1995]
M

azu
r,

B
arry.—

S
p

ecu
lation

s
ab

ou
t

th
e

top
ology

of
ration

al
p

oin
ts

:
an

u
p

-d
ate.

C
o

lu
m

bia
U

n
iversity

N
u

m
ber

T
h

eo
ry

S
em

in
a

r
(N

ew
-Y

o
rk

1
9

9
2

),
A

stérisq
u

e
1
2
8

(1995),
4,

165–181.
Z
b
l
8
5
1
.
1
4
0
0
9

M
R
9
6
c
:
1
1
0
6
8

[N
Z

M
1991]

N
iv

en
,
Ivan

;
Z

u
ckerm

an
,
H

erb
ert

S
.;

M
on

tgom
ery,

H
u

gh
L

.—
A

n
In

trod
u

ctio
n

to
th

e
T

h
eo

ry
o

f
N

u
m

bers.
F

ifth
ed

ition
.

J
oh

n
W

iley
&

S
on

s,
In

c.,
N

ew
Y

ork
,

1991.
x
iv

+
529

p
p

.
Z
b
l
7
4
2
.
1
1
0
0
1

M
R
9
1
i
:
1
1
0
0
1

[R
a

1968]
R

am
ach

an
d

ra,
K

.—
C

on
trib

u
tion

s
to

th
e

th
eory

of
tran

scen
d

en
tal

n
u

m
b

ers.
I,

II.
A

cta
A

rith
.
1
4

(1968),
65–72,

73–88.
Z
b
l
1
7
6
.
3
3
1
0
1

M
R
3
7

#
1
6
5

[R
au

1976]
R

au
zy,

G
érard

.—
P

ro
p

riétés
sta

tistiqu
es

d
e

su
ites

a
rith

m
étiqu

es.
L

e
M

ath
ém

a-
ticien

,
N

o.
1
5

.
C

ollection
S

U
P

.
P

resses
U

n
iv

ersitaires
d

e
F

ran
ce,

P
aris,

1976.
133

p
p

.
Z
b
l
3
3
7
.
1
0
0
3
6

M
R
5
3
#
1
3
1
5
2

[R
-H

1994]
R

ib
et,

K
en

n
eth

A
.;

H
ayes,

B
.—

F
erm

at’s
last

T
h

eorem
an

d
m

o
d

ern
arith

m
etic.

A
m

erican
S

cien
tist

8
2

(1994),
144–156.

[R
i

1994]
R

ib
en

b
oim

,
P

au
lo.—

N
o

m
bres

p
rem

iers
:

m
ystères

et
reco

rd
s.

M
ath

ém
atiq

u
es.

P
resses

U
n

iv
ersitaires

d
e

F
ran

ce,
P

aris,
1994.

x
x
+

279
p

p
.

Z
b
l
8
4
2
.
1
1
0
0
1

M
R

9
5
j
:
1
1
0
0
4

[R
o

1993]
R

oh
rlich

,
D

av
id

.—
V

ariation
of

th
e

ro
ot

n
u

m
b

er
in

fam
ilies

of
ellip

tic
cu

rv
es.

C
om

p
ositio

M
ath

.
8
7

(1993),
n

o.
2,

119–151.
Z
b
l
7
9
1
.
1
1
0
2
6

M
R
9
4
d
:
1
1
0
4
5

[R
1988a]

R
oy,

D
am

ien
.—

S
u

r
la

con
jectu

re
d

e
S

ch
an

u
el

p
ou

r
les

logarith
m

es
d

e
n

om
b

res
alg

éb
riq

u
es.

G
ro

u
pe

d
’É

tu
d

es
su

r
les

P
ro

blèm
es

D
io

p
h

a
n

tien
s

1
9

8
8

-1
9

8
9

,
P

u
b

l.
M

ath
.

U
n

iv
.

P
.

et
M

.
C

u
rie

(P
aris

V
I)

9
0

,
N
◦

6,
12

p
p

.

[R
1988b

]
R

oy,
D

am
ien

.—
M

atrices
d

on
t

les
co

effi
cien

ts
son

t
d

es
form

es
lin

éaires.
S

ém
in

a
ire

d
e

T
h

éo
rie

d
es

N
o

m
bres,

P
a

ris
1

9
8

7
–

8
8

,
273–281,

P
rog.

M
ath

.
8
1

,
B

irk
h

äu
ser

V
erlag,

B
oston

,
M

A
,

1990.
M
R
9
1
c
:
1
1
0
3
8

[R
1990a]

R
oy,

D
am

ien
.—

S
u

r
u

n
e

v
ersion

alg
éb

riq
u

e
d

e
la

n
otion

d
e

sou
s-grou

p
e

m
in

im
al

relatif
d

e
R
n
.

B
u

ll.
S

o
c.

M
ath

.
F

r.
1
1
8

(1990),
n

o.
2,

171–191.
Z
b
l
7
2
9
.
1
2
0
1
4

M
R
9
2
c
:
1
1
0
6
6

[R
1990b

]
R

oy,
D

am
ien

.—
S

ou
s-grou

p
es

m
in

im
au

x
d

es
grou

p
es

d
e

L
ie

com
m

u
tatifs

réels,
et

ap
p

lication
s

arith
m

étiq
u

es.
A

cta
A

rith
.
5
6

(1990),
n

o.
3,

257–269.
Z
b
l
6
7
2
.
1
0
0
2
4
,
7
0
8
.
1
1
0
3
3

M
R
9
2
f
:
1
1
0
9
8



      

R
é
fé

re
n
c
e
s

1
6
5

[R
1
9
9
1
]

R
oy,

D
a
m

ien
.—

T
ra

n
scen

d
an

ce
et

q
u

estio
n

s
d

e
rép

artition
d

an
s

les
grou

p
es

alg
é-

b
riq

u
es.

A
p

p
ro

xim
a

tio
n

s
D

io
p

h
a

n
tien

n
es

et
N

o
m

bres
T

ra
n

scen
d

a
n

ts
(L

u
m

in
y,

1
9

9
0

),
249–

2
7
4
,

d
e

G
ru

y
ter,

B
erlin

,
1
99

2
.

Z
b
l
7
6
3
.
1
1
0
3
1

M
R
9
3
h
:
1
1
0
7
7

[R
1
9
92

a
]

R
oy,

D
a
m

ien
.—

M
a
trices

w
h

o
se

co
effi

cien
ts

a
re

lin
ear

form
s

in
logarith

m
s.

J
.

N
u

m
b

er
T

h
eo

ry
4
1

(1
99

2
),

n
o
.

1
,

2
2–

4
7
.

Z
b
l
7
6
3
.
1
1
0
3
0

M
R
9
3
d
:
1
1
0
7
7

[R
1
9
9
2
b

]
R

oy,
D

a
m

ien
.—

S
im

u
ltan

eou
s

a
p

p
rox

im
a
tio

n
in

n
u

m
b

er
fi

eld
s.

In
ven

t.
M

ath
.

1
0
9

(1
9
92

),
n

o
.

3
,

54
7
–
5
5
6
.

Z
b
l
7
8
0
.
1
1
0
6
0

M
R
9
3
f
:
1
1
0
8
7

[R
1
9
95

]
R

oy,
D

a
m

ien
.—

P
o
in

ts
w

h
o
se

co
o
rd

in
a
tes

a
re

lo
g
a
rith

m
s

of
algeb

raic
n
u

m
b

ers
on

a
lg

eb
ra

ic
va

rieties.
A

cta
M

a
th

.
1
7
5

(1
99

5
),

n
o
.

1
,

49
–
7
3
.

Z
b
l
8
3
3
.
1
1
0
3
1

M
R
9
6
i
:
1
1
0
7
9

[S
-S

1
9
5
8
]

S
ch

in
zel,

A
n

d
ré

;
S

ierp
iń

sk
i,

W
a
claw

.—
S

u
r

certa
in

es
h
y
p

oth
èses

con
cern

an
t

les
n

o
m

b
res

p
rem

iers.
A

cta
A

rith
.
4

(19
5
8),

18
5
–2

0
8

;
5

(19
5
8),

259
;
7

(1961/1962),
1–8.

Z
b
l
0
8
2
.
2
5
8
0
2

M
R
2
1

#
4
9
3
6
,
2
4

#
A
7
0

[S
c

19
8
0
]

S
ch

m
id

t,
W

o
lfg

an
g

M
.—

D
io

p
h

a
n

tin
e

A
p

p
ro

xim
a

tio
n

.
L

ectu
re

N
otes

in
M

ath
.

7
8
5

.
S

p
rin

g
er,

B
erlin

,
19

8
0
.

x
+

2
9
9

p
p

.
Z
b
l
4
2
1
.
1
0
0
1
9

M
R
8
1
j
:
1
0
0
3
8

[S
ch

1
9
5
7
]

S
ch

n
eid

er,
T

h
eo

d
o
r.—

E
in

fü
h

ru
n

g
in

d
ie

tra
n

szen
d

en
ten

Z
a

h
len

.
D

ie
G

ru
n

d
-

leh
ren

d
er

M
a
th

em
atisch

en
W

issen
sch

aften
8
1

,
B

erlin
-G

ö
ttin

gen
-H

eid
elb

erg
:

S
p

rin
ger-

V
erla

g
,

1
9
5
7
.

v
+

1
50

p
p

.
In

trod
u

ctio
n

a
u

x
N

o
m

bres
T

ra
n

scen
d

a
n

ts.
T

ra
d

u
it

d
e

l’a
llem

an
d

p
ar

P
.
E

y
m

ard
,

G
au

th
ier-

V
illa

rs,
P

a
ris

1
9
59

.
v
iii+

1
5
1

p
p

.
Z
b
l
0
7
7
.
0
4
7
0
3

M
R
1
9
,
2
5
2
f
,
2
1

#
5
6
2
0

[S
e

1
9
7
9
]

S
erre,

J
ea

n
-P

ierre.—
Q

u
elq

u
es

p
rop

riétés
d

es
g
ro

u
p

es
a
lg

éb
riq

u
es

com
m

u
tatifs.

S
o
c.

M
ath

.
F

ra
n

ce,
A

stérisq
u

e
6
9
/
7
0

(1
97

9
),

1
9
1
–
20

2
.

D
eu

x
ièm

e
éd

ition
,

1987
(ap

p
en

d
ice

d
e

[W
1
97

9
]).

Z
b
l
4
2
8
.
1
0
0
1
7

M
R
8
8
i
:
1
1
0
4
7

[S
e

1
9
8
9
]

S
erre,

J
ea

n
-P

ierre.—
L

ectu
res

o
n

th
e

M
o

rd
ell-W

eil
th

eo
rem

.
T

ran
slated

from
th

e
F

ren
ch

an
d

ed
ited

b
y

M
artin

B
row

n
fro

m
n

otes
b
y

M
ich

el
W

ald
sch

m
id

t.
A

sp
ects

of
M

a
th

em
a
tics

E
1
5

.
B

ra
u

n
sch

w
eig

W
iesb

ad
en

:
F

ried
r.

V
iew

eg
&

S
oh

n
,

1989.
x
+

218
p

p
.

3
rd

ed
.

19
9
7
.

Z
b
l
6
7
6
.
1
4
0
0
5
,
8
6
3
.
1
4
0
1
3

M
R
9
0
e
:
1
1
0
8
6

[S
i

19
4
9
]

S
ieg

el,
C

a
rl

L
u

d
w

ig
.—

T
ra

n
scen

d
en

ta
l

N
u

m
bers.

A
n

n
als

of
M

ath
em

atics
S

tu
d

ies
1
6

,
P

rin
ceto

n
U

n
iv

ersity
P

ress,
P

rin
ceto

n
,

N
.

J
.,

1
9
49

.
v
iii+

102
p

p
.

Z
b
l
0
3
9
.
0
4
4
0
2

M
R
1
1
,
3
3
0
c

      
 

1
6
6

T
o
p

o
lo

g
ie

d
e
s

p
o
in

ts
ra

tio
n
n
e
ls

[S
il

1986]
S

ilv
erm

an
,

J
osep

h
H

.—
T

h
e

A
rith

m
etic

o
f

E
llip

tic
C

u
rves.

G
rad

u
ate

T
ex

ts
in

M
ath

em
atics

1
0
6

,
N

ew
Y

ork
S

p
rin

ger-V
erlag

1986.
x
ii+

400
p

p
.

C
orrected

rep
rin

t,
1995.

Z
b
l
5
8
5
.
1
4
0
2
6

M
R

8
7
g
:
1
1
0
7
0
,
9
5
m
:
1
1
0
5
4

A
d

va
n

ced
to

p
ics

in
th

e
A

rith
m

etic
o

f
E

llip
tic

C
u

rves.
G

rad
u

ate
T

ex
ts

in
M

ath
em

atics
1
5
1

.
S

p
rin

ger-V
erlag,

N
ew

Y
ork

,
1994.

x
iv

+
525

p
p

.
Z
b
l
9
5
0
.
0
0
1
6
1

M
R
9
6
b
:
1
1
0
7
4

[S
w

D
1974]

S
w

in
n

erton
-D

y
er,

H
.P

.F
.—

A
n

a
lytic

th
eo

ry
o

f
A

belia
n

va
rieties.

L
on

d
on

M
ath

em
atical

S
o
ciety

L
ectu

re
N

ote
S

eries,
1
4

.
C

am
b

rid
ge

U
n

iv
ersity

P
ress,

L
on

d
on

-N
ew

Y
ork

,
1974.

v
iii+

90
p

p
.

Z
b
l
2
9
9
.
1
4
0
2
1

M
R
5
1

#
3
1
8
0

[W
1974]

W
ald

sch
m

id
t,

M
ich

el.—
N

o
m

bres
tra

n
scen

d
a

n
ts.

L
ectu

re
N

otes
in

M
ath

em
atics

4
0
2

.
S

p
rin

ger-V
erlag,

B
erlin

-N
ew

Y
ork

,
1974.

v
iii+

277
p

p
.

Z
b
l
3
0
2
.
1
0
0
3
0

M
R
5
0

#
1
2
9
3
1

[W
1979]

W
ald

sch
m

id
t,

M
ich

el.—
N

o
m

bres
tra

n
scen

d
a

n
ts

et
gro

u
pes

a
lgébriqu

es.
A

p
p

en
-

d
ices

p
ar

D
an

iel
B

ertran
d

et
J
ean

-P
ierre

S
erre.

A
stérisq

u
e

6
9
–
7
0

,
S

o
ciété

M
ath

ém
atiq

u
e

d
e

F
ran

ce,
P

aris,
1979.

218
p

p
.

D
eu

x
ièm

e
éd

ition
1987.

Z
b
l
4
2
8
.
1
0
0
1
7

M
R
8
2
k
:
1
0
0
4
1
,
8
8
i
:
1
1
0
4
7

[W
1983a]

W
ald

sch
m

id
t,

M
ich

el.—
D

ép
en

d
an

ce
d

e
logarith

m
es

d
an

s
les

grou
p

es
alg

é-
b

riq
u

es.
In
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e
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

9–10,
43,

101,
104

D
èb
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éorèm

e)
.

.
.

.
.

.
.

.
.

.
.

110

S
ou

s-grou
p

e
à
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