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Introduction : équations Diophantiennes

Historiquement, la principale source du développement de la théorie algébrique des nombres est
le probleme de la résolution des équations en nombres entiers ou rationnels. Traditionnellement, on
appelle équation Diophantienne une équation polynomiale f(z1,...,2,) =0, ou f est un polynéme
a coefficients rationnels, que ’on cherche a résoudre en nombres entiers ou rationnels. Résoudre une
telle équation signifie d’abord décider si elle a ou non des solutions, quand elle en a il faut ensuite
dire si leur ensemble est fini ou non, et pour la résoudre completement il faut enfin déterminer
toutes les solutions.

Un exemple simple est I'équation y(y — 1) = 22. Elle a 2 solutions en nombres entiers, & savoir
(z,y) = (0,0) et (0, 1), tandis qu’elle a une infinité de solutions en nombres rationnels : pour chaque
nombre rationnel ¢ distinct de +1 le couple

(z,y) = (t/(? =1), £/(? ~1)) €@ x Q

est solution, et on les obtient toutes ainsi a part (0, 1) (qu’on retrouverait en passant en coordonnées
projectives, ce qui revient a prendre ¢ = co).

Un des premiers mathématiciens a avoir considéré ce genre de question est Diophante d’Alexan-
drie (325-409). La traduction, par Bachet de Méziriac (1581-1638) de la partie de ses ceuvres qui
était parvenue dans le monde occidental grace aux mathématiciens arabes a été la source d’inspi-
ration de Fermat (1601-1665). Beaucoup d’énoncés formulés par Fermat, et bien d’autres, ont été
démontrés par Euler (1707-1783). La théorie des équations quadratiques fait 'objet de nombreux
travaux a partir du XVIIIe siecle, notamment par Lagrange (1736-1813) et Gauss (1777-1855). Le
“dernier théoreme de Fermat”, selon lequel I'équation ™ +y™ = 2™ n’a pas de solution en nombres
rationnels non nuls x, y, z dés que l'entier n est supérieur ou égal a 3, reste un défi jusqu’en 1994
ou A. Wiles en donnera enfin une démonstration compleéte. Il motive les recherches de Kummer
(1810-1893), Dedekind (1831-1916), Dirichlet (1805-1859) et bien d’autres; c’est ce probléeme qui
est a ’origine des principaux concepts dont il sera question dans ce cours.

Jusque vers la fin du XIXeme siecle les méthodes employées seront spécifiques aux équations
considérées. Il faudra attendre les contributions de Hurwitz (1859-1919) et Poincaré (1854-1912)
pour disposer d’énoncés portant sur des classes générales d’équations. Le début du XXeme siecle
verra apparaitre d’abord les méthodes d’approximation diophantienne avec les travaux de Thue
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(1863-1922), puis grace a ces outils puissants les résultats de Siegel (1896-1981) sur les points
entiers sur des courbes algébriques (il s’agit de décider si une équation f(z,y) = 0 a une infinité
de solution entieres, Siegel donne en 1929 des conditions nécessaires et suffisantes sur le polynéme
f € Z]X]). Un énoncé semblable pour les points rationnels a été proposé par Mordell (1888-1972)
et démontré par G. Faltings en 1983. On sait maintenant dire si une équation Diophantienne
f(z,y) = 0 a une infinité de solution rationnelles ou non, mais quand il y en a seulement un
nombre fini on ne sait pas encore les déterminer toutes : on sait cependant en majorer le nombre.

Pour les équations Diophantiennes faisant intervenir un plus grand nombre de variables, Yu.V. Ma-
tiyasevich a résolu par la négative en 1970 une question posée par Hilbert en 1900 : il n’y a pas
d’algorithme général permettant de déterminer si une équation en nombres entiers f(x1,...,T,) a
ou non une infinité de solutions dans Z™.

Une extension de la notion d’équation Diophantienne est celle d’équation Diophantienne ex-
ponentielle, dans laquelle certains exposants sont considérés comme des inconnues. Une des plus
connues est celle proposée en 1844 par Catalan 2 —y? = 1, ou les inconnues (z, y, p, ¢) sont des en-
tiers tous > 2. Catalan (1814-1894) a conjecturé que la seule solution était (3,2, 2, 3) correspondant
a4 32 — 23 = 1. Cette conjecture a été démontrée en 2003 par Preda Mihailescu. Une démonstration
compléte et détaillée est donnée par H. Cohen [1].

Une question plus vaste que celle de Catalan a été posée par S.S. Pillai (1901-1950) en 1945 :
pour chaque entier k > 0, ’équation P — y? = k n’a qu’un mnombre fini de solutions en entiers
(z,9,p,q) tous > 2. Il n’y a que le cas k = 1 qui soit résolu. La conjecture de Pillai signifie que la
distance entre deux termes consécutifs de la suite

1,4, 8,9, 16, 25, 27, 32, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 125, 128, 144, ...

des puissance parfaites tend vers I'infini.

Remarque : On trouve des informations biographiques concernant les différents mathématiciens
cités sur le site internet

The MacTutor History of Mathematics archive

http ://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/

Considérons pour commencer la plus simple des équations Diophantiennes en deux variables :
on fixe deux entiers a et b et on cherche a résoudre 1’équation azx + by = 0 ou les inconnues z,
y sont dans Z. Si on note d le pged de a et b, et «' = a/d, b = b/d, alors la solution générale
est (z,y) = (b, —td’), t € Z. Cet exemple élémentaire se généralise aisément aux systémes de
m équations en n inconnues : on se donne une matrice de format m X n a coefficients entiers et
on cherche les vecteurs colonnes X = (z1,...,2,) a coefficients dans Z qui satisfont AX = 0.
L’algebre linéaire permet de résoudre la question.

Si maintenant on se donne, en plus, un vecteur colonne B (matrice m x 1) et que 'on veut
résoudre AX = B, pour en obtenir la solution générale il suffit d’ajouter & une solution particuliere
de cette équation la solution générale de 1’équation homogene associée AX = 0.

Revenant au cas particulier d’une équation en deux inconnues (m = 1, n = 2), pour résoudre
I’équation de Bézout ax + by = ¢ on utilise 'algorithme d’FEuclide : cette équation a une solution
(z,y) € Z x Z si et seulement si le pged de a et b divise c.

Passons aux équations quadratiques. La plus célebre est sans doute celle de Pythagore (VIeme
siecle avant J.-C) : 22 + %> = 22. Comme elle est homogene, la résoudre en nombres entiers
revient & résoudre en nombres rationnels ’équation 2 + y?> = 1, c’est-a-dire & déterminer les
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points rationnels sur un cercle. La méthode géométrique, qui permet plus généralement de trouver
les points rationnels sur une conique (c’est-a-dire de résoudre en nombres rationnels une équation
f(z,y) =0o0u f est un polyndme en deux variables de degré 2), consiste & tracer une droite passant
par un point rationnel : elle coupe la courbe en question en un autre point et cela fournit une
paramétrisation des solutions. Pour le cercle on peut partir par exemple du point (z,y) = (—1,0)
et considérer la droite y = t(x 4+ 1) de pente ¢t € Q. Le second point d’intersection est obtenu en
résolvant 1’équation
P4tz +1)2-1=0

qui possede bien entendu la solution x = —1. On peut donc mettre x+1 en facteur dans le membre
de gauche : si x # —1 alors on peut diviser par x + 1 et 'équation devient linéaire

r—1+t*(x+1) =0,

ce qui donne
1—¢? 2t
Ty YT
Pour chaque t € Q ces formules donnent un point rationnel (z,y) sur le cercle, et inversement
tout point rationnel sur le cercle distinct de (—1,0) est de cette forme. On retrouve le point
exceptionnel (—1,0) en autorisant ¢t = 400, ¢’est-a-dire en passant en coordonnées projectives. En
écrivant ¢ = a/b on retrouve les formules

b? — a? 2ab
rT= —5—"->5 = —
b2+a2’ Y b2+(12

qui conduisent & la solution générale en nombres entiers de I’équation de Pythagore 22 + y2 = 22.

On remarque d’abord que si z, y, z sont des entiers positifs qui satisfont 2% + y?> = 22, et si d
est leur pged, alors le triplet (2,4, 2’) défini par ' = z/d, v = y/d, 2’ = z/d satisfait encore
I’équation de Pythagore, et en plus ces trois entiers z’, 3/, 2z’ sont premiers entre eux dans leur
ensemble (ils sont méme premiers entre eux deux-a-deux). De plus 2z’ est impair. On en déduit
facilement que I'un des deux nombres ', ¢’ est pair, Pautre bien entendu est impair. Voici I’énoncé
auquel on aboutit (voir par exemple [3], § 1.2, Th.1 ou [2], Th. 5.9).

Théoréme 0.1. Si x, y, z sont des entiers positifs premiers entre euxr dans leur ensemble avec y
pair qui vérifient 1’équation de Pythagore x2 + y? = 22, alors il existe des entiers a et b premiers
entre eux tels que

z=0b—da% y=2ab, z=0b>+d%

Le procédé géométrique de la corde et de la tangente que nous venons de voir est utile aussi
pour les équations cubiques : si on dispose d’un point rationnel sur une courbe f(z,y) = 0 ou f
est un polynéme de degré 3, la tangente a la courbe en ce point coupe généralement la cubique en
un autre point, si le premier est rationnel alors le second 'est aussi (on est amené & résoudre une
équation de degré 3 en x, qui a une racine double, donc se décompose en un produit d’un terme
linéaire au carré par un autre terme linéaire). De méme si on dispose de deux points rationnels
sur la courbe, la droite joignant ces deux points coupe généralement la cubique en un autre point
rationnel. C’est la base de la théorie des courbes elliptiques.

Le processus géométrique permet de paramétrer les solutions rationnelles d’une équation de
degré 2 en 2 inconnues. Il ne donne pas forcément d’information sur les solutions entieres. Par



exemple si d est un entier qui n’est pas un carré, les points rationnels # (0,0) sur la courbe
22 — dy? = 1 sont paramétrés par

_dr+1 2t
Tar—1 YT a1

Quand d est un entier positif qui n’est pas un carré, I’équation 22 —dy? = %1, ou les inconnues x et
y sont dans Z, porte le nom de Pell-Fermat. Pourtant elles ont été étudiées par le mathématicien
indien Brahmagupta (598-670) bien avant Pell (1611-1685) et Fermat. Il a trouvé la plus petite
solution en entiers positifs de 1’équation 2 —92y? = 1, qui est (z,y) = (1151, 120). On peut noter
que I’équation z2 — 23y? possede la solution (z,y) = (24,5), puisque 242 = 576 et 52 - 23 = 575.
En développant (24 + 5\/%)2 = 1151 + 120v/23 on retrouve la solution donnée par Brahmagupta.

Au XIléme siecle Bhaskara II a trouvé pour I'équation 2% — 61y = 1 (qui sera plus tard
considérée par Fermat) la solution

(z,y) = (1766319049 , 226 153 980).

Plus tard Narayana (~1340-~1400) a obtenu pour z2—103y? = 1 la solution (x,y) = (227528 , 22419).

Un algorithme pour résoudre une équation de Pell-Fermat consiste & développer V/d en fraction
continue (voir par exemple [2] Chap. 3 et 4). La résolution de 1’équation z? — dy?> = +1 est
étroitement liée & la recherche des unités du corps quadratique Q(v/d). Nous allons voir de quoi il
s’agit ('algebre classique enseigne que les unités d’un corps sont les éléments non nuls du corps,
mais en théorie algébrique des nombres ce que 'on appelle unité d’un corps de nombres est autre
chose).

Quelques rappels

Consulter [3] (§ 1.1) et [2] (notamment le chapitre 5) pour revoir les notions de base sur la
divisibilité dans les anneaux (on les suppose toujours commutatifs unitaires), sur les unités (=
éléments inversibles), les éléments irréductibles, les éléments premiers (dans un anneau intégre
tout premier est irréductible), les idéaux, ainsi que les notions d’anneau principal, factoriel et
euclidien.

1 Extensions Algébriques

Tous les corps sont supposés commutatifs.

Quand K est un corps, l'intersection de tous les sous-corps de K est un sous-corps de K, c’est
le plus petit d’entre eux, on 'appelle le sous-corps premier de K. Ce sous-corps est isomorphe (de
maniére unique) soit & Q, soit & un corps ¥, = Z/pZ avec p nombre premier. On dit que K est de
caractéristique 0 dans le premier cas, p dans le second.

1.1 Extensions de corps

Soient L un corps et K un sous-corps de L. On dit alors que L est une extension de K. On
écrit aussi une telle extension L/K. Dans ces conditions L est un K-espace vectoriel. On dit que



I’extension est finie si le K-espace vectoriel L est de dimension finie sur K. Cette dimension est
notée [L : K] et appelée le degré de 1'extension L/K.

Quand L/K est une extension et F une partie de L, on note K[FE] le sous-anneau de L engendré
par KUFE et par K(E) le sous-corps de L engendré par KUFE. Ainsi K (FE) est le corps des fractions
de K[E], c’est I'intersection des sous-corps de L qui contiennent E et K, on Uappelle sous-corps de L

engendré par E sur K. C’est encore 'ensemble des éléments de L de la forme R(ayq, ..., a,) quand
{ai,...,a,} décrit les familles finies d’éléments de E et R I’ensemble des fractions rationnelles
dans K(X1,...,X,) dont le dénominateur ne s’annule pas au point (a7, ..., ay).

On écrit encore K (E, E') au lieu de K(EUE') et K(a) au lieu de K({a}). Une extension L/K
est de type fini s'il existe un ensemble fini E tel que L = K(E). Elle est monogene s'il existe a € L
tel que L = K(«); dans ce cas « est un générateur de Pextension L/K.

Lemme 1.1. Soient K C L C F trois corps. L’extension F/K est finie si et seulement si les deux
extensions L/K et F/L sont finies. Dans ce cas

[F:K]=[F:L]L:K]

Démonstration. Si {c; ; i € I} est une base de L/K et {3; ; j € J} est une base de F/L, alors
{aif; 5 (i,7) € I x J} est une base de F/K.
O

Avec les notations du lemme 1.1, on a les équivalences
L:K]=1l«<=[F:L=[F:K|<L=K

et
[F:Ll=1<=[L:K|]=[F:K]< L=F.

1.2 Extensions algébriques et extensions transcendantes

Soient A un anneau, K un sous-corps de A et o un élément de A. Considérons I’homomorphisme
de K-algebres @ : K[X] — A qui envoie X sur . Son image K[a] est le sous anneau de A engendré
par K U{a}, son noyau ker ® est un idéal de K[X]. Les deux anneaux K[X]/ker ® et K[a] sont
isomorphes.

Si ker ® = {0}, c’est-a-dire si ® est injectif, on dit que « est transcendant sur K. Alors les
anneaux K[X] et K[a] sont isomorphes et le corps des fractions K(«) de Kla] est isomorphe au
corps des fractions rationnelles K (X).

Supposons ker ® # {0}. On dit alors que « est algébrique sur K. Comme 'anneau K[X] est
principal, il existe un unique polynéme unitaire f € K[X] qui engendre 'idéal ker ®. C’est le
polynome de degré minimal qui s’annule en « : on I'appelle le polynome minimal de o sur K. Si
K[a] est integre (ce qui est le cas par exemple quand A lui-méme est intégre), alors le polynéme
minimal f de a sur K est irréductible dans 'anneau K[X]; on dit encore que f est le polynéme
irréductible de « sur K. L’idéal ker ® est alors maximal, le quotient K[X]/ker ® est un corps,
donc K[a] = K(«). L’extension K(«)/K est finie, de degré [K(«) : K] le degré du polyndme
f, qu’on appelle encore le degré de o sur K. Une base de K(«) comme K-espace vectoriel est
{1,a,02,..., 0471},

Une extension L/K est dite algébrique si tout élément de L est algébrique sur K. Dans le cas
contraire on dit qu’elle est transcendante.



Lemme 1.2. Si L/K est une extension finie, alors c’est une extension algébrique et, pour tout
a €L, le degré [K () : K| de a sur K divise le degré [L : K] de L sur K.

Démonstration. L’extension L/K étant finie, pour tout o € L les éléments

sont liés dans le K-espace vectoriel L, donc « est algébrique sur K. Comme K («) est un sous-corps
de L contenant K, son degré [K(«) : K] sur K divise [L : K|, d’apres le lemme 1.1.
O

Lemme 1.3. Soit L/K une extension et soient o, ..., q,, des éléments de L qui sont algébriques
sur K. Alors K(aq,...,an) est une extension finie de K.

Démonstration. On peut démontrer ce résultat par récurrence sur m. Pour m = 1 l'extension
K(a1)/K est finie car «; est algébrique sur K. Comme «,, est algébrique sur K, il l'est sur le
corps K(aq,...,am—_1) et le lemme 1.1 joint a I’hypotheése de récurence permet de conclure. O

Il est évident qu’une extension finie est de type fini et, d’apres le lemme 1.2, elle est aussi
algébrique ; le lemme 1.3 montre que, réciproquement, une extension algébrique de type fini est
finie.

Lemme 1.4. Soient K C L C E trois corps. L'extension E/K est algébrique si el seulement si
les deuz extensions L/K et E/L sont algébriques.

Démonstration. Sil'extension F/K algébrique, il est clair que chacune des deux extensions L/ K et
E/L est algébrique. Inversement, supposons les deux extensions L/K et E/L algébriques. Soit « €
E. Comme F est algébrique sur L, il existe un polynéme non nul de L[X] qui s’annule en «. Soient
ag, - - - , ayy, ses coefficients ; chacun d’eux est un élément de L, donc est algébrique sur K. Maintenant
a est algébrique sur K(ag, ..., a,). Le lemme 1.1 montre que 'extension K(ag, ..., am,a)/K est
finie, donc (lemme 1.2) algébrique et ainsi « est algébrique sur K.

O

Lemme 1.5. Soit L/K une extension et soit A une partie de L. On suppose que tous les éléments
de A sont algébriques sur K. Alors K(A) est une extension algébrique de K et on a K[A] = K(A).

Démonstration. Soit § € K(A). Il existe une partie finie {1, ..., a,, } de A telle que § € K(aq,. .., Qn).

Le lemme 1.4 montre que 3 est algébrique sur K. Il reste a vérifier que K[A] est un corps. Soit
v € K[A], v # 0. Alors K[y] C K[A] et comme ~ est algébrique sur K on a K(v) = K[y], d’ou
vt e KA.

O

Soient E et F deux sous-corps d’un corps 2. L’intersection de tous les sous-corps de €2 qui
contiennent E U F est le plus petit sous-corps de 2 qui contienne E et F, c’est & la fois E(F) et
F(E). On le note EF et on 'appelle le composé (ou compositum) de E et F.

Quand K est un sous corps de ENF, on a EF = K(E, F); de plus 'extension EF/K est finie
(resp. algébrique) si et seulement si les deux extensions E/K et F//K sont finies (resp. algébriques).

Lemme 1.6. Soient L/K une extension de corps, E et F deux sous-corps de L qui contiennent
K. Si Uextension F/K est algébrique, alors lextension EF/E est aussi algébrique.



Démonstration. Soit a € F. Par hypothése « est algébrique sur K, donc sur F. Le lemme 1.5
montre que E[F]| = E(F) et que lextension E(F)/E est algébrique. O

Soit L/K une extension de corps. On dit que K est algébriqguement fermé dans L si tout élément
de L algébrique sur K appartient a K.

Exemple. On peut montrer que le corps C(z) des fractions rationnelles est algébriquement fermé
dans le corps des fonctions méromorphes sur C.

Lemme 1.7. Soit L/K une extension. L’ensemble E des éléments de L algébriques sur K est un
corps, algébriquement fermé dans L.

Ce corps E, qui est la plus grande extension algébrique de K contenue dans L, est la fermeture
algébrique de K dans L. C’est aussi la plus petite extension de K contenue dans L qui soit algébri-
quement fermée dans L.

On désignera par Q '’ensemble des nombres complexes algébriques sur Q; c’est le corps des
nombres algébriques. La fermeture algébrique de Q dans R est le corps Q N R des nombres
algébriques réels.

Un corps Q est dit algébriquement clos s’il vérifie les propriétés équivalentes suivantes :

(i) tout polynéme non constant de Q[X] a au moins une racine dans 2
(ii) tout polyndéme non constant de Q[X] se décompose complétement dans Q[X]
(iii) les éléments irréductibles de 'anneau Q[X] sont les polynémes de degré 1.

Un corps algébriquement clos est algébriquement fermé dans toute extension.

Si K est un corps, une extension 2 de K est appelée cloture algébrique de K si € est un corps
algébriquement clos et £2/K est une extension algébrique.

Quand € est un corps algébriquement clos et K un sous-corps de 2, la fermeture algébrique de
K dans () est une cloture algébrique de K.

Exemple. Le corps C est algébriquement clos et Q est une cloture algébrique de Q.

Nous admettrons 'existence, pour tout corps K, d'un corps €2 algébriquement clos contenant
K.

Théoréme 1.8. Tout corps K admet une cloture algébrique.

Démonstration. Soit {2 un corps algébriquement clos contenant K. Soit K la fermeture algébrique
de K dans Q. Alors K est une cloture algébrique de K. O

Remarque. On peut aussi montrer que si K, et K5 sont deux clotures algébriques de K, alors il
existe un isomorphisme de K7 sur K5 dont la restriction a K est I'identité.

Etant donné que tout homomorphisme d’un corps dans un anneau est injectif, se donner une
extension revient a se donner un homomorphisme d’un corps dans un autre. Plus précisément, si
o : K — L est un homomorphisme de corps, alors le corps o(K) est isomorphe & K et L est une
extension de o(K). Dans ces conditions on dit que o est un isomorphisme de K dans L. On étend
o en 'unique homomorphisme (encore noté o) de K[X] dans L[X] qui envoie X sur X et coincide
avec o sur K :

o(ap+ar X+ +a,X") = o(ag) + o(an)X + -+ 0(an) X",



Soient FE et L deux extensions d’'un méme corps K et soit o : E — L un isomorphisme de F dans
L. On dit que o est un K-isomorphisme si la restriction de o a K est I'identité.

Si E; et E5 sont deux corps entre lesquels il existe un homomorphisme de corps o : Fy — Fjs,
alors F et Es ont la méme caractéristique et le méme sous-corps premier F' (plus précisément, il
y a un isomorphisme unique entre leurs sous-corps premiers, ce qui nous autorise & les identifier).
Dans ce cas o est un F-isomorphisme de F; dans FEs.

Soit L/K une extension. Deux éléments « et 3 de L sont dits conjugués sur K §’il existe un
K-isomorphisme o de K(«) dans K () tel que o(a) = 3. Dans ce cas ¢ est unique et surjectif. La
conjugaison définit une relation d’équivalence sur L.

Lemme 1.9. Soient L/K une extension et «, 8 deux éléments de L. Si « est transcendant sur
K, alors 8 est conjugué de o sur K si et seulement si 0 est aussi transcendant. Si o est algébrique
sur K, alors (8 est conjugué de a si et seulement si 8 est algébrique sur K avec le méme polyndome
wrréductible que o sur K.

Démonstration. Si « est transcendant sur K, alors K («) est isomorphe au corps K (X) des fractions
rationnelles sur X, donc & tout K (3) avec § transcendant sur K. Dans ces conditions, comme K ()
n’est pas de degré fini sur K, il ne peut pas étre isomorphe & K () quand § est algébrique sur K.

Supposons maintenant « et 8 algébriques sur K et conjugués. Soit o : K(a) — K(8) un
K-isomorphisme tel que o(a) = 3. Notons f € K[X] le polynome irréductible de « sur K. On
a f(a) = 0, donc o(f(a)) = 0. Mais, comme la restriction & K de o est Iidentité et que les
coefficients de f sont dans K, on a

Donc ( est racine de f.

Enfin si a et 8 sont algébriques racines du méme polynéme irréductible f € K[X], alors
K(a) et K(B) sont tous deux isomorphes au corps K[X]/(f). En effet le morphisme d’anneaux
K[X] — K|a] qui envoie X sur « et laisse fixe les éléments de K a pour image K[a] = K(«) et pour
noyau l'idéal (f) de K[X]. L’isomorphisme de corps de de K(«) sur K(8) qui rend commutatif le
diagramme

I

[

n’est autre que 'application K-linéaire o de K () dans K () définie sur la base {1,,...,a" 1}
O

(ot n désigne le degré de ) par o(a’) =3 (0<i<n-—1).

1.3 Corps de rupture d’un polynome

Soient K un corps et f € K[X] un polynéme irréductible. Une extension L/K est un corps de
rupture de f sur K sl existe une racine « de f dans L telle que L = K(«).

Exemple. Si 1, j et j2 désignent les trois racines cubiques de 1'unité dans C, chacun des trois
corps Q(V/2), Q(jV/2) et Q(j2 V/2) est un corps de rupture sur Q du polynéme X3 — 2.

L’existence d’un corps de rupture est donnée par le lemme suivant :



Lemme 1.10. Soient K un corps et f un polynéme irréductible de K[X]. L’idéal principal (f) de
K[X] est mazimal, le quotient L = K[X]/(f) contient (un sous-corps isomorphe a) K et L est un
corps de rupture de f sur K.

Démonstration. Soit j injection naturelle de K dans K[X] et soit s : K[X]| — K/(f) la surjection
canonique de noyau l'idéal (f) engendré par f. Alors o = s o j est un isomorphisme de K dans L.
Soit o € L la classe de X modulo f et soit g = o(f) € o(K)[X]. On a

g(a) = s(f) =0.
Ainsi on voit que L est un corps de rupture sur o(K) du polynéme g = o(f). Comme o(K) est un
corps isomorphe a K on peut 'identifier avec K et alors g = f. O

Un corps de rupture est unique a isomorphisme pres :

Lemme 1.11. Soient K un corps, f un polynome irréductible de K[X], ¢ : K — K’ un isomor-
phisme de K sur un corps K', L un corps de rupture de f sur K, a une racine de f dans L,
L' un corps de rupture de of sur K' et o' une racine de of dans L'. Alors il existe un unique
isomorphisme ¢ de L sur L' dont la restriction a K soit ¢ et tel que (o) = .

Démonstration. Comme L = K(«a) et L’ = K(&'), 'unicité de 1 est claire. Pour lexistence, on
reprend 'argument de la démonstration du lemme 1.9.
O

1.4 Corps de décomposition d’un polynéme

Comme nous venons de le voir dans le §1.3, un corps de rupture d’un polynéme f irréductible
sur un corps K est une extension de K qui contient au moins une racine de f (et qui est minimale
pour cette propriété). Nous recherchons maintenant une extension qui contienne toutes les racines
de f - il n’est alors plus nécessaire de supposer f irréductible pour étudier la question.

Soient K un corps et f un polynéme non constant de K[X]. Quand L est une extension de K,
on dit que le polynoéme f est complétement décomposé dans L si f est produit de facteurs linéaires
de L[X]. On dit que L est un corps de décomposition de f sur K si f est complétement décomposé
dans L et s’il existe des racines aq, ..., a, de f dans L telles que L = K(ayq, ..., ). Ainsi, f est
completement décomposé dans une extension L de K si et seulement si on peut écrire

f(X) = ao(X —an) - (X — aq)

avec aq,...,aq dans L (ici d est le degré de f et ag € K est le coefficient directeur de f). Alors le
corps de décomposition de f dans L est K (a1, ...,aq).
L’énoncé suivant assure l'existence d’un corps de décomposition.

Lemme 1.12. Soient K un corps et f un polynome non constant de K[X]. Alors il existe un
corps de décomposition L de f sur K.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur le degré d de f. Si d = 1 on prend
L = K. Supposons le résultat vrai pour tous les corps et pour les polynémes de degré < d. Soit
g un facteur irréductible de f, soit F un corps de rupture sur K de g et soit & € E une racine
de g dans E telle que E = K(«). Alors dans F[X] on a f(X) = (X — a)h(X) avec h de degré
d — 1. 11 suffit maintenant de prendre pour L un corps de décomposition de h(X) sur E en utilisant
I’hypothese de récurrence. O



Voici maintenant 'unicité :

Lemme 1.13. Soient K un corps, f un polyndme non constant de K[X], ¢ : K — K' un
isomorphisme de K sur un corps K', L un corps de décomposition de f sur K et L' un corps de
décomposition de of sur K'. Alors il existe un isomorphisme 1 de L sur L' dont la restriction a
K soit ¢.

Démonstration. On va démontrer le résultat par récurrence sur le degré d de f, le cas d = 1 étant
banal. Supposons le résultat vrai pour tous les corps et tous les polynomes de degré < d. Soient
g un facteur irréductible de f dans K[X], « une racine de g dans L, o’ une racine de ¢ o g dans
L’. Le lemme 1.11 montre qu’il existe un isomorphisme 6 de K(a) sur K(a') qui envoie a sur o/
et dont la restriction & K soit ¢. On remarque que L est un corps de décomposition sur K(«) du
polynéme h(X) = f(X)/(X — a) et L' est un corps de décomposition sur K'(a’) du polynéme
9(h(X)) = ¢(f(X))/(X — o). L’hypothese de récurrence permet de conclure.

O

L’isomorphisme 1 qui étend  n’est en général pas unique. Si on en choisit un, on obtient tous
les autres en le composant avec un K-automorphisme de L. Un tel automorphisme est déterminé
par son action sur les racines de f, qui est une permutation. La théorie de Galois a pour but
d’étudier ces permutations.

Nous allons voir maintenant qu'un corps de décomposition contenu dans une extension E de
K est stable sous tout K-automorphisme de E :

Lemme 1.14. Soit L un corps de décomposition d’un polynome de K[X]|, soit E une extension
de L et soit o un K-isomorphisme de L dans E. Alors o(L) = L.

Démonstration. Soient av, ..., aq les racines dans L du polynéme considéré. Ona L = K(aq, ..., aq)
et o permute les a;, donc o(L) = K(ay,...,aq) = L.

O
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1.5 Extensions normales

Une extension L/K est dite normale si elle est algébrique et si tout polynéme irréductible de
K[X] ayant une racine dans L est completement décomposé dans L.

Théoréme 1.15. Une extension finie L/K est normale si et seulement s’il existe un polyndme
non constant f tel que L soit le corps de décomposition de f sur K.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que L est le corps de décomposition sur K du
polynéme f € K[X]. Soit § € L, soit g le polynome irréductible de § sur K, soit E un corps
de décomposition sur L de g et soit 3 une racine de g dans E. Il s’agit de vérifier que 3’ est
dans L. Comme K(3) et K(3') sont deux corps de rupture sur K du polynoéme g, il existe un
K-isomorphisme de K(8) sur K () qui envoie 8 sur 3'. Le corps de décomposition sur K(3) de
f est L et le corps de décomposition sur K(5') de f est L(3’). D’apres le lemme 1.13 il existe un
isomorphisme ¢ de L sur L((3’) dont la restriction & K () est . Le lemme 1.14 implique ¥ (L) = L,
donc L(B') =L et 5’ € L.

Inversement supposons l'extension L/K finie et normale. Comme L/K est une extension de
type fini il existe des éléments a,...,a, de L tels que L = K(ay,...,qy). Pour 1 < i < m soit
fi le polynéme irréductible de «; sur K et soit f = f1--- f,. Toute racine de f; est un conjugué
de «;, donc est dans L. Ainsi L est le corps de décomposition de f sur K.

O

Remarque. Si une extension L/K est normale et si E est un corps intermédiaire, K C E C L,
alors l'extension L/E est encore normale.

Quand E/K est une extension finie, il existe une extension finie L/E telle que 'extension L/K
soit normale : il suffit d’écrire F = K(ayq, ..., am,) et de prendre pour L un corps de décomposition
de f1 -+ fm sur K, ou f; est le polynome irréductible de «; sur K. Si §2 est un corps algébriquement
clos qui contient F, on définit la cléture normale de l'extension E/K dans Q) comme intersection
(= le plus petit) des sous-corps L de §2 contenant E tels que 'extension L/K soit normale.

De méme quand FE1, ..., E, sont des extensions finies de K, il existe une extension normale N
de K et des isomorphismes de chacun des F; dans N.

1Ce texte est téléchargeable & partir de la page http ://www.math.jussieu.fr/~miw/enseignement.html
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Proposition 1.16. Soient K C E C N trois corps. On suppose l'extension N/K finie et normale.
Soit o un K-isomorphisme de E dans N. Alors il existe un K-automorphisme 7 de N dont la
restriction a E est 0.

Démonstration. D’aprés le théoreme 1.15 il existe un polynéme f € K[X] dont le corps de
décomposition sur K est N. Alors N est encore un corps de décomposition de f sur E et sur
o(E). Comme o(f) = f le lemme 1.13 montre qu’il existe un isomorphisme de N sur N dont la

restriction a F est o.
O

Un tel automorphisme 7 en général n’est pas unique.
La proposition 1.16 permet de donner une caractérisation des extensions normales :

Corollaire 1.17. Soit L/K une extension finie. Alors L/K est normale si et seulement si, pour
toute extension F de L et tout K-isomorphisme o de L dans F, on a o(L) = L.

Démonstration. La condition est nécessaire pour que l'extension L/K soit normale : cela résulte
du lemme 1.14 et du théoreme 1.15.

Inversement, si cette condition est vérifiée, soit o € L, soit N une extension normale de K
contenant L et soit # € N un conjugué de a sur K. Les corps K(a) et K () sont K-isomorphes,
donc (proposition 1.16) il existe un K-automorphisme de N qui envoie « sur 3. Soit ¢ la restriction
de cet automorphisme a L. On a o(a) = 3, o(L) = L et a € L. Donc § € L.

O

1.6 Extensions séparables

Soient K un corps, f € K[X] un polynéme non constant et o une racine de f dans K. Alors
f(X) est divisible par X — « dans K[X] : il existe ¢ € K[X] tel que f(X) = (X — a)¢(X). On dit
que « est racine simple de f si g(a) # 0; autrement on dit que « est racine multiple de f. Ainsi
pour f € K[X] et @ € K, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) « est racine multiple de f
(ii) f(X) est divisible par (X — «)?
(it} f(a) = f'(a) = 0.

On a noté f' la dérivée du polyndéme f :
n ) n )
pour f(X):ZaiXZ, on a f’(X):Ziainfl.
i=0 i=1

Pour un polynoéme f € K[X] de degré > 1 les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Les facteurs irréductibles de f dans ’anneau factoriel K [X| apparaissent tous avec la multiplicité
1
(ii) Si g est un polynoéme non constant, alors f(X) n’est pas divisible par g*
(it} pged(f, ') = 1.

Si un polynome n’a pas de racines multiples dans un corps de décomposition, alors dans une
extension quelconque de K il n’a pas des racines multiples.

Quand K est un corps et f € K[X] un polynéme irréductible, on dit que f est séparable si les
racines de f dans un corps de décomposition sont toutes simples. Un polynoéme de K[X] est dit
séparable si tous ses facteurs irréductibles le sont. Sinon il est dit inséparable.

12



Soit L/K une extension algébrique. Un élément « de L est dit séparable sur K si son polynéme
irréductible sur K est séparable sur K. L’extension L/K est dite séparable si elle est algébrique et
si tout élément de L est séparable sur K. Un élément algébrique ou une extension algébrique est
dite inséparable si elle n’est pas séparable.

Lemme 1.18. Soient K un corps et f € K[X] un polynéme irréductible. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :
(i) f est séparable sur K

(ii) ' #0.
Un corps K est parfait si toutes ses extensions algébriques sont séparables, c¢’est-a-dire si tout

polynéme de K[X] est séparable. Il résulte du lemme 1.18 que tout corps de caractéristique nulle
est parfait.

Démonstration du lemme 1.18. Si f' = 0 alors toute racine de f dans un corps de décomposition
est multiple, donc f n’est pas séparable.

Réciproquement si f n’est pas séparable choisissons une racine multiple « de f dans un corps
de décomposition de f sur K. Alors f est le polyndme irréductible de o sur K. Comme /() =0
le polynome f’ est multiple de f et, comme il est de degré inférieur & celui de f, il est nul.

O

On en déduit que dans un corps de caractéristique nulle tout polynéme est séparable. En
caractéristique finie p, un polynéme irréductible

f(X) = ZaiXi7
i—0

est inséparable si et seulement si ta; = 0 pour tout ¢ = 0,...,n, donc si et seulement si a; = 0
pour tout ¢ premier a p. Cela s’écrit encore : il existe g € K[X] tel que f(X) = g(XP).

Exemple. Sur K = F,(T') le polynéme X? — T € K[X] est irréductible et inséparable.

Théoréme 1.19. Soient k C K C N trois corps. On suppose U'extension N/k finie et normale et
Vextension K /k séparable. On pose d = [K : k|. Alors il existe d k-isomorphismes de K dans N.

La démonstration se fait par récurrence grace au lemme suivant, ou on utilise la notation que
voici : quand k est un corps et E, F' deux extensions de K, H(k; E, F) désigne ’ensemble des k
isomorphismes de F dans F.

Lemme 1.20. Soientk C L C K C N quatre corps, avec N/k finie normale. 1l existe une bijection
entre l’ensemble H(k, K, N) et le produit cartésien H(k,L,N) x H(L,K,N).

Démonstration du lemme 1.20. Pour chaque o € H(k, L, N) choisissons un prolongement de o en
un automorphisme @ de N (proposition 1.16). La bijection recherchée est obtenue en associant &
o € H(k,K,N) le couple (0,1), ou 0 € H(k,L, N) est la restriction de p A Let ) =7 top €
H(L,K,N).

O
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Démonstration du Théoréme 1.19. Si 'extension K/k est monogene on écrit K = k(z) avec x €
K; il y ad conjugués z1,...,x4 de x dans N et les d isomorphismes cherchés sont déterminés
respectivement par x — x;.

Dans le cas général soit = € K \ k et soit L = k(x). L’extension N/L est normale et I'extension
K/ L séparable. 11 suffit alors d’appliquer ’hypothese de récurrence en utilisant les lemmes 1.1 et
1.20.

O

Une premiere application du théoreme 1.19 est le théoreme de l’élément primitif :

Corollaire 1.21. Soit K/k une extension finie séparable. Alors cette extension est monogéne : il
existe a € K tel que K = k(«).

Démonstration. Nous verrons au § 2 que si k est un corps fini, alors toute extension finie de k est
séparable sur k et monogene.

Supposons k infini. Soit d = [K : k]. Soit N une extension finie normale de k contenant K et
soient o1, ...,04 les k-isomorphismes de K dans N.

Comme le corps k est infini, si un k& espace vectoriel V' contient des sous-espaces V1,...,V,, et
est contenu dans leur réunion, alors il est égal & 'un au moins des V; (on utilise le fait que &k a au
moins m éléments et on procede par récurrence sur m). On en déduit qu’il existe un élément « de
K dont les images o1 (), ..., 04(a) sont deux-a-deux distinctes. Le polyndme irréductible de o sur

k a d racines distinctes dans N, donc est de degré d sur k, ce qui permet de conclure K = k(«).
O

Notons que la réciproque n’est pas vraie : ’extension inséparable K (\/T ) du corps K = Fy(T)
est monogene.

Exercice. Soit K le corps Fo(T,T5) des fractions rationnelles en deux indéterminées T} et Ty sur
le corps & 2 éléments et soit L le corps de décomposition du polynéme (X2 —T7)(X? —Ty) sur K.
Montrer que l'extension L/K n’est pas monogene.

1.7 Polyndémes cyclotomiques

Soit n un entier positif. Une racine n-ieme de I'unité dans un corps K est un élément de K*
qui satisfait £ = 1. Une racine primitive n-iéme de I'unité dans K est un élément de K> d’ordre
n : il satisfait, pour k dans Z, 2* = 1 si et seulement si n divise k.

Exercice. Soient K un corps, G un sous-groupe fini de K*, n l'ordre de G. Soit ¢ le plus grand
ordre d’un élément de G. Vérifier ¢ = 1 pour tout = € G. En déduire £ = n, montrer que G est
cyclique, que G est ’ensemble des racines n-iémes de I'unité dans K et que

xXm—1=J[(x -2
zeG

dans K[X].

L’application C — C* qui envoie z sur €*7%/" est un homomorphisme du groupe additif
C dans le groupe multiplicatif C* qui est périodique de période n. Donc il se factorise en un
homomorphisme du groupe C/nZ dans C* : on le note encore z +— e2imz/n
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Le groupe multiplicatif (Z/nZ)* de anneau Z/nZ est formé des classes des entiers premiers
avec n. Son ordre est donc le nombre, noté p(n), d’entiers k dans l'intervalle 1 < k < n vérifiant
pged(n, k) = 1. L’application ¢ : N — Z ainsi définie est appelée indicatrice d’Euler.

Les nombres complexes

e2i7rk/n7 ke (Z/TLZ)X
sont les p(n) racines primitives de 1'unité dans C.
On définit un polynéme ®,(X) € C[X] par
o,(X)= J[ (X —ermm,

ke(Z/nZ)>

Ce polyndme est unitaire, de degré ¢(n). La partition de I'ensemble des racines de I'unité suivant
leur ordre montre que ’on a, pour tout n > 1,

X" —1=]]®a(X). (1.22)

Les premiers polynomes cyclotomiques sont
P(X)=X -1, $X)=X+1, I3(X)=X?+X+1, dy(X)=X>+1,
P5(X)=X"+ X'+ XP+ X2+ X +1, P6(X)=X>-X+1.

Théoréme 1.23. Pour tout entier positif n, le polynome ®,,(X) a ses coefficients dans Z. De plus
D, (X) est irréductible dans Z[X].

Avant de démontrer le théoreme 1.23 nous allons rappeler quelques propriétés de 'anneau
Z[X]. Le pged des coefficients d'un polynéme f € Z[X] est appelé contenu de f et noté c¢(f). Un
polynéme de Z[X] est dit primitif si son contenu est 1. Tout polynéme non nul f € Z[X] s’écrit de
maniére unique f = ¢(f)g avec g € Z[X] primitif. Plus généralement pour tout f € Q[X] non nul
il existe un unique nombre rationnel positif ¢ tel que le polynoéme cf soit dans Z[X] et primitif.

Lemme 1.24 (Lemme de Gauss). Pour f et g dans Z[X] non nuls,

c(fg) = e(f)e(g)-

Démonstration. 1l suffit de montrer que le produit de deux polynomes primitifs est primitif. Plus

précisément, soit p un nombre premier, f et g deux polynémes de Z[X] dont le contenu n’est pas

divisible par p. On va montrer que le contenu du produit fg n’est pas divisible par p.
Considérons le morphisme surjectif d’anneaux

U, : Z[X] — F,[X] (1.25)

qui envoie X sur X et Z sur F, par réduction modulo p des coefficients. Le noyau de ¥, est
formé des polynomes dont le contenu est divisible par p. Donc ¥, (f) # 0 et ¥, (g) # 0. Comme
p est premier, anneau F,[X] est integre, donc ¥,(fg) = U,(f)¥,(g) # 0, ce qui montre que fg
n’appartient pas au noyau de W,,.

O
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L’anneau Z est euclidien, donc factoriel et, quand A est un anneau factoriel, 'anneau A[X] des
polynomes en une indéterminée & coefficients dans A est aussi factoriel. Par conséquent Z[X] est
un anneau factoriel. Les éléments inversibles de Z[X] sont {41, —1}. Les éléments irréductibles de
Z[X] sont
— les nombres premiers {2,3,5,7,11,...},

— les polynomes irréductibles de Q[X] qui sont & coefficients dans Z et ont un contenu égal a 1
— et bien entendu le produit par —1 d’un de ces éléments.

Le lemme de Gauss 1.24 montre que, si f et g sont deux polyndémes unitaires de Q[X] tels que
fg € Z[X], alors f et g sont dans Z[X]. En particulier les facteurs irréductibles d’un polynéme
unitaire de Z[X] sont des polynémes unitaires de Z[X].

La démonstration que nous allons donner du théoreme 1.23 utilisera le lemme suivant, sur lequel
nous reviendrons au § 2 :

Lemme 1.26. Si p est un nombre premier et A € F,[X] un polynéme, alors A(XP) = A(X)P.

Démonstration du théoréme 1.25. La démonstration du fait que ®,(X) € Z[X] repose sur la divi-
sion euclidienne dans Z[X] : quand A et B sont deux éléments de Z[X] avec B unitaire, pour tout
A € B[X] il existe un couple unique (@, R) formé de deux polynémes de Z[X] tels que A = BQ+R
et soit R = 0, soit deg R < deg B.

On démontre alors le fait que ®,(X) € Z[X] par récurrence sur n. C’est vrai pour n = 1 car
®;(X) = X — 1. Supposons ®,,(X) € Z[X] pour tout entier m < n. L’hypotheése de récurrence
implique que le polynéme

h(X) = ] ®a(X)
o
est unitaire et & coefficients dans Z. On divise le polynéme X™ — 1 par h dans Z[X] : désignons
par @ € Z[X] le quotient et par R € Z[X] le reste :

X" —1=h(X)Q(X)+ R(X).

On a aussi X” —1 = h(X)®,(X) dans C[X] par (1.22). Par unicité de la division euclidienne dans
C[X] il en résulte Q = ®, et R =0, donc ®,, € Z[X].

Montrons que le polynoéme ®,, est irréductible dans Z[X]. Comme il est unitaire, son contenu
est 1. Il s’agit donc de vérifier qu’il est irréductible dans Q[X].

Soit f € Q[X] un facteur unitaire irréductible de ®,, et soit g € Q[X] le quotient : on a donc
®,, = fg. Le but est de montrer g = 1.

Soit ¢ € C une racine de f (donc ¢ est une racine primitive n-ieme de l'unité) et soit p un
nombre premier ne divisant pas n. On commence par vérifier que f(¢?) = 0.

Comme (P est aussi une racine primitive n-ieme de 1'unité, c’est une racine de ®,,, donc si
f(¢P) #0ona g(¢?) = 0. Comme f est le polynéme irréductible de ¢, il en résulte que f(X) divise
g(XP).

Considérons le morphisme d’anneaux ¥, de Z[X] sur F,[X] déja introduit en (1.25). dans la
démonstration du lemme 1.24. Notons F' et G les images dans F,[X] de f et g respectivement.
L’image de ®,(X) est F'G et c’est un diviseur de X™ — 1 dans F,[X]. Le lemme 1.26 montre que
l'image de g(XP) est G(XP) = G(X)? car G(X) € F,[X]. De plus F(X) divise G(X )P dans F,[X].
Le polynome F(X) est unitaire de méme degré que f, il admet un diviseur irréductible k(X) dans
F,[X]. Alors k(X) divise F(X) et G(X)P, donc il divise G(X) et son carré divise F/(X)G(X). Mais
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comme p ne divise pas n, le polyndome X™ — 1 n’est divisible par aucun carré de polynéme non
constant dans F,[X]. On en conclut f(¢?) = 0.

Par conséquent des que f s’annule en ( il s’annule en (P quand p est un nombre premier ne
divisant pas n. On en déduit (par récurrence sur le nombre de facteurs de m) qu’il s’annule en
chaque ("™ quand m est premier avec n ; mais dans le groupe cyclique formé par les racines n-ieémes
de I'unité, 'ensemble des (™ avec pged(m,n) = 1 est l'ensemble des générateurs de ce groupe,
donc I'ensemble des racines de ®,,. D’ou g = 1.

O

Quand K est un corps de caractéristique finie p et quand n est un multiple de p, le polynome
X™ — 1 est une puissance p-iéme d’un polynéme de K[X] : plus précisément, si n = p®m avec m
non divisible par p, alors

Xm—1=(X"-1)"".

Ainsi, quand on veut étudier le polynome X" — 1, on est ramené a étudier X™ — 1 avec m non
multiple de p. Cela justifie I’hypothese qui va apparaitre.

Comme le polynéme ®,, est a coefficients dans Z pour tout corps K on peut considérer @,,(X)
comme un élément de K[X] : en caractéristique nulle, c’est parce que K contient Q, en ca-
ractéristique finie p on considere I'image de ®,, par le morphisme ¥, introduit en (1.25) : on
note encore ®,, cette image.

Proposition 1.27. Soient K un corps et n un entier positif. On suppose que K est soit de
caractéristique nulle, soit de caractéristique p premier ne divisant pas n. Alors le polynéme ®,(X)
est séparable sur K et ses racines dans K sont exactement les racines primitives de ['unité qui
appartiennent a K.

Démonstration. La dérivée du polynome X" — 1 est n. Dans K on a n # 0, donc X™ — 1 est
séparable sur K et comme ®,,(X) est un facteur de X™ —1 il est aussi séparable sur K. Les racines
dans K de X™ — 1 sont exactement les racines n-iemes de 'unité contenues dans K. Dire qu’'une
racine n-iéme de 1'unité est primitive signifie qu’elle n’est pas racine d’un polynéme &, avec d|n,
d # n. D’apres (1.22) cela signifie donc qu’elle est racine de ®,,.

O

Soit n un entier positif. On définit le corps cyclotomique de niveau n sur Q par
R, =Q({e*™*/"; ke (Z/nZ)*}) C C.

C’est le corps de décomposition de ®,, sur Q et c’est aussi le corps de rupture de ®,, sur Q. Si
¢ € C est une racine primitive de I'unité, alors {1,¢, ..., (?™ =1} est une base de R,, comme espace
vectoriel sur Q.

Proposition 1.28. Le groupe des automorphismes du corps R, est naturellement isomorphe au
groupe mulltiplicatif (Z/nZ)* .

Démonstration. Soit (, une racine primitive n-ieme de l'unité. Pour ¢ € Aut(R,), on définit
0(¢) € (Z/nZ)" par
P(Gn) = G2

Alors Papplication 6 est un isomorphisme du groupe de Aut(R,,/Q) sur (Z/nZ)*.
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Exemple. Le sous corps de R, fixé par le sous-groupe 6~ 1({1,—1}) de G(R,,/Q) est le sous-corps
réel maximal de R, :

R} =Q(Cu+¢Y) = Q(cos(2n/n)) = R, NR
avec [Ry, : R}] = 2.

1.8 Théorie de Galois

Une extension algébrique L/K est dite galoisienne si elle est normale et séparable. Cest
équivalent & dire que pour tout o € L le nombre de conjugués de o dans L est le degré [K () : K]
de o sur K.

Soit L/K une extension. On note Aut(L/K) le groupe des K-automorphismes de L.

Lemme 1.29. Quand L/K est une extension finie, le groupe Aut(L/K) est fini d’ordre < [L : K].

Démonstration. On écrit L = K(ay,...,q,). Un K-automorphisme o de L est entiérement
déterminé par (o(a1),...,0(am,)) € L™. Pour 1 < i < m soit d; le degré de a; sur K (v, ..., a1).
Ainsi [L: K] =d; -+ - dy,- Quand o décerit Aut(L/K), il y a au plus d; valeurs possibles o(ay) € L (&
savoir les conjugués sur K de oy dans L) et quand on impose les valeurs de o (1), ..., 0(e;—1),1ly a
au plus d; valeurs possibles o(a;) € L (les conjugués dans L de «; sur le corps K (v ), . .., 0(ai—1))).
O

Théoréme 1.30. Soit L/K une extension finie. Alors l'extension L/K est galoisienne si et seule-
ment si le groupe Aut(L/K) est d’ordre égal a [L : K].

Démonstration. Si lextension L/K est galoisienne finie, le théoreme 1.19 (dans lequel on prend
N = K) montre que le groupe Aut(L/K) a [L : K] éléments.

Inversement, si Aut(L/K) a [L : K] éléments, soit @y € L; on peut écrire (comme dans la
démonstration du lemme 1.29) L = K(ag,. .., q,) avec des éléments g, . .., oy, dans L. L'égalité
|Aut(L/K)| = dy - --d,, montre en particulier que a; a d; conjugués sur K dans L, avec d; =
[K (1) : K]. Donc l'extension L/K est galoisienne.

O

Soit L/K une extension algébrique et soit G = Aut(L/K). Pour chaque extension M de K
contenue dans L le groupe Aut(L/M) est un sous-groupe de G. Inversement pour chaque sous-
groupe H de G, le sous-ensemble

L# ={x € L; o(z) =2 pour tout o€ H}

de L est un sous-corps de L contenant K, appelé sous-corps de L fizé par H.
Des définitions on déduit immédiatement :

Lemme 1.31. Soit L/K une extension algébrique et soit G = Aut(L/K). Les deux applications
M — Aut(L/M) et Hw— L7

sont décroissantes :

Si H et H' sont des sous-groupes de G avec H C H', alors LH c LH,

Si M et M' sont deuzx extensions de K contenues dans L avec M C M', alors Aut(L/M') C
Aut(L/M).
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Quand L/K est une extension galoisienne, le groupe Aut(L/K) est appelé groupe de Galois de
L sur K et noté Gal(L/K).

Théoréme 1.32.

1. Soient L/k une extension, G un sous-groupe de Aut(L/k) et K le corps LC.
a) Si G est fini, alors L/K est une extension galoisienne finie de groupe de Galois G.
b) Si Uextension L/k est algébrique, alors L/K est une extension galoisienne.

2. Soit L/K une extension galoisienne de groupe de Galois G = Aut(L/K). Alors LY = K.

Démonstration. 1. a) Soit a € L. Soit m le nombre d’éléments de I'ensemble E = {o(a) ; o € G}.
Notons E = {ay,...,any}. Le groupe G opére sur E par (o,q;) — o(«a;), ce qui signifie que
Papplication qui & o € G associe a; — o(q;) est un homomorphisme de G dans le groupe symétrique
Gg.

Le polynome P(X) = [[/~,(X — ;) vérifie o(P) = P. Par définition de K cela signifie P €
K[X]. Comme P(a) = 0 « est algébrique sur K. Soit f le polynoéme irréductible de o sur K.
Comme P € K[X] s’annule en «, f divise P dans K[X]. Mais f s’annule en chaque conjugué de
a sur K, donc en chaque élément de E et par conséquent P divise f, donc finalement P = f.
Cela montre que E a autant d’éléments que le degré de o sur K, donc E est ’ensemble de tous les
conjugués de « sur K et 'extension L/K est galoisienne. Nous venons de voir que tout élément de L
est de degré < |G| sur K ; d’apres le corollaire 1.21 toute extension finie de K contenue dans L a un
degré < |G|; donc L est une extension finie de K et [L: K| <|G|. Maison a [L : K| = Aut(L/K);
de plus G est un sous-groupe de Aut(L/K). Par conséquent G = Aut(L/K).

1. b) Soit @ € L. L’ensemble E = {5 () ; o € G} est constitué de conjugués de « sur k, donc est
fini. Comme ci-dessus le polynéme irréductible de a sur K est Hgle (X — B). On vérifie ainsi que
le nombre de conjugués de a sur K est égal a [K(«) : K]. Donc 'extension L/K est galoisienne.
2. Soit d le degré de a sur K. D’apres ce que nous venons de voir il existe des éléments o1, ...,04
dans Aut(L/K) tels que le polynéme irréductible de o sur K s’écrive H?Zl (X — 0j()). Alors
a € LAWE/E) dquivaut & d = 1, donc & o € K.

O

Du théoreme 1.32 (parties 1.b) et 2.) on déduit qu’'une extension algébrique L/K est galoisienne
si et seulement si LAWE/K) = K

Voici le théoreme principal de la théorie de Galois pour les extensions finies ; il affirme que, pour
une extension galoisienne finie, la correspondance que nous venons d’introduire entre les extensions
intermédiaires et les sous-groupes du groupe de Galois est bijective.

Théoréme 1.33 (Théoréeme de Galois). Soit L/K une extension galoisienne finie de groupe
de Galois G = Gal(L/K).

1. Si M est une extension de K contenue dans L et si on note H = Aut(L/M), alors L/M
est une extension galoisienne de groupe de Galois H et on a

[L:M]=|H| et M=L"

2. Si H est un sous-groupe de G et M = Lt le sous-corps de L fizé par H, alors L/M est une
extension galoisienne et on a

[L:M]=|H| et H=Gal(L/M).
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3. Si M est une extension de K contenue dans L et si on note H le sous-groupe Gal(L/M) de
G, alors lextension M /K est galoisienne si et seulement si H est normal dans G. Dans ce cas le
groupe de Galois de M /K est isomorphe au quotient G/H.

Démonstration. 1. L’extension L/M est séparable et normale, donc galoisienne et son groupe de
Galois est H = Aut(L/M). Ona M C L C L et I'extension L/L* est galoisienne finie de groupe
de Galois H par le théoreme 1.32. Donc [L: M] = |H| et M = L.

2. Comme M = L est un corps intermédiaire K C M C L, Pextension L/M est galoisienne
de groupe de Galois Aut(L/M). Le théoreme 1.32 montre que I'extension L/L est galoisienne
finie de groupe de Galois H. Comme M = L on en déduit H = Aut(L/M) et [L : M] = |H]|.

3. Supposons lextension M/K galoisienne. Soient ¢ € H et 7 € G. Il s’agit de vérifier
77l oo o7 € H. Pour cela on prend z € M ; extension M/K étant galoisienne, on a 7(x) € M,
donc oo7(x) = 7(x) et ainsi 7~ oo o7(z) = z. Cela montre que le sous-groupe H de G est normal.

Inversement si H est normal dans G soit € M et soit 7 € G. Il s’agit de vérifier 7(z) € M,
c’est-a-dire o o 7(z) = 7(x) pour tout o € H. En effet comme o € H et que H est normal dans G
onat togor€ H,donct tooor(z)=ux.

On suppose encore que H est normal dans G, c’est-a-dire que 'extension M /K est galoisienne ;
la restriction de o a M est alors un K-automorphisme de M. L’application qui envoie un élément
o € Aut(L/K) sur sa restriction M définit un homomorphisme de G dans Aut(M/K) de noyau
H. Son image est donc isomorphe au quotient G/H. Comme

|G| =[L:K]=[L: M][M:K]=|H|M: K|,

il en résulte que cet homomorphisme est surjectif : son image est Aut(M/K).
O

Une extension galoisienne est dite abélienne, cyclique, résoluble,. . . si son groupe de Galois l’est.
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1.9 Théorie de Galois : quelques exemples
1.9.1 Constructions a la régle et au compas

Les trois questions classiques posées par les géometres grecs sur les constructions a la regle et
au compas sont les suivantes : peut-on construire, en utilisant uniquement ces deux instruments,
e (Duplication du cube) un cube ayant un volume double d’un cube donné?

o (Trisection d’un angle) un angle égal au tiers d’un angle donné ?
o (Quadrature du cercle) un carré ayant une aire égale & celle d’un disque donné ?

Ces questions reviennent a construire respectivement la racine cubique d’un nombre donné, le
cosinus du tiers d’un angle dont le cosinus est donné, le nombre .

En termes algébriques on considére le plan cartésien R? avec I'unité de longueur donnée par
la distance entre (0,0) et (0,1) et & partir de ces deux points on itére les constructions suivantes,
dont la réunion produit I’ensemble des points constructibles :

— On peut construire la droite qui passe par deux points donnés.

— On peut construire un cercle de rayon donné et de centre préalablement construit.

- A chaque étape on peut ajouter a I'ensemble déja construit l'intersection de deux droites,
de deux cercles, d’'une droite et d’'un cercle, chacune de ces lignes ayant été précédemment
construites.

Un nombre réel est dit constructible si le point (xz,0) est constructible & la régle et au compas

a partir de (0,0) et (0,1).

Des constructions géométriques classiques montrent que les nombres constructibles forment
un sous-corps de R et que si z est constructible, alors \/x 'est aussi. Les images suivantes sont
extraites de [1] § 13.3.

2Ce texte est téléchargeable & partir de la page http ://www.math.jussieu.fr/~miw/enseignement.html
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It is an elementary fact from geometry that if two lengths a and b are given one may
construct using straightedge and compass the lengths @ £ b, ab and a/b (the first two
are clear and the latter two are given by the construction of parallel lines (Figure 1)).

[ a > b b I
Fig. 1

It is also an elementary geometry construction to construct «/a if a is given: construct
the circle with diameter 1 + a and erect the perpendicular to the diameter as indicated
in Figure 2. Then +/a is the length of this perpendicular.

Fig. 2

L’énoncé suivant est facile & démontrer (voir par exemple [1] § 13.3).

Proposition 1.34. Soit x un nombre réel. Les assertions suivantes sont équivalentes :
— x est constructible.
— x est algébrique sur Q et son corps de décomposition sur Q a pour degré une puissance de 2.
— x appartient a un corps de nombres galoisien sur Q de degré une puissance de 2.

Comme /2 est de degré 3 sur Q, on en déduit I'impossibilité de la duplication du cube.

Il existe des angles dont on peut construire le tiers a la régle et au compas (par exemple 7),
mais il en existe aussi pour lesquels une telle construction est impossible. Un exemple est /3. On
a cos(m/3) = —1/2 et la formule

cos @ = 4cos>(0/3) — 3cos(0/3)

montre que le nombre 3 = 2cos(m/9) = 1,87938... est racine du polynome X3 — 3X + 1. Ce
polyndéme est irréductible sur Q. Donc (8 est de degré 3 sur Q, par conséquent il n’est pas construc-
tible.

Pour la quadrature du cercle, 'impossibilité vient de la transcendance du nombre m que nous
ne démontrons pas ici (une démonstration est donnée dans ’Annexe A du livre de Lang Algébre

[4])-
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Un nombre complexe est dit exprimable par radicaux s’il existe un corps de nombres K le
contenant, une tour de corps

Q:K()CKlC"'CKs—lCKs:Ka

et, pour 1 <4 < s, un entier n; > 1 et un élément «o; € K tels que K; = K;_1(;) avec o € K;_;.
On pose a; = o et on écrit o; = "¢/a; (avec un léger abus de notation : il y a plusieurs racines
n;-iemes de ¢;, mais le corps engendré ne dépend pas de ce choix lorsque les racines n;-iémes
appartiennent au corps de base, ce qui est une hypothese licite ici) et donc K; = K;—1( "¢/a;).
Soit K un corps de caractéristique nulle. On définit le groupe de Galois d’un polynéme séparable
f € K[X] comme le groupe de Galois d’un corps de décomposition de f sur K.
Un polynoéme est résoluble par radicaux si toutes ses racines sont exprimables par radicaux.
D’autre part un groupe fini G est résoluble s’il existe une suite de sous-groupes

{1} =Gy Cc Gy C---CGs-1 CGs

dans laquelle chaque G; est un sous-groupe normal de G;;1 avec un quotient G;41/G; cyclique
(0<i<s—1).

Le théoreme de Galois 1.33 permet de démontrer I’énoncé suivant (voir par exemple [1] § 14.7
Th. 39).

Théoréme 1.35. Un polynome f est résoluble par radicauz si et seulement si son groupe de Galois
est résoluble.

Soit n un entier > 5. Il est connu que le groupe &,, n’est pas résoluble et qu'’il existe des corps
de nombres galoisiens sur Q de groupe de Galois &,,. Un tel corps est le corps de décomposition
d’un polynome qui n’est donc pas résoluble par radicaux.

Par exemple le polynéme X° —6X + 3 a pour groupe de Galois sur Q le groupe symétrique &
d’ordre 5! = 120, il n’est donc pas résoluble par radicaux.

L’outil essentiel pour la démonstration du théoreme 1.35 est un théoreme dia a Kummer dont
nous donnons seulement 1’énoncé :

Théoréme 1.36. Soient L/K une extension et n un entier positif qui n’est pas divisible par la
caractéristique de K. On suppose que K contient les racines n-iémes de ['unité. Alors lextension
est cyclique si et seulement s’il existe a € L tel que L = K(a) et o™ € K.

1.9.2 Corps cyclotomiques

Soit n un entier positif. Le corps cyclotomique E,, d’indice n est le corps de décomposition
sur Q du polynome X™ — 1. C’est aussi le corps de rupture du polynéme cyclotomique ®,, sur Q.
Notons (,, une racine primitive n-ietme de 1'unité, de sorte que F,, = Q((,).

Nous avons vu (Proposition 1.28) que E,, est une extension galoisienne de Q de groupe de
Galois (Z/nZ)*.

Supposons n premier et notons n = p, £, = E, (, = (. Le groupe des éléments inversibles du
corps F), = Z/pZ est cyclique, donc Uextension E/Q est cyclique de groupe de Galois G ~ (Z/pZ)*
d’ordre p — 1. Si k est un entier premier a p, notons o ’automorphisme de E déterminé par

or(¢) = ¢".

Lemme 1.37. L’ordre de o dans G est é€gal a l'ordre de la classe de k modulo p.
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Démonstration. Pour h > 1 on a (" = 1 si et seulement si p divise h. Donc pour n > 1 ona (" =¢
si et seulement si n = 1 (mod p). D’autre part o} (¢) = ¢*"". Donc I'ordre de o} dans G est le plus
petit entier m tel que k"™ =1 (mod p), c’est Pordre de la classe de k dans (Z/pZ)*. O

Une base sur Q de E est {1,(,¢?,...,¢P~2} puisque ¢ est de degré p — 1 sur Q, racine du
polynome
Pp(X)=XP'HXPTP 4+ X 41

On préfere d’utiliser comme base {¢, (2, ...,(P72,(P~1} car ce sont précisément les racines primi-
tives p-iemes de I'unité, qui sont donc permutés par les o.
Soit H un sous-groupe de G. Posons
og = Z ().

oceH

On vérifie facilement que Q (o) est le sous-corps EX de E fixé par H.
Par exemple pour p = 7 le groupe G est cyclique d’ordre 6, il est engendré par o3 :

2 3 4 5
G ={1, 03, 05 = 02, 05 = 0¢, 03 = 04, 05 =05},

ce qui correspond au fait que (Z/7Z)* est engendré par 3 (on dit que 3 est une racine primitive
modulo T) :
(Z/7Z)* = {1, 3,32 =2, 33 =6, 31 =4, 3° =5}

Le groupe G a quatre sous-groupes, deux triviaux {1} et G d’ordres 1 et 6 respectivement, et deux
non triviaux {1,06} et {1,02,04}. Le seul élément d’ordre 2 dans G est o qui est la restriction
a E de la conjugaison complexe, puisque o6(¢) = ¢~ = (. Le sous corps fixé par la conjugaison
complexe est le sous-corps réel maximal M de E, il est engendré sur Q par a =  + ¢, comme nous
Pavons déja vu au § ?? comme exemple d’application de la proposition 1.28. Le corps M = Q(«)
est cubique cyclique sur Q, le groupe de Galois est engendré par la restriction de oo a M : les
conjuqués de « sur Q sont

m=a, ar=020)=C+C =+, az=od@) =+ =+

On trouve le polynome irréductible de a sur Q en calculant (facilement) o; + s + as = —1,
ajaeas = 1 et (un peu moins facilement) ajas + asas + asa; = —2. Le polynéme cherché est
donc X3 + X2 —2X —1.

Il reste un dernier sous-corps N de E dont nous n’avons pas encore parlé, c’est le sous-corps
fixé par le sous-groupe d’ordre 3 (et d’indice 2) de G. Donc N est 'unique sous-corps quadratique
de F, engendré sur Q par

B=C+02(0) +0a(Q) = ¢+ + ¢
Le conjugué de (3 est
B =1(8) =03(8) =+ + .
On vérifie facilement S+ 3* = —1, 33* = 2, donc f3 est racine du polynéme quadratique X2+ X 42
dont le discriminant est —7. Ainsi I'unique sous-corps quadratique de L est Q(v/—7).

De facon générale, il résulte de la proposition 1.44 ci-dessous que ['unique sous-corps quadratique
de Q(Cp) pour p premier est le corps Q(,/€p), otie =1 sip =1 (mod 4) ete = —1 sip =3 (mod 4)
(voir aussi [1] § 14.5).
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Soit n = pi* - -- pp* la décomposition en facteurs premiers d’un entier n > 2. La décomposition
du groupe multiplicatif (Z/nZ)* par le théoréme chinois :

(Z/nZ)* ~ (Z/p*Z)* X --- x (Z/pi*Z)*
permet de déduire du théoreme 1.28 1’énoncé suivant :

Corollaire 1.38. Soit n = p{' ---pi* un entier > 2 décomposé en facteurs premiers. Notons E,,
le corps cyclotomique Q((,) d’indice n et F; le corps cyclotomique B = Q(Cp;"i) d’indice p}'.
Alors

Gal(E,/Q) ~ Gal(F1/Q) x --- x Gal(F}/Q).

On en déduit qu'un polygone régulier a n cotés peut étre construit a la regle et au compas si
et seulement si p(n) est une puissance de 2.

Pour un nombre premier p, dire que ¢(p) = p—1 est une puissance de 2 revient & dire que p est
de la forme 2™ + 1. Il est facile de voir que dans ce cas I'exposant m est lui méme une puissance
de 2 : quand k est impair, l'identité ¥ + 1 = (z + 1)(z* ! — 272 + ... + 22 — 2 + 1 montre que
z* 4+ 1 est divisible par = + 1.

On appelle nombre premier de Fermat tout nombre premier de la forme F, = 22" + 1 avec s
entier > 0. Les nombres

Fy=3, F, =5, F, =17, F3 = 257, F;, = 65537

sont des nombres premiers de Fermat. On ignore s’il y en a d’autres (on s’attend a ce que leur

nombre soit fini mais on ne le sait pas). Que F5 = 22" 4+ 1 ne soit pas un nombre premier a été
découvert par Euler. On peut le vérifier ainsi.

Lemme 1.39. Le nombre Fy = 232 + 1 est divisible par 641.

Démonstration. (D’apres [3], § 2.5). On écrit
641 =625+ 16=5*+2* et 641=5-12841=5-2"7+1.

L’identité 2* — 1 = (x +1)(x — 1)(2? + 1) montre que x* — 1 est divisible par z + 1, donc 5*-228 —1
est divisible par 641. Mais 641 divise aussi 5* - 228 + 232, donc il divise la différence 232 + 1.
O

Le résultat que fournit le théoreme de Galois 1.33 est le suivant :

Proposition 1.40. Soit n un entier > 3. Un polygone régulier peut étre construit a la régle et
au compas si et seulement si n est de la forme 2¥py ---p, ot k est un entier > 0 et py,...,p, des
nombres premiers de Fermat deux-a-deux distincts.

On trouvera dans [1] § 14.5 d’autres informations sur ce théme, notamment une construction
géométrique du polygone régulier a 17 cotés due a J.H. Conway (voir aussi [2]).
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1.9.3 Résolution par radicaux

Soit f € K[X] un polynéme séparable de degré n & coefficient dans un corps K. Le groupe
de Galois de f sur K a été défini (§ 1.9.1) comme le groupe de Galois G = Gal(L/K) du corps
de décomposition L de f sur K. Ce groupe de Galois agit sur ’ensemble E des racines de f par
permutation, donc s’injecte dans le groupe symétrique G,,.

Si f est produit de polynomes irréductibles f = f; - -- fr dans K[X] et si n; désigne le degré de
fi, alors le groupe de Galois s’injecte dans le produit &, x --- X &, .

Si f est irréductible sur K, alors G agit sur E de fagon transitive : pour tout « et 3 dans FE il
existe o € G tel que o(a) = G.

Nous allons donner un sens précis & ’affirmation suivante :

e Le groupe de Galois d’un polynome “générique” de degré n est le groupe symétrique S,,.

On désigne par L le corps Q(z1,. .., x,) des fractions rationnelles en n indéterminées sur Q (on
peut remplacer le corps de base Q par un corps de caractéristique nulle, mais cela en fait n’ajoute
rien). On définit les fonctions symétriques élémentaires si,...,8, € Q[z1,...,x,] par la relation

(X —2)(X —22) - (X =) = X" =51 X" L f 5o X2 — oo (—1)"s,,.

On a par exemple
51:x1+...+$n’ Sp =T1 Ty

et
S2 = T1%2 + X1X3 + -+ + 1Ty + T2T3 4 -0+ T2Tp + -+ Tp—1Tp-

Plus généralement, pour 1 < k < n, la k-ieme fonction symétrique élémentaire en n variables est

Sk = E Lijy Lo = Ty, -

11 <dp < - <ig

Le polynéme général de degré n est le polynoéme f(X) = (X —z1)(X — x2) - (X — z,,). On note
encore K le corps Q(s1,...,8,), qui est un sous-corps de L. Le polynéme f a ses coefficients dans
K et son corps de décomposition sur K est L. Comme f est de degré n le groupe de Galois de L
sur K est (isomorphe &) un sous-groupe de &,,. En particulier on a [L : K| < nl.

Toute permutation de {1,...,n} induit un automorphisme de L qui laisse invariant chacun des
sk (1 <k <n). Donc K est contenu dans le sous-corps LG" de L fixé par &,,. Par le théoreme

de Galois 1.33, 'extension L/LG" est de degré n! On en déduit K = LS 1l en résulte que L est
une extension de K de degré n! et de groupe de Galois &,,.

Une fonction rationnelle F(x1,...,x,) € L est appelée symétrigue si elle est invariante sous
I'action de &,,. Nous avons ainsi démontré :

Proposition 1.41. Une fraction rationnelle F(x1,...,z,) € Q(z1,...,2T,) est symélrique si et
seulement s’il existe une fraction rationnelle G en n indéterminées telle que

F(z1,...,2n) = G(s1,...,5n).

La fraction rationnelle G est unique. Si F' est un polyndme, alors G est aussi un polynome :
un algorithme pour calculer G est donné dans Pexercice 37 du § 14.6 de [1]. L’idée consiste &
considérer le monome Azj!---x%" de F qui est dominant pour lordre lexicographique et & sous-

: a;—az ,az2—as An
traire Asy S5 R
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Pour revenir & notre affirmation sur les polynémes “génériques”, on part d’un polynéme unitaire
f de degré n dont les coefficients sont des indéterminées ; on 1’écrit

F(X)=X" =51 X" 45X 2 — o (= 1)"s,,. (1.42)
On désigne par K le corps des fractions rationnelles Q(sy,...,S,) en n indéterminées sur Q,
par L un corps de décomposition de f sur K et par xip,...,x, les racines de f dans L. Ainsi
L = K(xy,...,z,). Vérifions que les x; sont algébriquement indépendants sur Q, c’est-a-dire que
sip € Q[X1,...,X,] est un polynéme non nul, alors p(z1,...,x,) # 0. Sinon le produit

P(X1,eo %) = [T #Xoyse s Xowm)
0'6671.

serait un polynéme non nul symétrique qui s’annule en (1, ..., 2, ), ce qui fournirait une relation
de dépendance algébrique non triviale entre s1,...,s,. On en déduit :

Théoréme 1.43. Si sq,...,s, sont des indéterminées sur Q, le polynome générique (1.42) est
séparable et a pour groupe de Galois &,, sur le corps Q(s1, ..., Sn).

Un exemple de polynome symétrique est donné par le discriminant.

Définition. Soient L un corps et x1,...,x, des éléments de L. On définit le discriminant de
(z1,...,2y) par
D= J] @-z)*=(0)"2 ] (2i—a).
1<i<j<n 1<i#j<n

Le discriminant générique est celui pour lequel xq,...,x, sont des indéterminées et L =
Q(z1,...,2y). Cest un polyndme symétrique, donc d’apres la proposition 1.41 il s’exprime comme
un polynéme en les fonctions symétriques élémentaires s, ..., s,. Une des deux racines carrées de
D est

\/5 = H ((El - iI,'j).
1<i<j<n

Le corps quadratique engendré par v D sur Q est le sous-corps fixé par le groupe alterné 2, de
G,.

On définit aussi le discriminant d’un polynéme unitaire f € K[X] en considérant un corps de
décomposition L de f sur K : dans L[X] ce polyndme se factorise complétement

fX) =X -a1)-- (X —an)

et le discriminant de f est défini comme le discriminant de (aq,...,ay,). D’apres ce qui précede il
appartient a K.

Le groupe de Galois G d’un polynoéme irréductible f de degré n sur Q est un sous-groupe de
S, ; on obtient un tel isomorphisme en numérotant les racines de f dans L et en considérant G
comme un groupe de permutation de ces racines. Alors G est un sous-groupe de 2L, si et seulement
si le discriminant D de f est un carré dans Q.

Le discriminant d’un polynéme quadratique X2+aX +b est a® —4b, celui d’un polynéme cubique
X3 4+ pX + q est —4p® — 27¢%. Un polynome irréductible de degré 3 a pour groupe de Galois sur
Q le groupe cyclique d’ordre 3 (qui n’est autre que le groupe alterné 23) si le discriminant est
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un carré dans Q, c’est le groupe symétrique &3 (groupe non commutatif d’ordre 6) sinon. Cela
permet de distinguer les polynémes cubiques dont un corps de rupture est galoisien des autres.

Voici une méthode pour calculer un discriminant. Soit L un corps, soient x1, . .., z, des éléments
de L et soit D leur discriminant. Considérons le polynéme

n

H(X - (Ei).

3
>
I

Sa dérivée est

Ainsi pour 1 <i<mnon a

Par conséquent
n
[P = e
i=1
Comme exemple nous utilisons cet argument pour calculer le discriminant des polynoémes cy-

clotomiques d’indice un nombre premier ([2] Chap. 10, § 10.5, Exemple 10.12).

Proposition 1.44. Soit p un nombre premier impair. Le discriminant du polynome cyclotomique
&, d’indice p est
(71)(1),1)/2#,,2.

Démonstration. On utilise ce qui précede avec P = ®,, n=p—1et z; = ("(1<i<p—-1).0na

XP -1 pXP—1 XP -1
X)=%—7 = X) = X7 -2
Par conséquent pour 1 <i<p-—1
P pCi(p—l)

Le produit des racines de P est le terme constant P(0) (le degré p — 1 est pair)

p-1
[[¢=1
=1

Le polynéme minimal des nombres ¢* —1 (1 <i <p—1) est P(X + 1) dont le terme constant est

p:
p—1

Iﬂ@—n=p

On trouve ainsi
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1.9.4 Compléments

Nous avons vu que le corps cyclotomique Q((,) contenait un unique sous-corps quadratique. I
n’est pas difficile de développer 'argument pour déduire qu’inversement, tout corps quadratique sur
Q est contenu dans un corps cyclotomique. Un résultat beaucoup plus général est le théoréme de
Kronecker-Weber : toute extension abélienne de Q est contenue dans une extension cyclotomique.

Un des problemes ouverts les plus important du sujet est le probléme inverse de Galois : Est-il
vrai que tout groupe fini est un groupe de Galois sur Q ¢ C’est facile pour un groupe abélien, c’est
connu pour beaucoup de groupes (en particulier pour &,, et 2,,), mais pas encore pour tous.

Références

[1] D.S. DumMIT & R.M. FOOTE — Abstract Algebra, Prentice Hall 1991, 1999.
[2] D. DUVERNEY — Théorie des Nombres, cours et exercices corrigés, Dunod, 2& cycle, 1998.

[3] G. H.; HARDY & E. M. WRIGHT — An introduction to the theory of numbers. Fifth edition.
Oxford University Press, 1979.

[4] S. LANG — Algébre, Dunod, 2004.

29



Université P. et M. Curie (Paris VI), Michel Waldschmidt

Deuxiéme semestre 2006,/2007 date de mise a jour: 24/04/2007
Master de sciences et technologies lere année - Mention : Mathématiques et applications
Spécialité : Mathématiques Fondamentales MO11 : Théorie des nombres (12 ECTS)

Deuxiéme partie : Corps finis

Fascicule 4 : Chapitre 2, sections 2.1 & 2.5 (8 pages) °

2 Corps finis

2.1 Structure des corps finis

Soit K un corps fini ayant ¢ éléments. La caractéristique de K est alors un nombre premier p,
le sous-corps premier est (isomorphe &) F, = Z/pZ et K est une extension finie de F,,. Si on pose
s = [F, : F], alors g = p®.

Le groupe multiplicatif de K est d’ordre g—1, tout élément de K vérifie ¢ = x et par conséquent
K est I’ensemble des racines du polynéme X7 — X :

X9-X = H(X—:U),
zeK

tandis que K> est I’ensemble des racines du polynéme X1 —1 :

xit—1= J] (X -a).

reKX

Soit K un corps de caractéristique finie p. Pour z et y dans K on a (z+y)P = 2P +yP. Il en résulte
que 'application
F: K —- K
r — aP

est un automorphisme du corps K ; on 'appelle le Frobenius de K. Si ¢ est un entier > 0, on désigne
par F* automorphisme composé

FO=1, F'=F'"loF (£>1),

de sorte que F(z) = 2 pour z € K. Si K est fini avec p°® éléments alors F° = I.

Tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps est cyclique. En particulier si K est
fini avec ¢ = p® éléments alors le groupe multiplicatif K* de K est cyclique d’ordre ¢ — 1. Si «
un générateur de K< on a F*(a) # 1 pour 1 < £ < s donc F est d’ordre s dans le groupe des

3Ce texte est téléchargeable & partir de la page http ://www.math.jussieu.fr/~miw/enseignement.html
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automorphismes de K. Il en résulte que 'extension K/F, est galoisienne, de groupe de Galois le
groupe cyclique d’ordre s engendré par F. On en déduit aussi que si K est un corps fini, tout
polynéme de K[X] est séparable : tout corps fini est parfait.

En passant nous pouvons compléter la démonstration du corollaire 1.21 :

Proposition 2.1. Si k est un corps fini et K une extension finie de k, alors l’extension K/k est
monogene.

Démonstration de la proposition 2.1. Soit ¢ = p°® le nombre d’éléments de K ; le groupe multipli-
catif K est cyclique : soit « un générateur de ce groupe. Alors

K= {0’1,04,0[2’.”’0/172} =F,(o),

et & plus forte raison K = k(«).

2.2 Construction des corps finis et théorie de Galois

Théoréme 2.2. Soient p un mombre premier et s un entier positif. On pose q = p°. Il existe
un corps ayant q €léments. Deux corps ayant q €éléments sont isomorphes. Si ) est un corps
algébriquement clos de caractéristique p, alors () contient un unique sous-corps fini ayant q éléments,

Démonstration. Soit K un corps de décomposition sur F, du polynome X? — X. Alors K est
I’ensemble des racines de ce polynoéme et donc a g éléments.
Inversement, si K est un corps avec ¢ éléments, alors K est I’ensemble des racines du polynoéme
X1-X.
Par conséquent si €2 est un corps algébriquement clos de caractéristique p, alors le seul sous-corps
de © ayant ¢q éléments est ’ensemble des racines du polynome X9 — X.
O

Notons Fp une cloture algébrique de F,. Pour chaque entier s > 1 il existe un unique sous-corps
fini de F;, ayant p® éléments : c’est ’ensemble des racines du polynéme X P" — X. On le note Fp.
Pour n et m entiers positifs, on a I’équivalence

Fyn C Fpm <= n divise m; (2.3)

si ces conditions sont vérifiées, alors l'extension F,m /Fpn est cyclique, de groupe de Galois le
groupe cyclique d’ordre m/n engendré par F™.

Exercice. Soient K un corps, m et n deux entiers > 1, a et b deux entiers > 2. Vérifier que les
conditions suivantes sont équivalentes.

(i) n divise m

(ii) Dans K[X] le polynéme X™ — 1 divise X™ — 1

(iii) a™ — 1 divise a™ — 1.

(ii’) Dans K[X] le polynome X" — X divise X" — X

(iii”) b*" — b divise b —b.

Indication. Sir est le reste de la division de m par n, alors a” — 1 est le reste de la division de
a™ —1 par a™ — 1.
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Lemme 2.4. Soient K un corps de caractéristique p et f un élément de K[X]. Alors f € Fp[X]
si et seulement st f(X)P = f(XP).

Démonstration. Nous avons vu au § 2.1 que, pour a dans K, on a a” = a si et seulement si a € F),.
Comme K est de caractéristique p, si on écrit

f(X)=ao+a1 X +---+a, X",

on a
f(X)P=ab+alXP+---+al X"P.

Par conséquent f(X)? = f(XP?) si et seulement si a! = a; pour tout i = 0,1,...,n.
[

Proposition 2.5. Soient K un corps de caractéristique finie p, o un élément non nul de K
algébrique sur F,. Il existe des entiers s > 1 tels que aP” = . Notons r le plus petit. Alors le corps
F, (o) a p” éléments et le polynome irréductible de o sur Fy, est

r—1

[Tx o). (2.6)

=0

Démonstration. L'extension F,(c)/F, est finie, donc le corps F,(c) est fini : soit p® son nombre
d’éléments. Soit m l'ordre de o dans le groupe multiplicatif F),(«)*. Comme ce groupe est d’ordre
p* —1,0nap*=1 (mod m). Donc o” ~! =1 et o? = a.

Soit f le polynéme irréductible de « sur F,. On a f(XP) = f(X)? car f € F,[X], donc
I’ensemble des racines de f est stable sous le Frobenius F : x +— xP.

Il en résulte que f est multiple du polynéme ¢ défini par (2.6). Mais ce polyndéme g appartient
a Fp[X] car g(XP?) = g(X)?. Par conséquent g = f. Ainsi f est de degré r, donc [Fp(a) : Fp] =1,
par conséquent Fy,(a) a p” éléments. On en déduit aussi r = s.

O

Proposition 2.7. Soient p un nombre premier et r un entier positif. Le polynome XP — X est le
produit de tous les polyndmes unitaires irréductibles de F,[X] dont le degré divise r.

Démonstration. Soit f € F,[X] un polynéme irréductible de degré d. Notons K = F,[X]/(f) son
corps de rupture sur K : c’est une extension de degré d de K, il a donc p? éléments, la classe a de
X vérifie a?” = «, donc le polynéome X P X est multiple de f.

Si d divise 7, alors le polynéme X?  — X est multiple de xr' - X, donc multiple de f. Ceci
montre que X? — X est multiple de tous les polynomes irréductibles de degré divisant . Comme
sa dérivée est —1, il n’a pas de facteur multiple.

Réciproquement si le polynéme X? — X est multiple de f, on a o = a dans K, Pensemble
des o € K qui vérifient o = o est K lui-méme et tout générateur v du groupe multiplicatif K>,
qui est d’ordre p® — 1, satisfait " ! = 1. Il en résulte que p? — 1 divise p” — 1, donc d divise r.

O
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2.3 Décomposition des polyndémes cyclotomiques en facteurs irréductibles

Théoréme 2.8. Soient Fy un corps fini a q éléments et n un entier premier avec q. On désigne
par d Uordre de ¢ modulo n. Alors tous les facteurs irréductibles du polynéme ®,, dans F,[X] sont
de degré d.

Démonstration. Soient p la caractéristique de K, Fp une cloture algébrique de F,, P un facteur
irréductible de ®,, dans F,[X], s son degré et Fy le sous-corps de Fp ayant ¢° éléments. Le corps
F,- est donc un corps de rupture de P sur Fy. Soit ¢ une racine de P dans K. Comme ( est racine
de P et que P est facteur de ®,, on a ®,,(¢) = 0, donc ¢ est une racine primitive n-iéme de 1'unité.
D’un coté le fait que ¢ soit dans qus implique (2~ = 1. Il en résulte que n divise ¢* — 1, donc
¢®* =1 (mod n) et par conséquent d divise s.
D’un autre c6té comme ¢ = 1 (mod n) et que (" = 1 on a (qd = (, donc ( appartient au
sous-corps Fya & ¢ éléments de F,,. Comme Fy: = Fy({) on a Fgs C Fa, donc (2.3) s divise d.
O

Pour d =1 cela signifie que si F; un corps fini & ¢ éléments et n un entier premier avec g, le
polyndéme cyclotomique ®,, est completement décomposé dans F, si et seulement si ¢ =1 (mod n).
On le voit directement puisque F est cyclique d’ordre ¢ — 1.

L’autre cas extréme est d = p(n) :

Corollaire 2.9. Soient Fy un corps fini et n un entier premier avec q. Le polynome ®,, est
irréductible sur F, si et seulement si la classe de ¢ modulo n est un générateur de (Z/nZ)*.

Bien entendu cela ne peut arriver que si le groupe ((Z/nZ)* est cyclique.
Voici un troisieme exemple d’application du théoréeme 2.8 :

Corollaire 2.10. Soient Fy un corps fini et m un entier positif. Le polynome ®om_1 se décompose
en produit de polynomes irréductibles sur F qui sont tous de degré m.

2.4 Loi de réciprocité quadratique

Soit p un nombre premier. Un élément o du corps F), est appelé résidu quadratique si ’équation
X?2—a aune racine dans F, on dit qu'il est non résidu quadratique sinon, c’est-a-dire si ce polynéme
X? — a est irréductible sur F,. On dit qu'un entier a € Z est résidu quadratique modulo p si sa
classe « € Z/pZ modulo p Uest, non résidu modulo p dans le cas contraire. En notant « la classe
de a modulo p on définit le symbole de Legendre par

0 sia=0
@ a
(> = () =<1 si « est résidu quadratique

b p . - .
—1 si a est non résidu quadratique.

Supposons p impair. L’application x — 22 est un endomorphisme du groupe F, de noyau

{—1,+1}. L’image de cette application a donc (p — 1)/2 éléments, ce qui veut dire qu’il y a

p — 1)/2 éléments qui sont des résidus quadratiques non nuls dans F, et il y en a autant qui ne
P

sont pas résidus quadratiques. On en déduit

3 (g) = 0. (2.11)

acF,
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Si ¢ € Fy est une racine primitive modulo p (c’est-a-dire un générateur de F’, ou encore une

racine primitive p — 1-iéme de l'unité), alors les résidus quadratiques moduio p sont les éléments
¢k de F) avec 0 < k < p — 3 et k pair, tandis que les non résidus quadratiques sont les ¢k avec
1 <k<p-—2et kimpair. En particulier

et (théoréme de Wilson)

-1
(0-1) = [[ ¢* = /2 = ¢o-/2 = (;) ~ 1 (mod p)
k=1

Les résidus quadratiques dans F; sont les racines du polynéme X (p=1)/2 _ 1. Par conséquent pour

acF,ona
(O‘> = o(P~1/2, (2.12)
P

(_1>:(_1)(p1)/2:{ 1 sip= 1 (mod4)

Par exemple

D -1 sip=-1 (mod 4).

Lemme 2.13. POU7 (6] 61& /8 dans Fp on a
.

(2) = (_1)@2—1)/8 _) 1 sip=+£1 (mod 8)
b -1 sip=+43 (mod 8).

De plus

Démonstration. La relation (2.12) montre que l'application

)
(0 e d —_
p
est un homomorphisme du groupe multiplicatif F)* sur le groupe a deux éléments {—1,+1}. Le
noyau est d’ailleurs constitué des résidus quadratiques dans F .

Pour savoir si 2 est résidu quadratique modulo p, on doit déterminer si le polynome X 2_2est
réductible ou non dans F,,[X]. Soit F, une cloture algébrique de F,, et soit F 2 le sous-corps de F),

ayant p? éléments. Comme p? — 1 est multiple de 8 il existe une racine primitive 8-ieme de 1'unité
a€F,. Posons f=a+a . Onaa®=—-1eta?=—-a"2, donc

fF=(a+ta )2 =a?+a?+2=2

Il s’agit maintenant de savoir si 3 est ou non dans F ', c’est-a dire si 37 est égal a 8 ou a —f3.
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Si p=41 mod 8, alors {a?,a P} = {a,a" !}, donc P = B et B € Fp, ce qui donne

0

Si p= 43 mod 8, alors {a?,a P} = {—a,—a" '}, donc B¥ = —B et 3 ¢ F,, d’olt on conclut
2
<) B 71.
p

Voici I’énoncé de la loi de réciprocité quadratique :

Théoréme 2.14. Soient p et £ des nombres premiers impairs distincts. Alors

(ﬁ) (2) = e, (2.15)

Il existe un grand nombre de démonstrations de cet énoncé, les premieres ayant été données
par C.F. Gauss. En voici une qui repose sur I'utilisation des sommes de Gauss qui sont définies de
la fagon suivante : soit K un corps contenant une racine primitive p-ieme de 'unité ¢ (c’est-a-dire
un élément d’ordre p dans K*). On pose

p—1 a
s=3(5)¢

Démonstration du théoréme 2.14. Comme (* ne dépend que de la classe de a modulo p et que le

symbole de Legendre (%) est nul pour a = 0, on peut écrire

-5 (2)e

aGF;

Soit a € F\. L’application 3 +— af3 est une bijection du groupe F sur lui méme, donc

Comme

on obtient

5)(5)-(5)-C)

SQZZ(;D > (ijﬁ) v = Y (g) S eaen),

a=0 BEFY BEF S a€Ff
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La somme des racines du polynéome X? — 1 est nulle, donc

D=0 et > ¢ =-1

v€Fy yEFY

En utilisant (2.11) on en déduit

a(i4p) _ Jp—1 sifg=-1
ZC _{—1 si f# —1.

aEF;

#-00(3)- 5 () -o(3) -

B#—1

Ainsi

Choisissons maintenant pour K une cléture algébrique F, de F,. On a dans F,

Sy (g) gto = (ﬁ) > (if) ¢ = (ﬁ) >

a€F) a€F)

(9

{ _oQl—1 _ o2\(e—=1)/2 _ poleol (0-1)/2 _ L
(5) =50 = (e = e - e (8)),

Ceci démontre la relation (2.15).

donc

Alors

2.5 Factorisation dans F,[X]

Soit f € Z[X] un polynéme unitaire. Une des méthodes efficaces pour factoriser f en produit
de polynomes irréductibles consiste a étudier sa réduction modulo p pour différentes valeurs de p
premier. Si, pour un nombre premier p, la réduction modulo p de f est irréductible dans F,[X],
alors f lui-méme est irréductible.

Un critere d’irréductibilité pour un polynéme de F,[X] est donné par la proposition suivante :

Proposition 2.16. Soient p un nombre premier, A € F,[X]| un polynome unitaire non nul et
m > 1 un entier positif. Les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(1) A est produit de polynémes unitaires wrréductibles sur ¥, deuz-a-deuz distincts de degré m.
(ii) A(X) divise XP" — X et pour tout diviseur premier { de m,

/e

pgccl(X”m - X, A(X)) =1

Démonstration. La proposition 2.7 montre qu’un polynéme unitaire dans F,[X] divise X P _ X s
et seulement s’il est produit de facteurs irréductibles unitaires deux-a-deux distincts de degrés divi-
sant m. La condition (i) revient & dire qu’aucun de ces facteurs n’a un degré divisant strictement

m.
O
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Le critere de Berlekamp permet non seulement de décider si un polynéme de F,,[X] est irréductible,
mais aussi de disposer d’un algorithme pour le factoriser.

Proposition 2.17. Soient p un nombre premier et A € F,,[X] un polynéme unitaire sans facteurs
carrés. On écrit sa décomposition en facteurs irréductibles dans Fp[X] :

A=A4,---A,

ou les polynémes A; sont unitaires et irréductibles dans Fp,[X], deuz-da-deux distincts. Soit Q) €

F,[X]. Alors les deuz conditions suivantes sont équivalentes :

()
Q(X)"=Q(X) (mod A(X)).

(11) Pour touti=1,...,r, il existe o; € F, tel que
Q(X)=a; (mod A4;(X)).

De plus il existe p” polynomes satisfaisant ces conditions qui sont soit le polynome nul, soit de
degré < deg A.

Démonstration. Pour 1 <4 < r le quotient K; de F,[X] par I'idéal principal (A;) est un corps et
'anneau quotient F,[X]/(A) est isomorphe au produit K; x --- x K, (ces deux anneaux ont p?
éléments, d désignant le degré de A). Un tel isomorphisme ¥ est
P (mod A) — (P (mod Ai))lgigr'
Dans chaque K; le polynome X? — X a p racines, a savoir les p éléments du sous-corps premier
F,,. Donc I'équation
($€,...,If) ::(xla-"amT)

a p” solutions dans Kj x --- x K,.. Ces solutions sont les images par ¥ des classes modulo A des
polynémes @ € F,[X] satisfaisant QP = @ (mod A).
O

Exercice. Sous les hypotheses de la proposition 2.17, on désigne par R I’anneau quotient F,[X]/A(X)F,[X],
par S : R — R l'endomorphisme @ — QP du F,-espace vectoriel R et on pose N = ker(S — I).
Quelle est la dimension du F-espace vectoriel N ?

On suppose r > 2. Soit Q € N. Vérifier

A= ] pecd(4,Q - ).

acF,

Montrer que si ) n’est pas dans F,, alors il existe a € F,, tel que pged(4, Q — «) soit différent de
1 et de A.

Références

[1] M. DEMAZURE — Cours d’algébre. Primalité. Divisibilité. Codes, Nouvelle Bibliotheéque
Mathématique Cassini, Paris, 1997.

36



Université P. et M. Curie (Paris VI), Michel Waldschmidt

Deuxiéme semestre 2006,/2007 date de mise a jour: 24/04/2007
Master de sciences et technologies lere année - Mention : Mathématiques et applications
Spécialité : Mathématiques Fondamentales MO11 : Théorie des nombres (12 ECTS)

Troisieme partie : Arithmétique des Corps de Nombres

Fascicule 5 : sections 3.1, 3.2 et 3.3 (10 pages)

3 Corps de Nombres

3.1 Norme, trace, discriminant

Rappelons que tous les anneaux considérés sont commutatifs et unitaires. Les éléments inver-
sibles (on dit encore les unités) d'un anneau A forment un groupe multiplicatif noté A*.

Soient A un anneau, M un A-module libre de type fini et © un endomorphisme de M. On note
Tr(u), N(u) et P,(X) la trace, la norme et le polynéme caractéristique de u respectivement. Dans

une base (e1,...,e,) de M sur A, si A = (ai;), ., i<p, désigne la matrice attachée & u, on a

Tr(u) = Zn:aii et N(u) = det(A).

D’autre part en désignant par I ’endomorphisme identité de M on a

Py(X) =det(XI —u) = X" — Tr(u) X" L+ + (=1)"N(u).
Quand wu; et us sont des endomorphismes de M on a

Tr(uy 4+ uz) = Tr(u1) + Tr(uz) et N(ug oug) = N(ug)N(uz).

Supposons de plus que M est un anneau - on le notera B. Soit donc B un anneau contenant A qui
est un A-module libre de rang fini. Pour x € B I'application

[x]: B — B

est un endomorphisme du A-module B et application x +— [z] est un homomorphisme d’anneaux
de B dans I’anneau des endomorphismes de B.

La norme, la trace et le polynoéme caractéristique de [x] sont appelés norme, trace et polyndme
caractéristique de x de B sur A et notés respectivement

Npsa(z), Trpja(x) et Ppja(r; X).

On a donc, pour z et y dans B,
Np/a(zy) = Np/a(z)Np a(y) (3.1)
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et
Trp/a(z+y) = Trpa(z) + Trp/a(y).
Soit L/K une extension finie de corps et soit m = [L : K] son degré. La norme de L sur K

définit un homomorphisme du groupe multiplicatif L* de L dans le groupe multiplicatif K™ de K
et la trace un homomorphisme du groupe additif L dans le groupe additif K.

Lemme 3.2. Soit L/K une extension séparable de degré n. Soit N une extension finie de L,
normale sur K et soient o1, ...,o, les différents K-isomorphismes de L dans N. Alors pour a € L
on a

Trp k(o) = Zdz‘(a)’ Np/k(a) = Hai(a)

et

n

Prig(o; X) = H(X - ai(a)).

i=1

Démonstration. Soit d le degré de « sur K et
P(X)=X"+ a1 X+ ag € K[X]

son polyndme irréductible sur K. Supposons dans un premier temps que « est un élément primitif de
'extension L/K, c’est-a-dire que L = K (a) ou encore que d = n. Quand on prend {1,q,...,a%" 1}
comme base de L sur K, la matrice associée a 'endomorphisme [a] est

0 0 -+ 0 —aq

10 -+ 0 —ag—
Ma — o1 --- 0 —Qad—2

o o0 --- 1 —ai

Par conséquent le polyndéme caractéristique de [a] est le polynéme irréductible de a sur K. Le fait
qu’il s’écrive

provient du Théoreme 1.19.

Dans le cas général on note d = [K(«a) : K] et m = [L : K(a)], de sorte que n = md et on
prend une base (eg,...,en,) de L sur K(a). Dans la base {e;a’ ;1 <i<m, 0<j <d} de L sur
K la matrice de [o] s’écrit comme un bloc diagonal diag(Ma, ..., My ). Donc

Pk (s X) = P(X)™,

Trp k(o) = mTrgay/x (@), Nr/x(@) = (Ng(ay, (@)™

Enfin la suite (o1(a),...,on(a)) est formée des d conjugués de o sur K, chacun étant répété m
fois. 0
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Lemme 3.3. Soit L/K une extension finie séparable. L’application

LxL — K

est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur L.

Il en résulte que I'application qui a x € L associe y — Trp /x(2y) est un isomorphisme du
K-espace vectoriel L sur son dual Homg (L, K).

Démonstration du lemme 3.3. Que ce soit une forme bilinéaire symétrique est clair. Dire qu’elle
est non dégénérée signifie que si x € L est tel que Try /g (zy) = 0 pour tout y € L, alors x = 0.
Cela résulte du lemme 3.4 suivant. O

Lemme 3.4 (Lemme de Dedekind sur I'indépendance linéaire des caractéres). Soient G
un groupe, k un corps, o1,...,0, des homomorphisms deuz-a-deux distincts de G dans le groupe
multiplicatif k*. Alors o, ..., 0, sont linéairement indépendants sur k dans Uespace vectoriel k.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur n. Pour n = 1 il est trivial. Supposons
n > 2. Soient aq,...,a, des éléments de k tels que
n
Zaiai(x) =0 pour tout z € G.
i=1
Alors pour tout x € G et tout y € G on a

Z a;jo;(x)o;i(y) = 0.

Comme o, # o7 il existe y € G tel que 0,(y) # o1(y). En utilisant la relation

n

Zai(m(y) - Ul(y))%'(x) =0

i=2
avec I’hypothese de récurrence, on en déduit a,, =0, puis a; = ... =a, =0. O

Remarque. Sous I'hypothese supplémentaire que la caractéristique de K est soit nulle, soit
premiere avec [L : K], le fait que la forme bilinéaire (z,y) +— Trp g (zy) soit non dégénérée se
déduit aussi de la relation

TI'L/K(O[TL) + CLlTI'L/K(Oénil) +- an—lTrL/K(a) + an[L : K] =0

quand le polynéme irréductible de o sur K est X"+ a; X" '+ 4+ap,_1X +a, € K[X] : comme
an # 0, Pun des nombres Try, /x (af), (1 < i < n) n’est pas nul.

Définition. Soient A C B deux anneaux. On suppose que B est un A-module libre de rang n. On
définit une application Dp,4 : B" — A appelée discriminant de B sur A par

DB/A(I'l; ce ,xn) = det(TrB/A(xixj))lgi,jgn.
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Lemme 3.5. Soient A = (aij) une matrice n X n a coefficients dans A. On pose

1<ij<n

Alors
Dpja(y1, .- yn) = (det A’ D a(x1, ..., o)

Démonstration. Cela résulte du fait que I'application (x,y) +— Trp 4 (zy) est bilinéaire. O

Donc si 1, ..., 7, sont linéairement dépendants sur A, alors Dp/4(z1,...,2,) est un diviseur
de zéro dans A. En particulier si A est integre alors Dp /4 (21, ..., 2y,) = 0 chaque fois que x1,. .., z,
sont liés sur A.

Si{z1,...,z,} et {y1,...,yn} sont deux bases de B comme A-module, alors la matrice de
passage A est inversible, donc det A est une unité de A. En particulier I'idéal de A engendré par le
discriminant Dp,4(1,...,7,) d'une base ne dépend pas de la base {z1,...,2,} : on le note Dp,4
et on 'appelle idéal discriminant de B sur A.

Si A = Z le déterminant det A d’une matrice de passage entre deux bases de B sur Z est £1,
donc son carré est +1 et le discriminant DB/Z(:E1, ..., &) d’une base de B sur Z ne dépend pas
de la base {z1,...,z,}. Clest le discriminant absolu de B, que I'on note Dp.

Lemme 3.6. Soient A C B deux anneauz; on suppose que B est un A-module libre de rang n et
que 'idéal Dpya contient un élément qui n’est pas diviseur de 0 dans A. Soit (21,...,2,) € B".
Alors Dga(x1,...,2,) engendre lidéal Dp s si et seulement si {x1,...,2,} est une base de B
comme A-module.

Démonstration. Soit {e1,...,e,} une base de B sur A. On écrit x; = >0 ajze; (1 <i<n)et
on note dp = Dpya(1,...,2n), de = Dpya(ei,...,e,) et a = det(a;;). D’apres le lemme 3.5 on a
d, = a®d,. Par hypothese d, et d, engendrent le méme idéal Dpja- Donc d, = ud, avec u € A*.
Alors (a? — u)d. = 0. Comme I'idéal principal Dp/a contient un élément qui n’est pas diviseur de
zéro, aucun de ses générateurs n’est un diviseur de zéro, donc a? est inversible. Il en résulte que
a est aussi une unité de A, donc la matrice (a;;) est inversible, son inverse étant une matrice a
coefficients dans A et par conséquent {z1,...,x,} est une base de B sur A.

O

Proposition 3.7. Soit L/K une extension séparable de degré n, soit N une extension finie de L,
normale sur K et soient o1,...,0, les différents K-isomorphismes de L dans N. Alors

2
Dpk(x1,...,2,) = (det(ah(xj))lghngn) .
De plus, si (x1,...,x,) est une base de L sur K, alors

Dpk(z1,...,20) # 0.

Démonstration. On utilise le lemme 3.2 :

Trp k(zia;) = on(ws)on(z;).
h=1
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Donc

Dpjk(w1,...,an) = det(Trp x (z525)) = det(on(2;)) det(on(z;)) = (det(ah(:vj))2.

Pour compléter la démonstration il reste a voir que la matrice (Uh (xj)) est réguliere. Si by,...,b,
sont des éléments de N tels que bioy(z;) + -+ + bpo,(z;) = 0 pour 1 < j < n, alors byoy(z) +
<+« + bpo,(x) =0 pour tout x € B et d’apres le lemme 3.4 il en résulte by =--- =b,, = 0. O

Soit P un polynéme non nul a coefficients dans un corps K et soit E une extension de K dans
laquelle P est completement décomposé :

ou n est le degré de P, ag son coefficient directeur et z; € E. On définit le discriminant de P par

DP)=ag™ Y T (wi—a)?=(-1)"0 265D T (a0 - ay).

1<i<j<n 1<ij<n,
i#]

De la définition on déduit D(P) = 0 si et seulement si P a au moins une racine multiple. La
théorie de Galois §1.8 montre que D(P) est un élément de K. De la proposition 3.7, on déduit
que si P € K[X] est un polynéme unitaire irréductible de degré n et si L = K(«) est un corps de
rupture de P sur K, avec P(«) = 0, alors

D(P)=Dr/x(1,a,...,a" ")
Exercice. Vérifier que le discriminant du polynome aX? + bX + ¢ est b? — 4ac et que celui de
X3 +pX + q est —4p® — 27¢%.
3.2 Entiers algébriques

Proposition 3.8. Soient A un anneau integre, K un corps contenant A et a« € K. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(i) a est racine d’un polynéme unitaire & coefficients dans A.

(ii) Le sous-anneau Ala] de K engendré par a sur A est un A-module de type fini.

(111) Ala] est contenu dans un sous-anneau de K qui est de type fini comme A-module.

Exemple : Le sous-anneau de C engendré par 1/2 :
Z[1/2] ={a/2"; a € Z, n € Z>o}

n’est pas un Z-module de type fini, alors que Z[i] = Z+Zi et Z[v/2] = Z+Z+/2 sont des Z-modules
de type fini.

Démonstration. Supposons la propriété (i) vérifiée ; soit

X" +a X" '+ ta,1X +a, € AX]
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un polynome unitaire a coefficients dans A ayant o comme racine. De la relation

a” = —a1 " ' — - —a,_1a—a,

on déduit par récurrence sur m
ame A+ Aa+ -+ Aot pour tout m > 1,

donc Ala] = A+ Aa+ -+ Aa™"! et par conséquent 'anneau A[a] est un A-module de type fini.
L’implication (%)= (%ii) est triviale.
Supposons la propriété (iii) vérifiée. Soit B un sous anneau de K contenant A[a]. On suppose
que B est un A-module de type fini et on écrit B = Axy + - - - + Ax,,. Pour 1 < i < m le fait que
ax; appartienne & B entraine qu'il existe des éléments a;; de A (1 < j < m) tels que

m
ar; = E AijTj.
Jj=1

Posons M = (aij)1<ij<m et soit I la matrice identité m x m. La matrice al — M est associée a
un endomorphisme de K™ dont le noyau contient (1,...,2,,). Soit P € A[X] le déterminant de
la matrice XIT — M. Alors P est un polynéme unitaire qui admet o comme racine. D’out (4).

O

Définition. On dit que o € K est entier sur A 8’il vérifie les propriétés équivalentes de la propo-
sition 3.8.

Par exemple si A est un corps, un élément de K est entier sur A si et seulement s’il est algébrique
sur A.

Corollaire 3.9. L’ensemble des éléments de K entiers sur A est un sous-anneau de K.

Démonstration. Si a et 0 sont des éléments de K entiers sur A, alors 'anneau Ala, 5] est un sous-
A-module de type fini de K (un systéme générateur fini est formé d’éléments a*37), donc tous ses
éléments sont entiers sur A.

O

Définition. L’ensemble des éléments de K qui sont entiers sur A est appelé la fermeture intégrale
de A dans K.

De la proposition 3.8 on déduit que la relation d’intégralité est transitive :

Corollaire 3.10. Soient K un corps, A un sous-anneau de K, Agy la fermeture intégrale de A
dans K et B un sous-anneau de Ay contenant A. Alors la fermeture intégrale de B dans K est

Ap.

Définition. La cloture intégrale d'un anneau est la fermeture intégrale de cet anneau dans son
corps des fractions.

La cloture intégrale de A est un anneau qui contient A et qui est contenu dans la fermeture
intégrale de A dans K, pour tout corps K contenant A.
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Définition. Un anneau est dit intégralement clos s’il est égal & sa cloture intégrale.

Un anneau factoriel est intégralement clos : en effet, si A est un anneau factoriel de corps des
fractions K et si « € K est racine d’un polynéme unitaire a coefficients dans A :

Q" +a "+ ta, =0,
on écrit o = p/q avec p et ¢ dans A sans facteurs irréductibles communs et de la relation
pn+a1pn71q+”.+anqn =0

on déduit que ¢ divise p, donc que ¢ est inversible et o € A.

En particulier un anneau principal est intégralement clos. On en déduit par exemple quun
nombre rationnel qui est entier sur Z est dans Z.

L’anneau Z[2i] = Z + 2iZ n’est pas intégralement clos, puisque son corps des fractions Q(z)
contient i, qui est racine du polynome X2 + 1, donc est entier sur Z[2i], mais n’appartient pas &
Z[2i].

Définition. On appelle nombre algébrique tout nombre complexe qui est algébrique sur Q et entier
algébrique tout nombre complexe qui est entier sur Z.

Si a est un nombre algébrique, dont le polynome irréductible sur Q est
X"+ X" '+ 4 a, € QIX],

l'unique polynéme irréductible de Z[X] qui s’annule au point « et dont le coefficient directeur soit
positif est
dX™ +day X" + -+ + da, € Z[X], (3.11)

ou d est le plus petit commun multiple des dénominateurs des nombres a1, . .., a,. Nous appellerons
ce polynoéme (3.11) le polynome minimal de o sur Z.

Si « est un entier algébrique, alors les valeurs propres de [«] sont des entiers algébriques, donc le
polynome caractéristique de o sur Z est a coefficients dans Z ; en particulier N /q(a) et Trg/q(a)
sont dans Z.

Le lemme de Gauss 1.24 montre que pour un nombre algébrique « les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) v est entier (sur Z)

(#1) Le polyndéme minimal de « sur Z est unitaire.

(i4i) Le polynome irréductible de o sur Q a ses coefficients dans Z.

(iv) Le polynéme minimal de a sur Z coincide avec son polynéme irréductible sur Q.

Quand on parle du polynome irréductible ou du polynéome minimal d’un nombre algébrique,
on omet souvent de préciser “sur Q” et “sur Z” respectivement.

Le corollaire 3.9 montre que les entiers algébriques forment un sous-anneau de C, dont le corps
des fractions est le corps Q des nombres algébriques. Si a est un nombre algébrique, ’ensemble des
entiers d € Z tels que da soit entier algébrique est un idéal non nul de Z : il contient le coefficient
directeur du polynéme minimal de « sur Z.

On appelle corps de nombres une extension finie de Q. D’apres le théoréeme de ’élément primitif
1.21, un corps de nombres est un sous-corps de C de la forme Q(a) avec o nombre algébrique. Le
degré d’un corps de nombres est son degré sur Q. Un corps quadratique est une extension de Q de
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degré 2, un corps cubique une extension de Q de degré 3, un corps biquadratique une extension de
degré 4. ..

L’anneau des entiers d’un corps de nombres K est 'intersection de K avec ’anneau des entiers
algébriques. On le notera Zg. Le corps des fractions de Zg est K.

Les éléments inversibles (unités) de 'anneau Zx forment un groupe multiplicatif Zy ; ce sont
les éléments de Z g de norme =+1.

Quand K est un corps de nombres, on utilise des expressions comme “unités de K7, “idéaux
de K7, “discriminant de K” pour parler des unités, des idéaux ou du discriminant de I'anneau des
entiers de K.

Définition. Soit o un nombre algébrique. On appelle norme absolue de « (resp. trace absolue de
a) la norme (resp. la trace) Nq(a)/q(a) (resp. Trq(a)/q(c)). On les note respectivement N(a) et
Tr(a).

Du lemme 3.2 on déduit que si « est un nombre algébrique dont le polynéme irréductible sur

Q est
P(X)=X'+a X 4. 444 € QX],

alors
N(a) = (-1)%yq et Tr(a)= —a;.

Plus généralement, si K est un corps de nombres de degré n sur Q, a un élément de K, d le degré
de a sur Q et ag,...,aq les conjugués de a dans C, alors

NK/Q(Q):(al...ad)n/d et TI'K/Q(OZ): (a1+...+ad).

aul3

Soit k un corps quadratique. Il existe un entier d € Z sans facteur carré tel que k = Q(\/&)
Soit o un élément de k, alors a est racine du polynéme X2 — XTry/q(a) + Ni/q(a), donc a est
entier si et seulement si Try/q(a) et Ny, q(a) sont dans Z.

Soit o = x + yvd € k, avec z et y dans Q. On a Try, q(a) = 2z et N /q(a) = 2% — dy?. Si
est entier, alors les nombres ¢ = 2z et b = 22 — dy? sont dans Z. Comme d n’est pas divisible par
4, le nombre ¢ = 2y est aussi dans Z. Alors de la relation a? — dc? = 4b on déduit que soit a et ¢
sont pairs, soit a et ¢ sont impairs et dans ce dernier cas d =1 (mod 4). Par conséquent ’anneau
Z;. des entiers de k est

Z+7ZVd sid=2ou3 (mod4)

Z, = 1
Z+7Z + Vd

sid=1 (mod 4).

Ainsi Zj, = Z + Za ot « est une des deux racines du polynome X2 —dsi d=2ou 3 (mod 4), et
I'une des deux racines du polynéme X2 — X — (d—1)/2sid=1 (mod 4).
Le discriminant Dy, de k est le discriminant Dz, de 'anneau des entiers de k :

det2 0 =4d sid=2ou3 (mod4)
0 2d
Dy =
det ! =d sid=1 (mod4).
1 (1+d)/2
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Ainsi le discriminant est toujours congru a 0 ou 1 modulo 4 et le corps quadratique s’écrit aussi
k= Q(\/Dy).

Le groupe des racines de 'unités d’un corps de nombres quadratique k est {1,4,—1,—i} si
k a pour discriminant —4 — c’est-a-dire k = Q(i)—, c’est {1,0, 0% —1,—0, —0?} si k a pour
discriminant —3, o1 g est une racine primitive cubique de I'unité — c’est-a-dire pour k = Q(y/—3)—
, enfin les seules racines de 'unité dans Zj sont {£1} sinon.

Quand d est négatif, il est facile de vérifier que le groupe des unités du corps k = Q(\/&) est
fini : il est composé des racines de I'unité. Nous verrons plus tard que pour d > 0 le groupe Z;’ des
unités de Zj est un Z-module de rang 1.

Proposition 3.12. Soit K un corps de nombres de degré n. Alors l'anneau des entiers Zig de K
est un Z-module libre de rang n.

Démonstration. La conclusion signifie qu’il existe n éléments ey, . .., e, de Z g, linéairement indépendants
sur Q, tels que
Zyx =Zey+ -+ Ze,.

Soit f1,..., fn une base de K sur Q formée d’éléments de Zy (partant d’une base quelconque il
suffit de multiplier par un dénominateur pour obtenir une telle base).

La forme bilinéaire (z,y) — Trg,q(zy) étant non dégénérée (lemme 3.2), il existe une base
fis. s fi de K sur Q telle que Trg/q(fif;) = dij (symbole de Kronecker). Soit a € Z, a > 0 tel
que af} soit entier algébrique pour 1 < j <d.

Pour z € K on écrit

x=x1f1+ -+ xifa

avec x1,...,xq dans Q et on a TI'K/Q(CEf;) = z;. Maintenant si * € Zg on a ggaf;‘ € Zxy, donc
Trx/q(zaf}) = az; € Z. On en déduit

1
Zfi+--+Zfqg CZk C a(Zf1+"'+Zfd).
Pour conclure on utilise alors les résultats du §3.3 suivant sur la structure des modules sur un
anneau principal (proposition 3.14).
O

3.3 Structure des modules sur les anneaux principaux

Commengons par quelques rappels sur les modules. Soit A un anneau, soit M un A-module et
soient N1 et No deux sous-A-modules de M. On dit que M est somme directe de N1 et Na, et
on écrit M = N7 @ Na, si application (z1,z2) — 1 + x2 est un isomorphisme de A-modules de
N; X Ny sur M. Cela revient & dire que 'on a M = Ny + Ny et N3 N Ny = {0}.

Si 2y et Ao sont deux idéaux d’un anneau A tels que A + Ao = A, alors 2A; N A = A Ao et
A/A125 est isomorphe & A/ x A/Us.

Proposition 3.13. Soient A un anneau et M un A-module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Toute famille non vide de sous-modules de M admet un élément mazimal.

(ii) Toute suile croissante de sous-modules de M est stationnaire a partir d’un certain rang.

(iii) Tout sous-module de M est de type fini.
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Démonstration. Voir [S] § 1.4. O

Définition. Quand les conditions de la proposition 3.13 sont satisfaites on dit que M est un A-
module noethérien. Un anneau est dit noethérien s’il est noethérien comme A-module, c’est-a-dire
si tout suite croissante d’idéaux

2 C Ay C -

est stationnaire.

De la condition (iii) de la la proposition 3.13 il résulte qu'un anneau principal est noethérien.

Quand A est un anneau integre et M un A-module, on définit le rang de M comme le nombre
maximal (< oo) d’éléments de M linéairement indépendants sur A. Si K est le corps des fractions
de A, et si M est un A-module libre, il possede une base, et on peut plonger M dans un K-espace
vectoriel V. Le rang de M est donc le nombre d’éléments d’une base de M comme A-module,
et plus généralement le rang d’un sous-module N de M est la dimension du K-espace vectoriel
engendré par N dans V.

Proposition 3.14. (Modules sur les anneaux principaux.) Soit A un anneau principal, soit M un
A-module libre de rang m et soit N un sous-A-module de M. Alors N est libre de rang n < m. De
plus il existe une base {e1,...,em} de M comme A-module et des éléments aq,...,a, de A tels
que {aseq, ..., anen} soit une base de N sur A et que a; divise a;+1 dans A pour 1 <i < n.

Les idéaux a1 A D as A D --- D a, A de A sont appelés facteurs invariants du sous-A-module N

de M : ils ne dépendent pas de la base (ai,...,e,) de M vérifiant les conditions de la proposition
3.14.
Démonstration. Voir [S] § 1.5. O

[S] P. Samuel, Théorie algébrique des nombres, Hermann, Collection Méthodes, 1967.
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3.4 Unités d’un corps de nombres
3.4.1 Enoncé du théoréme de Dirichlet

Une unité algébrique est un élément inversible de ’anneau des entiers algébriques.

Lemme 3.15. Pour un entier algébrique o d’un corps de nombres k, les conditions suivantes sont
équivalentes
(i) « est une unité algébrique.
(i1) N(a) = £1.
Démonstration. .
L’équivalence entre (i) et (7i) est banale, puisque N(a) = Nq(a)/q (@) et que

Nk/Q (Oé) _ (N(a)) [k:Q(a)] )

Si « est une unité algébrique, d’inverse (3, et si k est un corps de nombres contenant «, alors on
a d'une part Ny q(a) € Z et Ny () € Z car « et 3 sont entiers algébriques, et d’autre part
Ni/q(a@)Ni/q(B) = Niy/q(af) = 1 car aff = 1. Donc Ny /q(a) est un élément inversible de Z, ce
qui montre (7) = (44).

Enfin si « est un entier algébrique de norme +1, son polynéme minimal sur Z s’écrit

X" +a X" '+ ta, 1 X +a, € Z[X]
avec a,, = *1, et I'entier algébrique
B=—an(a" ' +a10" P+ Fa, )

vérifie a3 = a2 = 1, donc 3 est I'inverse de .
O

Notons qu’il existe des nombres algébriques de norme 41 qui ne sont pas des unités algébriques :

un exemple est
—1+14V/15
4
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qui est racine du polynéme 2X2 + X + 2.

Soient k£ un corps de nombres et n son degré. D’apres le théoreme de 1’élément primitif 1.21, il
existe a € k tel que k = Q(a). On décompose le polynéme irréductible P € Q[X] de o dans R[X] :
soient 71 le nombre de facteurs irréductibles de degré 1 et s le nombre de facteurs irréductibles

de degré 2. Ainsi r; + 2ry = n. Notons a1, ..., a,, les racines réelles de P :
1 r1+re
PX)=]](X-a;) J] X*+b;X+c;)
i=1 j=ri+1

Pour r +1 < j < r; 4+ ro le polynéme X2 + bj X + c; a deux racines complexes conjuguées, que
I'on note o et a4 5 = @;. Ainsi la décomposition de P en facteurs irréductibles dans C est

n
P(X) =[[(X = ).
i=1
Il y a n Q-isomorphismes o1,...,0, de k dans C, qui sont déterminés respectivement par

0@ =a; (1<j<n).

Pour 1 < j < r; l'image o;(k) de k par o; est dans R, tandis que o, 4; et oy 4r,4; sont
complexes conjugués pour 1 < j < ry. L’ensemble {o1,...,0,, } des plongements réels et celui
{Ori 41y 0r +2r, } des plongements non réels ne dépendent pas du choix de I’élément primitif «.
Le plongement canonique de k est ’application Q-linéaire injective o : k — R x C"2 définie par

o) = (01(@), -0y 4 ().

Le seul choix qui ne soit pas intrinseque est celui entre un plongement non réel et son conjugué.
On identifie C & R? par z = R(2) + i3(z) et on note encore ¢ I'application Q-linéaire de k dans
R™ qui envoie x € k sur

(1@)s 100, (@), R (00, 1(2)), (00,01 (2) o R (O 402 (2)), S (01172 () ).

La structure du groupe des unités Z; d’un corps de nombres k est donnée par le Théoréme de
Dirichlet :

Théoréme 3.16. Soient k un corps de nombres, n son degré, r1 le nombre de plongements réels
de k et 2r9 le nombre de plongements complexes deuz-a-deux conjugués complexes. Alors le groupe
des unités Z; de k est un groupe de type fini et de rang r = ry +rg — 1.

Dire que Z;  est un groupe abélien de type fini et de rang r signifie que d’une part son groupe de

torsion, qui est le groupe kS . des racines de I'unité contenues dans k, est fini, et d’autre part que

le quotient Zj, / k., est isomorphe & Z" : il existe r unités €y, . .., €, dans Z;’, qui sont linéairement
indépendantes dans Z; (on dit multiplicativement indépendantes puisque la loi est multiplicative),

telles que toute unité de k s’écrive de maniere unique

G
avec ¢ racine de I'unité et a; € Z (1 < i < r). On dit que (ey,...,€,.) est un systeme fondamental
d’unités de k si cette propriété est vérifiée, c’est-a-dire si les images de €y, ..., €. modulo torsion

forment une base du groupe abélien libre Z; [k .

La démonstration du théoreme 3.16 nécessite quelques préliminaires sur les sous-groupes de
R
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3.4.2 Sous-groupes de R"

Des exemples de sous-groupes de R sont d’une part
{0}, Z et plus généralement Zz pour z € R

et d’autre part
Z+7ZV2, Q et R.

Les sous-groupes de la premiere liste sont discrets dans R : un sous-groupe G de R” est discret si
pour tout compact K de R"™, l'intersection G N K est finie. Ceux de la deuxieéme liste sont denses.
On remarquera que 'adhérence d’'un sous-groupe de R"™ est encore un sous-groupe de R"™.

Quand G et G4 sont deux sous-groupes de R™ et R™2 respectivement, le produit G; x G2 est
un sous-groupe de R™ avec n = ny + no.

Nous allons voir que, dans une certaine mesure, ces remarques permettent de décrire tous les
sous-groupes de R".

Nous commencons par décrire les sous-groupes discrets de R".

Lemme 3.17. Un sous-groupe G de R est discret dans R"™ si et seulement s’il existe un ouvert
U de R™ contenant 0 tel que GNU soit discret.

Démonstration. Si G est discret on peut prendre U = R"™. Inversement, si G n’est pas discret,
il existe un élément z € R™ qui est un point d’accumulation d’éléments de G : pour tout € > 0
il existe z € G tel que 0 < |z — x| < € et il existe y € G tel que 0 < |z — y| < |z — z|. Alors
0 < |z — y| < 2¢, ce qui montre que 0 est point d’accumulation de G.

O

Exercice. 1. Montrer qu’'un sous-groupe non discret de R est partout dense.

2. En déduire la liste des sous-groupes fermés de R.

3. Soit G un sous-groupe de type fini de R. Donner une condition nécessaire et suffisante sur son
rang pour que G soit dense dans R.

4. Soit 6 € R. Donner une condition nécessaire et suffisante sur 6 pour que le sous-groupe Z + Z60
soit dense dans R.

Proposition 3.18. Soit G un sous-groupe discret de R™. Il existe un entiert dans l’intervalle 0 <
t < n et des éléments ey, ..., e de G, linéairement indépendants sur R, tels que G = Zey+- - -+Zey.

En particulier eq,...,e; sont linéairement indépendants sur Z, donc G est libre de rang t. Le
nombre ¢ est la dimension du R-sous—espace vectoriel de R™ engendré par G. La proposition 3.18
montre que dans un sous-groupe discret de R™, des éléments linéairement indépendants sur Z sont
automatiquement linéairement indépendants sur R.

Définition. Un sous-groupe discret de R™ de rang maximal n est appelé réseau (en anglais lattice)
de R™.

Démonstration de la proposition 3.18. Soit f1,..., f; une partie de G libre sur R maximale. C’est
une base du sous-espace vectoriel V' de R™ engendré par G. De plus G' = Zf; + --- + Zf; est un
sous-groupe de GG. Montrons que G’ est d’indice fini dans G.

Soit K un compact de R™ contenant

{u1f1—|—-~-—|—utft; OSUi<1(1SiSt)}'
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Soit € G. Alors x € V, donc on peut écrire x = 21 f1 + - - - + x4 f¢ avec z; € R. Soit m; = [z;] la
partie entiere de x; :
m;eZ, 0<z;,—m; <1 (1<i<n).

Posons @' =mq fi +---+myf;. Alors 2’ € G' et v — 2’ € GN K. Comme G est discret, GN K est
fini. Donc le groupe quotient G/G’ est fini et G’ est d’indice fini dans G.
Soit s 'ordre de G/G’ et soit f/ = f;/s (1 <i<t).Ona

G/:Zf1+...+thCGCZf{+"‘+Zf:§/v

ce qui permet de conclure grace a la proposition 3.14.
O

Théoréme 3.19 (Structure des sous-groupes de R"). Soit G un sous-groupe additif de R™.
1l existe un plus grand sous-espace vectoriel V- de R™ sur R contenu dans l’adhérence de G. Soient
d la dimension de V' et d+t la dimension de l’espace vectoriel engendré par G sur R. Posons enfin
G' = GNV. Alors il existe un sous-groupe discret G" de G, discret de rang t, tel que G soit la
somme directe de G' et G".

Démonstration. Pour ¢ > 0 notons
B(0,0) ={x € R"; [lz| < o}
la boule euclidienne de rayon ¢ et soit V, le R-espace vectoriel engendré par G N B(0, o) dans R™.

Posons
V=V
0>0

L’application ¢ — dim V), est croissante a valeurs enticres > 0, donc il existe gg > 0 tel que V =V,
pour 0 < o < gg.

Montrons que G’ = GNV est dense dans V. Soit € > 0 et soit © € V. Posons ¢ = min{e/d, 0o}
et soit {e1,...,eq4} une base de V sur R avec ¢; € GN B(0, p). On écrit x = x1e1 + - - - + x4€4, ON
pose m; = [x;] (1 <1i<d)ety=mie;+ -+ mgeq. Alors y € G’ vérifie ||z — y|| <e.

Soit maintenant W le sous-espace de R™ engendré par (G. Comme il contient V' sa dimension
est d +t avec t > 0. Soit V/ un supplémentaire de V dans W et soit p : W — V' la projection de
noyau V.

Montrons que p(G) est un sous-groupe discret de V’. Sinon il existerait z € p(G) tel que
0 < ||z]| < € avec € = pp/2. Soit w € G tel que z =p(w);onau=w—2z € V. Comme G’ est dense
dans V il existe w’ € G’ tel que ||u — w'|| < e. Alors ||lw — w'|| < go et p(w —w') = z # 0, ce qui
signifie que w — w' € G vérifie w — w’ € V et contredit le fait que V = V.

Alors p(G) est un sous-groupe discret de V' de rang t, donc un réseau de V’. On en prend une
base p(y1),...,p(yt) et on pose G = Zyy + - -- + Zy;. Ainsi G =G @ G”.

Enfin comme G” est discret, V est le plus grand sous-espace vectoriel de R™ contenu dans
I’adhérence de G.

O

Le théoreme 3.19 permet de préciser la structure des sous-groupes fermés de R" :
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Corollaire 3.20. Soit G un sous-groupe fermé de R"™. Il existe un plus grand sous-espace vectoriel
V' contenu dans G ; si W est un sous-espace vectoriel de R™ supplémentaire de V', alors W NG
est un sous-groupe discret de R™, et G est somme directe de V et de W N G.

Exercice. Soit x = (x1,...,2,) € R™ On considere le sous-groupe
G =17Z"+7Zx = {(a1 + aor1,...,an +aor,) ; (ao,...,a,) € Z"*}

de R™.

1. Montrer que G est discret dans R" si et seulement si x € Q™.

2. En déduire que les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) 0 est un point d’accumulation de G

(ii) Pour tout € > 0 il existe des entiers p1,...,pn, ¢, avec ¢ > 0, tels que

0 | <e
<1r£11a§xn|qxl pi| <e

(iii) L’un au moins des n nombres x1, ..., T, est irrationnel.

3. Montrer que G est dense dans R" si et seulement si les nombres 1, z1, ..., z, sont linéairement
indépendants sur Q.

En déduire que pour tout (£1,&) € R? et pour tout € > 0 il existe des entiers rationnels py, ps et
q avec

& —p1—qV2| <€ et [ —p1—qV3[<e

Exercice. On appelle caractére de R™ tout homomorphisme continu de R™ dans R/Z (ou dans
le groupe multiplicatif U des nombres complexes de module 1, cela revient au méme).

1. Vérifier que tout homomorphisme continu du groupe additif R dans lui-méme est une application
R-linéaire, c’est-a~dire de la forme x +— Az, pour un A € R. En déduire d’abord que tout homo-
morphisme continu du groupe additif R dans le groupe multiplicatif R* est de la forme z — e*,
ensuite que tout homomorphisme continu du groupe additif R dans le groupe multiplicatif U est
de la forme z — €***. En déduire que tout homomorphisme continu y : R — R/Z se factorise en
x=soh:

RL R

o~
R/Z

ot s: R — R/Z est la surjection canonique et h : R — R est une application linéaire.
2. Quand u est un élément de R™, Papplication v, de R dans U donnée par z +— ™% (oli u -z
est le produit scalaire standard dans R™) est un caractere de R™. Vérifier qu’on les obtient tous
ainsi. Le noyau de ¢, est {x € R"; u-x € Z}.
3. En déduire que Papplication de Homg (R™, R) dans le groupe des caracteres de R™ qui, & une
forme linéaire ¢, associe x, : © — e2im#(®) est un isomorphisme de groupes. Le noyau de X, est
¢~ (2).
4. Soit G un sous-groupe de type fini de R™. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) G est dense dans R™.
(ii) Pour tout sous-espace vectoriel V' de R™ distinct de R™, on a

rangy(G/GNV) > dimg (R"/V).
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(iii) Pour tout hyperplan H de R", on a rang,(G/GNH) > 2.

(iv) Pour toute forme linéaire non nulle ¢ : R” — R on a ¢(G) ¢ Z.

(v) Pour tout caractére non trivial x de R™, on a x(G) # {1}.

(vi) Choisissons des générateurs g1,...,g¢ de G sur Z et écrivons les coordonnées des g; dans la
base canonique de R™ :

95 = (915, -+ Inj); (1<j<0);

pour tout (sy,...,s¢) dans Z¢ distinct de (0, ...,0), la matrice
g1 0 Jue
gn1 " 9ne
Sl ... sl

est de rang n + 1.
Montrer aussi que dans le cas £ = n + 1, la condition (vi) est équivalente & la suivante :
(vil) Les n + 1 nombres réels

Ah = det(g”> L<i<n s (1 S h S n+ 1)
1<j<n+1, j#h

sont linéairement indépendants sur Q.

Voici une caractérisation des réseaux parmi les sous-groupes discrets d’un sous-espace vectoriel de
R™.

Lemme 3.21. Soient V un sous-espace vectoriel de R™ et soit G un sous-groupe discret de R"™
contenu dans V. Pour que G engendre V' sur R, il faut et il suffit qu’il existe un ensemble borné
B de V tel que

V=|J(B+g)

geG

Démonstration. Si G contient une base {e1,...,e,} de V sur R, alors
B={zxie1+ - +apen; 0<z; <1 (1<i<n)}

convient.

Inversement, si G est contenu dans un sous-espace vectoriel V’ de V avec V' # V, et si
p: V. — W est la projection de V sur un supplémentaire W de V' dans V, alors pour toute
partie B de V on a

p| JB+9) | =pB).
geG

Comme W = p(V) est de dimension > 1, si B est borné, alors p(B) # p(V), donc

UB+g) #V.

geG

52



Soit G un réseau de R™. Pour chaque base e = {ey,...,e,} de G le parallélogramme
Po={zie1+ - 4ape,; 0<z; <1 (1<i<n)}

est un domaine fondamental pour G, c’est-a-dire un systéme complet de représentants des classes
modulo G. En écrivant

R"= | J(Pe+9) (3.22)
geG

on obtient une partition de R™.

Le passage d’une base de GG a une autre se fait avec une matrice de déterminant +1, donc la
mesure de Lebesgue u(Pe) de P, ne dépend pas de e : ce nombre est appelé le volume du réseau
G et noté v(Q).

Voici un exemple des résultats obtenus par Minkowski au XIXeéme siecle comme application de
sa géométrie des nombres.

Théoréme 3.23 (Minkowski). Soient G un réseau de R™ et B un sous-ensemble mesurable de
R™. On suppose p(B) > v(G). Alors il existe x et y distincts dans B tels que x —y € G.

Démonstration. Grace & (3.22) on peut écrire B comme réunion disjointe des BN (Pe + g) avec g
parcourant G. Alors

p(B) =Y n(BN(Pe+g)).
geG

Comme la mesure de Lebesque est invariante par translation on a
(BN (Fe+9) =p((—g+B)NFe).

Les ensembles (—g + B) N Pe sont tous contenus dans Pe et la somme de leurs mesures est u(B) >
1(Pe). Donc ils ne sont pas deux-a-deux disjoints (c’est une des versions du principe des tiroirs de
Dirichlet). 1l existe g # ¢’ dans G tels que

(—g+B)N (=g + B) #0.

Soient x et y dans B tels que —g+x=—¢' +y. Alorsz —y=g—g¢' € G\ {0}.
O

Corollaire 3.24. Soit G un réseau de R"™ et soit B un sous-ensemble mesurable de R"™, convere
et symétrique par rapport 4 lorigine, tel que uw(B) > 2"v(G). Alors BN G # {0}.

Démonstration. On applique le théoreme 3.23 a I’ensemble
1
B’:EB:{xGR"; 2z € B}.

On a u(B') =27"u(B) > v(G), donc il existe x # y dans B’ tels que  —y € G. Alors 2x et 2y sont
dans B, et comme B est symétrique —2y € B. Enfin B est convexe, donc (22—2y)/2 = x—y € GNB.
O

Remarque. Avec les notations du corollaire 3.24, si on suppose que B est une partie compacte de
R™, alors I'inégalité large u(B) > 2"v(G) suffit pour obtenir la conclusion. On le voit par exemple
en appliquant le corollaire 3.24 & (1 + €¢) B avec ¢ — 0.
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3.4.3 Plongements d’un corps de nombres

Nous utiliserons plusieurs fois la remarque suivante : la somme des modules des coefficients
d’un polynoéme
(X —a1) (X —ayp) € C[X]
est majorée par

(I +laal)--- (1 + fem]). (3.25)

Proposition 3.26. L’image de l'anneau des entiers Zjy de k par le plongement canonique o est
un réseau de R™.

Démonstration. Si K est un compact de R, il existe un nombre réel C' > 0 tel que tout (x1,...,2,) €
K vérifie |z;] < C (1 < i <mn).Siz € kesttel que g(z) € K, alors |o;(x)| < Cv/2 pour tout
i=1,...,n. De (3.25) on déduit que pour z € Z; No!(K) la somme des modules des coefficients
du polynéme minimal de x est majorée par (1+C+/2)", donc les polynomes unitaires irréductibles
de Z[X] dont ces x sont racines sont en nombre fini. Ainsi g(Z;) N K est fini, et par conséquent
o(Zy,) est un sous-groupe discret de R™. Comme o est un homomorphisme injectif de Z-modules
et que Zy est de rang n, son image o(Zy) est un sous-groupe de rang n de R™.

O

Le calcul du volume de ce réseau se déduit de la proposition suivante :

Proposition 3.27. Soit M un sous-Z-module libre de k de rang n et soit x1,...,x, une base de
M sur Z. Alors (M) est un réseau de R™ de volume

v(a(M)) = 27" |det(o4(x;))|-
Démonstration. Soit d un entier positif tel que dx; € Zj pour 1 < i < n. Alors dM C Zj. Donc
o(dM) est un sous-groupe d’indice fini de o(Zy), et il résulte de la proposition 3.26 que o(dM) et
o(M) sont des réseaux de R™.

Le volume de o(M) est la valeur absolue du déterminant de la matrice n x n dont la iéme
colonne est

(01(:101»)7 ey o (2), ?R(arlﬂ(xi)),%(orlJrl(xi)), R %(UT1+T2 (:ci)), %(UT1+T2 (xz)))

Par combinaison linéaire des lignes, la valeur absolue de ce déterminant est égale au module du
déterminant de la matrice dont la iéme colonne est

(01 (wi)v <oy 0y (‘ri)7 Ori4+1 (331), (1/2)67‘1-1‘1 (mi)7 s Oty (xi)7 (1/2)57”1-‘”2 (xl))

On en déduit immédiatement :

Corollaire 3.28. Le volume du réseau o(Zy) de R™ est
2—7‘2 |Dk: ‘ 1/2

ot Dy, est le discriminant de k.
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Le plongement canonique d’un corps de nombres est utile pour étudier la structure additive de
I’anneau des entiers. Pour étudier la structure multiplicative on introduit le plongement logarith-
mique X de k : c’est application de k% dans R™ 172 qui envoie x € k* sur

AMz) = (log‘al(x) .- logloy, ()|, 210g| 0y, 41 ()], - . ., 210g |0, 40, (x)’)
Comme .
i=1
si s : R — R est application s(t1,...,tr 4ry) = t1 + <+ + tr 41y, alors pour z € k™ on a
so Az) = log [Ny /q(z)|.
En particulier un élément x de k> vérifie [N /q(z)| = 1, si et seulement si A\(z) appartient a

I'hyperplan H = ker s de R "2 d’équation t1 + -+ + 45, = 0.
Grace au lemme 3.15 on en déduit :

Lemme 3.29. Soit x € Zy, x # 0. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) x € Z}

(i1) Ny jq(x) = =1

(iii) A\(z) € H.

Le résultat suivant, di a Kronecker, nous permettra de déterminer le noyau de la restriction
de X a Z; \ {0} :

Lemme 3.30. Si un entier algébrigue non nul o a tous ses conjugués complexes de modules < 1,
alors a est une racine de 'unité.

Démonstration. L'hypothese sur « et la majoration (3.25) impliquent que la somme des modules
des coefficients des polynémes minimaux des nombres o, m € Z, m > 0, est bornée par 2[Q(®):Ql,
indépendamment de m, donc ces nombres o™ forment un ensemble fini : il existe m # m’ tel que
a™ = am/, d’ou le lemme 3.30.

O

On déduit du lemme 3.30
ZiNker A =k

tors*

Comme la fonction d’Euler ¢(n) tend vers I'infini avec n, le groupe de torsion d’un corps de nombres
est fini (donc cyclique).
3.4.4 Théoréme de Dirichlet

Le théoreme 3.16 de Dirichlet, qui donne la structure du groupe des unités d’un corps de
nombres, est une conséquence de 1’énoncé plus précis suivant :

Théoréme 3.31. L’image \(Zy) de Uanneau des entiers de k par le plongement logarithmique est
un réseau de Uhyperplan H.

La démonstration du théoreme 3.31 va utiliser plusieurs lemmes auxiliaires.

Lemme 3.32. Pour tout compact K de R™7"2 l'ensemble de o € Z] tels que A() € K est fini.
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Démonstration. La majoration (3.25) montre que si K est un compact de R "2 les polynomes
unitaires irréductibles de Z[X] dont les éléments de A™'(K) N Zj, sont racines sont en nombre
fini. O

X
tors

Il résulte du lemme 3.32 que Z; est un groupe de type fini, produit direct du groupe fini k

par un groupe libre de type fini et de rang r < ry +7ro —1:
Z; ~ ki <2

Pour compléter la démonstration des théoremes 3.31 et 3.16 il reste a vérifier que r =ry +1r9 — 1,
c’est-a-dire que Z;° contient rq + ro — 1 éléments multiplicativement indépendants, ce qui revient
encore a dire que A(Z; ) engendre 'hyperplan H sur R. Pour cela on part d’un élément z de H
et on veut montrer qu’il existe un élément de A(Z;’) & distance bornée de z (pour pouvoir utiliser
le lemme 3.21). On construit déja un élément « de Zy tel que A\(«) ne soit pas trop loin de z, on
majore la valeur absolue de la norme de « en utilisant le fait que A(«) est proche de H, et cela
suffit pour approcher (), donc z, par un élément de A(Z; ), grace au lemme 3.33 que voici.

Lemme 3.33. Soit k > 0. Il existe un sous-ensemble fini I' de Zj tel que tout entier a € Zy
vérifiant [Ny q()| < K, puisse s’écrire o = ey avecy €T et e € Z;; .

Démonstration. Le seul élément de Zj de norme 0 est 0. Donc si k < 1 le résultat est vrai avec
I = {0}.

Soit m un entier non nul dans l'intervalle —x < m < k. L’anneau Zy/mZy est fini; il n’y a
donc qu'un nombre fini d’idéaux de Zj qui contiennent mZy. Si o € Zy, vérifie Ny /q (a) = m, alors
m € aZy.

Ceci montre qu’il n’y a qu'un nombre fini d’idéaux principaux de Zj, ayant un générateur dont
la norme a une valeur absolue < k. Pour chacun d’eux on choisit un générateur ~ et on prend pour
I' Pensemble de ces v (sans oublier 0). O

Lemme 3.34. [l existe une constante k > 0 ayant la propriété suivante : si A1,...\, sont des
nombres réels positifs vérifiant A1 --- Ay, = K €t Ay 4rotj = Ari4j pour 1 < j < 1o, alors il existe
a € Zy tel que

0<|oi(a)] <A pour 1<i<n.

Démonstration. Soit K le compact de R™ x C"2 défini par
lz:) <A pour 1<i<r 47

Son volume est

1 ri+re
H(Q)‘i> H TAS = 2" "2,
i=1 Jj=r1+1

On prend & > (2/7)"2|Dy|'/? de telle sorte que ce volume soit > 27172 D;.|'/2. Comme le volume
de o(Zy,) est 2772|Dy|"/? (lemme 3.28), on a pu(K) > 2"v(c(Zy)) et il ne reste plus qu’a appliquer
le théoreme de Minkowski 3.24.

O

Remarque. Sous les hypotheses du lemme 3.34, I'élément o qui est donné par la conclusion
satisfait 1 < [Ny, q(a)| < k.
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Démonstration du théoréme 3.31. Soit (t1,...,tr 4r,) € H. Posonsn; = 1pourl < j <ry,n; =2
pour my < j <1+ 19,

A=Kt/ (1< <7 4m)
et Ari4ratj = A4 pour 1 < j < 79, ol K est la constante dont I'existence est affirmée dans
I’énoncé du lemme 3.34. Alors A; - -- A\, = Kk, donc il existe a € Zy, tel que

0<|oj(a)<A; pour 1<j<n

et 1 <Ny q(a)| < k. Comme t + -+, tr 4, = 0 on en déduit, pour 1 < j <7y + 7,

lo5(@)] = Niyq(a)l [ loa(e)| ™t > x= (= D/mets/ms,
1<i<n
i#j
Cela montre qu’il existe une constante £’ telle que, pour tout (¢y,...,,tm 1) € H, il existe a € Z,
vérifiant [N q(a)| < & et

L m. . < k.
1§jrg,ar}f+r2|t] g loglo(a)l] <

On utilise le lemme 3.33 : soit I" un sous-ensemble fini de Z;, tel que tout élément o € Zj, satisfaisant
INi/q(a)] < Kk s’écrive ey avec € € Z; et v € I'. Alors pour tout t € H il existe y € ' et € € Z]
tels que

It =A(y) = A <+,

ce qui montre que si B désigne la boule de R™ "2 de centre 0 et de rayon

R=+ Y
K+ max [|A()]],

’ Hc | (B+Ae).

GGZ;:

Le lemme 3.21 permet de conclure que A(Z;) est un réseau de H.

O

Définition. Un systéme fondamental d’unités d’un corps de nombres k est un ensemble de r =

r1 + 72 — 1 unités €1,..., ¢, dans Z; dont les images modulo k., forment une base du groupe
7k
k tors

Cela signifie que toute unité e de k peut s’écrire de manieére unique
aq a
e

avec ¢ racine de I'unité et a; € Z.

Soit 11, ..., N, un ensemble de r unités de k. On définit le régulateur R(n1, ..., n,) de ce systéme
d’unités comme le module du déterminant d’un mineur r x r de la matrice (r + 1) x r dont les
colonnes sont

Almj), (A <ji<n).

Le fait que la norme de n; soit &1 montre que tous ces mineurs ont le méme module. Un systeme
de r unités est indépendant (dans le Z-module Z;') si et seulement si son régulateur n’est pas nul.
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Lemme 3.35. Soit €1,...,€. un systéme fondamental d’unités de k et soit n1,...,n,. un systéme
indépendant de r unités de k. Alors le quotient

R(nl,...,ﬂr)/R(El,...,Gr)

est égal a Uindice du sous-groupe de Z;' k(. engendré par les classes de ny, ... 0.

Démonstration. Soit E le sous-groupe de Z; engendré par 71, ...,7n,. D’aprés la proposition 3.14
qui donne la structure des modules sur les anneaux principaux, il existe une base x1,...,x, de
Z] [k, et des entiers positifs ag,...,a, tels que ayz1,...,a,2, soit une base de E/kf .. Alors

lindice de E/ky,, dans Z; k. est aq -+ - ar, et le quotient des régulateurs aussi.

O

En particulier le régulateur d’'un systeme fondamental d’unités de k est le minimum parmi
les régulateurs des systemes indépendants de r unités de k, il ne dépend donc pas du systeme
fondamental choisi : on Pappelle le régulateur de k et on le note Rg. Si r = 0 (c’est-a-dire k = Q
ou si k est un corps quadratique imaginaire) on pose Ry = 1.

3.5 Idéaux d’un corps de nombres
3.5.1 Idéaux entiers

Soient K un corps de nombres, Zx son anneau d’entiers, a un idéal non nul de Zg, a # 0 un
élément de a. Alors Zxa C a. Des propositions 3.12 et 3.14 on déduit que a est un Z-module libre
de rang n = [K : Q]. Par conséquent il existe une base {e1,...,e,} de Zx comme Z-module et
des entiers positifs aq,...,a, tels que {ajey,...,a,e,} soit une base de a sur Z et que a; divise
ai+1 dans Z pour 1 < i < n. On en déduit que le quotient Zg /a est fini avec a; - - - a,, éléments.
Le nombre d’éléments de Zg /a est appelé norme de a et noté N(a).

Le lemme suivant montre que la norme d’un idéal principal est égale a la valeur absolue de la
norme d’un générateur.

Lemme 3.36. Soit K un corps de nombres et soit « € Zi. Alors
N(aZk) = [Ng/q(a)|.

Démonstration. Soit @ € Z k. On utilise la proposition 3.14 : il existe une base {e1,...,e,} de Zx et
des entiers aq, . .., a, tels que {ajeq, ..., a,e, } soit une base de I'idéal aZ k. Soit u 'endomorphisme
du Z-module Zk qui envoie e; sur a;e;. Son image est aZk et sa matrice dans la base {e1,...,e,}
est la matrice diagonale diag(aq,...,ay), donc son déterminant est ay - - - a, = N(aZg). Comme
{aeq,...,ae,} est aussi une base de aZg, il existe un automorphisme v du Z-module aZ g tel que
v(a;e;) = ae;. Alors detv = £1; comme v o u est la restriction de [a] & Zg, le déterminant de u
est aussi égal a =Ny /q(a). O

Soient K un corps de nombres, n = [K : Q] son degré et ¢ : k — R son plongement canonique.

Lemme 3.37. Soit a un idéal non nul de Zy. Alors o(a) est un réseau de R™ de volume
27"2| D |V/?N(a).
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Démonstration. En effet a est un sous-groupe d’indice fini N(a) de Zg, donc g(a) est un sous-
groupe d’indice fini N(a) de o(Zk).
O

Il en résulte que le discriminant de a est | Dy |N(a)?2.

Le théoreme de Minkowski (corollaire 3.24) joint & un petit calcul de volume (voir le livre de
Samuel, § 4.2) donne 1’énoncé suivant, dont nous déduirons plusieurs conséquences ultérieurement
(§ 3.6.5). Quand r1 et ro sont deux entiers > 0 avec n = r; + 2ro > 1 on définit la constante de

Minkowski M (rq,rs) par
4\ n!
M(ri,m2) = () on
T n

On écrit encore M (K) au lieu de M (r1,72) quand K est un corps de nombres de degré n ayant rq
plongements réels et 2ro plongements imaginaires deux-a-deux conjugués.

Théoreme 3.38. Soient K un corps de nombres et a un idéal non nul de Zy . Il existe o € a tel
que
1 < |Ngjq(a)| < M(K)|Dk|"/*N(a).

3.5.2 Idéaux premiers

Soient K un corps de nombres, Zy son anneau d’entiers, p un idéal premier de Zg.

L’injection de Z dans Zy induit une injection de Z/p N Z dans 'anneau Zg /p qui est integre,
donc Z/p N Z est integre et 'idéal p NZ de Z est premier.

Rappelons le résultat élémentaire suivant :

Lemme 3.39. Un anneau fini intégre est un corps.

Démonstration. Si A est un anneau fini inteégre, pour = € A\ {0} 'application y — xy est une
injection de A dans A, donc une bijection. O

Si p est un idéal premier non nul de Zg alors le quotient k = Zx /p est un anneau fini integre,
donc un corps. Le corps fini k = Zg /p est appelé corps résiduel de p. Dans ce cas Z/p NZ est
un sous-corps de k, donc pNZ # {0}. Soit p le générateur positif de Z N p. La caractéristique du
corps résiduel k (on dit encore la caractéristique résiduelle de p) est p. La norme de p est donc p/
ou f = [k :F,] est le degré du corps résiduel.

Si a € p a pour polynéme minimal X™ + a; X™ " + - + a,, (avec m = [Q(a) : Q]) alors a,,
appartient p N Z = pZ, donc N(«a) = (—1)™a,, est divisible par p.

Lemme 3.40. Soient a et b deux idéaux non nuls de Zy. Si a = ab, alors b = Zg.

Démonstration. Soit «q,...,aq, une base de l'idéal a comme Z-module. Comme «a; € ab pour
1 <1 < n, on peut écrire

n
;= Zﬂijaj pour 1<i<n,
j=1

avec des coefficients 3;; dans b. Alors la matrice (3;;) — I a un déterminant nul, d’ot on

1<i,j<n
déduit en développant 1 € b.

O
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Lemme 3.41. Soit a un idéal non nul de Zg et soit p un idéal premier non nul de Zy . On désigne
par k le corps résiduel Zg /p. Alors a/pa est un k-espace vectoriel de dimension > 1.

Démonstration. La structure de Zx-module du quotient a/pa est donnée par un homomorphisme
de Z g-modules
Zyx — Homgz, (a/pa,a/pa)

a (z — ax)

dont le noyau contient p. On en déduit un homomorphisme de Zx-modules de Z i /p dans Homz, (a/pa, a/pa)
qui confere a a/pa une structure de k-espace vectoriel. Le lemme 3.65 implique a # pa, donc la
dimension de ce k-espace vectoriel est > 1. O

Soit p un idéal premier non nul de Zg. En utilisant au choix le lemme 3.65 ou bien le lemme
3.66, on obtient p™ # p™*+! pour tout m > 0. La suite

ZKDPDPQ"'DPmD”'

est donc strictement décroissante. D’aprés le lemme 3.66 le quotient p™ /p™*1 est isomorphe comme
Z -module & Zk /p; il en résulte que la norme de p™ est N(p)™, qui tend vers +oo avec m, donc
I'intersection de tous les p™ est {0}.

Soit a un idéal non nul de Zg. L’ensemble des entiers ¢t > 0 tels que a C p? est non vide (il
contient 0) et fini. On désigne par vp(a) le plus grand de ces entiers :

acCp’ pour 0<t<wp(a) et agp’ pour ¢=uvp(a)+1.

On a vp(a) > 0 si et seulement si a C p. On a aussi vp(ap) = vp(a) + 1, donc vp(p™) = m pour
m > 0. Enfin vp(p’) = 0 si p et p’ sont deux idéaux premiers distincts.

Théoréme 3.42. Soit a un idéal non nul de Zy. L’ensemble des idéaux premiers p de Zy qui
contiennent a est fini et on a
a= H p’Up(a),
p

ot le produit est étendu a l’ensemble des idéaux premiers non nuls de Zg .
De plus une telle décomposition est unique : si on a

a=[]»",
p
ot les ap sont des entiers rationnels > 0 tous nuls sauf un nombre fini, alors ap = vp(a) pour tout

p.

Remarque. Le théoréme 3.67 montre que, sous les hypotheses du lemme 3.66, a/ap est de dimen-
sion 1 comme espace vectoriel sur Zg /p car il n’y a pas d’idéal entre ap et a.

La démonstration du théoréme 3.67 nécessite des préliminaires. Commencons par quelques
lemmes sur les idéaux d’un anneau (unitaire commutatif).

Lemme 3.43. Soit ay,...,a,, des idéaux d’un anneau A et soit p un idéal premier de A contenant
le produit ay - - - ap,. Alors p contient l'un au moins des a;.
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Démonstration. Supposons que p ne contienne aucun des a;. Pour 1 <4 < n il existe a; € a; tel
que «; € p. Alors a; -+ - au, n’appartient pas a p, donc p ne contient pas aj - - - ty,.
O

Lemme 3.44. On suppose A noethérien. Soit a un idéal non nul de A. Il existe des idéaux premiers

non nuls pq,...,p,, de A dont le produit p, ---p,, est contenu dans a.

Démonstration. Soit E 1’ensemble des idéaux non nuls de A qui ne satisfont pas la conclusion. Si
cet ensemble n’était pas vide, comme A est noethérien, il admettrait un élément maximal a. Alors
a n'est pas premier, donc il existe a; et as dans A\ a tels que ayas € a. Posons a; = a + Aa;.
Alors a; et as sont des idéaux contenant strictement a, donc ils n’appartiennent pas & E : chacun
d’eux contient un produit d’idéaux premiers non nuls

aIDpl.'.prrm uZme+1...pn
et a contient ajas, d’ou la contradiction. O
Lemme 3.45. Soit p un idéal premier non nul de Zy . 1l existe v € K \ Zg tel que xp C Z.

Démonstration. Soit o € p \ {0}. D’apres le lemme 3.44 'idéal Z o contient un produit d’idéaux
premiers non nuls. On consideére un tel produit

ZKO‘Dpl"'pm

avec m minimal. Comme Zga C p le lemme 3.43 entraine que p contient I'un des p, - quitte a
changer la numérotation on peut supposer que c’est p;. Comme p; est maximal on a p = p;. Soit
b=py- 9, On a Zga D pb, et le choix de m minimal donne Zxa 2 b. Soit B € b tel que
O&Zka. Alors ¢ = 3/a € K\ Zg vérifie xp C Zg.

O

3.5.3 Idéaux fractionnaires

Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions. Un sous-A-module a non nul de K est
un idéal fractionnaire de K par rapport a A s’il vérifie les propriétés équivalentes suivantes :
(i) Il existe a € A, o # 0 tel que aa C A.
(ii) Il existe B8 € K, 8 # 0 tel que Ba C A.

L’équivalence vient du fait que si fa C A avec 8 € K*, alors on peut écrire 8 = o/ avec « et
v dans A\ {0}, d’olt aa C A.

On dira aussi que a est un idéal fractionnaire de A.

Lemme 3.46. Sia; et as sont des idéauz fractionnaires de A, alors
ap+az, apNag, aas

et
(ig:a0):={z € K; zay Cay}

sont des idéauz fractionnaires de A.
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Démonstration. Si a; et ag sont des éléments non nuls de A\ {0} tels que a; C a; ' A pour i = 1
et i+ = 2, alors a; + dg, a3 Nas et ajas sont des sous-A-modules non nuls de K contenus dans
(041042)_114.

Si ay est un élément non nul de a; et as un élément non nul de A tel que as C a2_1A, alors
ayag est un élément non nul de (a1 : ag) :

ajoay C a1 A C ag.

Si a7 est un élément non nul de A tel que a; C aflA et si as est un élément non nul de as, alors
pour tout = € (a; : az) on a
1027 € vyxray C vy C A,

donc ajas(ay : ag) C A.

On déduit du lemme 3.68 que si a est un idéal fractionnaire de A, alors
(Ata)={z€eK;zaCc A} et (a:a)={z€K; zaCa}

sont des idéaux fractionnaires de A.

Tout sous-A-module de type fini de K non nul est un idéal fractionnaire.

Réciproquement, quand A est un anneau noethérien, tout idéal fractionnaire de A est de type
fini : pour & € A\ {0} les A-modules a et ca sont isomorphes. Donc, quand A est noethérien, un
idéal fractionnaire n’est autre qu'un sous-A-module non nul de type fini de K. Si a admet {a;}
comme partie génératrice et si b est engendré par {b;}, alors a+ b est engendré par {a;} U {b;} et
ab par {a;b;}.

Lemme 3.47. Soit a un idéal non nul de Zy et soit x € K tel que xa C a. Alors x € Zg.

Démonstration. L’hypotheése xa C a entraine, par récurrence sur n, ’*a C a pour tout n > 0. Soit
a € a\{0}. On a az™ € Zk pour tout n > 0, donc Z[z] est un idéal fractionnaire de Z :

Comme Zg est noethérien, Zg[z] est un Zg-module de type fini. Comme c’est aussi un anneau
contenant x, on déduit de la proposition 3.8 que x est entier sur Zy, donc = € Z. O

Le lemme 3.47 montre que sous les hypothéses du lemme 3.45, I’élément x donné dans la
conclusion satisfait xp ¢ p.

Quand K est un corps de nombres, un idéal entier de K est un idéal de Zg, c’est-a-dire un
idéal fractionnaire de Z g contenu dans Zg.

Proposition 3.48. Soit p un idéal premier non nul de Zy. Soit
p'={rxeK; zpCZg}.

Alors p’ est un idéal fractionnaire de Zy qui contient Zy et pp’ = Z.

62



Démonstration. Que p’ = (Zk : p) soit un idéal fractionnaire résulte du lemme 3.68, comme nous
Pavons vu. Il contient évidemment Zx puisque p est un idéal de Zg ; donc p C pp’. Le lemme
3.45 entraine p’ # Zk et le lemme 3.47 livre p’p # p. Comme p C p'p C Zk et que p est un idéal
maximal de Zg, il en résulte que 'on a pp’ = Zx.

O

Le lemme 3.69 signifie que les idéaux premiers non nuls sont inversibles dans le monoide des
idéaux fractionnaires de Zx. L’inverse p’ de p est aussi noté p—' :

pl={reK;apCZg}

Démonstration du théoréme 5.67.
a) Montrons que tout idéal entier non nul de Zx admet une décomposition

a=]]»", (3.49)
p

avec des entiers ap > 0, ou I'ensemble {p ; ap # 0} est un ensemble fini. Pour cela soit F
I’ensemble des idéaux non nuls de Zx qui n’admettent pas une telle décomposition et soit a un
élément maximal de E. Comme 'idéal Zx n’est pas dans E (il est égal au produit vide d’idéaux
premiers), on a a # Zg, donc il existe un idéal premier p de Zy qui contient a. On utilise la
proposition 3.69.

Comme a C p,on a ap~ ' C pp~! = Zg. Ceci montre que ap~! est un idéal de Z.

Comme p~! D Zg,onaap~! Da.

Comme a = ap~'p est dans F, ap~! aussi. Comme a est un élément maximal de E on a donc
ap~ ! =a.

Soit z € p~!;onaza C ap~! = a, donc (lemme 3.47) z € Zg. Cela contredit le lemme 3.45.
Donc F est vide.
b) Montrons que la décomposition (3.49) est unique : si un idéal est produit de deux fagons

distinctes d’idéaux premiers,
a b
[1# =11v".
p p

en ne conservant que les exposants non nuls et en simplifiant les termes communs on trouve
m o b b
p‘lll ;ln _q11 ...pzf
avec des idéaux p; (1 <i <m) et q; (1 <j < /) deux-a-deux distincts et des exposants a;, b; tous
> 0. Alors p; contient le produit d’idéaux premiers qlil ~~~p24, donc il contient I'un d’eux, disons
q;, et comme g; est maximal on a p; = gq;. C’est une contradiction.
c) Il reste a vérifier que dans la décomposition (3.49) on a ap = vp(a) pour tout p idéal premier

non nul de Zg.
Il est clair que si ap > m alors

pm O p™P D
Inversement si p™ D a alors ap > m : cela se voit grace au lemme 3.43 en multipliant les deux
cotés de cette inclusion par p~ “P.
Ainsi a ¢ pap+1, donc ap = vp(a).
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Remarque. La démonstration du lemme 5.66 n’est pas complete. Le fait qu’il n’y ait pas d’idéal de
Zy entre pa et a demande a étre justifiée. On peut le faire de la facon suivante : la démonstration
qui précéde du théoréme 3.67 établit, sans utiliser le lemme 3.60, 'existence et 'unicité de la
décomposition d’un idéal non nul a en produit d’idéaux premiers. On a vérifié que pour chaque
idéal premier non nul p, on a

pPca e pPt 2

Cela justifie la définition de vp(a) et démontre ap = vp(a).

Pour établir le lemme 3.66, on pose m = vp(a). On a vp(ap) = m + 1, donc ap # a. Le
théoréme 3.67 montre qu’il n’y a pas d’idéal entre ap et a. Donc a/ap est de dimension 1 comme
espace vectoriel sur Zg [p.

Petit apercu historique

L’invention de la notion d’idéal provient des recherches au XIXeéme siecle sur le dernier théoreme
de Fermat : il s’agissait de démontrer qu’il n’y a pas d’entiers positifs n > 3, x, y et z satisfaisant
" 4+ y™ = z™. En supposant n impair et en utilisant I'identité

2"yt = (@ Hy) @+ Cy) (@), (= =X

Kummer a démontré en 1844 que ’énoncé de Fermat est vrai pour un exposant premier n = p pour
lequel 'anneau des entiers du corps Q((,) est factoriel ; Dirichlet a alors remarqué que l'existence
d’une décomposition en facteurs irréductibles est toujours vraie, mais que I'unicité n’est pas claire.
C’est des 1844 que Kummer a su qu’il n’y avait pas unicité de la décomposition en éléments
irréductibles dans I’anneau Z[(23]. Il I’a écrit & Liouville en 1847 (& la suite d’une note de G. Lamé
a ’Académie des Sciences le 11 mars 1847), ajoutant qu'il avait trouvé un substitut qui étaient les
"nombres idéaux”. L’idée est la suivante.
Dans le corps k = Q(v/=5) la décomposition en facteurs irréductibles n’est pas unique

21 =3-7=(14+2V-5)(1 - 2V-5).

Kummer affirme qu’il existe des objets qu’il appelle nombres idéaur donnant une décomposition
unique

(21) = pypapshy

qui explique la décomposition précédente :
pipe = (3), Ppsps = (7), pibs = (1 +2vV=5), popy = (1 -2V -5).

Dedekind a précisé cette construction de nombres idéaux. Si a est un nombre idéal, on veut satisfaire
les relations, pour a et b dans Zy,

si ala et a|b alors pour tout A € Zy, et u € Zy, on a alha + pb.

On veut aussi que a soit déterminé par {a € Zj ; ala}. L’idée est donc de considérer les sous-
ensembles a de Zj, qui vérifient la propriété

aca, bea,Ae€Zy, peZy = a+pbea.

Ce sont donc les idéaux de Zy.
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Dans I'exemple précédent on prend
pr=03,1-vV=5), p,=0B,1+Vv-5), p3=(7,3-v-5), p,=(7.3+V-5).

Références : [R], [P], Sk].

Soit K un corps de nombres. Le théoréme 3.67 montre que la propriété (3.1) de multiplicativité
de la norme s’étend aux idéaux de Z :

Corollaire 3.50. Soient a et b deux idéaux de Zy . Alors
N(ab) = N(a)N(b). (3.51)

Démonstration. Gréace au théoreme 3.67 il suffit de vérifier la propriété (3.72) quand b est un idéal
premier. Notons-le p.
L’homomorphisme canonique
ZK/ap — ZK/Cl

est surjectif et a pour noyau a/ap. Le quotient k = Zk /p est un corps fini (ayant N(p) éléments)
et a/ap est un k-espace vectoriel de dimension 1 (car p est maximal - ¢f lemme 3.66 et la remarque
qui suit le théoreme 3.67), donc est isomorphe & k. Ainsi a/ap a N(p) éléments et par conséquent
Zy /ap en a N(a)N(p).

O
Exercice. Soient a un idéal non nul et p un idéal premier non nul de Zg-.
1. Montrer qu’il existe o € a tel que a & ap.
Montrer qu’il existe un idéal b de Z g tel que ab = aZy.
Vérifier a = aZgi + ap.
2. Soient aq,...,ay des représentants des classes de Zx modulo a, avec N = N(a), et soient
b1,...,by des représentants des classes de Zy modulo p, avec M = N(p). Vérifier que {a; +
ab;} sy est un systeme complet de représentants des classes de Zx modulo ap.

Du théoreme 3.67 on déduit que les idéaux fractionnaires de Zy forment un groupe abélien
d’élément neutre Zyx = (1).

Corollaire 3.52. Soit a un idéal fractionnaire de Z . Il existe une décomposition unique
a=][»",
p

ou le produit est étendu a l’ensemble des idéauz premiers non nuls de Zg et les ap sont des entiers
rationnels tels que {p ;ap # 0} soit fini.

Démonstration. Soit a € Zk \ {0} tel que aa C Zg. On décompose les idéaux entiers aZg et aa
en produit d’idéaux premiers, on multiplie par les inverses des idéaux premiers apparaissant dans
la décomposition de aZ g et on trouve la décomposition annoncée de a. L’unicité résulte de ce qui
précede.

O
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On pose encore, avec les notations du corollaire 3.70, vp(a) = ap et
N(a) = [T N ().
p

La norme d’un idéal fractionnaire principal de Z est égale a la norme de K sur Q d’un générateur :
pour tout o € K* on a N(aZg) = Ng/q(a).
Du théoréeme 3.67 on déduit, pour p idéal premier de Z g et a, b idéaux fractionnaires de Zg :

vp(ab) Up(a) +vp(b),
vp(a+b) = min{vp(a),vp(b)},
vp(anb) = max{vp(a),vp(b)}.

Soit p un idéal premier de Zy. On définit l’indice de ramification e(p) de p par e(p) = vp(pZx)
ol p désigne la caractéristique résiduelle de p. Ainsi e(p) > 1.

Soit p un nombre premier et soit pZ 1'idéal principal de Z i qu’il engendre. Le théoreme 3.67
montre qu’il existe une décomposition, unique & ’ordre pres des facteurs,

PZk =p7 Py, (3.53)

ou g est un entier > 1, py,...,p, sont des idéaux premiers de Zk deux-a-deux distincts et €; > 1
est I'indice de ramification de p, (1 <i < g).

Les idéaux py,...,p, sont précisément les idéaux premiers p de Zg tels que p N Z = pZ. On

dit que ce sont les idéaux premiers de Zy au dessus de p. De la décomposition (3.73) on déduit
Zr/pZi ~Zk /] - LK [Py

En utilisant le corollaire 3.71 on obtient, en notant n = [K : Q] et en désignant par f; le degré du
corps résiduel de p;,

Pt = NK/Q(p> = N(p1)€1 s N(pg)eg = p€1f1+-~~+egfg.

Par conséquent
61f1+"'+€gfg:n' (354)

On dit que p; est ramifié au dessus de p si I'exposant e; est > 2. On dit que p est ramifié dans
K si 'un des exposants e; est > 2. On dit encore que p est
- totalement ramifié dans K sie; =n :alorsg=1et f1 =1
- totalement décomposé dans K sig=n:alorse; =---=e, =f1=---=f, =1
- inerte dans K si f{ =n : alors g =1 et e; = 1; cela revient a dire que pZ g est un idéal premier.
Voici ce qui se passe pour les corps quadratiques

Proposition 3.55. Soit d un entier sans facteur carré et soit p un nombre premier impair. Dans
le corps K = Q(\/&), p se décompose de la facon suivante :
(i) Si p divise d, alors p est ramifié dans K :
pZ = p? avec N(p) = p.
(ii) Si <4> =1, alors p est décomposé dans K :

P
pZg = pipy avec N(py) = N(py) =p.

(i) Si % = —1, alors p est inerte dans K :
Py =p.
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Démonstration. Si d = 2 ou 3 (mod 4), alors Zy = Z[Vd]. Sid =1 (mod 4), on a Zy = Z[(1 +
V/d)/2], dans ce dernier cas comme p est un nombre premier impair on peut écrire Zx = Z[v/d] +
pZ . Par conséquent on a toujours

Zx [vZx = ZVA [pZIV) = Z[X]/(p, X* — d) = F,[X]/(X* — d).

- Le polynéme X2 — d a une racine double dans F, si et seulement si p divise d.

- 11 se décompose en deux facteurs linéaires distincts si et seulement si (%) =1.

- Il est irréductible si et seulement si (%) = —1. O

Exercice. Soit d un entier sans facteur carré et soit K le corps quadratique Q(\/g) Vérifier :

(i) 2 est ramifié dans K si et seulement si d = 2 ou 3 (mod 4), c’est-a-dire si et seulement si le
discriminant de K est pair.

(ii) 2 est décomposé dans K si et seulement si d =1 (mod 8).

(iii) 2 est inerte dans K si et seulement si d =5 (mod 8).

3.5.4 Discriminant et ramification
Nous admettrons (provisoirement ?) I’énoncé suivant :

Théoréme 3.56. Soit K un corps de nombres. Les nombres premiers qui se ramifient dans K
sont en mombre fini : ce sont les diviseurs premiers du discriminant Dy .

3.5.5 Classes d’idéaux - théorémes de finitude

Soit K un corps de nombres. Les idéaux fractionnaires de Zy forment un groupe multiplicatif.
Les idéaux fractionnaires principaux (c’est-d-dire monogenes) forment un sous-groupe, et le quo-
tient est le groupe Cl(K) des classes d’idéaur de K. Dire que deux idéaux fractionnaires a et b
sont équivalents signifie qu’il existe a € K, a # 0, tel que a =b - aZk.

Soit a un idéal fractionnaire et soit o un élément non nul de Z g tel que ca soit un idéal entier.
Il résulte de la définition que a est équivalent a ca. Donc toute classe d’équivalence contient un
idéal entier.

Rappelons que M (K) désigne la constante de Minkowski du corps K (théoreme 3.63).

Proposition 3.57. Toute classe d’idéauz contient un idéal entier a de norme N(a) < M (K)|Dg|*/2.

Démonstration. Si a; est un idéal dans la classe considérée, si a est un élément non nul de Zg
tel que l'idéal ay = ozctl_1 soit entier, en appliquant le théoreme 3.63 & as on trouve un élément
B € ag vérifiant |Nx.q(3)| < M(K)|Dx|"/?N(az). Alors a = Ba; ' est équivalent & a; et vérifie la
propriété requise.

O

Théoréme 3.58 (Minkowski). Le groupe C1(K) des classes d’idéauz de K est fini.

Le nombre d’éléments de C1(K) est le nombre de classes du corps K. On le note h(K). Pour
tout idéal fractionnaire a 1'idéal a"(¥) est principal.
Par conséquent 'anneau Zy est principal si et seulement si h(K) = 1.
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Démonstration du théoréme 3.78. La proposition 3.77 montre qu’il suffit de vérifier qu’il n’y a
qu’un nombre fini d’idéaux entiers ayant une norme donnée. Soit donc N un entier non nul (seul
lidéal nul a pour norme 0). Soit a un idéal entier de norme N. Alors a est d’indice N dans Zg
(lemme 3.61), donc a appartient & ’ensemble fini des idéaux de Zx qui contiennent N.

O

Le théoreme 3.63 donne une minoration du discriminant d’un corps de nombres : comme la
norme de l'idéal (1) = Zx vaut 1 on a

|Dx| > M(K)™2. (3.59)

On en déduit |Dg| > 1 pour K # Q, donc il n’y a pas d’extension de Q autre que Q qui ne soit
pas ramifiée.

La minoration (3.79) montre aussi que |Dg| tend vers l'infini quand le degré n de K sur Q
tend vers 'infini. Nous allons en déduire :

Corollaire 3.60 (Hermite). Il n’y a qu’un nombre fini de sous-corps de C de discriminant donné.

Démonstration. Il reste a vérifier qu’il n’y a qu’un nombre fini de corps de nombres de discriminant
et de degré bornés.

Soit K un tel corps. Supposons pour commencer qu’il existe un plongement réel, c’est-a-dire
r1 > 1. Si Ag, A, B sont des nombres positifs, le volume du domaine convexe symétrique

|z1] < Ao, x| <A (2<i<r), |2m+il <B (1<i<rg)

de R™ x C" est 21 Ag A"~} (7B?)™. On prend A = B = 1 et on choisit 4 de telle sorte que ce vo-
lume soit > 2"~"2| D |1/? = 2"v(0(Zk)) (cf. lemme 3.27). Par exemple Ag = 2"+ -"20=72| Dy |1/2]
Alors le théoreme de Minkowski (corollaire 3.24) montre qu’il existe un élément non nul o de Zg
tel que

lo1 ()] < Ag et |oi(a)] <1pour 2 <i<n.

Comme « est entier sur Z et non nul sa norme est un entier de valeur absolue > 1, donc |0y ()| >
1> |oi(a)| pour 2 < i < n. D’apres le lemme 3.2 le polynéme caractéristique de « sur Q est la
puissance [K : Q(«)] du polynéme irréductible de « sur Q. Le fait que o1 () soit distinct des o; ()
pour ¢ # 1 implique donc que « est un générateur de K sur Q. Comme tous ses conjugués sont
bornés en termes de n et de |Dg|, a appartient & un ensemble fini ne dépendant que de n et de
|Dg| (cela résulte de (3.25)).

Supposons maintenant qu’il n’existe pas de plongement de K dans R, autrement dit r; = 0,
n = 2ry. Si Ag, A, B sont des nombres positifs, le volume du domaine convexe symétrique

|21721|<A0, |Zl+21|<A (2§Z§T’1), |ZZ‘<B (2§Z§T’2)

de C™ est AgA(nB?)™2~1. On prend A = 2, B = 1 et on choisit Ag de telle sorte que ce volume
soit > 272| D |Y/2, disons Ag = 2(w/2)"> " |Dg|'/2. Alors il existe a € Zg \ {0} tel que |o;(a)| < 1
pour 2 < i < rg, [Rop(a)] < 1 et |Soi(a)] < Ag/2. On a encore |o1()| = |[71(cr)] > 1 > |0y ()]
pour 2 < ¢ < 7y. De plus o3 (a) n’est pas réel, donc o;(a) # o;(a) pour 2 < ¢ < n. On en déduit
de nouveau que « est un générateur de K qui appartient & un ensemble fini ne dépendant que de
n et de |Dg]| O
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3.5.6 Décomposition des idéaux premiers dans une extension

Soient k; un corps de nombres, ks une extension finie de k; de degré n, p un idéal de Zy, ; on
peut décomposer 'idéal engendré par p dans Zy, sous la forme

g
i=1
ot P, sont des idéaux premiers deux-a-deux distincts de Zy, et ei,..., e, des entiers > 1. Alors

PBi,-.., B, sont les idéaux premiers de Zy, tels que P N Zy, = p. L'entier e; est l'indice de
ramification de B, sur p. Si f; désigne le degré résiduel de P, sur p, c’est-a-dire le degré de
Vextension [Zy, /B, : Zg, /p], alors

g
Zk’z/pzkz = szz/%fi'

=1

Montrons que pour 1 < ¢ < g le quotient Zy, /B;* est un Zy, /p-espace vectoriel de dimension e; f;.
Pour cela on considere la suite de Zy, /p-espaces vectoriels

Zioy /B D Loy /B D+ D Ly /B, O {0}

Le quotient de deux termes consécutifs est isomorphe . / ‘}3;“, qui est un Zy, /P,-espace vectoriel

de dimension 1, donc un Zy, /p-espace vectoriel de dimension f;.

Montrons ensuite que Zg, /pZy, est un Zy, /p espace vectoriel de dimension n. Soit wy, ..., wm
une famille d’éléments de Zj, dont les classes @1, ...,&, modulo pZ, constituent une base du
Zy, /p-espace vectoriel Zy, /pZy,. 1l s’agit de vérifier que wy, ..., w,, est une base de ko sur k;.

On commence par vérifier que {w1,...,wy} est une famille libre sur k. S’il y a une relation
non triviale ajwi + -+ + amwn, = 0 avec des a; dans Zg, non tous nuls, soit a l'idéal de Zy,
engendré par ces coefficients ay, ..., a, et soit a € a=!\ a~tp. Alors aa ¢ p, donc aay,...,aa,,
appartiennent & Zg, mais ne sont pas tous dans p, et la relation cajwy +- - - + @tpmw, =0 (mod p)
donne une contradiction avec 'hypothese que {@1, ..., } est une famille libre sur Zg, /p.

Montrons enfin que la famille {wy,...,w;} engendre ko comme kj-espace vectoriel. Soit M =
Zi,wi+-+Zg,wn et soit N = Zyg, /M. Par hypotheése {@1,...,®,,} est une partie génératrice du
Zy;, /p-espace vectoriel Zy, /pZy,, donc Zy, = M + pZy,. Alors pN = N. Le Lemme de Nakayama
(voir 3.82) implique qu'’il existe & € 1 + p tel que aN = 0. Alors aZy, C M et par conséquent
ko = kiwy + - - 4+ kiw,,. En particulier m = n.

De ceci on déduit une généralisation de (3.74) :

erfi + -+ egfg =n.

69



Université P. et M. Curie (Paris VI), Michel Waldschmidt

Deuxiéme semestre 2006,/2007 date de mise a jour: 24/04/2007
Master de sciences et technologies lere année - Mention : Mathématiques et applications
Spécialité : Mathématiques Fondamentales MO11 : Théorie des nombres (12 ECTS)

Troisiéme partie : Arithmétique des Corps de Nombres

Fascicule 7 : section 3.5 (11 pages)

3.6 Idéaux d’un corps de nombres
Petit apercu historique

L’invention de la notion d’idéal provient des recherches au XIXeme siecle sur le dernier théoréme
de Fermat : il s’agissait de démontrer qu’il n’y a pas d’entiers positifs n > 3, x, y et z satisfaisant
2" 4+ y™ = 2". En supposant n impair et en utilisant I'identité

2yt = (@t y) (@) @+ CTNy), (=G =B

Kummer a démontré en 1844 que 1’énoncé de Fermat est vrai pour un exposant premier n = p pour
lequel 'anneau des entiers du corps Q((,) est factoriel ; Dirichlet a alors remarqué que l'existence
d’une décomposition en facteurs irréductibles est toujours vraie, mais que l'unicité n’est pas claire.
C’est des 1844 que Kummer a su qu’il n’y avait pas unicité de la décomposition en éléments
irréductibles dans ’anneau Z[(23]. Il I’a écrit & Liouville en 1847 (& la suite d’une note de G. Lamé
a I’Académie des Sciences le 11 mars 1847), ajoutant qu’il avait trouvé un substitut qui étaient les
"nombres idéaux”. L’idée est la suivante.
Dans le corps k = Q(v/=5) la décomposition en facteurs irréductibles n’est pas unique

21 =3-7=(14+2vV-5)(1 — 2v/-5).

Kummer affirme qu’il existe des objets qu’il appelle nombres idéauxr donnant une décomposition
unique

(21) = p1p2bshy
qui explique la décomposition précédente :

pipa=(3), Paps=(7), Pz =(1+2V=F), pop,=(1—-2V-5).

Dedekind a précisé cette construction de nombres idéaux. Si a est un nombre idéal, on veut satisfaire
les relations, pour a et b dans Zy,

si ala et a|b alors pour tout A € Zy, et u € Zy, on a alha + pb.

On veut aussi que a soit déterminé par {a € Zj ; ala}. L’idée est donc de considérer les sous-
ensembles a de Zj, qui vérifient la propriété

aca, beaAe€Zy, peZy = a+pbea.
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Ce sont donc les idéaux de Zy,.
Dans 'exemple précédent on prend

pr=0B,1-V=5), py=0B1+V=5), p3=(7,3—V=5), p,=(7,3+vV-5).
Références : [R], [P], Sk].

3.6.1 Idéaux entiers

Soient K un corps de nombres, Zx son anneau d’entiers.

Lemme 3.61. Soit o € Zg . Alors Zi /aZy a |Ng,q(a)| éléments.

Démonstration. On utilise la proposition 3.14 : il existe une base {ej,...,e,} de Zk et des entiers
ai,...,an tels que {ajeq,...,ane,} soit une base de l'idéal aZg. Soit u 'endomorphisme du Z-
module Zx qui envoie e; sur a;e;. Son image est aZk et sa matrice dans la base {ej,...,e,}
est la matrice diagonale diag(ay,...,a,), dont le déterminant est a1 ---a, = N(aZg). Comme
{aeq,...,ae,} est aussi une base de aZg, il existe un automorphisme v du Z-module aZ g tel que
v(a;e;) = ae;. Alors detv = +1; comme v o u est la restriction de [a] & Zg, le déterminant de u
est aussi égal a =Ny /q(a). O

Soit a un idéal non nul de Z g, o # 0 un élément de a. Alors Zxa C a. Des propositions 3.12 et
3.14 on déduit que a est un Z-module libre de rang n = [K : Q]. Par conséquent il existe une base
{e1,...,en} de Zg comme Z-module et des entiers positifs ay,...,a, tels que {ajer,...,anen}
soit une base de a sur Z et que a; divise a;41 dans Z pour 1 < ¢ < n. On en déduit que le quotient
Zk/a est fini avec ag - - a, éléments. Le nombre d’éléments de Zy /a est appelé norme de a et
noté N(a).

Le lemme 3.61 montre que la norme d’un idéal principal est égale a la valeur absolue de la
norme de K sur Q d’un générateur.

Si a et b sont deux idéaux de Zgx avec a C b, alors les surjections canoniques de Zy sur les
quotients induisent une surjection de Zg /a sur Zg /b, donc N(b) divise N(a).

Soient n = [K : Q] le degré de K et ¢ : K — R™ son plongement canonique.

Lemme 3.62. Soit a un idéal non nul de Zg. Alors a(a) est un réseau de R™ de volume
27"2| D |V?N(a) et le discriminant de a est DxgN(a)?. .

Démonstration. Le corollaire 3.28 donne le résultat quand a = Z . Dans le cas général, a est un
sous-groupe d’indice fini N(a) de Zg, donc og(a) est un sous-groupe d’indice fini N(a) de o(Z k).
O

Quand r; et 75 sont deux entiers > 0 avec n = 71 +2r, > 1 on définit la constante de Minkowski
M(rq,79) par §
4\ n!
M(ry,r2) = <ﬂ> T

On écrit encore M (K) au lieu de M (r1,72) quand K est un corps de nombres de degré n ayant rq
plongements réels et 2r, plongements imaginaires deux-a-deux conjugués.
Nous déduirons ultérieurement (§ 3.6.5) plusieurs conséquences du lemme suivant.
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Théoréme 3.63. Soient K un corps de nombres et a un idéal non nul de Zy . 1l existe o € a tel
que
1 < |Nijq(@)| < M(K)|Dk|"*N(a).

Démonstration. Nous renvoyons au livre de Samuel (§ 4.2) pour la démonstration. Le principe
consiste a écrire les conditions que doit satisfaire un élément de a pour que sa norme vérifie la
majoration requise : cela définit dans R™ x C"2 un domaine symétrique conveze. Pour assurer, en
utilisant le théoreme de Minkowski (corollaire 3.24), que ce domaine contient un élément non nul

de I'image par le plongement logarithmique de ’idéal a, il reste a faire un petit calcul de volume.
O

3.6.2 Idéaux premiers

Soient K un corps de nombres, Zy son anneau d’entiers, p un idéal premier non nul de Zg.
Si @ € p a pour polynome minimal X™ + a1 X™ ! + .-+ + a,, (avec m = [Q(«) : Q]) alors an,
appartient p N'Z donc cette intersection n’est pas résuite a 0.

L’injection de Z dans Zy induit une injection de Z/p NZ dans 'anneau Zy /p qui est intégre,
donc Z/p N Z est integre et 'idéal p N Z de Z est premier non nul.

Rappelons le résultat élémentaire suivant :

Lemme 3.64. Un anneau fini intégre est un corps.

Démonstration. Si A est un anneau fini inteégre, pour = € A\ {0} l'application y — xy est une
injection de A dans A, donc une bijection. O

Si p est un idéal premier non nul de Zg, le corps fini k = Zg /p est appelé corps résiduel de
p. Dans ce cas Z/p N Z est un sous-corps de k, donc le générateur positif de Z N p est un nombre
premier p qui est appelé la caractéristique du corps résiduel k (on dit encore la caractéristique
résiduelle de p). La norme de p est donc p/ olt f = [k : F,] est le degré du corps résiduel.

Lemme 3.65. Soient a et b deuzx idéaux non nuls de Zy. Si a = ab, alors b = Zy.

Démonstration. Soit «aq,...,a, une base de l'idéal a comme Z-module. Comme «; € ab pour
1 < i < n, on peut écrire

n
o = Z/Bijaj pour 1<i<n,
Jj=1

avec des coefficients 3;; dans b. Alors la matrice (ﬂij) — I a un déterminant nul, d’out on

déduit en développant 1 € b.

1<i,j<n
O

Soient A est un anneau, M un A-module et a un idéal de A différent de A. Alors aM est un
sous-module de M et le quotient M/aM est un A-module. Montrons que M/alM a une structure
naturelle de A/a-module.

En effet, la structure de A-module du quotient M/aM est donnée par un homomorphisme de

A-modules
A — Homa(M/aM,M/aM)

a (z — ax)
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dont le noyau contient a. On en déduit un homomorphisme de A-modules de A/a dans Hom 4 (M /aM, M /aM)
qui confere & M/aM la structure de A/a-module annoncée.

En particulier si a est un idéal maximal p de A alors M/pM a une structure naturelle d’espace
vectoriel sur le corps A/p.

On applique ceci avec A = Z.

Lemme 3.66. Soit a un idéal non nul de Zy et soit p un idéal premier non nul de Zy . On désigne
par k le corps résiduel Z [p. Alors a/pa est un k-espace vectoriel de dimension > 1.

Démonstration. Le lemme 3.65 implique a # pa, donc la dimension de ce k-espace vectoriel est
> 1. O

En fait il va résulter de ce qui suit que la dimension de cet espace vectoriel est 1.
Soit p un idéal premier non nul de Zg. En utilisant au choix le lemme 3.65 ou bien le lemme
3.66, on obtient p™ # p™*+! pour tout m > 0. La suite

ZKDPDPZ"'DPmD"'

est donc strictement décroissante. D’aprés le lemme 3.66 le quotient p™ /p™*1 est isomorphe comme
Z -module & Zg /p; il en résulte que la norme de p™ est N(p)™.

L’intersection de tous les p™ est {0} : en effet, quand b est un idéal de Zk distinct de Zg et «
est un élément non nul de b, le plus grand entier m tel que o € b™ est borné par la condition que
N(b)™ divise Ng/q(a).

Soit @ un idéal non nul de Zg. L’ensemble des entiers ¢ > 0 tels que a C p’ est non vide (il
contient 0) et fini. On désigne par vp(a) le plus grand de ces entiers :

acCp’ pour 0<t<wvp(a) et agpt pour t=wvp(a)+ 1.

On a vp(a) > 0 si et seulement si a C p. On a aussi vp(ap) = vp(a) + 1, donc vp(p™) = m pour
m > 0. Enfin vp(p’) = 0 si p et p’ sont deux idéaux premiers distincts.

Théoréme 3.67. Soit a un idéal non nul de Zg. L’ensemble des idéaux premiers p de Zy qui
contiennent a est fini et on a
a= H p’t)p(a)’
p

ot le produit est étendu a l’ensemble des idéauxr premiers non nuls de Z .
De plus une telle décomposition est unique : si on a

a=]]r",
p
ou les ap sont des entiers rationnels > 0 tous nuls sauf un nombre fini, alors ap = vp(a) pour tout

p.

Remarque. Le théoréme 3.67 montre que, sous les hypotheéses du lemme 3.66, a/ap est de dimen-
sion 1 comme espace vectoriel sur Zg /p car il n’y a pas d’idéal entre ap et a.

Pour une démonstration du théoreme 3.67, voir par exemple le livre de Samuel.
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3.6.3 Idéaux fractionnaires

Soient A un anneau inteégre, K son corps des fractions. Un sous-A-module @ non nul de K
est un idéal fractionnaire de K par rapport a A s’il vérifie les propriétés équivalentes suivantes :
(i) Il existe a € A, o # 0 tel que aa C A.

(ii) Il existe B8 € K, 8 # 0 tel que Ba C A.

L’équivalence vient du fait que si fa C A avec 8 € K*, alors on peut écrire § = o/ avec « et
v dans A\ {0}, d’olt aa C A.

On dira aussi que a est un idéal fractionnaire de A.

Lemme 3.68. Sia; et as sont des idéauz fractionnaires de A, alors
a; +ag, apNaz, 0109

et
(ip:a0):={z € K; zay Cay}

sont des idéaux fractionnaires de A.

Démonstration. Si oy et oy sont des éléments non nuls de A\ {0} tels que a; C o; *A pour i = 1
et ¢ = 2, alors a; + as, a3 Nas et ajas sont des sous-A-modules non nuls de K contenus dans
(041012)7114.

Si v est un élément non nul de A tel que a; C aflA et si as est un élément non nul de as,
alors pour tout « € (a1 : az) on a

Qa2 € aqzxay C aja; C A,

donc ajas(a; : az) C A.
Il reste & vérifier que le A-module (a; : as) n’est pas nul. Si a; est un élément non nul de a; et
o un élément non nul de A tel que ay C a;lA, alors ajas est un élément non nul de (a; : ag) :

ajoay C a1 A C ag.

On déduit du lemme 3.68 que si a est un idéal fractionnaire de A, alors
(Ara)={z e K;2aCA} e (a:a)={reK; zacCa}

sont des idéaux fractionnaires de A.

Tout sous-A-module de type fini de K non nul est un idéal fractionnaire.

Réciproquement, quand A est un anneau noethérien, tout idéal fractionnaire de A est de type
fini : pour @ € A\ {0} les A-modules a et aa sont isomorphes. Donc, quand A est noethérien, un
idéal fractionnaire n’est autre qu'un sous-A-module non nul de type fini de K. Si a admet {a;}
comme partie génératrice et si b est engendré par {b;}, alors a + b est engendré par {a;} U{b;} et
ab par {azbj}

Quand K est un corps de nombres, un idéal entier de K est un idéal de Z, c’est-a-dire un
idéal fractionnaire de Z g contenu dans Zg.
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Proposition 3.69. Soit p un idéal premier non nul de Zy . Soit
p'={reK; zpCZg}.
Alors p’ est un idéal fractionnaire de Zy qui contient Zy et pp’ = Z.

Du théoreme 3.67 on déduit que les idéaux fractionnaires de Zy forment un groupe abélien
d’élément neutre Zx = (1).

Théoréme 3.70. Soit a un idéal fractionnaire de Z . Il existe une décomposition unique
a=[]»",
p

ou le produit est étendu a l’ensemble des idéauz premiers non nuls de Zg et les ap sont des entiers
rationnels tels que {p ;ap # 0} soit fini.

Démonstration. Soit a € Zk \ {0} tel que aa C Zg. On décompose les idéaux entiers aZg et aa
en produit d’idéaux premiers, on multiplie par les inverses des idéaux premiers apparaissant dans
la décomposition de aZ g et on trouve la décomposition annoncée de a. L’unicité résulte de ce qui
précede.

O

Soit K un corps de nombres. Le théoréme 3.67 montre que la propriété (3.1) de multiplicativité
de la norme s’étend aux idéaux de Zg :

Corollaire 3.71. Soient a et b deux idéaux de Zx . Alors
N(ab) = N(a)N(b). (3.72)

Démonstration. Grace au théoreme 3.67 il suffit de vérifier la propriété (3.72) quand b est un idéal
premier. Notons-le p.
L’homomorphisme canonique
Zi/ap — Zi/a

est surjectif et a pour noyau a/ap. Le quotient k = Zk /p est un corps fini (ayant N(p) éléments)
et a/ap est un k-espace vectoriel de dimension 1 (car p est maximal - cf lemme 3.66 et la remarque
qui suit le théoreme 3.67), donc est isomorphe & k. Ainsi a/ap a N(p) éléments et par conséquent
Zy /ap en a N(a)N(p).

O

Grace au corollaire 3.71 on peut étendre la définition de la norme aux idéaux fractionnaires.
Avec les notations du corollaire 3.70, on pose vp(a) = ap et

N(a) = [ N(p).
p

La norme d’un idéal fractionnaire principal de Zy est égale a la valeur absolue de la norme de K
sur Q d'un générateur : pour tout o € K* on a N(aZg) = [Ng/q(a)|.

Le lemme 3.69 signifie que les idéaux premiers non nuls sont inversibles dans le monoide des
idéaux fractionnaires de Zx. L’inverse p’ de p est aussi noté p~—! :

pt={re€K; xpCZg}
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Exercice. Soient a un idéal non nul et p un idéal premier non nul de Zg-.

1. Montrer qu’il existe a € a tel que a & ap.

Montrer qu’il existe un idéal b de Zy tel que ab = aZx.

Vérifier a = aZk + ap.

2. Soient aq,...,ay des représentants des classes de Zx modulo a, avec N = N(a), et soient
b1,...,bar des représentants des classes de Z modulo p, avec M = N(p). Vérifier que

{ai + Oébj} fg;éﬁ
est un systeme complet de représentants des classes de Zx modulo ap.

Du théoreme 3.67 on déduit, pour p idéal premier de Zx et a, b idéaux fractionnaires de Zy :

vp(ab) = vp(a) Jrvp(b),
vp(a+b) = min{vp(a),vp(b)},
Up(aﬂ by = max{vp(a),vp(b)}.

Soit p un idéal premier de Zy. On définit l’indice de ramification e(p) de p par e(p) = vp(pZx)
ou p désigne la caractéristique résiduelle de p. Ainsi e(p) > 1.

Soit p un nombre premier et soit pZ 1’idéal principal de Z i qu’il engendre. Le théoreme 3.67
montre qu’il existe une décomposition, unique & ’ordre pres des facteurs,

pZi = p§t - pSo, (3.73)

ou g est un entier > 1, py,...,p, sont des idéaux premiers de Zk deux-a-deux distincts et e; > 1
est I'indice de ramification de p, (1 <i < g).

Les idéaux py,...,p, sont précisément les idéaux premiers p de Zy tels que pNZ = pZ. On

dit que ce sont les idéaux premiers de Zy au dessus de p. De la décomposition (3.73) on déduit

Zk /vl ~= L [Py - LK /pg.

En notant n = [K : Q], en désignant par f; le degré du corps résiduel de p; et en utilisant le
corollaire 3.71, on obtient

p" =Ng/q(p) = N(p,) ---N(p,)s = p/1tFeals,

Par conséquent
e1fi+ - +egfy=n. (3.74)

On dit que p; est ramifié au dessus de p si I'exposant e; est > 2. On dit que p est ramifié dans
K si 'un des exposants e; est > 2. On dit encore que p est
- totalement ramifié dans K sie; =n :alorsg=1et f1 =1
- totalement décomposé dans K sig=n:alorse;=---=¢e, =f1=---=f, =1
- inerte dans K si fi =n : alors g =1 et e; = 1; cela revient a dire que pZ g est un idéal premier.
Voici ce qui se passe pour les corps quadratiques

Proposition 3.75. Soit d un entier sans facteur carré et soit p un nombre premier impair. Dans
le corps K = Q(\/Zi), p se décompose de la facon suivante :
(i) Si p divise d, alors p est ramifié dans K :
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pZ = p? avec N(p) = p.
(ii) Si (%) =1, alors p est décomposé dans K :
pZg = p1py avec N(py) = N(py) = p.
(iii) Si (g) = —1, alors p est inerte dans K :
PZyg =9p.
Démonstration. Si d =2 ou 3 (mod 4), alors Zyx = Z[Vd]. Si d = 1 (mod 4), on a Zy = Z[(1

V/d) /2], dans ce dernier cas comme p est un nombre premier impair on peut écrire Zx = Z[/d]
pZ . Par conséquent on a toujours

Z /pZx = ZVd)/pZIVd) ~ Z[X]/(p, X* — d) =~ F,[X]/(X* — d).

+
+

- Le polynéme X2 — d a une racine double dans F, si et seulement si p divise d.

- Il se décompose en deux facteurs linéaires distincts si et seulement si <%) =1.

- Il est irréductible si et seulement si (%) =-1. O

Exercice. Soit d un entier sans facteur carré et soit K le corps quadratique Q(\/g) Vérifier :

(i) 2 est ramifié dans K si et seulement si d = 2 ou 3 (mod 4), c’est-a-dire si et seulement si le
discriminant de K est pair.

(ii) 2 est décomposé dans K si et seulement si d =1 (mod 8).

(iii) 2 est inerte dans K si et seulement si d =5 (mod 8).

3.6.4 Discriminant et ramification
Nous admettrons 1’énoncé suivant :

Théoréme 3.76. Soit K un corps de nombres. Les nombres premiers qui se ramifient dans K
sont en mombre fini : ce sont les diviseurs premiers du discriminant Dy .

3.6.5 Classes d’idéaux - théorémes de finitude

Soit K un corps de nombres. Les idéaux fractionnaires de Z g forment un groupe multiplicatif.
Les idéaux fractionnaires principaux (c’est-a-dire monogenes) forment un sous-groupe, et le quo-
tient est le groupe CI(K) des classes d’idéaux de K. Dire que deux idéaux fractionnaires a et b
sont €quivalents signifie qu'il existe « € K, a # 0, tel que a =b - aZy.

Soit a un idéal fractionnaire et soit o un élément non nul de Z g tel que ca soit un idéal entier.
Il résulte de la définition que a est équivalent a ca. Donc toute classe d’équivalence contient un
idéal entier.

Rappelons que M (K) désigne la constante de Minkowski du corps K (théoréeme 3.63).

Proposition 3.77. Toute classe d’idéaux contient un idéal entier a de norme N(a) < M(K)|Dg|'/?.

Démonstration. Si a; est un idéal dans la classe considérée, si a est un élément non nul de Zg
tel que l'idéal a; = aafl soit entier, en appliquant le théoréeme 3.63 a as on trouve un élément
B € ay vérifiant [Ng.q(B)| < M(K)|Dx|'/?N(ay). Alors a = Ba, ' est équivalent & a; et vérifie la
propriété requise.

O

66



Théoréme 3.78 (Minkowski). Le groupe CI(K) des classes d’idéauzr de K est fini.

Le nombre d’éléments de C1(K) est le nombre de classes du corps K. On le note h(K). Pour
tout idéal fractionnaire a I'idéal a™*) est principal.
Par conséquent Panneau Zg est principal si et seulement si h(K) = 1.

Démonstration du théoréme 3.78. La proposition 3.77 montre qu’il suffit de vérifier qu’il n’y a
qu’un nombre fini d’idéaux entiers ayant une norme donnée. Soit donc N un entier non nul (seul
I'idéal nul a pour norme 0). Soit a un idéal entier de norme N. Alors a est d’indice N dans Zg

(lemme 3.61), donc a appartient & 1’ensemble fini des idéaux de Zx qui contiennent N.
O

Le théoreme 3.63 donne une minoration du discriminant d’'un corps de nombres : comme la
norme de l'idéal (1) = Zg vaut 1 on a

|Dg| > M(K)™2. (3.79)

On en déduit |Dg| > 1 pour K # Q, donc il n’y a pas d’extension de Q autre que Q qui ne soit
pas ramifiée.

La minoration (3.79) montre aussi que |Dg| tend vers 'infini quand le degré n de K sur Q
tend vers I'infini. Nous allons en déduire :

Corollaire 3.80 (Hermite). Il n’y a qu’un nombre fini de sous-corps de C de discriminant donné.

Démonstration. Il reste a vérifier qu’il n’y a qu'un nombre fini de corps de nombres de discriminant
et de degré bornés.

Soit K un tel corps. Supposons pour commencer qu’il existe un plongement réel, c’est-a-dire
r1 > 1. Si Ag, A, B sont des nombres positifs, le volume du domaine convexe symétrique

|l‘1| < AQ, |$1‘ <A (2 <1< ’/‘1), ‘JZ,-]_H" < B (1 <1< 7“2)

de R™ x C" est 21 AgA" (7 B?)™. On prend A = B = 1 et on choisit Ay de telle sorte
que ce volume soit > 2" "2|Dg|'/2 = 2"v(0(Zk)) (cf. Proposition 3.27). Par exemple Ay =
ontl=ri—rar=r2| D |1/2. Alors le théoreme de Minkowski (corollaire 3.24) montre qu’il existe un
élément non nul a de Zg tel que

lo1(a)] < Ag et |o;(a)] <1 pour2<i<m.

Comme « est entier sur Z et non nul sa norme est un entier de valeur absolue > 1, donc |0 (a)| >
1 > |o;(a)| pour 2 < 4 < n. D’apres le lemme 3.2 le polynéme caractéristique de o sur Q est la
puissance [K : Q(«)] du polynome irréductible de a sur Q. Le fait que o7 () soit distinct des o;(«)
pour i # 1 implique donc que « est un générateur de K sur Q. Comme tous ses conjugués sont
bornés en termes de n et de |Dg/|, @ appartient & un ensemble fini ne dépendant que de n et de
|Dk| (cela résulte de (3.25)).

Supposons maintenant qu’il n’existe pas de plongement de K dans R, autrement dit r; = 0,
n = 2rs. Si Ag, A, B sont des nombres positifs, le volume du domaine convexe symétrique

|2’1—21|<A0, |21+51|<A (2§i§r1), |Zi‘<B (2§i§7"2)
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de C™ est AgA(rB?)™~!. On prend A = 2, B = 1 et on choisit A de telle sorte que ce volume
soit > 272| D |'/2, disons Ag = 2(m/2)"2 " | D |'/2. Alors il existe a € Zg \ {0} tel que |o;(a)| < 1
pour 2 < i < rg, Rop(a)] <1 et |Sor(a)] < Ag/2. On a encore |o1(a)| = |[71(c)] > 1 > |oy(c)]
pour 2 < ¢ < r9. De plus o1(a) n’est pas réel, donc o1(a) # o4(a) pour 2 < i < n. On en déduit
de nouveau que « est un générateur de K qui appartient & un ensemble fini ne dépendant que de
n et de |Dk| O

3.6.6 Décomposition des idéaux premiers dans une extension

Soient k; un corps de nombres, ks une extension finie de k; de degré n, p un idéal de Zy, ; on
peut décomposer 'idéal engendré par p dans Zy, sous la forme

g
i=1
ot P, sont des idéaux premiers deux-a-deux distincts de Zy, et eq,..., e, des entiers > 1. Alors

PBi,-.., B, sont les idéaux premiers de Zy, tels que P N Zy, = p. L'entier e; est l'indice de
ramification de B, sur p. Si f; désigne le degré résiduel de P, sur p, c’est-a-dire le degré de
Vextension [Zy, /B, : Zg, /p], alors

g
Z/f?,/pzk'z = szz/;‘p?'

=1

Montrons que pour 1 < ¢ < g le quotient Zy, /B;* est un Zg, /p-espace vectoriel de dimension e; f;.
Pour cela on considere la suite de Zy, /p-espaces vectoriels

Zioy /B D Loy /B D+ D Ly /B, O {0}

Le quotient de deux termes consécutifs est isomorphe . / ‘}3;+1, qui est un Zy, /P,-espace vectoriel

de dimension 1, donc un Zy, /p-espace vectoriel de dimension f;.

Montrons ensuite que Zg, /pZy, est un Zy, /p espace vectoriel de dimension n. Soit wy, ..., wm
une famille d’éléments de Zj, dont les classes @1, ...,&, modulo pZj, constituent une base du
Zy, /p-espace vectoriel Zy, /pZy,. 1l s’agit de vérifier que wy, ..., w,, est une base de ko sur k;.

On commence par vérifier que {w1,...,wy} est une famille libre sur k. S’il y a une relation
non triviale ajwy + -+ + amwn, = 0 avec des a; dans Zg, non tous nuls, soit a l'idéal de Zy,
engendré par ces coefficients ay, ..., a,, et soit a € a=*\ a~!p. Alors aa ¢ p, donc aay, ..., aa,
appartiennent & Zg, mais ne sont pas tous dans p, et la relation cajw; +- - - + aapmw, =0 (mod p)
donne une contradiction avec 'hypothese que {@1,...,o,,} est une famille libre sur Zg, /p.

Montrons enfin que la famille {wy,...,w; } engendre ko comme kj-espace vectoriel. Soit M =
Zi, w1+ +Zg,wn et soit N = Zy, /M. Par hypotheése {@1, ..., } est une partie génératrice du
Zy;, /p-espace vectoriel Zy, /pZy,, donc Zy, = M + pZy,. Alors pN = N. Le Lemme de Nakayama
(voir 3.82) implique qu’il existe &« € 1+ p tel que N = 0. Alors aZy, C M et par conséquent
ko = kywy + -+ 4+ k1w,,. En particulier m = n.

De ceci on déduit une généralisation de (3.74) :

61f1+...+egfg:n, (381)
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Lemme 3.82 (de Nakayama). Soient A un anneau, a un idéal de A et M un A-module de type
fini. On suppose aM = M. Alors il existe un élément o € 1 + a tel que aM = 0.

Démonstration. Soit mq, ..., m, une famille génératrice du A-module M. Par hypothese il existe
des éléments x;; dans a (1 <4, <n) tels que

n
mi:ZJ?ijmj (1§z§n)
j=1

Soit M la matrice (xij) et soit a le déterminant de I,, — M. Alors « appartient a 1 + a et

aM = 0.

1<i,j<n
O

Dans le cas particulier ou 'extension L/ K est galoisienne le groupe de Galois agit transitivement
sur les idéaux de L au dessus d’un idéal donné de K et il conserve les indices de ramification et
des caractéristiques résiduelles : la formule (3.81) s’écrit alors simplement efg = n.

Définition. Un anneau de Dedekind est un anneau noethérien, intégralement clos, dans lequel
tout idéal fractionnaire est inversible.

Théoréme 3.83. Soient A un anneau de Dedekind de caractéristique nulle, K son corps des
fractions, L une extension finie de K. Alors la fermeture intégrale de A dans L est un anneau de

Dedekind.

En particulier (A = Z, K = Q) l'anneau des entiers d’un corps de nombres est un anneau de
Dedekind.
Dans un anneau de Dedekind, tout idéal fractionnaire non nul s’écrit de maniere unique

a=[]s".
P

ol p décrit les idéaux premiers non nuls de A et ot les ap sont des entiers rationnels tous nuls sauf
un nombre fini.
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4 Théorie analytique des nombres

4.1 La fonction zéta de Riemann et le théoréme des nombres premiers
Pour = > 0 on désigne par m(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x :

m(z)=> 1. (4.1)

p<z

Ainsi 7(10) =4, 7(100) = 25, 7(1000) = 168, w(10000) = 1229.
Le théoreme des nombres premiers, conjecturé par Gauss en 1792, a été démontré par Hadamard
et de la Vallée Poussin en 1896. Il s’énonce :

Théoréme 4.2 (Théoréme des nombres premiers). Pour z — 0o on a

()

T

~ log:c.

Une approximation de 7(z) meilleure que =/ log x est donnée par la fonction logarithme intégral

Todt
o= [
5 logt
La démonstration de Hadamard et de la Vallée Poussin repose sur ’analyse complexe et la
fonction zéta de Riemann. La série ) ., n~° converge normalement, donc uniformément pour s

dans un compact du demi plan s > 1. Par conséquent elle définit une fonction analytique dans
ce demi-plan qui est la fonction zéta (introduite par Riemann en 1859 dans son unique article de

théorie des nombres) :
1
(s) =" vl
n>1

Les valeurs de cette fonction pour s réel positif avaient déja été étudiées par Euler en 1736. Il
montrait notamment que pour s entier positif pair le quotient {(s)/7® est un nombre rationnel.
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Par exemple ((2) = 72/6, ((4) = 7*/90. Euler ne s’est pas contenté d’étudier les valeurs de cette
fonction pour s positif, il a aussi considéré le cas des entiers négatifs (ou la série diverge), par
exemple ((0) = —1/2, ((—1) = —1/12. 1l a établi que ¢ s’annule en les entiers négatifs pairs et
prend une valeur rationnelle non nulle en les entiers négatifs impairs.

Le théoréme fondamental de ’arithmétique selon lequel 'anneau Z est factoriel est intégré
dans I’énoncé suivant qui éclaire 'importance du roéle joué par la fonction zéta dans I’étude de la
répartition des nombres premiers.

Théoréme 4.3 (Produit d’Euler). Le produit infini [[,(1—p~°) étendu auz nombres premiers
p, est uniformément sur tout compact du demi plan Rs > 1. Il définit une fonction analytique dans

ce demi plan qui vérifie
1
«@—IIfj;?

P

Le fait que la série harmonique ), ., 1/n diverge permet d’en déduire que la série Zp 1/p est
aussi divergente.

Démonstration. En faisant le produit pour les nombres premiers < X des séries géométriques

on trouve

S IDI T S

p<X m>0 neN(X)

Il

p<x P

ot N(X) est ’ensemble des entiers positifs dont tous les facteurs premiers sont < X. Alors pour
Rs=0>1ona

1

nU'
n>X

o -T == | & wl= S

P ‘
p<X ngN (X) n>X

La définition de la convergence d’un produit infini dont tous les facteurs sont différents de 0 impose
que le produit ne soit pas nul. Afin de vérifier {(s) # 0 pour s > 1, on utilise le développement
en série de Taylor de la détermination principale du logarithme complexe : pour |u| < 1,

log(l —u) = Z—

m>1
On remplace u par p—* :
log(1—p~* P
m>1
et on trouve, pour s > 1,
= 4.4
o (SX Lk )
p m>1
Donc ¢(s) # 0 pour Rs > 1. O
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On écrit (4.4) sous la forme

log (s) = 30 3

p m>1

En dérivant, on obtient le développement en série de la dérivée logarithmique de ¢
plan.

Corollaire 4.5. La série

2.2

p m>1

1
mpms

définit une fonction analytique dans le demi plan $s > 1 qui est une détermination

dans ce demi

analytique du

logarithme de ((s) dans ce demi plan. De plus la dérivée logarithmique de ((s) vérifie pour Rs > 1 :

¢(s) logp
¢(s) 2.2

ms
p m>1 p

Le développement en série de ¢’/{ peut aussi s’écrire

C5) __ 5~ Aln)

) s o

ou A désigne la fonction de Mangoldt

An) = {logp sin=p

0 si n n’est pas une puissance d’un nombre premier.

" avec p premier

Théoréme 4.6 (Prolongement analytique de la fonction zéta de Riemann)
C(s) —1/(s —1) se prolonge en une fonction analytique dans le demi plan Rs > 0.

1 o}
— = s/ = dt.
n n

=53 [

n>17"

Démonstration. On écrit, pour n > 1,

Alors -
t5 7 dt = s/ [t]t—*tdt
1

car 3! _, 1= [t]. Donc

C(s) = s/loo t=5dt + s/loo([t] — )t

e 1
s/ t5%dt = +1
1 s—1

Le premier terme vaut

. La fonction

et la seconde intégrale est convergente dans fs > 0 ou elle définit une fonction holomorphe.
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Exercice. Vérifier

ou 7 est la constante d’Euler :

1 1 1 1
im —+-+-+-+ = —logN.

=]
TENILT T2 T3 N

Ainsi la fonction zéta de Riemann se prolonge en une fonction méromorphe dans le demi plan
Rs > 0 avec un pole simple en s = 1, de résidu 1. Une des étapes essentielles dans la démonstration
du théoreme des nombres premiers 4.2 consiste & montrer qu’il existe une constante A > 0 telle
que la fonction ¢, ainsi prolongée, ne s’annule pas dans le rectangle

— <Rs < 1.

log |Ss|
En 1903 E. Landau a montré que le théoreme 4.2 des nombres premiers peut se déduire d’un énoncé
plus faible, qui avait été obtenu des 1892 par Hadamard :

Théoréme 4.7. La fonction ¢ ne s’annule pas sur la droite s =1, s # 1.

Il en résulte que la fonction
(s 1
), 1
C(s)  s—1
définie pour Rs > 1, s’étend en une fonction holomorphe dans un voisinage de la droite Rs = 1.
Riemann a démontré en 1859 que la fonction zéta s’étendait en une fonction méromorphe dans
tout le plan complexe, avec un unique podle simple en s = 1, et que de plus cette fonction ainsi
étendue vérifiait une équation fonctionnelle. Pour I’écrire on introduit la fonction Gamma d’Euler

Proposition 4.8. L’intégrale
o0
I'(s) = / ettt at
0
définit une fonction holomorphe pour Rs > 0 qui vérifie l’équation fonctionnelle
[(s+ 1) = s[(s).
Elle se prolonge en une fonction méromorphe dans C ayant un péle simple en tous les entiers < 0.

Démonstration. Il est facile de vérifier que I'intégrale converge et définit une fonction analytique
dans le demi plan $s > 0. En intégrant par parties on trouve

1 RO Y e 1
I'(s) = {es + ts} - f/ e '5dt = ~T(s +1).
s o sJo s
Cette équation fonctionnelle permet de prolonger la fonction par la formule

_ Tl+n+1)
T(s) = s(s+1)---(s+n)
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Le membre de droite est bien défini pour s > —n—1, celui de gauche seulement pour $s > 0. Pour
Rs > 0, les deux membres coincident. En prenant s € C quelconque et en choisissant n > —Rs—1
on définit T'(s) en prenant comme définition le membre de droite : il ne dépend pas de n et on
obtient ainsi une fonction analytique dans C\ {0, —1, —2...} ayant un pole simple en s = —n
pour n entier > 0; le résidu est (—1)"/n! (avec 0! = 1, comme il se doit). O

Remarque. Comme I'(1) =1 on en déduit I'(n + 1) = nl.

On définit une fonction entiere dans C par

£(s) = s(s — 1) /2T (s/2)¢(s).

Le seul pole de ¢ est s = 1. De plus ¢ s’annule aux entiers pairs strictement négatifs et ne s’annule
pas aux entiers négatifs impairs. Les poles de I'(s/2) sont tous les entiers pairs < 0 et I' ne s’annule
pas en s = 1. C’est pourquoi la fonction & est entiére (analytique dans C). Sa valeur en s = 0 et
en s =1 est 1, ce qui revient a dire que 'on a I'(1/2) = /7. En effet, en effectuant le changement
de variables t = 2% on trouve

r(1/2)=/ e‘tt_l/th:2/ e da.
0 0
2 b 7\'/2 2 1 2 >
1/2 / / -y dxdy = / / e " rdrdf = [—er ] T_
o Jo 2 0 2

B. Riemann a aussi démontré :

Donc

pp.\ﬁ

Théoréeme 4.9 (Equation fonctionnelle de la fonction zéta de Riemann). La fonction &
vérifie
£(s) =¢(1 —s).

L’axe de symétrie est s = 1/2, ’équation fonctionnelle permet de bien connaitre la fonction ¢
dans le demi plan Rs < 0 grace au produit infini qui converge dans Js > 1. Par exemple les seuls
zéros de ¢ dans ce demi plan Rs < 0 sont les entiers négatifs pairs.

Le domaine 0 < Rs < 1 est la bande critique et la droite Rs = 1/2 est la droite critique. C'est
Riemann qui a montré I'importance des zéros non triviaux (c’est-a-dire dans la bande critique) de
la fonction zéta pour I’étude des nombres premiers. Apres Euler il a montré le lien entre la fonction
zéta et la fonction 7 — cf. (4.1) en établissant la relation

Sloge(s) = [T

xs x

pour Rs > 1. Le produit de Hadamard, qui permet d’exprimer une fonction entiére comme produit
infini étendu & I'ensemble des zéros, s’écrit *

9s—1rs S s/o
C(s) = e((0/2+Ds(s — 1)T(1 + (5/2)) 1;[ (1 - 9) !

4Le produit infini sur ¢ est la limite, pour T tendant vers I’infini, du produit étendu & I’ensemble fini des o de
partie imaginaire < T'.
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ou o décrit les zéros de ¢ dans la bande critique, et il a estimé le nombre de zéros dans un rectangle
[0,1] x [0,4T] de cette bande : pour ¢ — oo il vaut
T T

T
—log — — — log T).
2 o8 2 27 +O(logT)

On démontre le théoreme 4.9 qui donne I’équation fonctionnelle de la fonction zéta de Riemann
en utilisant la Formule de Poisson qui relie la série des valeurs aux entiers rationnels d’une fonction
intégrable f sur R a la série des valeurs de sa transformée de Fourier

+oo
fly) = / f(a)e* ™V dz.
Si la fonction  — )", f(2 4+ n) est continue et a variations bornées sur [0, 1], alors
Y fm) =" fim).
neZz meZ
Cette formule de Poisson permet de montrer que la série théta
O(u) = Z e mun’
nezZ
satisfait I’équation fonctionnelle, pour v € R} :
0(1/u) = Vubd(u).
On montre ensuite que la fonction & du théoreme 4.9 satisfait, pour s > 1,
> (0(u) — 1)us/?
£(s) = s(s — 1)/ Mdu
0 2u

Pour terminer cette section voici ’énoncé d’un des principaux problemes ouverts en théorie des
nombres.

Conjecture 4.10 (Hypothése de Riemann). Les zéros complezes de { dans la bande critique
sont tous sur la droite critique : si s € C vérifie 0 < Rs < 1 et {(s) =0, alors s =1/2.

On trouvera d’autres informations sur la fonction zéta de Riemann dans le texte de P. Cartier

[Ca].

4.2 Le théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet

A .M. Legendre a conjecturé en 1785 et Lejeune Dirichlet a démontré en 1837 le théoreme de la
progression arithmétique :

Théoréme 4.11 (Dirichlet). Soient a et b deux entiers positifs premiers entre eux. Alors il existe
une infinité de nombres premiers p congrus d a modulo b.

La démonstration du théoreme 4.2 des nombres premiers s’étend aux progressions arithmétiques
et permet de préciser cet énoncé. Pour a et b entiers positifs et pour > 0, on désigne par 7 (z;a, b)
le nombre de nombres premiers p dans l'intervalle 2 < p < x qui sont congrus a a modulo b :

Théoréme 4.12. Soient a et b deux entiers positifs premiers entre eux. Pour x — oo on a

x
m(x;a,b) ~ 7@(!)) Tog =

(0]



4.2.1 Caractéres

Soit A un groupe abélien d’exposant fini et soit m un multiple de 'exposant ; autrement dit
tout élément x de A vérifie max = 0. Les homomorphismes de A dans un groupe cyclique d’ordre
m forment un groupe, qui ne dépend (& isomorphisme pres) ni du groupe cyclique d’ordre m choisi
(deux groupes cycliques d’ordre m sont isomorphes), ni du choix de m multiple de I'exposant de
A. En effet, si mg est 'exposant de A et si C,, est un groupe cyclique d’ordre m multiple de my,
alors pour tout homomorphisme de A dans C,, 'image de A appartient & 'unique sous-groupe de
C,, d’ordre mg. On définit le dual de A par

A= Hom(A, Cy,).

Par exemple si k est un corps qui contient les racines m-iemes de 'unité, alors A est isomorphe
au groupe des caractéres de A, qui sont les homomorphismes de A dans le groupe multiplicatif k.
On prendra le plus souvent pour k le corps des nombres complexes (les caractéres de G sont les
homomorphismes de G dans le groupe multiplicatif U des nombres complexes de module 1, comme
Iexposant de A est fini son image est dans le groupe de torsion de U, qui est le groupe des racines
de T'unité), mais on peut aussi prendre un corps fini F, la condition pour que F, contienne les
racines m-iémes de 'unité s’écrivant m|q — 1, c’est-a-dire ¢ = 1 (mod m).

Aussi A est isomorphe au groupe des homomorphismes de A dans le groupe Q/Z. Noter que
Q/Z est le groupe de torsion de R/Z, il est isomorphe au groupe de torsion de U, c’est-a-dire le
groupe des racines de I'unité dans C. R

Si le groupe C,, est noté additivement, I’élément neutre de A est 'application constante z +— 0,
tandis que s’il est noté multiplicativement, c’est x +— 1.

4.2.2 Dual d’un groupe abélien fini

Le dual est défini pour un groupe abélien d’exposant fini. Il est donc bien défini pour un groupe
abélien fini.

Proposition 4.13. Un groupe cyclique est isomorphe a son dual.

Démonstration. Soit A un groupe cyclique et soit m son ordre. Alors 'exposant de A est m. Le
dual de A est donc isomorphe au groupe des endomorphismes de A. Un tel endomorphisme est
déterminé par I'image d’un générateur. Soit x un générateur de A et soit ¢ 'application identité
de A dans A.

Quand on note A additivement, pour 0 < k < m l'application k¢ : A — A qui envoie x sur kx
est un endomorphisme de A. En notation multiplicative on considere I’application ¢* : A — A qui
envoie z sur z¥.

On obtient ainsi tous les endomorphismes de A. De plus 1 est d’ordre m dans A. Donc 1 est
un générateur du groupe Aet par conséquent A est cyclique d’ordre m.

O

Noter que cet isomorphisme entre A et A quand A est cyclique dépend du choix d’un générateur :
il n’y a pas plus d’isomorphisme canonique entre A et A que de générateur privilégié d’un groupe
cyclique. 11 existe exactement p(m) isomorphismes entre un groupe cyclique A d’ordre m et son
dual A.
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Soient A et B deux groupes abéliens finis et soit f : A — B un homomorphisme de groupes.
On lui associe un homomorphisme f : B — A défini de la maniere suivante : soit m un multiple
commun de 'exposant de A et de celui de B. Si ¢ : B — (), est un homomorphisme de B dans
un groupe cyclique C,,, d’ordre m, on pose f (¢V) =1 o f, qui est un homomorphisme de A dans
Co e

-~ . f P
f W): A= B — C,.

Sif:A; — Ayetg: Ay — Az sont deux homomorphismes de groupes, alors (go f) = f og
c’est ’homomorphisme A3 — A; qui envoie ¥ : A3 — C,, sur v ogo f: A} — Cp,

Théoréeme 4.14. Si B et C sont deux groupes abéliens finis et si A = B x C est leur produit
direct, alors A est isomorphe au produit direct B x C.

Démonstration. Notons A additivement. Soient f : A — B, g: A — C les projections de A = BxC
sur chacun des deux facteurs et i : B — A, j: C' — A les injections canoniques. Alors

f+g: BxC — A
(1,92) — Yrof+gog

et N PN
(G,5): A — BxC
v o= (Yoi,goj)

sont deux isomorphismes inverses.

O

En combinant la proposition 4.13 et le théoreme 4.14 on déduit du théoreme de structure des
groupes abéliens finis :

Corollaire 4.15. Un groupe abélien fini est isomorphe a son dual.

Lemme 4.16. Soient G un groupe abélien fini d’ordre n, x un élément de G d’ordre r et  une
racine primitive r-iéme de Uunité. Il existe n/r caractéres de G tels que £(x) = (. De plus on a,
dans C[T],

[T -x@1)=@a-17)"".

XE@

Pour r =1 le lemme se réduit a dire que G an éléments qui envoient tous 1 sur 1.

Si G est cyclique d’ordre n et que 'on prend r = n, le lemme dit que si x est un générateur
de G, alors pour tout caractere x de G I'image x(z) est une racine r-ieme de 1, pour toute racine
r-ieme de 1 il existe un unique x qui envoie x sur cette racine, et enfin y est entierement connu
quand on connait x(z).

Démonstration. Comme z” = 1 pour tout x € G on a x(z)” = 1 et donc x(z) est une racine
r-ieme de l'unité. L’application x — x(z) de G dans le groupe cyclique des racines de l'unité
d’ordre divisant r est un homomorphisme dont le noyau est constitué par les caracteres triviaux
sur le sous-groupe cyclique H de G engendré par z. Le noyau est isomorphe au dual de G/H, il a
donc n/r éléments et par conséquent 'image a r éléments.

O
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4.2.3 Bidual

Nous avons vu qu’il n’y avait pas d’isomorphisme canonique entre un groupe abélien fini et son
dual. En revanche nous allons voir qu’il y a un isomorphisme canonique entre un groupe abélien
et son bidual.

Proposition 4.17. Soit A un groupe abélien fini. Soit m un multiple de ’exposant de A et soit

Cm un groupe cyclique d’ordre m. A un élément x de A on associe U'élément T de A qui envote
X € A sur x(z) € Cy,. Alors Uapplication

A
x

8y

—
s
est un isomorphisme de groupes.

La démonstration de la proposition 4.17 repose sur le lemme de séparation suivant, dans lequel
nous notons e I'élément neutre de A (donc e = 0 en notation additive et e = 1 en notation
multiplicative).

Lemme 4.18. Soit A un groupe abélien fini et soit x € A\ {e}. Alors il existe x € A tel que
x(x) # 1.

Démonstration. Ce lemme est clair quand A est cyclique, le cas général s’en déduit par le théoréeme
de structure des groupes abéliens finis.
O

Démonstration de la proposition 4.17. L’application x +— Z est un homomorphisme de groupes de
A dans son bidual, le lemme 4.18 montre qu’elle est injective, et comme A et son bidual ont le
méme nombre d’éléments (on sait déja grace au théoréme de structure des groupes abéliens finis
que ces deux groupes sont isomorphes) elle est aussi surjective.

O

4.2.4 Orthogonalité des caracteres

On désigne par A un groupe abélien fini, par e son élément neutre, par m son exposant, par k
un corps contenant les racines m-iemes de I'unité et par A le groupe des homomorphismes de A
dans le groupe multiplicatif de k. Les éléments de A sont les caracteres de A. Ce groupe A est une
des formes du dual de A, mais ici nous allons utiliser non seulement la structure multiplicative de
k mais aussi sa structure additive. Le caractére unité x; de A (encore appelé caractére principal
de A) est I'application constante
x1: A — kK~
z — 1

Lemme 4.19. Soit A un groupe abélien fini.

(i) Soit x € A. Alors
_ 0 si X 7& X1,
> x(@) = .
= |Al  six =x1-
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(i) Soit x € A. Alors

_Jo six #e,
> x( )—{|A|

stx=e.

XEA

Démonstration. Commencons par démontrer (7). Soit y € A. Notons A additivement (la rédaction
de la démonstration en notation multiplicative est laissée en exercice). L’application y — x + y est

une bijection de A sur A, donc
D xtzty) =) x().
€A €A

Par ailleurs x(x + y) = x(z)x(y), donc
> x@+y) =x) > x(@).

z€A z€A

Par conséquent

(1=x(®) > x(@) =0

z€A
pour tout y € A. Si x # x1 alors il existe y € A tel que x(y) # 1, d’ott on déduit
> x(@) =o.
z€A

Dans le cas x = x1 tous les x(x), x € A valent 1 et il y en a |A|. Cela complete la démonstration

de ().

Pour la démonstration de (i) on peut soit répéter la démonstration de (i) en utilisant le lemme

4.18, soit utiliser le théoréeme 4.17 : notons 2 I’élément de A associé Az € A par 'isomorphisme
canonique entre A et son bidual ; on écrit

Yo x(z) = F)

xeﬁ XGX

et on utilise (i) avec A remplacé par A. O

Exercice. Pour a et x dans A vérifier
1 o 1 siz=a,
W Zx(a)x(z) B {0 si x # a.

Remarque. Le C-espace vectoriel C#, qui est de dimension |A[, est muni d’une structure Hilber-
tienne grace au produit scalaire

1 -
(z,y) = A > a(a)y(a).

a€A
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Un caractere x de A considéré comme application de A dans C* est un élément de C4. Comme
ses valeurs sont dans le cercle unité U = {z € C; |z| = 1}, le caractére Y obtenu en composant x
avec 'automorphisme de conjugaison complexe de C est I'inverse x ! de x dans le groupe A.

Le produit scalaire de deux caracteres x’ et x” est alors

AN 1 / "
X" = mZx(a)x (a)

acA
1 1
= m Z X' (a)X"" (a)
acA
1 / n—1
= m Z X °X (a)
acA
B 1 six =y,
B 0 six #x".

La derniére égalité résulte du lemme 4.19. Ainsi ce lemme exprime que les caracteres de A forment
une base orthonormée de C*.

On peut comparer ce résultat au suivant : soit T = R/Z le tore de dimension 1 (isomorphe &
U par l'application z — e%7™*). Un caractére de T est un homomorphisme continu de T dans C* ;
les caracteres de T forment un sous-groupe T de CT. Pour chaque n € Z I'application

e,: T — C*

t — e2i7rnt

est un caractere de T, et on obtient ainsi tous les éléments de T. De plus la famille (e,)nez
forme une base orthonormale de I’espace de Hilbert L?(T) des fonctions définies sur T et de carré
intégrable (pour la mesure de Lebesque sur [0, 1]) pour le produit scalaire

1
(f.9) = /0 f(t)g(t)dt.

4.2.5 Caractéres de Dirichlet

Soit ¢ un entier > 2. Le groupe multiplicatif (Z/qZ)* des éléments inversibles de I'anneau Z/qZ
est d’ordre ¢(q). Un élément du dual de (Z/qZ)* définit une application de ’ensemble des entiers
premiers avec ¢ & valeurs dans C* qui vérifie

x(ab) = x(a)x(b) pour tout (a,b) € Z* avec (ab,q) =1
et
x(a+q) = x(a) pour tout a € Z avec (a,q) = 1.

On prolonge x en une application notée encore x de Z dans C par x(a) = 0 si (a,q) # 1 et
x(0) =0.

On appelle caractére de Dirichlet (ou encore caractére modulaire) les applications Z — C ainsi
obtenues. On notera D, I'ensemble de celles qui proviennent de (Z/qZ)* : ce sont les caractéres
modulo g. L’ensemble D, a donc ¢(g) éléments. Pour x € D, on a

X 10)={a€Z; (aq) #1}.
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Le caractére principal modulo q est 'application y; = Z — C* définie par

)0 si(n,q) #1,
Xl(n)_{l si (n,q) = 1.

Pour ¢ = 1 le quotient Z/1Z n’est pas un anneau, mais on convient que (Z/1Z)* = {1}. Avec
cette convention Dy = {x1} ou
0 sin=0,
x1(n) = {

1 sin#0.
Exemple. 1l y a deux caracteres modulo 4, le caractere principal y; modulo 4 et le caractere o
défini par
0 si n est pair,
x2(n) =<1 sin=1 (mod 4),
—1 sin=-1 (mod4).
Il y a quatre caracteres modulo 8, le caractere principal x1, le caractére ys, le caractéere ys défini
par
0 si n est pair,
x3(n) =<1 sin=41 (mod 8),
-1 sin=+45 (mod 8)
et le caractere yoxs.
Si p est un nombre premier impair le groupe (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1, donc le groupe

dual aussi. Soit a une racine primitive modulo p (la classe de a modulo p est un générateur de
(Z/pZ)*). Pour chacune des p — 1 racines p — l-iemes de 'unité ¢, on définit un caractere ¢

modulo p par
)0 sipln,
veln) = {Q“ sin=a" (mod p).

Par exemple le choix ¢ = —1 (licite car p est impair) correspond & l'unique caractére de Dirichlet
modulo p qui soit d’ordre 2; il est associé au symbole de Legendre :

0 si pln,

Y-1(n) = (Z) si (n,p) = 1.

4.2.6 Série L attachée a un caracteére

Soit f une application de ’ensemble des nombres premiers dans C. On a (formellement, ou si
on préfere en supposant f & support fini, ¢’est-a-dire f(p) = 0 pour p suffisamment grand)

> flp) = ﬁ > > x(a)x(p)f(p)

- @ > fp)+ L > x(@) > x0)f (@)
ptm

@(m) rt >
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Définition. Soit y un caractere de Dirichlet modulo m. On définit la série L de Dirichlet attachée
a x par

L(x,s) =Y x(n)n™".

n>1
Par exemple si y; est le caractere principal modulo m on a

1 sipged(m,n) =1,
x1(n) = .
0 sipged(m,n)>1

et donc

Lis)= 3w =cs [Ja-p).
n>1 plm

pged(m,n)=1

Proposition 4.20. L’abscisse de convergence de la série L(x, s) est

o= 0 st X 7é X1
1 pour x =x1-
Démonstration. Pour un caractere y modulo m qui n’est pas le caracteére principal on a

r4+m

> x(n)=0

n=r+1
pour tout entier 7, donc

D x(n)| <m.

n<x

O

Théoréeme 4.21 (Produit d’Euler généralisé). Soient m un entier positif et x un caractére
de Dirichlet modulo m. Le produit infini

[T = x@pr™) (4.22)

étendu aux nombres premiers p, est uniformément convergent sur tout compact du demi plan Rs >
1. Il définit une fonction analytique L(x,s) dans ce demi plan qui vérifie

L(x,s)_H(IX(p)>_l~

s
p p

Démonstration. On reprend la démonstration du théoreme 4.3 qui est le cas particulier du caractere
principal modulo 1. En faisant le produit pour les nombres premiers < X des séries géométriques

1 B x(®»)"
pms

L=x(p™ =,
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on trouve

T2 -T2 M

p<X p<X m>0 neN(X)

out V(X)) est encore I’ensemble des entiers positifs dont tous les facteurs premiers sont < X. Alors
pour s =0 > 1on a

Lix.s) — x(p) | _ >y 1

x 1P ne
p< n>X

O

Corollaire 4.23. Dans le demi plan s > 1 la fonction L(x, s) ne s’annule pas et une détermination
analytique de son logarithme est
IPIL-
mp

p m>1

De plus la dérivée logarithmique de L(x, s) vérifie pour s > 1 :
x(p)™ logp logp x(p)"A(n)
-2 2 BD DR

p m>1 n>1

Le résultat clé de la démonstration par Dirichlet de son théoréme de la progression arithmétique
est le pendant du théoreme de Hadamard 4.7 :

Théoréme 4.24. Pour tout caractére de Dirichlet x différent du caractére principal x1,

L(x,1) # 0.

Cet énoncé est équivalent au fait que le produit Eulérien (4.22) converge en s = 1.

4.3 Autres fonctions zéta

Nous avons vu que l'écriture de la fonction zéta de Riemann a la fois comme série de Dirichlet
et comme produit d’Euler (Théoréme 4.3) était une formulation du théoréme fondamental de
I’arithmétique. L’existence et I'unicité de la décomposition des idéaux d’un corps de nombres
en produit d’idéaux premiers donne lieu & la fonction zéta de Dedekind (voir par exemple [Co]
Définition 4.9.11; pour le cas particulier de Z[i], voir aussi [Ca] § 2.6).

Théoréme 4.25. Soit K un corps de nombres. La fonction zéta de Dedekind, définie pour s > 1
par la série
)= N(a)™
a

ot la somme est étendue a l’ensemble des idéauz entiers non nuls de Zy, est égale au produit infini

[T -nNw—=),

p

ot le produit est étendu aux idéaux premiers non nuls de Zy .
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Bien entendu pour K = Q on retrouve la fonction zéta de Riemann. Dans le cas général cette
fonction admet encore un prolongement analytique (en une fonction méromorphe dans C avec un
unique pdle simple en s = 1) et une équation fonctionnelle, qui fait intervenir plusieurs quantités,
liées au corps de nombres K, que nous avons déja rencontrées : le degré n = [K : Q], le nombre de
plongements réels r; et le nombre de plongements complexes non réels 2ry (avec r1 + 2ro = n), le
discriminant A, le nombre de classes d’idéaux h, le nombre de racines de I'unité w. Elle fait aussi
intervenir le régulateur R du corps K, qui est le volume du réseau dans un hyperplan de R™ 72
qui est I'image par le plongement logarithmique du groupe des unités.

On introduit la fonction

=t (e () (e () o

Alors I'équation fonctionnelle de la fonction zéta de Dedekind du corps K est A(s) = A(1 — s).
De plus la fonction (x a un zéro en s = 0 de multiplicité r = 71 + 72 — 1 (le rang du groupe
des unités de K) et
li_r)r(l) sk (s) = —hR/w.

Par I’équation fonctionnelle, cela signifie que le résidu en s = 1 est

hR
wVA
L’hypothese de Riemann généralisée dit encore que les zéros de (i dans la bande critique sont sur
la droite critique.

Les fonctions L associées a un caractere de Dirichlet ont aussi des généralisations : on définit
des fonctions L (Artin) attachées & une extension Galoisienne K/k de corps de nombres et & un
caractére du groupe de Galois. Dans le cas d’une extension cyclotomique de Q on retombe sur les
fonctions L précédentes.

On introduit aussi des fonctions ¢ et L attachées a d’autres objets géométriques, notamment
e les courbes elliptiques (Hasse Weil), ce qui donne lieu & la Conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer (voir par exemple [Co] Conjecture 7.3.9),

e les formes modulaires,
e les représentations automorphes (programme de Langlands, théorie du corps de classes non
abélien).

Ce ne sont que les premiers exemples : les fonctions zéta et L jouent un role important dans de
multiples domaines, aussi bien en géométrie diophantienne (fonction zéta de Hasse—Weil attachée
a une variété) que dans I’étude des systémes dynamiques.

lim (s — 1)k (s) = 27 (27)"
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