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5 Théorie analytique des nombres

Dans cette partie nous nous intéressons a la répartition des nombres premiers. On doit a Euler
(1737) la démonstration du fait que la série

Z,,111+i+
375 T

diverge.
Pour z > 0 on désigne par 7(z) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a z :

r) =Y 1. (5.1)

Ainsi 7(10) = 4, 7(100) = 25, 7(1000) = 168, 7(10000) = 1229.
Le théoreme des nombres premiers, conjecturé par Gauss en 1792, et par Legendre en 1798, a
été démontré par Hadamard et de la Vallée Poussin en 1896. Il s’énonce :

Théoréme 5.2 (Théoreme des nombres premiers). Pour z — oo on a

m(z) ~

T

logac.

Une approximation de 7(x) numériquement meilleure que (mais asymptotiquement équivalente
a) z/logx est donnée par la fonction logarithme intégral

Todt
Li(x) :/ —
5 logt

Des estimations plus faibles étaient dues & Tchébychev (1851) :

T

0,921 - < 7(x) <0,105- -

1og x log

pour z > 30. Nous établirons un tel encadrement (avec des constantes un peu moins précises) par
des méthodes élémentaires. Ensuite nous introduirons la fonction zéta de Riemann pour présenter
certains des arguments conduisant au théoreme des nombres premiers.

Enfin nous étudierons les fonctions arithmétiques et leur produit de convolution.
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On trouvera dans [T] des références aux résultats uniformes suivants

H p<3"™ pour tout entier n > 2
p<n

3
<m(z) < x 1+ pour tout z > 52.
log 2logx

et

r (14
log x 2logx
5.1 Meéthodes élémentaires
On définit des fonctions arithmétiques m(x), 6(z) et ¥(x) (Tchébychev) et A (fonction de von

Mangoldt) par
m(x) = Z 1, 0(z) = Z log p, U(x) = Z log p,

p<z p<z p <z
A(n) logp sin=p™ avec p premier
n)=
0 si n n’est pas une puissance d’un nombre premier.

Ainsi

Blr) = 3" Am) = 3 0(a'/*).
k=1

n<x
La somme est finie : les termes sont nuls pour k tel que 2% > .

Lemme 5.3. On a

()

De plus les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 1l existe deux constantes c¢1 et cq telles que, pour tout n > 2,

~ < pn ~ nlogn.
log x

<7w(x) < e

c
! log log =
(i1) 1l existe deux constantes c3 et ¢4 telles que, pour tout n > 2,
csnlogn < p, < cynlogn.

Démonstration. Les détails de la démonstration (facile) sont laissés en exercice, I'idée est d’utiliser
la relation 7(p,) = n qui résulte de la définition et permet d’établir

< Pn
m(x) ~ = n~ <= pp ~ nlogn.
log x log p,
O
Lemme 5.4. On a
m(z) ~ —2 (z) ~
log x
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De plus les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe deux constantes ¢y et co telles que, pour tout n > 2,

<7(z) <co

“ log x log x

(i1) 1l existe deux constantes cs et cg telles que, pour tout n > 2,
ez < 0(z) < cpx.

Démonstration. On a

0(z) = Z logp <logz Zl = m(z)logx.

p<z p<z

De I'autre coté pour 2 <y < x on a

1 1
mz)—w(y)= > 1<— Y logp= (6(z) - 0(y))
y<p<w logy y<p<w logy
donc o) o)
x x
< < .
m(x) < ogy +(y) < ogy Y
On prend y = z/(log x)? : o)
z x
m(@) < logz —2loglogz ~ (log x)z' (5:5)
Le lemme 5.4 en résulte.
[

Lemme 5.6. On a l’équivalence entre les deux assertions suivantes,
Y(@) ~x pourr— oo <= O(x)~x pourz — o0

De plus les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 1l existe deux constantes ¢y et cg telles que, pour tout n > 2,

crx < Y(z) < cgx
(i) Il existe deux constantes cs et cg telles que, pour tout n > 2,
csx < 0(x) < cpu.
Démonstration. L’inégalité 0(x) < ¢ (z) est évidente. De autre coté
(@) = 0(z) + 0(/3) + () + -+ 0 Vz)
ot N est le plus grand entier tel que X > 2V. Comme 0( %/z) < 0(z) pour m > 2, on en déduit

log

Y(x) < 0(z) + 0(V)

1og2.

Le lemme 5.6 en résulte.
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Nous allons donner une démonstration élémentaire du résultat suivant.

Proposition 5.7. On a, pour tout z > 2,
0(x) < 2xlog4.

La démonstration utilise le lemme suivant.

" < (2"> < 4m,
n

Démonstration. L’inégalité de droite provient du développement de (1 + 1)2", celle de gauche de
la majoration

Lemme 5.8. On a, pourn > 2,

n+k

>2 pour 1<k<n.
O

Démonstration de la proposition 5.7. Chaque nombre premier p dans l'intervalle n < p < 2n divise

(2n) _ 2n(2n(—1)1-)- ; .(.n1+ 1)

Donc
2n
4" > > .
= (n) =z I | p
n<p<2n

nlog4 > 0(2n) — 6(n).

Par conséquent

Ainsi
m—1 m—1
Z g(2k+1) — 2Flog4 = —1)log4.
k=0 k=0

Pour x > 1, soit m D’entier tel que 2™ <z < 2m+1 - alors

0(z) < 0(2™t) < 2™t logd < 2z log4.

De la proposition 5.7 jointe a l'inégalité 5.5 on déduit
m(z) < (2log4 + o(1))x.
Voici maintenant une démonstration élémentaire de 1'inégalité dans l'autre sens :

Proposition 5.9. Il existe une constante C > 0 telle que

T

>
m(w) 2 Clogx

pour tout x > 2.
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On utilise le lemme bien connu suivant :

RN S )

1<m<(logn)/(log p) P

Lemme 5.10. On a

Démonstration. Pour chaque p et chaque m > 1 on compte le nombre d’entiers dans l'intervalle
1 < k < n divisibles par p™.
O

Lemme 5.11. On a

o (7)< 2.

n log p

Démonstration. On a, d’apres le lemme 5.10,

2n 2n n
v =v,(2n)! — 2v,(n!) = []—2{}
o () = wptzo 20 S 2l
Pour u € R on a

[2u] = 2[u], {2u} = 2{u} si0<{u}<1/2
u] = 2] +1, {2u}=2{u}—1 sil/2<{u}<L

En particulier [2u] — 2[u] = 0 pour 0 < u < 1/2. Les m tels que 2n < p™ ne contribuent donc pas.
Donc on restreint la somme & p™ < 2n et pour u = n/p™ on majore [2u] — 2[u] par 1. Ainsi

., (2;;) Y- [log(Zn)] _ log(2n)

= log p log p
M Z2n
O
Démonstration de la proposition 5.9. Les facteurs premiers du coefficient binomial (2:) sont ma-

jorés par 2n :
(%)= 11 ).
" p<om

Du lemme 5.11 on déduit

2
( n) = H plos@n)/logp < (Qn)ngn 1_ (2,”)71'(277,)7

" p<2n
donc (lemme 5.8)
2
nlog2 < log ( :) < 7(2n)log(2n).

Soit x > 2 est soit n > 1 tel que 2n < x < 2(n + 1). On obtient

w(x) > 7(2n) >

nlog2 S (x 1) log 2
~ log(2n) —

2 log:lc’
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d’ou

n(z) > @ log 2 + 0(1)) 1 x

Voici deux estimations dues & Mertens :
Proposition 5.12. On a, pour x — oo,

Z logp _ logz + O(1).

p<z

De plus il existe une constante C' > 0 telle que pour © — oo,

Z}) =loglogz + C + O(1/log z).

p<z
La démonstration repose sur une comparaison entre sommes et intégrales.

Lemme 5.13. Soit f une fonction C' sur un intervalle entier [M, N] avec M > N > 1. Alors

> fn) =/M f(t)dt+/ (t — [t]) f'(t)dt.

N
n=M+1 M
Le lemme 5.13 est un corollaire du résultat suivant :

Lemme 5.14 (Lemme d’Abel). Soit f une fonction C* sur un intervalle [y, x] avec x>y > 1 et
s0it (an)n>1 une suite de nombres complexes. On pose

A(z) =) an.

n<z

Alors

x

Y aufln) = A@f(@) - AW - [ A®F B

y<n<z Yy

Démonstration du lemme 5.13. On utilise le lemme 5.14 avec a,, = 1 pour tout n, donc A(t) = [¢],
ety=M,z=N:
N N

> f(”)=Nf(N)—Mf(M)—/ [t £ (£)dt.

n=M+1 M

On utilise ensuite 1’égalité

N N
NF(N) — Mf(M) = /M f(t)dt + / 1w,

qui s’obtient en intégrant par parties.
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Avant de démontrer ce lemme 5.14 d’Abel nous déduisons du lemme 5.13 quelques conséquences.
On définit la constante d’Euler par I'intégrale convergente

=1- -G

Corollaire 5.15. Pour N > 2 on a
1 1
— —log N — | < —.
D leN-a<g
n<N

Démonstration. Pour f(t) = 1/t et M = 1, en ajoutant n = 1 au deuxiéme membre de la conclusion

du lemme 5.13 on trouve N
1 Noat N dt
—=1 —— | t-1t)=-
S e EUE

Alors
ol o0 dt

Z%:logN—&-v-i—/ (t =)z

n=1 N

° dt <cdt 1
_ < = .
o< - s [y

et

O
Corollaire 5.16. Il existe une constante absolue c telle que, pour r — oo on ait
Z logn = zlogz — x 4+ O(logx) quand x — oo.
n<z
La formule de Stirling est un peu plus précise :
n! ~n"e”"V2mn.
Démonstration du corollaire 5.16. On utilise le lemme 5.13 avec f(t) =logt, N = [z]. On a
> fm)= > logn =log([x]!),
2<n<x 1<n<z
N N
/ ftdt = / (logt)dt = NlogN — N +1
1 1
et
N / N dt
[ e-tswa= [ -5 =otosn)
1 1
d’ou sy
log([z]!) = [z]logz — 2 + 1 — / HT_dt =zlogx —x + O(logx).
1
O
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Démonstration du lemme d’Abel 5.1/. Pour n <t <n-+1ona
A(t) = A(n) = ax.
k=0

Alors
n+1

n+1
[ awrwi=am) [ F@d = A@(a+) - ).

n

Supposons x = N et y = M entiers. On a

N N=1 .nt1 N-1
[ awrwa=Y [ A0r®i= Y A0+ 1) - o)
M n=M"v" n=M

N N—-1
= > A D) - Y Awf)
n=M+1 n=M

== Y f)(Aln) = A(n — 1)) + F(N)A(N) = f(M)A(M)
n=M+1

== Y auf(n)+ F(NAN) = f(M)AM).

n=M+1

La formule est démontrée quand x et y sont entiers. Quand z n’est pas entier il suffit d’ajouter
A O = A(e]) (1)~ 7(1)

avec A([z]) = A(z). De méme quand y n’est pas entier. O

Démonstration de la proposition 5.12. On écrit

log[z]! = vy([2]!) log p

p<z

et (lemme 5.10)

wla]l =3 [;fn]

m>1

Dans le membre de droite le terme principal est obtenu pour m = 1, il est équivalent & x/p, ce qui
va nous permettre de vérifier
lo
log[x]! ~ xz &,

p

p<z

Pour obtenir la premiere partie de la proposition 5.12, il suffira alors d’utiliser le corollaire 5.16.
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On a

log|x: !—ZZ[ }logp,

p<xm>1
lo
:xz gp—kZ([ ] )1ogp+ZZ[ ]logp
p<z p p<z p p<z m>2
Or
1< H AP
p p
et (proposition 5.7)
> logp =10 O(x)
p<z
Ensuite ) Y )
x } D
Dol s2d o= = ’
= Lo =P 1—(1/p) p(p—1)
donc |
ogn
>3 | >R~ o)
p<xm>2 p<z n>2
Finalement

Z logp _ logz + O(1).

p<z

Pour démontrer la seconde partie de la proposition 5.12, on utilise le lemme 5.14 d’Abel avec
ft)=1/logt, y =2 et
{(logp)/p si n = p est premier,
an =

0 si n est composé.
On a
> amfln Z*
1<n<z p<x
1
A@) =Y B <105z +0(1),
p<z
lo 1
A)f(a) =Y —2F . —— =1+ 0(1/loga),
ver P 2
* ¥ dt *odt ¥ dt
! =— [ At =— - A(t) —logt )
/y A F (Bt /2 ) og 172 /2 tlogt /2 (A1) — log )t(logt)2
et

oodt
/ —— =loglogx — loglog 2.
2 tlogt
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Donc i
Z — =loglogxz + C + O(1/log x).

p<z

5.2 La fonction zéta de Riemann

La démonstration par Hadamard et de la Vallée Poussin du théoreme 5.2 des nombres premiers
repose sur l'analyse complexe et la fonction zéta de Riemann. La série ) ., n~® converge nor-
malement, donc uniformément pour s dans un compact du demi plan $s > 1. Par conséquent elle
définit une fonction analytique dans ce demi-plan qui est la fonction zéta (introduite par Riemann
en 1859 dans son unique article de théorie des nombres) :

()=

n>1

Les valeurs de cette fonction pour s réel positif avaient déja été étudiées par Euler en 1736. 11
montrait notamment que pour s entier positif pair le quotient {(s)/7° est un nombre rationnel.
Par exemple ((2) = 72/6, ((4) = 7*/90. Euler ne s’est pas contenté d’étudier les valeurs de cette
fonction pour s positif, il a aussi considéré le cas des entiers négatifs (ou la série diverge), par
exemple ¢(0) = —1/2, {(—1) = —1/12. Il a établi que ¢ s’annule en les entiers négatifs pairs et
prend une valeur rationnelle non nulle en les entiers négatifs impairs.

5.2.1 Produit Eulérien de la fonction zéta de Riemann

Le théoreme fondamental de [’arithmétique selon lequel 'anneau Z est factoriel est intégré
dans I’énoncé suivant qui éclaire 'importance du role joué par la fonction zéta dans I’étude de la
répartition des nombres premiers.

Théoréme 5.17 (Produit d’Euler). Le produit infini [[,(1 —p~*) étendu auz nombres premiers
p, est uniformément sur tout compact du demi plan Rs > 1. Il définit une fonction analytique dans

ce demi plan qui vérifie
1
o) =11 T

P

Le fait que la série harmonique ), -, 1/n diverge permet d’en déduire que la série 3 1/p est
aussi divergente.

Démonstration. Soit X un nombre entier suffisamment grand. En faisant le produit pour les
nombres premiers < X des séries géométriques

1 Z 1
1— p—s S0 p7ns

on trouve

1 1 1
Hl_p—s:Hmes: Z E’

p<X m>0 neN(X)
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oul N(X) est 'ensemble des entiers positifs dont tous les facteurs premiers sont < X. Alors pour
Rs=oc>1lona

«-T=|-| 2 o

p<X ngN (X n>X ‘

1
=2

n>X

La définition de la convergence d’un produit infini dont tous les facteurs sont différents de 0 impose
que le produit ne soit pas nul. Afin de vérifier {(s) # 0 pour s > 1, on utilise le développement
en série de Taylor de la détermination principale du logarithme complexe : pour |u| < 1,

log(l —u) = Z—

m>1

On remplace u par p~* :
log(1 — b

m>1

et on trouve, pour s > 1,
= exp Z Z mpms (5.18)
m>1

Donc ¢(s) # 0 pour Rs > 1. O

On écrit (5.18) sous la forme °

logc(s) =33 —

mpms
p m>1 p

En dérivant, on obtient le développement en série de la dérivée logarithmique de ¢ dans ce demi
plan.

Corollaire 5.19. La série

2.2

mpms
p m>1 P

définit une fonction analytique dans le demi plan s > 1 qui est une détermination analytique du
logarithme de ((s) dans ce demi plan. De plus la dérivée logarithmique de (s) vérifie pour fs > 1 :

PN

m>1

Le développement en série de ¢’/{ peut aussi s’écrire

C(s) 5 Am)
o " w

ot A désigne la fonction de von Mangoldt (cf. § 5.1).

5Quand f et g sont deux fonctions complexes, on écrit f = log g pour signifier g = ef.
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Théoréme 5.20 (Prolongement analytique de la fonction zéta de Riemann). La fonction ((s) —
1/(s — 1) se prolonge en une fonction analytique dans le demi plan Rs > 0.

1 oo
— = s/ t=5Ldt.
n n

t5ldt = s/ [t]t—at
1

Démonstration. On écrit, pour n > 1,

Alors

A
—~
w
~—~
Il

5/ t*SdtJrs/ ([t] — t)t—=tat.
1 1

o 1
s/ t5dt = +1
1 s—1

et la seconde intégrale est convergente dans fts > 0 ou elle définit une fonction holomorphe.

iy (c- 55) =

ol v est la constante d’Euler (voir Corollaire 5.15) :

Le premier terme vaut

O

Exercice. Vérifier

11 1 1
— lm —4+-4-+-+——logN.
TENm oyt ty Tty s

Ainsi la fonction zéta de Riemann se prolonge en une fonction méromorphe dans le demi plan
fs > 0 avec un pole simple en s = 1, de résidu 1. Une des étapes essentielles dans la démonstration
du théoreme 5.2 des nombres premiers consiste a montrer que la fonction ¢ ainsi prolongée ne
s’annule pas dans un ouvert contenant le demi plan fermé Rs > 1. Plus précisément il existe une
constante A > 0 telle que la fonction (, ainsi prolongée, ne s’annule pas dans le domaine

A

- ———<Rs< L
log |s| 3

Nous utiliserons dans la section 5.2.2 ’énoncé suivant :
Théoréme 5.21. La fonction ¢ ne s’annule pas sur la droite Rs =1, s # 1.

Il en résulte que la fonction
!
1
), 1
¢(s) s—1

définie pour Rs > 1, s’étend en une fonction holomorphe dans un voisinage de la droite Rs = 1.
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5.2.2 Démonstration du théoréme des nombres premiers

Nous avons vu que le théoréme 5.2 des nombres premiers était équivalent a 6(z) ~ x pour
x — 00. Nous allons montrer que cette équivalence résulte de ’énoncé suivant

Proposition 5.22. L’intégrale
F(0) ::/1 (6(t)—t)—t2

converge.

Démonstration de ’équivalence 0(x) ~ x comme conséquence de la proposition 5.22. Montrons d’abord,
en utilisant la proposition 5.22, que 'on a
0(x
lim sup Q <1

Tr— 00 xr
On raisonne par 'absurde : si cette limite sup est > 1, il existe n > 1 et il existe une suite z,
tendant vers Uinfini tels que 0(x,,) > (1 4 2n)z,, pour tout n. Comme la fonction € est croissante ,
pour x, <t < (14 n)x, onab(t) > 0(zx,) > (14 2n)z, et 0(t) —t > nx,

Ty 1 1 1 1
s S > ,
2 ~z, (1+4n)? Tn 147
donc dans cet intervalle
0) =t _man M
2 T 2 T x,(1+7n)

Donc

Tp (141) dt 2
/ b))% sg, 1 T
@ t 240 x, 247

donc 'intégrale ne converge pas, contrairement a ce que donne la proposition 5.22.
Le méme argument montre que

n

liminf@ > 1.

r—00 €T

Par conséquent la proposition 5.22 implique lim,, o, 6(z)/z = 1. O

Remarque. Le fait que 6(z) soit équivalent & = ne suffit pas & démontrer la proposition 5.22. Si
on définit un fonction €(t) par () = t(1 + €(t)), I'équivalence §(z) ~ z signifie que €(t) tend vers
0 quand t tend vers l'infini, mais cela ne suffit pas a assurer que U'intégrale floo e(t)dt/t converge.
Par exemple l'intégrale floo dt/tlogt ne converge pas.

Pour s complexe de partie réelle > 0, posons

F(s) = /100 (001) ~ 1) 2

Le changement de variable ¢t = e* dans l'intégrale définissant F' montre que, pour $ts > 1 on a

Ry = [ 0009 - ) S0 = [T e

—uRs

avec h(u) = 6(u) — . Rappelons que |e”“*| =e . Donc pour Rs > 1 l'intégrale définissant F

converge, et I’ est analytique dans ce demi—plan.
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Proposition 5.23. La fonction F' est analytique dans le demi plan ouvert Rs > 1 et se prolonge
en une fonction analytique sur un ouvert contenant le demi plan fermé s > 1.

L’énoncé suivant (que nous ne démontrerons pas) dit & Ingham (1935) permet de déduire de la
proposition 5.23 que l'intégrale converge en s = 0, ce qui est la proposition 5.22.

Théoreme 5.24 (Ingham). Soit f une fonction mesurable bornée sur [1,00). On suppose que la

fonction holomorphe
oo
t
= [T 104
1

définie pour Rs > 1 admet un prolongement analytique au voisinage du demi—plan fermé Rs > 1.

Alors
Jim / 10 gy~ Py,

La démonstration de la proposition 5.23 utilisera le lemme auxiliaire suivant.

Lemme 5.25. La fonction définie pour s > 1 par

f(S) — C/(S) + Z logp’

(s) 5 p
se prolonge en une fonction holomorphe dans Rs > 1/2.
Démonstration du lemme 5.25. Comme
Z Z 108;19
» m>1 P
on a Z Z 1ng
» mo2 P
Pour tout og > 1/2 la série a droite converge normalement dans Rs > og. O
Démonstration de la proposition 5.23. On écrit, pour fs > 1,
F(s) = Z/nH fﬁdt —/ jt
n>19"m 1
On a

/"odt_ 1
L ot5 s—1

"Hg(t) mdt o fm) (1 1
[ = [ =" (- )

et
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Donc

_1zlogp 1
T e s o
s - D s—1

IR
s C(s)+ s s—1

avec la fonction f introduite au lemme 5.25.
La fonction ¢ a un poéle simple en s = 1, donc ¢’/¢ a un pole simple de résidu —1 en s =1, ce
qui signifie que
(s 1
<),

C(s)  s—-1

se prolonge en une fonctions holomorphe en s = 1. On utilise le théoréeme 5.21 : la fonction ¢ ne

s’annule pas sur la demi-droite s = 1. Donc la fonction i/((;)) + Sil se prolonge en une fonction

holomorphe dans un voisinage ouvert de f8ts > 1. On conclut en observant que

1 (1 ) 1
Z_1)=2=
s—1\s s

est analytique dans C\ {0}.

5.2.3 Equation fonctionnelle de la fonction zéta

Riemann a démontré en 1859 que la fonction zéta s’étendait en une fonction méromorphe dans
tout le plan complexe, avec un unique podle simple en s = 1, et que de plus cette fonction ainsi
étendue vérifiait une équation fonctionnelle. Pour 1’écrire on introduit la fonction Gamma d’Euler

Proposition 5.26. L’intégrale .
I'(s) = / et T at
0
définit une fonction holomorphe pour Rs > 0 qui vérifie [’équation fonctionnelle
[(s+1) =s[(s).
Elle se prolonge en une fonction méromorphe dans C ayant un pole simple en tous les entiers < 0.

Démonstration. 1l est facile de vérifier que I'intégrale converge et définit une fonction analytique
dans le demi plan $8s > 0. En intégrant par parties on trouve

1 *o1 [ 1
I'(s) = [e‘s + ts} - 7/ e 5dt = ~T'(s + 1).
s o sJo s
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Cette équation fonctionnelle permet de prolonger la fonction par la formule

_ T(s+n+1)
T(s) = s(s+1)---(s+n)

Le membre de droite est bien défini pour s > —n—1, celui de gauche seulement pour $s > 0. Pour
Rs > 0, les deux membres coincident. En prenant s € C quelconque et en choisissant n > —Rs—1,
on définit T'(s) en prenant comme définition le membre de droite : il ne dépend pas de n et on
obtient ainsi une fonction analytique dans C\ {0, —1, —2...} ayant un pole simple en s = —n
pour n entier > 0; le résidu est (—1)"/n! (avec 0! = 1, comme il se doit). O

Remarque. Comme I'(1) = 1 on en déduit I'(n + 1) = nl.

On définit une fonction entiere dans C par

£(s) = s(s — 1) /2T (s/2)¢(s).

Le seul pole de ( est s = 1. De plus ¢ s’annule aux entiers pairs strictement négatifs et ne s’annule
pas aux entiers négatifs impairs. Les poles de I'(s/2) sont tous les entiers pairs < 0 et I' ne s’annule
pas en s = 1. C’est pourquoi la fonction & est entiére (analytique dans C). Sa valeur en s = 0 et
en s =1 est 1, ce qui revient & dire que 'on a I'(1/2) = /7. En effet, en effectuant le changement
de variables t = 22 on trouve

(o) o 2
I'(1/2) :/ et 24t = 2/ e " dr.
0 0

1 0o oo oo /2 1 0
-I(1/2)2 = / / 67$2792dxdy = / / e rdrdd = [erz] T_T

B. Riemann a aussi démontré :

Donc

Théoréme 5.27 (Equation fonctionnelle de la fonction zéta de Riemann). La fonction £ vérifie

§(s) = €(1—s).

L’axe de symétrie est s = 1/2, ’équation fonctionnelle permet de bien connaitre la fonction ¢
dans le demi plan Rs < 0 grace au produit infini qui converge dans fs > 1. Par exemple les seuls
zéros de ¢ dans ce demi plan Rs < 0 sont les entiers négatifs pairs.

Le domaine 0 < Rs < 1 est la bande critique et la droite Rs = 1/2 est la droite critique. C'est
Riemann qui a montré 'importance des zéros non triviaux (c’est-a-dire dans la bande critique) de
la fonction zéta pour I’étude des nombres premiers. Apres Euler il a montré le lien entre la fonction
zéta et la fonction 7 — cf. (5.1) en établissant la relation

Slogels) = [ T E

0o 5T x
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pour Rs > 1. Le produit de Hadamard, qui permet d’exprimer une fonction entiere comme produit
infini étendu & ’ensemble des zéros, s’écrit ©

25717'(5 S s/o
¢(s) = el(v/2)+D)s (s — 1I(1 4 (s/2)) 1;[ (1 - Q> !

ou p décrit les zéros de ¢ dans la bande critique, et il a estimé le nombre de zéros dans un rectangle
[0,1] x [0,4T] de cette bande : pour ¢ — oo il vaut

T T T
—log — — — log T).
2 o8 2T 27 +O(log )

On démontre le théoreme 5.27 qui donne ’équation fonctionnelle de la fonction zéta de Riemann
en utilisant la Formule de Poisson qui relie la série des valeurs aux entiers rationnels d’une fonction
intégrable f sur R a la série des valeurs de sa transformée de Fourier

fly) = / f@)e ™ da.
— 00
Si la fonction @ +— >, f(x 4+ n) est continue et a variations bornées sur [0, 1], alors
Yo fm)y = f(m).
neZ meZ
Cette formule de Poisson permet de montrer que la série théta

O(u) = Z e mun’

neZz
satisfait I’équation fonctionnelle, pour u € Rf_ :
0(1/u) = Vubd(u).

On montre ensuite que la fonction £ du théoreme 5.27 satisfait, pour s > 1,

oo w) — us/2
&(s) =s(s— 1)/0 %du.

Pour terminer cette section voici ’énoncé d’un des principaux problemes ouverts en théorie des
nombres.

Conjecture 5.28 (Hypotheése de Riemann). Les zéros complexes de ¢ dans la bande critique sont
tous sur la droite critique : si s € C vérifie 0 < Rs < 1 et ((s) =0, alors Rs =1/2.

On trouvera d’autres informations sur la fonction zéta de Riemann dans le texte de P. Cartier

[Ca].

6Le produit infini sur g est la limite, pour T tendant vers I’infini, du produit étendu & I’ensemble fini des o de
partie imaginaire < 7'
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5.3 Fonctions arithmétiques
5.3.1 Fonctions additives et multiplicatives

Une fonction arithmétique est une application de N \ {0} = N+ dans C. Il revient au méme
de se donner une suite de nombres complexes (f(n)),>1 : nous en avons donc déja rencontré de
nombreux exemples.

Une fonction arithmétique f : Nsg — C est dite multiplicative si f(1) = 1 et si, pour tout
couple (m,n) d’entiers positifs premiers entre eux, on a

f(mn) = f(m)f(n).

Si cette relation est vraie pour tout couple (m,n) d’entiers positifs, on dit que la fonction est
complétement multiplicative.
On dit aussi qu’une fonction arithmétique g : Nvog — C est additive si elle satisfait

g(mn) = g(m) + g(n) quand pged(m,n) =1,

et qu’elle est complétement additive si g(mn) = g(m) + g(n) pour tout couple (m,n) € Nxo.

Une fonction completement multiplicative n’est autre que la donnée, pour chaque nombre pre-
mier p, d’'un nombre complexe u,. La valeur en un entier n de la fonction f completement multi-
plicative vérifiant f(p) = u, est alors donnée par la décomposition en facteurs premiers de n :

avec f(1) = 1.
De méme I'unique fonction g completement additive satisfaisant g(p) = u, pour p premier est
donnée par
g1 - p5e) = antp, + -+ sy,

Une fonction f multiplicative (resp. g additive) est déterminée par ses valeurs aux puissances
de nombres premiers : si pour chaque entier de la forme p™, avec p premier et m entier > 1, on se
donne un nombre complexe v, ,,, 'unique fonction multiplicative f (resp. additive g) prenant au
point p™ la valeur v, (pour tout couple (p,m)) est définie par

FT - D5") = Vprar  Up,ias ( resp.  g(pi' - psT) = Upyay o0 +UP570‘5)'

Le produit (resp. la somme) de fonctions multiplicatives ou complétement multiplicatives (resp.
additives ou complétement additives) 1’est encore.

Exemples (Fonctions complétement multiplicatives ou completement additives). Soient f et g
deux fonctions arithmétiques reliées par f = e9. Si g est completement additive, alors f est
completement multiplicative. La réciproque est vraie si on suppose par exemple que g est a valeurs
réelles. Noter que la fonction

g:n — vy(n)log2 + 2im

n’est pas additive alors que son exponentielle

fin — 2™
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est completement multiplicative.
La fonction ¢ définie par

5(71):{1 sin=1,

0 sin>2,

est completement multiplicative.

Pour tout nombre complexe s la fonction f définie par f(n) = n® est compleétement multiplicative.
Pour s = 0 c’est la fonction arithmétique constante égale a 1, que 'on note 1, tandis que pour
s =1 c’est la fonction identité, que ’on note j. Pour n > 1 on a

1(n)=1 et j(n)=n.

Soit p un nombre premier et soit s un nombre complexe. La fonction n — p¥»(™* est complétement
multiplicative et la fonction n — sv,(n) est complétement additive.

La fonction
Qn) = Z m,
p™|n

qui compte le nombre de diviseurs de n avec multiplicités, est completement additive ; la notation
p™||n signifie que m est la plus grande puissance de p qui divise n (ainsi m = v,(n)), autrement
dit p™ divise n et p™+! ne divise pas n. La fonction  est la fonction completement additive
déterminée par

Q(p) =1 pour p premier.

Si f est une fonction completement multiplicative a valeurs > 0, pour tout s € C la fonction f*
est aussi completement multiplicative, et la fonction log f est completement additive.

Si f est une fonction completement additive et si s est un nombre complexe, la fonction n — sf(n)
est completement additive.

Exemples (Fonctions multiplicatives ou additives). Evidemment toute fonction completement
multiplicative (resp. completement additive) est multiplicative (resp. additive).

Soient f et g deux fonctions arithmétiques reliées par f = e9. Si g est additive, alors f est
multiplicative. La réciproque est vraie si on suppose par exemple que g est a valeurs réelles.

La fonction
wn) = Z 1
pln

qui compte le nombre de diviseurs de n sans multiplicités est additive. Elles est déterminée par
w(@P™) =1 (p premier, m >1).

Le nombre de diviseurs de n, traditionnellement noté 7(n),
T(n) =) 1,
d|n

est une fonction additive, déterminée par

T(p™)=m+1 (p premier, m > 1).
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Plus généralement pour k£ € C on définit
ox(n) = Z d*.
d|n

Ainsi 7 = 0¢. On écrit aussi o au lieu de o1. La fonction o est la fonction additive déterminée par

X . pk(m+1) -1
o) =14+p"+---+p"" = T (p premier, m > 1).
L’indicatrice d’Euler
pin)= > 1
1<k<n

pged(k,n)=1
est la fonction additive déterminée par
p(@™) =p" " (p—1) (p premier, m > 1).

La fonction de Mobius p, définie par

(n) {(—1)“’(") si n est sans facteur carré,
p(n) =

0 sinon,
est multiplicative, déterminée par

(™) -1 sim=1, ( . > 1)
= remier, m > 1).
AP 0 sim > 2, pp

La fonction de von Mangoldt A (cf. § 5.1) n’est ni additive ni multiplicative.

5.3.2 Séries de Dirichlet formelles

A une fonction arithmétique f on associe une série de Dirichlet formelle

1)L e ),

D(f;s) = Z fln)n™> = f(1) + 95 3s ns

La somme et le produit de deux séries de Dirichlet est une série de Dirichlet, I'unité étant la
série constante D(d;s) = 1. Par exemple la série de Dirichlet associée a la fonction 1 est la série
définissant la fonction zéta de Riemann. D’apres le corollaire 5.19 la série de Dirichlet associée a
la fonction de von Mangoldt A est D(A;s) = —¢'(s)/¢(s).

On définit une loi multiplicative * sur ’ensemble des fonctions arithmétiques, le produit de
convolution de Dirichlet, par la condition

D(f*g;s) = D(f;5)D(g;s).

Autrement dit la fonction arithmétique f * g est définie par

frgm) =3 f(dg(n/d)= 3 f(d)g(d).
d|n

dd'=n
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On obtient ainsi une structure d’anneau unitaire commutatif sur I’ensemble des fonctions arithmétiques
qui en fait un anneau, noté A, isomorphe & ’anneau des séries de Dirichlet formelles. L’élément
unité est 9.

Exemples. Voici un récapitulatif de quelques relations de convolution avec les relations associées
en termes de séries de Dirichlet.

D(1;s)=((s), D(:s)=1, D(*)=((s—k) (keC),

1x1=rT, D(7;8) = ((s)?,

1xj=o0, D(o;s)=((s)((s—1),

1+ j* =0, D(ok;s)=((s)¢(s—k), (keC)
Lxp=46,  D(u;s)=1/C(s),

jxu=w9,  D(p;s)=C((s—1)/¢(s)

La relation § = 1 % u, qui s’écrit aussi
1 sin=1
d) = ’
ZM( ) {O sin>2
d|n

signifie que la fonction de Md6bius est 'inverse de la fonction 1 pour la convolution :

g=f*x1 <= f=g*u.
Autrement dit :

Corollaire 5.29 (Formule d’inversion de Md&bius). Soient f et g deux fonctions arithmétiques.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Pour tout entier n > 1, on a

g(n) =3 f(d).

d|n

(ii) Pour tout entier n > 1, on a

f(n) =" pn/d)g(d).
d|n

Par exemple la relation

Z o(d)=n pour tout n > 1
d|n

s’écrit o x 1 = j, elle est équivalente a ¢ = j x p qui s’écrit

o(n) = Z,u(n/d)d pour tout n > 1
d|n

Voici deux variantes de la formule d’inversion de Mobius.
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Proposition 5.30 (Variante 1 de la formule d’inversion de Mobius). Soient F' et G deux fonctions
définies sur [1,400) a valeurs complexes. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Pour tout nombre réel x > 1 on a

G(z) =Y F(z/n).

n<lz

(ii) Pour tout nombre réel x > 1 on a

F(z) = 3 p(n)Gla/n).

n<zx

Comme exemple, en prenant la fonction constante F'(z) = 1 pour tout = et G(x) = [z], on en

déduit
> un)fz/n) =1

n<lz

pour tout x > 1. D’apres E. Landau (1909), des formes équivalentes du théoréme 5.2 des nombres
premiers sont

HILIECZu(n)/n: 0 < Z # =logx — v+ 0o(l) < M(z) = o(x),

n<z n<z

ou v est la constante d’Euler et M la fonction sommatoire de la fonction de M&bius

(voir par exemple [T]).

Proposition 5.31 (Variante 2 de la formule d’inversion de Mobius). Soient G un groupe multi-
plicatif et f, g deux applications de N<o dans G. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Pour tout entier n > 1, on a

g(n) =T ().

d|n

(ii) Pour tout entier n > 1, on a

OES | FIOGGS
d|n
Exemple. Prenons pour G le groupe multiplicatif K(X)* ot K est un corps. Le n-iéme polynéme

cyclotomique ®,, a été défini par récurrence grace a la formule

X" —1=]]®a(X).
d|n

Par conséquent
P, = H(X" — 1)kn/d),
d|n
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Un élément f € A est inversible si et seulement si f(1) # 0. En effet la solution g au systéme
d’équations

Y fn/d)g(d) =68(n) (n=1)

existe si et seulement si f(1) # 1; dans ce cas elle est donnée par g(1) = 1/f(1), et par récurrence
(une fois qu’on connait la valeur de g pour les entiers < n qui divisent n)

g(n) =—f()7" > f(n/d)g(d) (n>1).
dn

La démonstration du Théoréme donne plus généralement (voir par exemple [T], § 1.2.4, Th. 4) :

Proposition 5.32. Un élément f de A est une fonction multiplicative si et seulement si sa série
de Dirichlet formelle D(f,s) est développable en un produit Eulérien

pui =11 (1 " Z e )

L’inverse g d’une fonction multiplicative f est déterminée par I'identité formelle
o0 o0
<1 +) g(pm)pm8> : (1 +> f(pm)pms> =1
m=1 m=1

On en déduit que les fonctions multiplicatives constituent un sous-groupe du groupe A* des
éléments inversibles de 'anneau A : le produit de convolution de deux fonctions multiplicatives est
une fonction multiplicative.

Proposition 5.33. La fonction de von Mangoldt A, que nous avons définie au § 5.1) est égale a
w*log.

Démonstration. Posons L = pxlog. Pour n > 1 on a

Zu )log(n/d) = Zu Ylogd + §(n)logn = — Z,u Ylogd = —plog*1.
d|n

Cela permet de vérifier, quand m et n sont des entiers positifs premiers entre eux,

L(mn) = é(n)L(m) 4+ 6(m)L(n).

Il reste & remarquer que la fonction A satisfait la méme relation pour en déduire par récurrence
qu’elle coincide avec L. O

Exercice. Vérifier, pour k € C,

Do) = 3 P = c(s)c(s — k) = [T (1 - 0 + Do~ 4 472)”
n>1 P
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5.3.3 Caracteéres de Dirichlet

Soit ¢ un entier > 2. Le groupe multiplicatif (Z/¢Z)* des éléments inversibles de 'anneau Z/qZ
est d’ordre ¢(g). Un élément du dual de (Z/qZ)* définit une application de I’ensemble des entiers
premiers avec ¢ & valeurs dans C* qui vérifie

x(ab) = x(a)x(b) pour tout (a,b) € Z* avec (ab,q) =1

et
x(a+¢q) =x(a) pour tout a € Z avec (a,q) = 1.

On prolonge x en une application notée encore x de Z dans C par x(a) = 0 si (a,q) # 1 et
x(0) = 0.

On appelle caractére de Dirichlet (ou encore caractére modulaire) les applications Z — C ainsi
obtenues. On notera D, I'ensemble de celles qui proviennent de (Z/qZ)* : ce sont les caractéres
modulo g. L’ensemble D, a donc ¢(q) éléments. Pour x € D, on a

X (0)={a€Z; (a,q) #1}.

Le caractére principal modulo q est 'application y; = Z — C* définie par

") — 0 si(n,q) #1,
xa(n) {1 si (n,q) = 1.

Pour ¢ = 1 le quotient Z/1Z n’est pas un anneau, mais on convient que (Z/1Z)* = {1}. Avec
cette convention Dy = {x1} ou
0 sin=0,
x1(n) = {

1 sin#0.
Exemple. Il y a deux caracteres modulo 4, le caractere principal x; modulo 4 et le caractere xo
défini par
0 si n est pair,
x2(n) =<1 sin=1 (mod 4),
—1 sin=-1 (mod4).
Il y a quatre caracteres modulo 8, le caractere principal x1, le caractére ys, le caractére ys défini
par
0 si n est pair,
x3(n) =<1 sin=41 (mod 8),
-1 sin=45 (mod 8)
et le caractere yaxs.
Si p est un nombre premier impair le groupe (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1, donc le groupe

dual aussi. Soit a une racine primitive modulo p (la classe de a modulo p est un générateur de
(Z/pZ)*). Pour chacune des p — 1 racines p — l-iemes de l'unité ¢, on définit un caractére ¢

modulo p par
)0 sipn,
veln) = {gu sin=a" (mod p).
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Par exemple le choix ¢ = —1 (licite car p est impair) correspond & l'unique caractére de Dirichlet
modulo p qui soit d’ordre 2; il est associé au symbole de Legendre :

0 si pln,

Y-1(n) = (n>
p

si (n,p) =1.
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