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Résumé : Cette thése a pour objet la recherche de nouveaux critéres de trans-
cendance des valeurs prises par des fonctions entiéres d’une ou plusieurs variables
complexes. On s’intéresse principalement a la construction de polynomes de fonc-
tions qui s’annulent avec multiplicité sur des ensembles donnés. Nous démontrons
notamment un analogue du critére de Schneider-Lang concernant les fonctions qui
vérifient des équations différentielles. Nous en déduisons le théoréme de Baker grace a
un lemme de zéros dans les groupes algébriques di a P.Philippon. Un autre énoncé
précise les conséquences arithmétiques de I'indépendance algébrique des fonctions
fzw;), (1 <i<6,1 <j <)) définies & partir d’une fonction f entiére et transcen-
dante dans C. Nous en déduisons le théoréme des six exponentielles et le théoréme
de Gelfond-Schneider.

Summary : The goal of this thesis is to produce new criteria of transcendence
of values of analytic functions of one or several complex variables. We are chiefly
interested in construction of polynomial functions satisfie vanishing conditions at
given points. The more striking result is a analogue of a Criterion of Schneider-Lang
for entire functions satisfying differential equations. We deduce Baker’s theorem,
thanks to a zero estimate in the context of linear commutative algebraic groups due
to P.Philippon. We also study arithmetic consequences of the algebraic independence
of functions f(zw;),(1 <i < 9,1 < j < ) related with an entire transcendental
function f in C. We deduce the six exponentials Theorem and the Gelfond-Schneider
Theorem.






Chapitre 1

Introduction.

1.1 Position du probléme

Un nombre est dit algébrique s’il est racine d’un polyndéme non nul dont les
coefficients sont des entiers relatifs. Un nombre est dit transcendant s’il n’est pas
algébrique.

Soient fi,..., fs des fonctions entiéres dans C? et £ un sous-ensemble de C?; le pro-
bléme que nous traitons peut s’énoncer simplement de la facon suivante : existe-t-il
des conditions suffisantes portant sur fi,..., fs et £ permettant d’affirmer que I'un
des nombres f,(w), (1 <o <s, w e ) est transcendant ?

Tout énoncé apportant une réponse a cette question est un "critére de transcen-
dance" méme si les conditions qu’il propose ne sont que suffisantes et non néces-
saires.

Cette thése est consacrée & la recherche de nouveaux critéres de transcendance des
valeurs des fonctions entiéres a une ou plusieurs variables.

1.2 Rappel historique

Les critéres de transcendance sont des réponses particuliéres au probléme plus
général suivant : étant donnés £ un sous-ensemble dénombrable de C?, F un sous-
ensemble dense de C et f une fonction entiére dans C?; & quelle condition l'image
de &€ par [ est-elle contenue dans F ¢
Ce type de recherche voisine donc avec ’étude des fonctions arithmétiques, c’est a
dire des fonctions entiéres prenant des valeurs entiéres en des points & coordonnées
entiéres, a laquelle elle emprunte parfois les méthodes.

En 1915, G. Polya [poll5] démontre que toute fonction f entiére dans C qui n’est
pas un polynome et qui vérifie f(N) C Z, satisfait a :
limsuplog | f |gr/R > log 2,
R—o0

oil, pour tout nombre réel R > 0, | f |g=sup|,<p | f(2) |
Deux ans plus tard, G. H. Hardy ([Harl7|, [Har69]) obtient la meilleure estimation
possible :

limsup 2% | f |[g> 1.

R—o0

Il montre que 27 est la fonction entiére non polynomiale qui a le plus petit ordre de
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croissance parmi les fonctions entiéres qui envoient N dans Z.

Depuis, plusieurs extensions de ce résultat ont été démontrées.

- Dans |Gra77| et |Gra78|, F. Gramain étudie les fonctions entiéres qui envoient N”
dans I'anneau des entiers d’un corps de nombres.

- F. Gramain et M. Mignote étudient dans [GM82] et [GM83| le cas d’une fonction
entiére qui envoie un sous-groupe du corps des nombres algébriques complexes (en
plusieurs variables d’un réseau dont les points ont des coordonnées algébriques) dans
I’anneau des entiers d’un corps de nombres.

Pour démontrer son résultat, Polya utilise des séries d’interpolation ; il ouvre ainsi
la voie aux travaux publiés en 1929 (|Gel29a|, [Gel29b]) par Gelfond qui, par la
méme démarche, établissent I'existence d’une constante réelle § (avec 0 < § < (14
e'64/7)=2) telle que toute fonction entiére transcendante f qui vérifie f(Z[i]) C Z[i]
vérifie aussi :
limsuplog | f |[rkR™* > 6,
R—o00

Par la suite, Gelfond adapte sa démonstration a I’étude de la fonction entiére trans-
cendante f(z) = ™ afin d’établir la transcendance du nombre e™ (cf. [Gel29b]) (11
remarque que, si €™ était un nombre algébrique, alors la fonction f prendrait en tous
les points de Z[i] des valeurs algébriques dans le corps de nombres Q(e™)).

Inversement, les méthodes utilisées en théorie de la transcendance s’appliquent aussi
parfois en théorie des fonctions arithmétiques; un analogue du théoréme de Polya
pour les fonctions entiéres d’ordre de croissance fini est établi par M. Waldsch-
midt dans [Wal78] par la méthode de Schneider et P. Bundschuh démontre dans
|[Bund92|, toujours par la méthode de Schneider, un analogue d’un théoréme de
Gelfond (|Gel33]).

1.3 Motivations

Une généralisation d’un cas réel

En 1996, P.Bundschuh (|[Bun96al, [Bun96b|) axiomatise les méthodes employées par
A. O. Gelfond et Yu. V. Linnik dans leur livre commun (|GL66|) "Elementary me-
thod in the analytic theory of numbers” pour démontrer, avec les seuls moyens de
I'analyse réelle (Le théoréme de Rolle et ses conséquences), les théorémes de Hermite-
Lindemann et de Gelfond-Schneider dans le cas des nombres réels. Il obtient ainsi, par
la méthode de Gelfond, dans ([Bun96a]), un critére de transcendance réel analogue
a celui de Schneider-Lang en une variable réelle (cf. Th. 1.2) et dans ([Bun96b]), par
la méthode de Schneider, un critére de transcendance réel proche de celui obtenu
par Lang par la méthode de Schneider (cf. Th. 1.8).

Les énoncés qu’il démontre concernent des fonctions fi,..., fs dont les ordres de
croissance sont finis (cf. Déf. 2.1) et qui présentent la particularité de vérifier le
lemme de zéros suivant : Il existe une constante réelle positive v telle que, quels que
soient (Ly,...,Ls) € N, P € Z[Xy,...,X,] \ {0} dont les degrés partiels degy, P
sont respectivement < L;, pour (1 <1i < s), la fonction P(f1,...,fs) admet au plus
vyLy--- Ly zéros dans R.
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Leurs démonstrations consistent donc, pour l'essentiel, a construire un polynome
dont l’existence contredit ce lemme de zéros.

Les trois premiéres parties de cette thése ont pour objectif de généraliser cette dé-
marche aux fonctions entiéres & une ou plusieurs variables complexes et, par consé-
quent, de produire des énoncés d’existence de polyndmes suffisamment précis pour
entrer en contradiction avec un lemme de zéros lorsque nous voulons démontrer cer-
tains résultats de transcendance.

Un critére de transcendance en une variable

La quatriéme et derniére partie de ce mémoire est consacrée a ’extension au do-
maine de la transcendance d’une méthode déja utilisée par M. Waldschmidt dans
[Wal97] et [Wal99] pour démontrer 1’énoncé suivant :

Théoréme 1.1 - Soient o, (3, p, c1, co des nombres réels positifs vérifiant

111
— <=

a [ p

1l existe un constante n > 0 vérifiant la propriété suivante. Soient X et Y deux
sous-ensembles de C tels que :

#X N D(0,R) > c1R* et #Y N D(0, R) > ¢, R’

pour tout nombre réel R > 0 suffisamment grand. Soit f une fonction entiére telle
que :

(1) log | f|r<nR”
(2) f(zy) € Z pour tout (x,y) € X x Y.

Alors, [ est un polynéme.

1.4 Rappel des résultats antérieurs

Critéres de transcendance

Les critéres de transcendances concernent aussi bien les fonctions vérifiant des équa-
tions différentielles que les fonctions vérifiant des relations algébriques sans dériva-
tion. Les premiers consistent en une généralisation de la méthode utilisée par Gelfond
pour résoudre le septiéme probléme de Hilbert (cf. [Hil00]) de la transcendance des
nombres de la forme o pour « et 3 algébriques, les seconds de la méthode utilisée
par Schneider pour résoudre le méme probléme.

1.4.1 Les généralisations de la méthode de Gelfond

Le critére de Schneider

Le premier critére de transcendance des valeurs des fonctions méromorphes, est da a
Schneider ([Sch34], voir aussi [Sch57] ou [Sch59], Chap. II, Th.12) en 1934. Sous des
hypothéses convenables mais assez techniques, son résultat permet en 'appliquant
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a deux fonctions entiéres ou méromorphes f; et fo en une seule variable, d’ordres de
croissance finis (cf. § 2.2.1, Def. 2.1) et algébriquement indépendantes sur C (cf. §
2.2.2, Def. 2.2) , d’obtenir une majoration du cardinal de 1’ensemble des points oil
elles prennent, ainsi que leurs dérivées, des valeurs algébriques.

Schneider en donne, par la suite (cf. [Sch57] ou [Sch59|, Chap. II, Th.13 ) une ver-
sion plus maniable dans le cas ou les fonctions vérifient une équation différentielle
particuliére de la forme :

FE =P(f, O, e,

pour un entier naturel £ > 1 et un polynéme P en k variables et & coefficients
algébriques.

Il obtient alors, en généralisant la méthode que Gel’fond a utilisé pour résoudre le
septiéme probléme de Hilbert sur la transcendance des nombres de la forme o,
une majoration du nombre de points ou elles prennent des valeurs algébriques en
fonction du degré D du corps de nombres les contenant et du maximum o de leurs
ordres de croissance par le nombre

(204 1)(3D — 1/2).

Le critére de Schneider-Lang en une seule variable

Lang poursuit cette étude vers 1962 (|Lan66|, [Lang93]) en généralisant, comme
Schneider, la méthode utilisée par Gelfond pour établir le théoréme de Gel’fond-
Schneider ([Gel29a],|Gel29b]). 11 retient une partie des hypothéses de Schneider (les
fonctions considérées sont toujours entiéres ou méromorphes d’ordres de croissance
finis), mais en imposant une condition de stabilité par la dérivation 9/9z de lalgébre
K|[f1, f2], K étant un corps de nombres.

Il obtient I’énoncé suivant (cf. [Lan66|, Chap. III, §1, Th.1; [Lang93|; [Wal74|, Chap.
3, Th. 3.3.1) :

Théoréme 1.2 (Critére de Schneider-Lang en une variable) - Soient K un
corps de nombres de degré D, o un nombre réel > 0, f1,..., fs des fonctions d’ordres
<o
On suppose que la K-algébre de fonctions K|[f1,..., fs] est stable par la dérivation
% et a un degré de transcendance > 2.
Soient wq,...,wy des nombres complexes distincts qui ne sont pas des pdles des
fonctions fr, (1 <k <d) et tels que fr(w;)) e K, 1<k<s, 1<i<M).
Alors :

M < 20D.

Ce critére de Schneider-Lang en une variable contient le théoréme de Hermite-
Lindemann ([Her73|, [lin82]) et le théoréme de Gelfond-Schneider (|Gel34a], [Gel34b],
[Sch34] et [Lan93|, Appendix 1 : The transcendence of e and ) :

Théoréme 1.3 (Hermite-Lindemann.) - Si« est un nombre complexe algébrique
non nul, alors exp(«) est un nombre transcendant.

Théoréme 1.4 (Gelfond-Schneider) - Soient o un nombre complexe différent de
1, et B un nombre complexe non rationnel. Alors 'un au moins des trois nombres
a, 3, o est transcendant.
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Le critére de Schneider-Lang en plusieurs variables

La méthode de Lang permet d’obtenir en plusieurs variables I’énoncé suivant (cf.
|[Lan66|, Chap. VI, §1, th.1; [Wal87|, Chap.5, Th. 5.1.1) :

Théoréme 1.5 (Schneider-Lang sur un produit cartésien) Soient K un corps
de nombres de degré D, o1, . ..,04+1 des nombres réels strictement positifs, f1,..., fs
des fonctions méromorphes dans C?. Nous supposons que la K-algébre de fonc-
tions K|[f1,..., fs] est stable par les dérivations partielles %7 (1 <i<d)etque
les fonctions méromorphes fi, ..., fqr1 sont algébriquement indépendantes sur IC et
d’ordres respectivement inférieurs ou égaus a4 01, ..., 04+1- Soit un produit cartésien
S =51 X+ xSy de sous-ensembles finis S; de C, (1 <i < d) contenant chacun le
méme nombre d’éléments M et tel que chacune des fonctions fr, (1 < k <'s), soit
définie sur S et vérifie fi(S) C K.
Alors,

M <d(o1+ ...+ 0a+1)D.
Lang rapporte dans son " Introduction to transcendental numbers" (|Lang66]) la conjec-
ture de Nagata, selon laquelle tout sous-ensemble de C¢, sur lequel des fonctions
méromorphes satisfont & des équations différentielles et prennent des valeurs dans
un corps de nombres, est contenu dans une hypersurface algébrique. !

Le théoréme de Bombieri

La conjecture de Nagata est démontrée, en 1970, par E. Bombieri (Voir |[Bom70a];
|Bom70b| et [Wal87|, Chap.5, Th. 5.1.1).

Théoréme 1.6 (Bombieri) - Soient o1, ..., 0411 des nombres réels strictement po-
sitifs, K un corps de nombres de degré D sur Q et fi,..., fs des fonctions méro-
morphes sur C¢, avec s > d + 1.
On suppose que :

(A) Les fonctions fi,..., far1 sont respectivement d’ordres inférieurs ou égaux

015 -5 0d+1-

(B) Les dérivations a%, (1 <i<d), laissent stable l'algébre K|[f1,..., fs].

(C) Les fonctions fi,..., far1 sont algébriquement indépendantes sur Q.
Alors, lensemble des éléments de C sur lequels les fonctions fi, ..., fs sont régu-
lieres et prennent leurs valeurs dans K est contenu dans une hypersurface algébrigue
de degré au plus dD(01 + -+ + 04+1)-

Ce n’est que bien plus tard, en 1980, que D. Bertrand et D.W.Masser (Voir [BM80|
et [Wal00], Chapitre 4) établirent que le théoréme de Baker (|[Bak66]), qui généralise
a la fois le théoréme de Hermite-Lindemann et le théoréme de Gelfond-Schneider,
est une conséquence du critére de Schneider-Lang pour les produits cartésiens.

Théoréme 1.7 (Baker (1966).) - Si \i,...,\, sont des nombres complexes li-
néairement indépendants sur le corps Q des nombres rationnels et si les nombres
eM, ..., eM sont algébriques sur Q, alors les nombres 1, \y, ..., \, sont linéairement
indépendants sur le corps des nombres algébriques sur Q.

'Une hypersurface algébrique S de C* est ’ensemble des zéros d’un polynéme non nul de C[X7, ..., X4].
Le degré de S est le minimum atteint par les degrés des polynémes non nuls qui s’annulent sur S.
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1.4.2 Les généralisations de la méthode de Schneider

Le critére de Lang par la méthode de Schneider
La fonction exponentielle satisfait le théoréme d’addition algébrique

flz+2) = f(2) f(&). (1.1)

Dans sa démonstration du théoréme de Gelfond-Schneider, Schneider 'utilise pour
majorer la taille des valeurs de la fonction exponentielle sans faire intervenir de dé-
rivation. Mais, si ’on veut étendre la méthode de Schneider & d’autres fonctions que
la fonction exponentielle, elle ne peut étre utilisée directement .

S.Lang (|[Lan66]; Th. 2, p12.) la remplace par une condition faisant intervenir I’ordre
de croissance de la fonction considérée et permettant de majorer la taille des va-
leurs de cette fonction aux points d’une filtration d’un sous-ensemble de C. Il ob-
tient ainsi un critére de dépendance algébrique de deux fonctions entiéres sur C.
M.Waldschmidt en donne une généralisation dans [Wal74| (Th. 2.2.1, p50; réfé-
rences, p58.) au cas d’'un nombre arbitraire de fonctions méromorphes algébrique-
ment indépendantes.

Dans I’énoncé ci-dessous nous notons s(a) la taille du nombre algébrique a.

Théoréme 1.8 - Soit K un corps de nombres, soient f1,..., fs des fonctions en-
tieres dans C algébriquement indépendantes sur Q, d’ordres respectivement inférieurs
ou égaut G p,...,ps, avec s > 2. Soient { un nombre réel positif et (Sy)nen une

suite de sous-ensembles finis de C, tels que :

(A) fi(Sn) C K, (1 <i<s).

(B) Il existe un nombre réel ¢; > 0 tel que

max.esy S(fi(2)) < NP, (1<i<s, NeN).
(C) 11 existe un nombre réel co > 0 tel que
1Sy < eoNY, (N € N).
(D) Il existe un nombre réel c3 > 0 tel que
max.csy | 2 |< 3N, (N eN).

Alors N N
< P1 ps.

14
- s—1

Cet énoncé contient le théoréme des six exponentielles da & Lang (cf. [Lang66]) et a
Ramachandra (cf. [Ram68]).

Théoréme 1.9 (Théoréme des six exponentielles) - Soient ¢ et d deux entiers
positifs satisfaisant dl > d+/{. Soient x1, ..., xq des nombres complexes linéairement
indépendants sur Q, et soient yq, ...,y des nombres complexes linéairement indépen-
dants sur Q. Alors l'un au moins des dl nombres exp(z;y;), (1 <i<d, 1 <j <)
est transcendant.

Le critére de Ramachandra.

Ramachandra (|[Ram68|, Th. 1 p.74) démontre un résultat analogue pour des fonc-
tions méromorphes algébriquement additives?.

Soient f une fonction méromorphe dans C et y € C; y est un point pseudo-algébrique
de f si: ou bien y est un pole de f, ou bien f(y) est un nombre algébrique.

*Une fonction f est algébriquement additive s’il existe un polynéme P € C[Ti,T», T3] a coefficients
algébriques tel que P(f(z1 + 22), 21, 22) = 0 pour tout (z1, 22, 23) € C?
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Théoréme 1.10 (Ramachandra’s §-Theorem) - Soient s un nombre entier >
2, p1,...,ps des nombres réels > 0 et fi,..., fs fonctions méromorphes algébri-
quement indépendantes, algébriquement additives et d’ordres respectifs inférieurs ou
€gaux G pi, ..., ps.- On définit :

A)O(f1, ..., fs) comme le supremum des nombres entiers { tels qu’il existe £ nombres
complexes Q-linéairement indépendants y1, ..., yr qui sont respectivement des points
pseudo-algébriques de chacune des fonctions f1,..., fs.

B) . 1 st les fonctions fi, ..., fs ont une période commune non nulle,
0 sinon.

Alors
pr+ -+ ps—K

5(frr. oo ) < —
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1.5 Reésultats principaux

1.5.1 Un analogue du critére de Schneider-Lang

Nous commengons par démontrer un énoncé trés général (cf. Th. 3.1) qui permet
de majorer le rang d’une matrice dont les coefficients sont des nombres complexes
algébriques images de fonctions entiéres par des fonctionnelles.

Nous en déduisons un analogue en plusieurs variables complexes des énoncés de
Bundschuh (cf. Th. 4.1) que nous appliquons au chapitre 6 afin d’établir le résultat
suivant (cf. [Wal00], Chap.1, Th. 1.16) :

1<i<a une matrice dont les coefficients sont des
1<5<

Théoréme 1.11 - Soit M = (\;)
<jst
logarithmes de nombres algébriques, vérifiant la condition :
(Z) Pour tout (ti,...,tq) € Z%\ {0} et pour tout (sy,...,s;) € Z*\ {0},

d 14

Z Z tisj)\i,j 7& 0.

i=1 j=1
Alors, le rang de M est supérieur ou égal a dl/(d + ().

Cet énoncé contient le théoréme des six exponentielles (Th. 1.9) di a Lang (|[Lang66])
et Ramachandra ([Ram68§]).

Au chapitre 7, nous déduisons du théoréme 4.1 le théoréme de Baker (Th. 1.7) par
la méthode de Schneider.

Les démonstrations se font en deux temps : nous commengons par démontrer, en
utilisant le théoréme 4.1, 'existence d’'un polyndéme qui s’annule en certains points
d’un groupe algébrique, puis nous concluons grace a un lemme de zéros dans les
groupes algébriques (c¢f. Th. 5.2 et Th. 5.3) di & P. Philippon (cf. [Phi86], [Phi96]).

La troisiéme partie de cette thése est consacrée a la démonstration, sous des hypo-
théses analogues a celles du théoréme de Bombieri (Th. 1.6), du critére d’existence
de polynémes ci-dessous.

Théoréme 1.12 - Soient s et d deux nombres entiers avec s > d > 1, K un corps
de nombres de degré D engendré par les nombres algébriques an, ..., ap, f1,..., fs
des fonctions entiéres dans C? et dont les ordres sont inférieurs ou égaux & un
nombre réel o strictement positif, p > 0 un nombre réel, M un nombre entier > 1 et
Wi, ..., wy des éléments de C.

On suppose que :

(A) Les dérivations 8%1-7 (1 <i<d), laissent stable la K-algébre K|[f1,..., fs].
(B) folwp) € K, (1<0<s,1<k<M).
(C) "M > 2°.¢? (14 o5+ 0sD(1 + h))* avec h = 3"_ h(ay) .

Alors, il existe un entier No > 1 ayant la propriété suivante :
Quel que soit Uentier N > Ny, il existe un polynome Qn non nul de K[Xy, ..., X]
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dont les degrés partiels en chacune des indéterminées X,, (1 < o < s) sont <
puMENYs et tel que la fonction Fy = Qn(f1, ..., fs) s’annule en chacun des points
Wi, ...,wy avec une multiplicité > N.

Nous en déduisons ensuite, au chapitre 10, le théoréme de Baker par la méthode de
Gelfond.

Comparaison des théorémes 1.6 et 1.12

Le théoréme 1.12 est une variante du théoréme de Bombieri puisque dans les deux
énoncés nous posons en hypothéses que les fonctions considérées sont entiéres et
d’ordres finis et que les dérivations partielles laissent stable la K-algébre K[fi, ..., fs].
Si ’hypothése d’indépendance algébrique (C') du théoréme 1.6 n’apparait pas dans
le théoréeme 1.12, cela tient au fait que des fonctions algébriquement dépendantes en
vérifient trivialement la conclusion.

De plus, nous montrons au chapitre 10 que le théoréme 1.12 permet, lui aussi, d’éta-
blir le théoréme de Baker.

Toutefois, les deux théorémes différent clairement par leurs conclusions. Le théo-
réme de Bombieri montre que I’ensemble des points ou les fonctions prennent des
valeurs algébriques est contenu dans ’ensemble des zéros d’un polynéme non nul de
C[Xy,...,X4]. Alors que le théoréme 1.12 établit que ce sont les images des points
ol les fonctions prennent des valeurs algébriques, par I'application f : C¢ —— C?
définie par f(w) = (fi(w),..., fs(w)), qui annulent un certain polynéme non nul de
K[X1,...,X,]. Plus précisément, le théoréme 1.12 montre I'existence d’une fonction
de K[fi,..., fs] qui s’annule avec multiplicité en chacun des points concernés, ce qui
le désigne comme une axiomatisation et une généralisation en plusieurs variables de
la méthode de Gel’fond plutét que de la méthode de Baker puisqu’a aucun moment
les points wy, . ..,wys ne sont supposés alignés.

Les méthodes de démonstration sont, elles aussi, trés différentes : la démonstration
du théoréme de Bombieri repose sur la construction d’une fonction auxiliaire, alors
que nous établissons le théoréme 1.12 en utilisant un déterminant d’interpolation se-
lon une méthode mise en oeuvre pour la premiére fois par Michel Laurent ([Lau89]).
Nous pourrions cependant aussi démontrer le théoréme 1.12 en utilisant une fonc-
tion auxiliaire construite & l’aide du principe des tiroirs. En revanche, il n’existe
pas actuellement de démonstration publiée du théoréme de Bombieri a I'aide d’un
déterminant d’interpolation de Laurent. Méme pour le cas particulier d'un produit
cartésien (Critére de Schneider-Lang en plusieurs variables) la démonstration la plus
récente (|[Wal00], Chapitre 4) utilise une fonction auxiliaire.

D’autre part, Bombieri majore sa fonction auxiliaire par un lemme de Schwarz en
plusieurs variables alors que nous n’utilisons que le classique lemme de Schwarz en
un point complexe.

Enfin, au niveau des applications : lorsque nous voulons établir que des fonctions
prennent des valeurs transcendantes sur un ensemble de points £ ; nous sommes obli-
gés (deuxiéme temps de la démonstration) d’avoir recours a un lemme de zéros. Le
théoréme de Bombieri, quant & lui, permet généralement de conclure directement,
mais a condition que 'ensemble £ contienne un produit cartésien dont le cardinal
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excéde la borne [dD(0y + -+ - + 0411)]%

1.5.2 Un critére de transcendance sur un produit cartésien.

Soit X et Y deux sous-ensembles infinis et dénombrables du corps des nombres
complexes C. La quatriéme partie de cette thése est consacrée a ’étude des fonctions
f entiéres dans C qui prennent des valeurs algébriques sur I’ensemble des produits
{zy, (z,y) € X x Y}

Nous obtenons, par la méthode de Schneider, I’énoncé suivant :

Théoréme 1.13 - Soit f une fonction entiere sur C , K un corps de nombres,
(Xn)n>1, (Yn)n>1 deux suites strictement croissantes de sous-ensembles non vides
et finis de C, ¢ une application de R dans Rsg, (ry, un)n>1 une suite d’éléments
de (Rx0)?, 0 et ¢y deux nombres réels vérifiant 0 < 6 < 1 et co > 0. On suppose que
la suite (un+1/pn)N>1 est majorée et que, pour chaque entier N > 1, les conditions
sutvantes sont vérifiées.

(i) #Xn = #YN = un.

(i1) sup{| zw |, (z,w) € Xy x Yy} <ry et lim, . ry =+00.

(iii) Pour tout (z,w) € Xn x Yy, f(zw) € K et h (f(zw)) < couly-

(iv) 10g | f ey < 0(F)ptfys (k€ Rsg).
Alors la fonction [ est un polynome.

Nous en déduisons un analogue du théoréme 1.1 (h(«) désignant la hauteur loga-
rithmique de Weil (cf. § 2.1.2) d’un nombre algébrique «) :

Théoréme 1.14 - Soient o, 3, p, ko, c1, co des nombres réels positifs vérifiant
1 1 1

a [ p

Soient X et Y deux sous-ensembles de C, K un corps de nombres et f une fonction
entiére telle que f(xy) € K pour tout (z,y) € X x Y.
On suppose que, pour tout nombre réel R > 0,

(1)  #XND(0,R) > ciR* et #Y N D(0, R) > R’
(2)  max{log| f(u) [, h(f(uw)), ue D(0,R)} < koR".

Alors, [ est un polynome.

Le théoréme 14.1 est ensuite adapté aux fonctions entiéres d’ordres de croissance fini
(cf. Th. 14.2) prenant leur valeurs dans le méme corps de nombres, afin d’obtenir
un critére général de transcendance pour les fonctions transcendantes & une seule
variable, dont le théoréme des six exponentielles (cf. Th. 1.9) est une conséquence.

Nous poursuivons avec un deuxiéme critére de transcendance (cf. Th. 13.1) qui pose,
cette fois, en hypothése que '’ensemble X et toutes les dérivées successives de f en
chacun des produits zw, (z,w) € X X Y, sont contenus dans le méme corps de
nombres.

Lorsque les fonctions ont des ordres de croissance finis nous en déduisons une nouvelle
version (cf. Th. 13.2), qui permet ensuite d’établir le théoréme de Gelfond-Schneider
(cf. Th. 13.3).
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1.6 Contenu de la thése

1.6.1 Construction de polynémes dans les parties 1, 2 et 3

L’inégalité de Liouville

A TDorigine de la théorie des nombres transcendants les premiéres constructions de
nombres transcendants se fondérent sur le fait qu’en un certain sens I’approximation
des nombres algébriques par des nombres rationnels "s’effectue mal" selon les termes
de Liouville ; le théoréme de Liouville (|Lio44|, [Lio51]; [Sch59]|, ,Chap. I, § 1, Th. 1;
[Wal00], Chap. I, § 1, Th. 1.1) montre que si « est un nombre algébrique, il existe

un nombre ¢ > 0 ne dépendant que de «, tel que, pour tout nombre rationnel p/q
différent de «, | @« — p/q |> ¢/¢°, o s est le degré de a.

Etendue au cas de plusieurs nombres algébriques, cette propriété est "l'inégalité
de Liouville" (cf. Prop. 2.1, Inégalité (2.2)); considérons des nombres algébriques
ai, ..., et un polynome P € Z[Xy, ..., X,] tels que

P(oy,...,a4) #0,
alors la quantité | P(aq, ..., a,) | se minore en fonction de

sup |P<21,...7Zq)|,

lzk|<1, 1<k<q

des degrés de P en chacune des indéterminées et des hauteurs logarithmiques (cf. §
2.1.2) des nombres ay, ..., ay.

Nous montrons ci-dessous que l'inégalité de Liouville peut étre utilisée de maniére
plus ou moins directe pour obtenir des critéres de transcendance.

Polynémes et critéres de transcendance

Lorsque des fonctions fi,..., fs prennent des valeurs algébriques en chacun des
points d’un ensemble &, il en est de méme des fonctions py = fi' -+« 2, (A € N¥).
Les démonstrations de critéres de transcendance se raménent donc généralement a
la question suivante : Etant données une suite 1, o, ... de fonctions définies dans
C et une suite w,, w,,... d’éléments de C?, comment démontrer, sous certaines
conditions, que l'un des nombres px(w,,),

(A>1, u>1) est transcendant ?

Pour y répondre, nous disposons de la conséquence suivante (démontrée dans [Wal00],
Lem. 2.1) de I'inégalité de Liouville® (cf. Prop. 2.1, inégalité (2.2)) :

Lemme 1.1 - Soient oy, ..., a, des nombres complezes. Supposons que, pour tout
nombre réel k > 0, il existe un polynome P € Z[X;,...,X,| et un nombre entier
positif T' tels que :

deg P+1log H(P) < T et 0 <| Pay,...,a,) |[< e . (1.2)

Alors, l'un au moins des nombres o, . .., a4 est transcendant.

3Soit P € Z[X1, ..., Xm] nous notons deg P le degré total de P et H(P) le plus grand de ses coefficients
en valeur absolue.
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Supposons les nombres py(w,,), (A > 1, g > 1) dans un méme corps de nombres K.
Dans ce cas, il existe des nombres algébriques ay, . .., ay et des polynomes Py ,,, (A >
L, p>1)de QXy,...,X,] tels que

gp)\(&p) = P)\,H(ah ce e 7aq)7 (>\ Z 17 Hw 2 1)

On peut se servir du Lemme 1.1 pour démontrer que, sous certaines conditions,
ces hypothéses sont fausses, en établissant "directement" que, pour tout nombre
réel k > 0, il existe un polynéme P € Z[X;,...,X,] et un nombre entier positif
T vérifiant les inégalités (1.1); le lemme 1.1 permet de conclure (C’est ce que fait
M. Waldschmidt pour démontrer le théoréme de Gelfond-Schneider dans le cas réel
dans (|Wal00|, prop. 2.7) et le théoréme de Hermite-Lindemann dans le cas réel dans

([Wal00], prop. 2.8)).

Dans ce cas 1a, 'objectif premier des démonstrations de transcendance est la construc-
tion de polynomes non nuls prenant des valeurs trés petites aux points ou la trans-
cendance est étudiée.

Mais on peut aussi, et ¢’est notre démarche, utiliser les inégalités de Liouville "indi-
rectement"” pour établir 'existence de polynémes a coefficients dans K qui s’annulent
en chacun des nombres algébriques o, . .., o, et conclure la démonstration de trans-
cendance en ayant recours a un "lemme de zéros".

La construction de ces polyndmes se fait soit par l'utilisation d’un lemme dt a Siegel
(|Sie29]) fondé sur le principe des tiroirs (cf. les lemmes 11.1 et 11.2), soit par l'utilisa-
tion, plus simple dans le cas qui nous occupe, d’un déterminant d’interpolation selon
une méthode diae a M. Laurent (|[Lau89]). On part du fait que 'existence d’un poly-
nome P € K[Xy,...,X,]\{0} vérifiant les relations P(f1,..., fs)(w) =0, (w € &),
équivaut a I'existence d’une relation de dépendance linéaire entre les colonnes d’une
matrice

80)\1 (qu) et QOAL <£M1)
M = : : avec (L, L) eN*, 1< L<L.

Y1 (guy) e P (guy)

Le probléme se raméne ainsi a I’é¢tude du rang de la matrice M.
L’algébre linéaire nous apprend que ce rang est < L si tout déterminant A d’une
sous-matrice L X L de M est nul.

Or, un tel déterminant peut étre considéré, du point de vue algébrique, comme la
valeur d’un polynéme de Q[X1,...,X,] en (ai,...,q,), que U'inégalité de Liouville
permet de minorer (s’il n’est pas nul) et, du point de vue analytique, ainsi que
le remarque M. Laurent, comme la valeur d’une fonction entiére & une variable
complexe que le lemme de Schwarz permet de majorer.

La comparaison des minorations et majorations obtenues permet d’en déduire, pour
L assez grand, la nullité de tout mineur L x L de M.
La contradiction provient d’un lemme de zéros, c’est a dire d’'un énoncé qui permet
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d’affirmer qu’il existe un nombre réel ¢ (¢ > 1) pour lequel toute matrice

oxn (W) - oa(wy,)

on(w, ) o e (w,)

est de rang L.

1.6.2 Les méthodes employées dans la quatriéme partie

Soit f une fonction entiére sur C, soient X et Y des sous-ensembles infinis de
C. Nous supposons que les nombres f(zy), (z,y) € X x Y sont dans le méme corps
de nombres. Un lemme de Siegel fondé sur le principe des tiroirs (un déterminant
d’interpolation donnerait le méme résultat) nous permet de construire, sous certaines
conditions, pour deux nombres entiers ¢ et A convenables, une relation de dépendance
linéaire non triviale entre les fonctions f; ;, (1 <i < §, 1 < j <)), entiéres sur CO+*,
définies chacune en (z,w) = (21,..., 25, w1, ..., wy) par fi;(z,w) = f(zw;). On en
déduit d’aprés un énoncé récent da & J.P.Bézivin (cf. Lem. 11.5) que la fonction f
est un polynome.

L’inégalité de Liouville (cf. Prop. 2.1, inégalité (2.2)) et un lemme de Schwarz sur
les produits cartésiens (cf. Lem. 11.3) sont utilisés pour montrer qu’'une fonction
auxiliaire nulle sur une partie X’ x Y’ de X x Y est nulle sur X x Y.

1.7 Remarques et prolongements

1) Les démonstrations effectuées dans la quatriéme partie peuvent étre allégées par
I’emploi de déterminants d’interpolation.

2) Tl est vraisemblable que les énoncés de la quatriéme partie sont généralisables aux
fonctions de plusieurs variables complexes de fagon & contenir le théoréme de Baker.
3) Les théorémes que nous obtenons pour des fonctions entiéres peuvent étre géné-
ralisés aux fonctions méromorphes vérifiant une propriété analogue a celle qu’énonce
Lang dans (|Lang66], Chap. 1T, § 2, "AO 2").

1.8 Plan

Cette thése est constituée de quatre parties dont les trois premiéres se déduisent
les unes des autres dans leur ordre de présentation, la derniére partie peut étre lue
indépendamment des trois autres.

La premiére partie est composée des chapitres 3, 4.

Nous démontrons dans le troisiéme chapitre un résultat fondamental, le théoréme
3.1, permettant dans certains cas de majorer le rang d’une matrice d’interpolation
dont les coeflicients sont les valeurs que prennent des fonctionnelles en des fonctions
entiéres sur C?. Il repose, dans sa partie algébrique, sur la condition "arithmétique",
notée "condition (AR)" et, dans sa partie analytique, sur la condition "lemme de
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Schwarz", notée "condition (L.S.)".

Nous démontrons au quatriéme chapitre un énoncé d’existence de polyndmes liés
aux ordres de croissance des fonctions utilisées : le théoréme 4.1.

La deuxiéme partie est composé des chapitres 5,6 et 7.
Elle est consacrée aux démonstrations du théoréme des six exponentielles et du du
théoréme de Baker par la méthode de Schneider.

La troisiéme partie est composée des chapitres 8, 9 et 10.

Nous montrons au chapitre 8 que lorsque les dérivations 0/0z,, 1 < o < s, laissent
stable la K-algébre de fonctions K|[fi, ..., fs] alors la condition arithmétique (AR.)
du théoréme 3.1 est vérifiées pour un bon choix de fonctionnelles. Ensuite, au cha-
pitre 9, nous démontrons le théoréme 1.9 en appliquant Le théoréme 3.1.

Le chapitre 10 est consacré a une nouvelle démonstration du théoréme de Baker par
la méthode de Gelfond.

La quatriéme partie est indépendante des trois autres. Elle est composée des cha-
pitres 11, 12 et 13.

On y étudie la transcendance des valeurs que prend une fonction transcendante en-
tiere dans C sur ’ensemble des produits zy, x € X, y € Y, X et Y étant deux
parties dénombrables de C. Nous en déduisons au chapitre 12 le théoréme des six
exponentielles par la méthode de Schneider et au chapitre 13 le théoréme de Gelfond-
Schneider par la méthode de Gelfond.

COOO0



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Préliminaires algébriques

2.1.1 Notations algébriques

Les ensembles
Nous travaillons avec les ensembles N, Z, Q, R, C, Q définis ci-dessous.

o N désigne I’ensemble des entiers naturels, N = {0,1,...}.
¢ 7 désigne I’anneau des entiers relatifs, Z = —NUN.
o QQ désigne le corps des nombres rationnels, Q = {a/b,a € Z,b € Z\ {0}}.

o R est le corps des nombres réels défini comme le complété de Q pour la valeur
absolue usuelle définie pour chaque nombre réel z par |z |=xsix >0et |2 |= -2
siz <O0.

La partie entiére [z] d’un nombre réel = est le plus grand nombre entier inférieur
ou égal a z.

Par définition nous avons toujours :

[z] <z <[z]+1.

© Si F est un des quatre ensembles ordonnés précédents N, Z, Q, R et si a est un
nombre réel, nous définissons les sous-ensembles de E suivants Fs, = {z € E, = >
a} et E-, ={z € E, x > a}.

o C désigne le corps des nombres complexes C = {a+1ib,a € R,b € R} avec i® = —1,
muni de la norme usuelle | a + b |= va? + b%.

¢ Q désigne le corps des nombres algébriques sur Q, c’est a dire 'ensemble des
racines complexes des polynomes non nuls & une inconnue & coefficients dans Z,
C \ Q constitue donc 'ensemble des nombres transcendants.

¢ Si E est I'un des six ensembles précédents et n un entier, la notation E" désigne
le produit £ X -+ X E = {(z1,...,2,),2; € B, (1 <i<n)}.
E™ est muni, sauf mention contraire, de la norme "max des coordonnées"

| (z1,...,2,) |= max{|z;], (1 <i<n)}

19
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I@n. @)l = Y lail

1<i<n

et nous notons

On a donc, pour tout nombre complexe z, | z |= ||z]|.
¢ Si A est un ensemble fini nous notons fA le nombre d’éléments de A.

Une relation d’ordre partiel sur N”

Soient un entier n > 1 et deux éléments u = (uq,...,u,), U = (Uy,...,U,) de
I’ensemble N™.

Nous écrirons l'inégalité u < U(resp. u < U) si et seulement si u; < U; (resp.
u; < U;), pour tout entier ¢ vérifiant (1 <1i < n).

Permutations

Soit L un entier> 1, nous notons S(L) le groupe des permutations de ’ensemble
{1,..., L} et pour tout élément o de S(L), €(o) la signature de o.

Polynoémes

Soit P =S ayX;'--- X} un élément de C[X, ..., X,,], le degré de P par rapport
a la variable X; est noté degy, P, le degré total de P est deg P = """ degy, P.

La hauteur H(P) de P est le maximum des valeurs absolues de ses coefficients et la
longueur de P est L(P) =) |a,|.

Nous désignons par | P |; le maximum des valeurs prises par la fonction z —| P(z) |
sur la boule unité fermée {z € C™,| z |< 1}.
Pour tout polyndéme P, nous avons l'inégalité

| P i< L(P).
Nous définissons le nombre x(P) par

X(P) =05 P=0.
X(P) =log|P|, +deg P si P # 0.

Nous aurons donc toujours |Pl; < exp(x(P)).

Matrices

Soit A = (@i j)1<i<n, 1<j<m une matrice a coefficients dans un ensemble &, elle pos-
seéde n lignes et m colonnes.

2.1.2 Hauteur logarithmique absolue d’un nombre algébrique

Dans la partie arithmétique des démonstration nous utiliserons la notation h(a)
pour désigner la hauteur logarithmique absolue de Weil ([Lan83]) d’un nombre al-
gébrique a; nous en rappelons la définition ci-dessous.

Polynéme irréductible et polynéme minimal

Soit & un nombre algébrique sur Q (nous dirons simplement que « est algébrique), le
polyndome irréductible de o est le générateur unitaire du noyau de '’homomorphisme
canonique de Q[X] dans C qui associe & tout polynéme P € Q[X] le nombre P(«).
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Le degré du polynome irréductible de « est appelé le degré de «, il est égal a la
dimension du Q-espace vectoriel Q(«). Le polyndéme minimal de o est le polynome
irréductible dans Z[X] de coefficient dominant > 0 qui s’annule en a. On dit que «
est un entier algébrique sur Z si son polynéme minimal est unitaire.

La mesure de Mahler d’un nombre algébrique

Soit o un nombre algébrique de degré d et de polynéme minimal P € Z[X]\ {0}.
On définit la mesure de Mahler ( Voir [Mah76]) de P par

M(P) = exp ( /U 1 log | P(e%™) | dt)

et la hauteur logarithmique absolue de o par
1

Quand nous voudrons minorer la valeur non nulle d’un polynéme de Z[X;, ..., X,]
en un point de Q nous utiliserons les inégalités de Liouville ci-dessous.
Dénominateur et hauteur logarithmique d’un nombre algébrique

Soit a un nombre algébrique, notons P = Zf:o a; X" son polynéme minimal et N
un dénominateur commun des coefficients de P. Nous remarquons que le polynome
NP =Y a;N¥X? s’annule en Na et donc que le nombre Na est entier sur Z.
Nous en déduisons que ’ensemble

D(a) ={n € Z;na € Q}

est un idéal non nul de Z.

Les éléments de I’ensemble D(«) sont appelés des dénominateurs du nombre algé-
brique « et le générateur positif de D(«) en tant qu’idéal de Z est le dénominateur
de a (|[Dur90]), on le note den(«). Il est facile de majorer le dénominateur d’un
nombre algébrique en fonction de sa hauteur logarithmique (cf. |Lan83|).

Lemme 2.1 - Pour tout nombre algébrique o de degré d.
den(a) < exp(dh(a)).

Inégalités de Liouville (cf. [Lan83|)

Proposition 2.1 - Soit P un polynome non nul, en q variables a coefficients entiers

rationnels. Soient oy, ..., a, des nombres complexes algébriques. Alors
q
h(Pai, ..., aq)) <log | Pl + ) degy, Ph(o) (2.1)
i=1
Si, de plus, P(ay,...,«a,) est différent de zéro, alors,en notant

D =[Q(ay,...,ay) :QJ, on a

q
log | P(as, ... ) [> —=Dlog | P |y =D degy, P.h(a;) (2.2)

=1
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2.2 Préliminaires analytiques

2.2.1 Notations

Les ensembles H(C?) et F(C?) - Soit d un entier, H(C?) désigne la C-algébre des
fonctions entiéres dans C¢ et a valeurs dans C et F(C?) désigne la C-algébre des
formes linéaires de H(C?) dans C.

Polydisques de C? - Soit R un nombre réel> 0, le polydisque fermé D(0, R) de
rayon R de C¢ est défini par :

D(0,R)={z=(21,...,2q), z€ C¥/ | 2 |< R}.
Soit R = (Ry,..., Rq) un élément de (Rs()? nous notons :
D(Oaﬁ):{zz(zlw"azd)a gGCd/ ‘ Zi |§ Ry, (1 Slgd)}

Si pour tout nombre réel R > 0 nous posons R Télément de (Ro)? défini par
R=(R,...,R), alors

Maximum sur un polydisque.

Soit f une fonction continue sur un ouvert Q de H(C%), R un nombre réel > 0 tel
que le polydisque fermé D(0, R) soit contenu dans 2 et R = (Ry, ..., R;) un élément
de (R-g)? tel que D(0, R) soit contenu dans 2.

Nous notons :

| [ |r=sup{| f(2) |, z€ D(0, R)}

et
| flr=sup{| f(2) |, z€C |z |[< R, (1<i<d)}.

Les dérivations partielles

Les opérateurs de dérivations partielles selon les d variables respectives zi,..., 24
d d
sont By Dy

Soit k € N%, nous notons

ok = i kl... i N
n 821 &zd ’

Puissances, combinaisons, factorielles, somme des coordonnées
Soient s un nombre entier > 0 et t = (¢y,...,t4) un élément de N%. Nous notons :

Soient z € C4L ke NY k= (ky,...,ka)et T€k—NL 7= (7r,...,74)
(dans ses conditions : k; —7; € N, (1 <4 < d)). Nous posons :
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(%)

(2

d
k
o= At B =Tk (B =) ket (;)
=1 —

avec kl = —kl'
Ti a (k’z — Tl)‘Tzl

Ordre de croissance d’une fonction entiére

Nous utilisons la définition suivante de l'ordre de croissance d’une fonction entiére
(équivalente a celle qu’utilise Lang dans (|Lang66], Chap. II, p 9)).

Définition 2.1 - Soient f un élément de H(C?) et o un nombre réel > 0. La fonc-
tion f est d’ordre inférieur ou égal a o s’il existe deur nombres réels positifs a et 3
vérifiant, pour tout nombre réel positif R,

|/ |r< Bexp(aR?).

2.2.2 Fonctions algébriquement indépendantes

Définition 2.2

1) Soient K un sous-corps de C et fi,..., fs des fonctions définies dans C2.

Les fonctions fi1, ..., fs sont algébriquement dépendantes sur K s’il existe un poly-
nome non nul P de K[X1,..., X] tel que la fonction F = P(f1,..., fs) soit identi-
quement nulle dans C<.

2) Une fonction f définie sur C est algébrique si et seulement si les fonctions f et z
sont algébriquement dépendantes sur C; la fonction f est transcendante dans le cas
contrasre.

Des fonctions sont dites algébriquement indépendantes sur K si elles ne sont pas
algébriquement dépendantes sur .

Remarques
1) Si les fonctions entiéres fi,. .., fs sont algébriquement dépendantes sur un corps
KC, alors, quel que soit I'élément z de C?, les nombres complexes fi(z2), ..., fs(z) sont

algébriquement dépendants sur K ; la réciproque est fausse.

2) Dire que les fonctions sont algébriquement indépendantes sur un corps K ou
bien sur une extension algébrique de K revient au méme.

3) Pour les questions qui nous occupent, considérer des fonctions algébriquement
indépendantes sur Q ou sur C ne fait pas grande différence (cf. aussi le lemme 5.1
ou nous donnons d’autres arguments).

En effet, considérons w, ...,wys des points de C%. Pour étudier la nature arithmé-
tique de fi, ..., f, des fonctions entiéres dans C? en chacun des points wy, . .., wxs, on
commence généralement par supposer que les valeurs f;(wy), (1 <i<s, 1 <k < M)
sont contenues dans le méme corps de nombres /C, puis on suit I’'un des deux schémas
de démonstration ci-dessous :
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1" schéma - On construit par un lemme de Siegel une fonction auxiliaire de la

forme .
P = Z aAHfiAiﬂ CLAEIC,

0<A<L  i=1

qui s’annule, éventuellement avec multiplicité, en wy, ..., wy,

26ME schéma - On utilise un déterminant d’interpolation de la forme

s a Tp,j S .
II (a—) [L )
J i=1

j=1

A:

(1<p,q<Lo)

Le nombre entier Ly désignant le rang de la matrice

M(T. M. L) = (H () gfmwk)) ,

=1 (0<T<T, 1<k<M ; 0<A<L)

d’indice de ligne (7, k) et d’indice de colonne .

Dans le premier schéma I’hypothése d’indépendance algébrique sur K est suffisante
(quels que soient les paramétres) pour s’assurer de la non nullité de la fonction
auxiliaire que 'on va construire; il en est de méme dans le deuxiéme schéma pour
pouvoir affirmer que le rang de la matrice M(T, M, L) n’est pas majoré par un
nombre indépendant de T, M, L. Enfin, comme le corps de nombres K est une ex-
tension algébrique de Q, 'indépendance algébrique sur K équivaut a I'indépendance
algébrique sur Q.

4) Pour une fonction entiére d’une variable, dire qu’elle est algébrique équivaut
a dire que c’est un polynome.

2.2.3 Le lemme de Schwarz en dimension un

Nous commencons par définir I’ordre d’un zéro d’une fonction d’'une seule variable
complexe (cf. [Car85|, §4, p 41 et|Rud80|, 10.18.th., p 203).

Définition 2.3 Soient f une fonction d’une variable complexe analytique dans un
ouvert de C contenant l'origine et k un entier > 1. La fonction f admet lorigine
pour zéro d’ordre > k si et seulement si la fonction f admet un développement en
série de Taylor a lorigine Y, o, an2" dont les k premiers coefficients ag, a1, . .., ap—1
sont nuls.

Cela équivaut a dire que la fonction g définie par g(z) = f(2)/2* se prolonge en
I’origine en une fonction holomorphe.

Nous étendons la définition précédente aux points du plan complexe autres que
Iorigine.
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Définition 2.4 Soient zg un nombre complexe , f une fonction d’une variable com-
plexe analytique dans un ouvert de C contenant zy et k un nombre entier > 1 ; nous
dirons que f admet un zéro d’ordre > k en zy si et seulement st la fonction g définie
par g(z) = f(z + z0), admet Uorigine pour zéro d’ordre > k.

Rappelons le Lemme de Schwarz en une variable pour un seul point (cf. [Car85], §3,
p 84 et [Rud80]|, 12.2.th, p 232).

Lemme 2.2 - Soient r et R deuxr nombres réels vérifiant 0 < r < R, k un entier
> 1 et f une fonction continue dans le disque fermé {z € C,

| 2 |< R} et holomorphe dans le disque ouvert {z € C, | z |< R}. Supposons que f
admette ['origine pour zéro d’ordre > k. Alors

—k
1= (F) 17l

Démonstration du Lemme 2.2

D’aprés les hypothéses, la fonction f admet dans le disque ouvert {z € C, | z |< R}
un développement en série de Taylor a l'origine ) . a,2" dont les k premiers
coefficients ag, ay, . .., a,_1 sont nuls. Il s’ensuit que la fonction g définie par g(z) =
f(2)/2* est holomorphe dans le disque ouvert {z € C, | z |< R} de plus, comme
nous supposons r < R, nous avons | g |,<| g |g. Le principe du maximum (cf.
|Car85], III §2, remarque p. 84) permet de plus d’affirmer qu'’il existe deux nombres
complexes z; et zy tels que :

(2= 7, 2 = Ret | g() =] g o | 9(z0) |=] g n; alors on a | £(z1) =] £ I
| f(22) |=| f |r et par suite : | f |,./r* <| f |r/RF, d’ot le résultat.

2.2.4 Zéro d’une multiplicité donnée en plusieurs variables

Nous utiliserons les définitions suivantes en dimension d :

Définition 2.5 Soient f une fonction entiere sur C? et zo = (21,...,24) un point
de C9.

(A) Soit k = (ky,...,kq) un élément de (Nsg)?.

La fonction [ s’annule en z, avec une multiplicité > k si pour toul élément s =
(51,...,8q) de N satisfaisant a s; < k; — 1, (1 <i <d),

(5) fe-o

=1

(B) Soit K un entier > 1.
La fonction f s’annule en z, avec une multiplicité > K si pour tout élément s de
N satisfaisant o ||s|| < K —1, (1 <i<d),

() se=-o

i=1

Remarque :
Pour d = 1 les définitions (A) et (B) se confondent.
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2.2.5 Les inégalités de Cauchy

Soit un entier d > 1, un élément R = (Ry, ..., Ry) de (Rs()? et une fonction f
analytique dans le polydisque D(0, R) de C.
Le développement de la fonction f en série entiére en un point z de D(0, R) s’écrit :

05/(0)

flz) = Z apz® avec ay = 5

keNd

L’identité de Parseval (cf. [Rud80], 4.18.th, p 81) permet d’établir I'inégalité sui-
vante :

1 1
> la [P R* :/ / | f(Rue®™, . Ree®™) [2df < | f |*.
0 0

keNd

Par suite, quel que soit & € N nous avons : | a;, | RE <| f |g. On obtient ainsi les
"inégalités de Cauchy" en l'origine pour la fonction f sur le polydisque D(0, R) :

051(0) < 25 | f 11

Lemme 2.3 - Soient f un fonction entiére dans C*, R un nombre réel > 0,
k= (ky,....,kq) un élément de N et u un élément de CL. Alors

k!
| 0% F(w) 1< g | S ot

Démonstration du Lemme 2.3

On applique les inégalités de Cauchy en l'origine a la fonction fg définie par : fg(g) =
flu+2), (z € D(0; R) C C%). On obtient ainsi I'inégalité :

- |
| 04u(0) 1< o | L

Or,

sup{| f(z +u)|,| z |< R}
sup{| f(w) [,| w |< R+ |u|}

‘ f ‘RH@\ :

| ful

=7

VANVAN

Ceci démontre le lemme 2.3. On en déduit le corollaire suivant :

Lemme 2.4 Soit f une fonction entiére sur C?, R un nombre réel > 0, k =
(ki,...,kq) un élément de N°. Alors :

k!
fakf\}z < m’szz-
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Premiére partie

Rang de matrices et existence de
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Chapitre 3

Majoration du rang d’une matrice

La partie transcendante des démonstrations de nos résultats ultérieurs se trouve
réunie dans ce court chapitre.

3.1 Deux conditions

Soient d un entier > 1, ® un ensemble fini et ordonné de fonctions appartenant a
H(C?) (cf. 2.2.1), ¥ un ensemble dénombrable et ordonné (non nécessairement fini)
de fonctionnelles appartenant & F(C?) (cf. 2.2.1). On définit la matrice

M(qj> &)) = (\IJ((I)))\IJG\P,@E&H

les lignes et les colonnes de M(U, d) étant rangées respectivement dans Iordre des
éléments de U et de .
Notation.

Nous désignons dans ce chapitre par la lettre L le plus petit des deux nombres ﬁ@f
et 1P.

Nous nous proposons d’abord de montrer que le rang de la matrice M(\I/, &)) est
strictemement inférieur a L lorsque les deux conditions (L.S.) et (A.R.), ci-dessous,
sont satisfaites. Ce résultat nous permettra ensuite d’extraire de M (¥, ®) une ma-
trice carrée de dimensions L x L dont le déterminant est égal a zéro.

3.1.1 La condition (L.S.), comme "Lemme de Schwarz"

Soit H un nombre réel positif. Nous dirons que le couple (\i/, Ci>) vérifie la condition
(L.S.) relative au nombre réel H si : o
Tout mineur de dimensions L x L de la matrice M(W¥, ®) a un déterminant de valeur
absolue < exp(—H).

3.1.2 La condition (AR.), comme "Arithmétique"

Soient K un corps de nombres et ¢ et h deux nombres réels.
Nous dirons que le couple (¥, ®) vérifie la condition (AR.) pour le couple de réels
(¢, h) et le corps de nombres K, sl existe un entier naturel ¢, des éléments oy, . .., q,

31
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de K et, pour chaque couple (¥, P) € T x @, un polynéme Py ¢ appartenant a
Z[Xq,...,X,] tels que :

(A) \I]((I)) = Pq/,cp(Oél, e 7Oéq).

B) c>log | Py, ¢ |1 et ¢ > max{degy, Pyo, 1 <@ < q}.

(
(C) h =3 ko hlaw).

3.2 Enoncé du résultat

Avec les notations précédentes, nous obtenons :

Théoréme 3.1 (Majoration du rang d’une matrice) - Soient un corps de nombres
KC de degré D sur Q et trois nombres réels H, ¢ et h strictement positifs. On suppose
que les conditions suivantes sont satisfaites.
(C1) Le couple (U, ®) vérifie la condition (L.S.) relative au nombre réel H.
(Cy) Le couple (U, ®) vérifie la condition (AR.) pour le couple de réels (c,h) et
le corps de nombres K.
(Cs) H/L > Dlog L + Dc(1 + h).

Alors la matrice M(¥, ®) est de rang strictement inférieur & L.

Remarque

Les conditions (L.S.) et (AR.) sont indépendantes de la facon dont les éléments des
ensembles ® et U sont rangés. Leurs conséquences, dont le résultat ci-dessus fait
partie, en sont donc, elles aussi, totalement indépendantes. Remarquons, d’autre
part, que tout Changement de I’ ordre de rangement les éléments des ensembles @ et
U correspond & une permutation des lignes et des colonnes de la matrice M (¥, ®),
ce qui ne change pas son rang. Il est donc inutile pour appliquer le théoréme 3.1 de
préciser ordre choisi pour définir la matrice M (¥, ®).

3.3 Démonstration

Une majoration de log | A | o
Considérons un mineur (VU (®,))1<kp<r de dimension L x L, de M(¥, ®) et notons
A son déterminant ; en convenant de poser log 0 = —oo, la condition (C}) s’écrit :

log | A |< —H.
La condition (C3) entraine donc l'inégalité suivante.
log | A |< —L(Dlog L + Dc(1 + h)). (3.1)

Existence d’un polynéme
Or, A peut s’écrire sous la forme développée

A= > € li[

ceS(L)
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Mais, d’aprés la condition (Cy), il existe des éléments oy, . .., o, de K et un ensemble
fini de polynomes {Py ¢, (V,P) € U x &} de Z[ X7, ..., X,] tels que

(D) = Pyolay,...,a,), V(o) e x .

Nous pouvons donc écrire grace a 1'égalité (3.2)

L
A= " e0)[[Poisoo - oq).
k=1

ceS(L)

Il s’ensuit que le polynéme @) de Z[ Xy, ..., X, | défini par

L
Q= > « Hpmk,¢g<k)

ceS(L)
vérifie I’égalité
A=Qay,...,qa). (3.2)

Une conséquence de 1’inégalité de Liouville lorsque A # 0
Dans le cas ot A est différent de zéro, 1’égalité (3.2) nous permet d’appliquer 'inéga-

lité de Liouville (Proposition 2.1, inégalité 2.2) au polynéme @ au point (aq, ..., ay)
de @q.
Nous obtenons :
q
log|A| > —Dlog | Q | =D degy, Q.h(e). (3.3)
i=1

Mais, d’aprés la définition du polynome (, nous pouvons écrire
L L
Q1< D T Presgy I et degy, @ <> degy, Pua, (1<i<0q),
ceS(L) k=1 k=1
et la condition (Cy) implique les inégalités :
| Q 1< Llexp (cL) et degy, @ < cL.
Par suite, en majorant L! par LZ, on déduit de I'inégalité (3.3) :
log | A|>—LD (logL+c(1+h)). (3.4)

Conclusion

Les inégalités (3.1) et (3.4) étant incompatibles nous venons d’établir que tout mi-
neur de dimensions L x L de la matrice M(¥, ®) & son déterminant nul. La matrice
M(U, ®) est donc de rang < L.

OO0 0
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Chapitre 4

Une premiére extension des résultats
de Bundschuh

4.1 Le résultat principal

Dans ce chapitre nous généralisation en plusieurs variables complexes les critéres
de transcendance démontrés par Bundschuh en une variable réelle (cf. [Bund96]);
nous considérons pour cela des fonctions fi,..., fs entiéres dans C? d’ordres de
croissance finis (cf. Définition 2.1), ainsi qu'une suite (w;)x>1 de points de C? qui
vérifie, pour une nombre réel positif ¢, la propriété de répartition suivante :

(C(¢)) : Tl existe un nombre réel ¢q > 0 tel que, pour chaque nombre entier N > 1,
max {| w;, |, 1 <k < [N']} < cN.

Nous supposons de plus que les valeurs des fonctions f1, ..., fs en chacun des termes
de la suite (wy)r>1 appartiennent a un corps de nombres K. Alors, sous certaines
conditions, le théoréme 3.1 s’applique aux ensembles de fonctions @ ,(N) et de

fonctionnelles W, ,(IN) définis ci-dessous.

Notations

Soient (wy)r>1 une suite de points de C%, 1 un nombre réel positif, (a,b) un élément
de Nd X (Rzo)d.

Pour chaque nombre entier N > 1, nous définissons les ensembles respectifs de
fonctions et de fonctionnelles :

QM(N) = {(I)A: 1>\1"'fs)\5;A:()‘lw"’)‘S)ENsv )‘0<[MNbJ—|7 (1§U§S)}’
w(N) = {Up; €N, EeEN, 1 <k<[NY, nn<N% (1<i<d)},

avec, pour tout (k,7) € N x N%,

Uok(P) = 05(P)(wy), (P € H(CT)).

35



36 CHAPITRE 4. UNE PREMIERE EXTENSION DES RESULTATS DE BUNDSCHUH

Nous obtenons plusieurs énoncés généraux d’existence de polynomes et nous clo-
turons ce chapitre par la démonstration du théoréme ci-dessous.

Théoréme 4.1 - Soient un corps de nombres K, des nombres réels o1, . .., 0s stric-
tement positifs , des fonctions f1,. .., fs entieres dans C? dont les ordres sont respec-
tivement inférieurs ou égaux @ o1, . . ., 0s. Considérons une suite (wy,)g>1 de points de

CY, (ey, hy)n>1 une suite d’éléments de (Rxq)?, un nombre réel p tel que 0 < pu < 1,
(¢,a) un élément de Rso x N2

On définit le nombre réel w = (01 + -+ 0s + 0+ ||all)/s, ainsi que le s-uplet de
nombres réels b = (w — 0o )1<o<s-

On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites.

(Cy) Pour chaque nombre entier N > 1, le couple (Woo(N), By, (N)) vérifie la condi-
tion (AR.) relativement au couple de nombres réels (cn, hy) et au corps de nombres
K.

(Cy) La suite (wy,)r>1 vérifie la condition de répartition (C(0)).

(C3) (L+llall)(s = d) > (01 + -+ 0s5)d et £+ [la]| > dmax{ay, 1 < k < d}.

(04) th—>oo CN(l + hN)Ni(H»”g”)/d = 0.

Alors, il existe un nombre entier Ny vérifiant la propriété suivante : quel que soit le
nombre entier N > Ny, il existe un polynome non nul Py de K[X, ..., X;] dont le
degré partiel en chacune des indéterminée X, vérifient degx, Py < [uN“~%?7] et tel
que la fonction Fx = Pn(f1, ..., fs) s’annule sur Uensemble {w,, 1 < k < (Nﬂ}
avec une multiplicité > (N%)1<;<q.

Nous démontrons le théoréme 4.1 en plusieurs étapes :

Nous commengons, tout d’abord, par montrer que la condition (L.S.) est vérifiée
pour les produits de fonctions d’ordres de croissance finis, nous utilisons pour cela
une méthode de majoration des déterminants d’interpolation essentiellement die a
M. Laurent (cf. [Wal00]).

Nous obtenons ainsi la proposition 4.1.

Ensuite, en utilisant le théoréme 3.1 et la proposition 4.1, nous démontrons au pa-
ragraphe 4.2 un premier énoncé général d’existence de polynomes.

Au paragraphe 4.3, nous faisons dépendre une partie les parameétres qui interviennent
dans I’énoncé du théoréme 4.2 d’'un méme paramétre entier /N, de maniére & obte-
nir une version asymptotique du théoréme 4.2 dans laquelle la condition (C3) du
théoréme 3.1 devient de la forme :

H(N)/L(N) > Dlog L(N) + Dex (1 + hy)

et peut étre remplacée par des hypothéses portant sur les rapidités de croissance
des suites impliquées. Le théoréme 4.1 est une conséquence du théoréme 4.3 il est
démontré au dernier paragraphe.
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4.2 La condition (L.S.) pour des produits de fonctions

4.2.1 Introduction

Soient fi,...,fs des fonctions entiéres dans C% et d’ordres de croissance finis
(cf. Définition 2.1), des points wi,...,wy de C¢ un élément (S,7T) de N x N¢
§: (Sl,...,SS), I: (le---aTd)-

Nous utilisons dans ce paragraphe et les paragraphes 4.3 et 4.4 les notations suivantes
pour désigner 'ensemble fini @ s de fonctions :

Dg={Dy=f"- - f2; A=(\1,...,\) EN*, A < S},

s

ainsi que I'ensemble fini de fonctionnelles Uy :
Upy ={V ;7N keN, 7<T, 1<k< M},
avec, pour tout élément ® de H(C?), k € N, 7 € N? :
V2 k(®) = 0H(P)(wh)-
Nous allons établir que si S, T et M vérifient les inégalités suivantes :
(4d)** < Sy Sy < MTy -+ Ty, (4.1)

alors le couple (®g, Uy 5/) vérifie la condition (I..S.) pour un réel H que nous pouvons
expliciter.
Nous démontrons 1’énoncé suivant :

Proposition 4.1 - Soient des fonctions fi, ..., fs entiéres sur C? d’ordres respecti-
vement inférieurs ou égaux o des nombres réels strictement positifs o1, ..., 0s , deux
nombres réels a > 0 et B > 0 vérifiant pour tout nombre réel R > 0 les inégalités

|folr < Bexp(aR®), (1 <o <s). (4.2)

Soient un nombre réel r > 0, un nombre réel E > 1 et des points wy, ... ,wy de C?
contenus dans le disque D(0, 7).
On définit Uapplication Hg de N% x N* dans R par :

d d

Hy(T,S) = ELdfil log E— L||T|log E — Llog L — L) Ty log Ty
k=1
~L||S|log 3 — Lay S, (2Er)®, (4.3)
o=1

en posant L =S, ---Ss et 3 = sup{3, 1}.

Alors, pour tout nombre réel £ > 1 et pour tout élément (T, S) de N x N* satisfai-
sant a la condition (4.1), le couple (U pr, Pg) vérifie la condition (L.S.) relative au
nombre réel Hg(T,S).
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4.2.2 Résultats préliminaires
4.2.2.a Majoration d’un produit de fonctions

Afin de majorer les éléments de la famille Cf?i qui sont des produits de fonc-
tions, nous faisons I’hypothése non restrictive 4 > 1, puis nous utilisons le résultat
technique suivant :

Lemme 4.1 - Soient R un nombre réel > 0 et S un élément de N°. Soient \; =
(Args 5 Asg)s (1< 5 <L), des éléments de N° tels que A; < S, (1<j<L).
Alors :

L s
H )| < 15 exp(aL Z S,R). (4.4)
j=1

o=1
Démonstration du lemme 4.1
L’inégalité (4.2) permet d’écrire, pour tout j,

s

[ 2 e < [T expaR®As))

o=1
s

< ﬁHAjll exp(a Z R \,;)

o=1
s

< gl exp(a Z R%S,).

o=1

D’ou

L L s
[T1®s1r < H(ﬁ“%“exp(aZR@Usa),
j=1 j=1 o=1

et finallement

L S
AL|S .
[[12s]r < B85 exp(aly" 5, Re).
J=1 o=1
4.2.2.b Zéro a ’origine d’une fonction définie par un déterminant

En vue d’appliquer le Lemme de Schwarz 2.1, nous minorons l'ordre du zéro &
lorigine d’une fonction définie par un déterminant, selon une méthode diie essen-
tiellement a M. Laurent (cf. [Wal00], lemme 9.2).

Proposition 4.2 - Soient ®,,...,®; des fonctions entiéres dans CY, §1’ . ,§L des
points de CY, T, = (Tuts s Tua), (1 < < L) des éléments de N4,
Si L > (4d)*, la fonction =, définie dans C par

z — E(z) = det ((07(®;)) (2w, )1<ij<t) »

admet un zéro a l'origine d’ordre > gL%l - Zﬁzl 7,.I-
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Démonstration de la proposition 4.2.

Comme chacune des fonctions utilisées est somme de sa série de Taylor a l'origine,

les propriétés de linéarité du déterminant nous permettent de limiter notre preuve

au cas ot chacune des fonctions @y, (1 < A < L), est un mondome wk, avec k, =

(kx, .-, kxng) € N? et why = wha ... 2kxa Nous avons alors :

. Tl (E ) wkr T, si ky, — 1 € N
o ow) = { 0 (§ '>kA gnt

La fonction = s’écrit alors :

k.
E(z) = det (Iu! (2) Z”hmllg?m) 7

1<Au<L

en convenant que (f*) représente 0 si ky — 7, Z N? et (fk) siky—1, € N¢.
—p —p

T,

Multiplions par z!I7«ll 1a colonne d’indice p, on obtient par multilinéarité :

L L k;
[12'=1=(2) = T "% det (IH! (;A) §ZA—Tu) 7
1<A,u<L

p=1 A=1

ce qui nous permet d’écrire :

2(z) = 23 =izl et (Iu! (EA) éix—m> ‘
—H 1<\ p<L

Remarquons que le terme de droite de cette égalité est nul si les éléments k4, ...,k
de N?, ne sont pas tous distincts. Dans le cas contraire = admet un zéro d’ordre

supérieur ou égal a Zle k|| — ZﬁZIHZMH.
Nous définissons, pour tout couple d’entiers (d, L), le nombre :

L
Ou(L) = min{) |k, ky € N/ b # kj, i #4, 1 <d,j < L}.
A=1

D’aprés ce qui précéde, pour tout L-uplet (®q,..., ;) de fonctions entiéres, la fonc-
tion = qui lui est associée, admet un zéro a l'origine d’ordre > O4(L) — 25:1 I,l-
La conclusion de la proposition 4.2 provient du résultat suivant :

Lemme 4.2 Pour tout entier d > 1 et pour tout entier L vérifiant L > (4d)*,

Démonstration du lemme 4.2 (Voir [Wal00]|, Chap.6, Lemme 6.5).
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4.2.3 Démonstration de la Proposition 4.1

Nous commencons par établir le premier énoncé ci-dessous ; la proposition 4.1 est
une conséquence directe de son corollaire.

Proposition 4.3 - Soient r et R deux nombres réels vérifiant 0 < r < R, (S,T, M, d)
un élément de Uensemble N° x N¢ x Ny x Nsy satisfaisant les inégalités (4.1),
®y,..., P des fonctions entiéres dans C?, w,,...,w,, des points de C? contenus
dans le disque D(0,7) et & = {(1;,k;),1 < i < L} un sous-ensemble fini de N¢ x N
dont les éléments sont tous < (T, M). Alors, le nombre

Ag = det (07 (®;)(wy, )1<ij<r)

est majoré par

a3l L
|Ag| < E-eb @ HHTIpL(mT.. .Tde)LH | ®; |ar, (4.5)
j=1

avec E = R/r.

Corollaire 4.1 - Soient fi,..., [, des fonctions entiéres dans C? d’ordres respec-
tivement inférieurs ou égauxr a des nombres réels positifs o01,...,0s et a et B deux
nombres réels satisfaisant pour tout nombre réel R > 0 les relations (4.2). Soient
(S, T, M,d) un élément de I’ensemble N* x N¢ x N> x N, satisfaisant les inégalités
(4.1). Nous posons L = Sy--- Sy et 8= sup{3, 1}.

Soient \; = (A1, .-, Asj), (1 < j < L) des éléments de N* tous < S et £ = {(7;, k;), 1 <
i < L} un sous-ensemble fini de N x N dont les éléments sont tous < (T, M),

On définit les L fonctions ®; = ML (1< j < L).

Alors, avec les notations de la proposition 4.1,

g . s
| Ap |< BT AHTI LT TR BHS) exp(al Y S,(2E)%). (4.6)

j=1

Démonstration de la Proposition 4.3
Nous savons, d’aprés la proposition 4.2, que la fonction

Z 2> Z(2) =det (( L?(q)j))(ngi)gi,ng) ;

admet en 'origine un zéro d’ordre > %L%l — % Izl ; nous pouvons donc ap-
pliquer le lemme de Schwarz en un point complexe a la fonction = définie dans C
par

2 — E(2) = det ((07(D;)) (2w, )1<ij<L) -

11 vient
12(1) |< BT AT 2,

Or, par définition du déterminant,

| 2 |g< L! sup H | 0% ®; 2wy, ) |
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Les inégalités de Cauchy permettent d’écrire :

T,! o
Par conséquent en majorant : L! par L”, 7,!/El=ll par H,ﬁzl Tgk,
et Zle |7;| par L|T|, on obtient 'inégalité escomptée :

41 d L
O Al | O N RS
1 j=1

k=

(1]

Démonstration du Corollaire 4.1 I suffit dans I'inégalité (4.4) de la Proposition
4.1 de majorer le produit Hle | ®; |2k en utilisant la majoration (4.4) obtenue au
Lemme 4.1.
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4.3 Un énoncé général d’existence de polyndémes

4.3.1 Une application du théoréme 3.1

Avec les notations précédentes, pour tout nombre réel E > 1, le couple (\TJLM, QN)Q)
vérifie la condition (L.S.) relative au nombre réel Hg (T, S) explicité dans la propo-
sition (4.3); par conséquent, lorsque la condition (A.R) est satisfaite, le théoréme
3.1 établit 'existence d’un polynéme P appartenant a l'algébre Z[X;, ..., X] tel
que la fonction F' = P(fy,..., fs) s’annule avec multiplicité en chacun des points
COARRRRRYA Ve
Nous obtenons :

Théoréme 4.2 - Soient (c,h,r) un élément de (R-o)®, K un corps de nombres de
degré D sur Q, wy,...,w,, des points du disque D(0,r) de C? et (T,S) de N? x N*
satisfaisant les inégalités (4.1).
Soient 01, ...,0s des nombres réels strictement positifs, fi,..., fs des fonctions en-
tieres dans C? dont les ordres sont respectivement inférieurs ou égaux & 01, ..., 0s
et deur nombres réels a > 0 et § > 0 vérifiant pour tout nombre réel R > 0 les
inégalités (4.2). On pose L =Sy --- S, et § =sup{f, 1}.
On suppose que les deuz_conditions ci-dessous sont satisfaites.
(Cy) Le couple (Vpar, ®g) vérifie la condition (AR.) relativement au couple de
nombres réels (c,h) et au corps de nombres K.
d . d °
Cy —Lia > ||T| log L + T;logT; + ||S||log 6 + « S, (2er)?e
(C2) . 1| ; 15]] ; (2er)

+Dlog L 4+ Dc(1+ h). (4.7)

Alors, il eziste un polynoéme non nul P de K[Xy,...,Xs| dont le degré partiel
en chaque indéterminée X, vérifient degx, PNy < S, et tel que la fonction Fy =
Pn(f1,..., fs) s’annule en chacun des points wy,...,w,; avec une multiplicité > T.

4.3.2 Démonstration du théoréme 4.2

Démarche
Nous utilisons le théoréme 3.1 pour montrer que la matrice

O\ (O
M = ((a_Zl) <a_Zd> (£ ...fﬁ)(gk))ﬂ’ s

est de rang < L.
Cela établi 'existence d’ éléments my, (A < S,A € N°), non tous nuls de K, tels
que

o\" o\"™ \ \
RN RN 1., s — T 1 < <M
(821) (azd> ZmAfl fS (ﬂk) Oa (I<_, ~ k < )7

A<S,
AENS

et donc du polynome non nul P =3, _¢my X' -+ X2 de K[X), ..., X,] qui vérifie
la conclusion du théoréme 4.2. o
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Mise en oeuvre du théoréme 3.1. La matrice M peut s’exprimer en fonction des
ensembles Wp 5y et $g en écrivant :

D’aprés ’hypothése (C}) la condition (A.R) est satisfaite relativement au couple de
nombres réels (c¢,h) et au corps de nombres K ; de plus, d’aprés la proposition 4.1, la
condition (I..S) est elle aussi vérifiée pour le nombre réel H (T, S) défini par 1’éga-
lité (4.3) en prenant E = e; enfin I'inégalité (Cs) du théoréme 4.1 est équivalente
a l'inégalité (C3) du théoréme 3.1. Par conséquent le théoréme 3.1 s’applique et la
matrice M est de rang < L.

OO0
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4.4 Une version asymptotique du théoréme 4.2

4.4.1 Enoncé du résultat

Définition des paramétres.
Soient (a,b) un élément de (N)? x (Rs¢)?, avec a = (ay,...,aq), b= (b1,...,bs) et u
un nombre réel vérifiant 0 < p < 1.
Nous définissons la suite (7@ (N), SE* (N))ys; d’élements de de N¢ x N*, avec :
TO(N) = (T (N), ... T (V) et SEI(N) = (SPP(N), ... SE(N)),
en posant pour chaque nombre entier N > 1 :
T;,(N) = N%; (1<i<d),
SEM(N) = [uN*]+1; (1<o<s).

Nous démontrons ’énoncé suivant.

Théoréme 4.3 - Soient un corps de nombres K, des nombres réels o1, . .., 0s stric-
tement positifs , des fonctions fi, ..., fs entiéres dans C? dont les ordres sont res-
pectivement inférieurs ou égauxr @ 01, ..., Os.

Considérons un nombre réel { > 0, une suite (wy)r>1 de points de C¢, un nombre
réel pu tel que 0 < p < 1, un élément (a,b) de (N)? x (Rx0)® et une suite (cy, hy)n>1
d’éléments de (R>g)>.

Nous supposons que les conditions suiwantes sont vérifiées. }

(C1) Pour chaque nombre entier N > 1, le couple (U ny ryes Pgemy)) vérifie
la condition (AR.) relativement au couple de nombres réels (cn,hn) et au corps de
nombres K.

(Cy) La suite (wy,)k>1 vérifie la condition (C({)).

(C3) L+ ||a|| > ||b]| > dmax{a;, 1 <i<d} U{bs, + 05,1 < 0 < s}

(C4) lim oo CN<1 + hN)N_”é”/d = 0.

Alors, il existe un nombre entier Ny vérifiant la propriété suivante : quel que soit le
nombre entier N > Ny, il existe un polynome non nul Py de K[X,..., X;] dont le
degré partiel en chaque indéterminée X, vérifient degx, Py < MNbﬂ et tel que la
fonction Fy = Py(fi,..., fs) s’annule sur Uensemble {w;,, 1 <k < [N*]} avec une
multzplzczté 2 (Nai)lsl'gd.

4.4.2 Démonstration du théoréme 4.3

Posons, pour tout nombre entier N > 1, M(N) = [N*].
Il suffit de démontrer que les conditions (C3) et (Cy) de 1’énoncé ci-dessus entraine

I’existence d’un nombre entier N tel que, pour tout nombre entier N > Nj, le triplet
(M(N), TW(N),S®"(N)) de N x N* x N¢ vérifie les inégalités (4.1) et la condition

)=

(C3) du théoréme 4.2 les conditions d’application du théoréme 4.2 seront réunies.

Vérification des inégalités (4.1).
Nous posons, pour tout nombre entier N > 1,

LEM(NY) = HS(()'Q’“)<N)'
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Minoration. - D’aprés la condition (Cs), la somme des coordonnées de b est stricte-
ment positive, nous pouvons donc définir le nombre entier strictement positif

= [((4(1)2(1/#3)1/”@”" s

Remarquons que, pour tout nombre entier N > 1,
L(b’“)(N) > H (MNbcf) :

d’ou
LeW(N) > pe Nl (4.8)
Par conséquent, quel que soit le nombre entier N > n; nous avons
LEW(NY) > (4d).
Majoration. - Nous avons, pour tout entier N > 1,

LEM(N) Nlal LeH(N)
TN Nlal < ((Nﬂ Nall) ( Nl )

Or, £+ |la|| > ||b|| d’aprés la condition (C3), ce qui permet d’écrire :

LEM(N) N al LOH(N)
[N€] Nl = <[Nﬂ Nlla) ( Nlell )

N+ lal HZ:I,bO—>0 (MNH + 1)
[N¢] Nliall H§:1,bg>0 Nbe '

On a donc démontré 1'inégalité

1) (N) Gl 5 1

TN NIl S (—wq Nna) 11 (M + —Nbg) -

o0=1,b>0
Cependant
NEal s 1
i T AT/ AT R — — #{Uy ba>0}
s <[Nq Nna) 11 (WF Nbg) = :
o=1,b5>0

et p#to >0k < 1 puisque 0 < pu < 1 et {0, by > 0} # 0 (car nous supposons
|lb]| > 0); il existe donc un nombre entier N; > 1 tel que pour tout nombre entier
N 2 N17

L&MW (N)
TN Nlal <
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On a donc, pour tout nombre entier N > Ny,
d
LED(N) < M(N) [ T2V,

7
=1

Conclusion. - Posons Ny = max{n;, N;}. La condition (4.1) est vérifiée pour tout
nombre entier N > Ns.

Vérification de la condition (C3) du théoréme 4.2
Nous savons d’aprés I'inégalité (4.8) que

(L®( N))l/d > /AN,

par conséquent, il nous faut comparer le comportement, lorsque N tend vers 400,
de NII/4 avec celui des termes qui composent le membre de droite de I'inégalité (4.7).

Pour cela, nous considérons un couple (o, 3) vérifiant les inégalités (4.2) et nous
posons

G = sup{f, 1}.
D’autre part, la condition (Cy) permet de prendre dans le membre de droite de
I'inégalité (4.7) :
r=coN.

Nous déduisons de la condition (C3) les inégalités ||b||/d > a;, pour tout nombre
entier ¢ tel que 1 < i < d; par suite :

d
i (a) (a) (a) —llell/d _
dim <HI (N)||+;Z (N)log T; <N>)N 0.

D’aprés la condition (Cs), [|bl|/d > b, + 0,, pour tout nombre entier o tel que
1 <o <s;onadonc:

o0

lim (HSW(N)H log B+ Sgbvu)(N)(ZecoN)Qc> NIl —
o=1

Avec les deux remarques précédentes, la condition (Cy) permet de conclure a Iexis-
tence d’'un nombre entier Ny > Ns, tel que, pour tout nombre entier N > Ny, la
condition (Cs) du théoréme 4.2 soit vérifiée ; d’ou existence d’un polynéome vérifiant
les propriétés requises par le théoréme 4.3 lorsque N > N,.

4.5 Démonstration du théoréme 4.1

4.5.1 Une réduction du probléme

Montrons qu’il suffit d’établir le résultat dans le cas particulier ou

w > sup{o,, 1 <o < s}. (4.9)
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Supposons par exemple que 'on ait

o1+ +os+ L+ ||al
S )

0s =

que 'on peut encore écrire

o1+ 4 051+ 0+ |al

- (4.10)

0s >

La premiére inégalité de la condition (C}) s’écrit

(Ql + -+ stl)d Qsd
{ >
+ lal s—d T

ce qui entraine d’aprés (4.10)

(91+"'+QS—1)d (Ql++gs—1+£+||QH>d

C+lal > — G-1(—4d ,

d’ou
(0 + llal[)s(s =1 —d) > (o1 + -+ 0s-1)sd.
On en déduit s — 1 > d et

(01 4+ 0s1)d
(s—1—4d)

{+lal| >

Il suffit donc de démontrer le théoréme au rang s — 1 puisque ses hypothéses sont
satisfaites pour les fonctions fi,..., fs_1. Par récurrence on se raméne ainsi au cas
ol l'inégalité (4.9) est vérifiée.

Fin de la démonstration
Supposons les hypothéses du théoréme 4.1 et la condition (4.9) satisfaites, nous al-
lons montrer que les hypothéses du théoréme 4.3 le sont aussi, pour le triplet (¢, a, b).
Nous supposons w > max{g,, 1 <o < s} donc b est un ¢lément de (R>g)®.
De plus, d’aprés la définition de b, [|b]] = ¢ + ||a||, on a donc successivement ¢ +
llal| > ||b]| et, d’aprés la deuxiéme inégalité de la condition (C3) du théoréme 4.1,
6]l > dsup{a;,1 < i < d}.
L’inégalité

||b]] > dmax{b, + 0,,1 < 0 < s}

de la condition (C3) du théoréme 4.3 est équivalente a
O+ llall > d(or + -+ + o5 + £+ lal]) /5,

autrement dit, a la premiére inégalité de la condition (C3) du théoréme 4.1.
Enfin, les égalités d’ensembles

‘III@)(N),[NH = \i’g,f(N) et &)g(ﬁv#)(z\/) = (i)é,u(N)

montrent que la condition (C7) du théoréme 4.3 est satisfaite. Les deux autres hypo-
théses étant identiques dans les deux théorémes, le théoréme 4.3 permet de conclure.
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Chapitre 5

Les lemmes de zéros

5.1 Introduction

5.1.1 Position du probléme

Soient f1,..., fs des fonctions entiéres dans C%, w,,...,w,, des éléments de C%,
T=(Ty....,Ty) € (NU{+oc})4 et S = (S1,...,5,) € N°. Nous avons démontré,
dans la premiére partie de cette thése, que lorsque certaines conditions arithmétiques
sont vérifiées il existe un polynéme non nul P € C[Xj,..., X;]g qui s’annule en
chacun des points wy,...,w,, avec une multiplicité > T.

Nous nous intéressons a présent au probléme inverse : la recherche de conditions qui
nous assurent de 'impossibilité de I'existence d’un tel polynoéme ; un lemme de zéros
est un énoncé qui répond a cette question.

Nous en donnons un premier exemple au paragraphe 5.1.2, puis, en reprenant les
notations et les définitions du texte de référence de D. Roy dans ([Wal00], Part
IIT), nous énongons aux paragraphes 5.2 et 5.3 les lemmes de zéros sur les groupes
algébriques qui permettrons, par la suite, de conclure les démonstrations de trans-
cendance.

5.1.2 Un lemme de zéros pour les fonctions entiéres

Une fonction entiére dont toutes les dérivées sont nulles en un point de C? est
nulle en tout point de C¢; cela permet d’énoncer avec M =1, w, =0

Théoréme 5.1 - Soient fi,..., fs des fonctions entiéres dans C%, w un élément de
C et P un polynome non nul de C[X1,. .., X,] tels que :

DTP(f1,..., fs)(w) =0, pour tout T € N, alors P(fi,...,fs) =0 sur CZ

Le théoréme 5.1 intervient en particulier dans la démonstration du résultat suivant.

Lemme 5.1 - Soient K un sous-corps d’un corps K' et fi,...,fs des fonctions
entieres sur C%, tels que, pour tout (1,0) € N4 x {1,...,s}, DTf,(0) est un élément
de IC. Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Les fonctions f1,..., fs sont algébriquement dépendantes sur K.

(ii) Les fonctions f1,..., fs sont algébriqguement dépendantes sur K'.

o1
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Démonstration du lemme 5.1.
L’assertion (i) implique Passertion (ii) de maniére évidente.
Pour démontrer I'implication réciproque nous supposons qu’il existe

S=(Si,...,S,) €N

et un polynéme non nul de K'[X;,..., X ], P = ZA<§mAX{\1--~X§S, tel que

P(f1,..., fs) =0. Cette égalité équivaut (d’aprés le théoréme 5.1) aux égalités
D™P(f1,..., fs)(0) = 0, pour tout T € N%, (5.1)

On pose L = Sy---Ss. Les égalités (5.1) signifient que le K'-espace vectoriel V
engendré par les L vecteurs

Vy= (DTA" - £2(0)) (A <9).

T€ENE?

est de dimension strictement inférieur a L.
La matrice

M = (DL 1/\1 - f;\s (Q))AENS, A<S

rend
est donc de rang < L.
Il suffit donc de démontrer le résultat suivant :

Lemme 5.2 - Soient K un sous-corps de C et f1,..., fs des fonctions entiéres sur
Ce. On suppose que les conditions (i) et (ii) sont satisfaites :

(i) Pour tout (1,0) € N x {1,...,s}, DTf,(0) est un élément de K.
(ii) Il existe S = (Si, ..., Ss) un élément de N°® pour lequel la matrice M = (DZf -+ f24(0)) aevs, a<s

TENd

est de rang < Sy ---S;.

Alors, les fonctions f1, ..., fs sont algébriquement dépendantes sur K.

Démonstration du lemme 5.2. D’aprés la condition (i) les vecteurs-colonnes de M
sont tous dans K la condition (ii) signifie donc que le sous-K-espace vectoriel F
de (K)F engendré par les vecteurs-colonnes de M est de dimension r < L sur K.
Considérons une base C'; ,...,C; de F, avec C; = (C;;, )1<i<r, il existe un mineur
non nul r X r de la matrice (le, . ,er) a coefficients dans I ; autrement dit, il
existe des nombres entiers 1 <1 < ... <1, <r tels que

le7‘j1 “ e Cl,j’r‘

A = det : : : # 0.
Cirgr -+ Crjy

De plus comme r < L, nous pouvons choisir un nombre entier p tel que 1 < p < L
et p € {il,...,ir}.
Considérons C = (C};)1<;<z un vecteur-colonne quelconque de M.
La matrice
Oil Cil,jl s Cl,jr
N = : : : :
Ci,r Ci'r,jl “ e Cr,j'r

Cp Cp,ﬁ vajr
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est de dimensions (r + 1) x (r + 1), a coeflicients dans I et de déterminant nul; il
existe donc Ay, ..., A, des éléments de K, ne dépendants que de la base C; ,...,C;
choisie, tels que :

AlCil + v + Arcir + ACp - O

Ce résultat, vrai pour tout vecteur-colonne de M, montre ’existence d’une relation
de dépendance K-linéaire non triviale entre les vecteurs-lignes de M. En posant
Cr,=DT fl”“ e f?s”“(Q) pour k =iy, ...,1%,,p, nous en déduisons, pour tout 7 € N?,
les égalités :
Al As,i AL, ; A .
ADTF o fE(0) 4 - AGDTfT L i () +AD1f11*P---f35’P(Q) =0

Soit, pour tout 7 € N,

As,'Ll

D7 (A f e 0 e AN e AR ) (0) = 0.

Le lemme de zéros donné par le théoréme 5.1 permet d’en déduire que la fonction

Alffl’” fs/\l + 4+ ATffl’” . fsAT + Afl/\l’p . fs’\p est nulle.

5.2 Un lemme de Zéros sans dérivation sur les groupes algé-
briques

5.2.1 Préliminaires
Le groupe algébrique G

Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et dy, d; deux
nombres entiers positifs vérifiant d = do +d; > 0, nous désignons par G = G% x G%
le groupe produit K% x (X*)%. Ainsi défini G n’est pas un sous-ensemble algébrique
de K% x (K)%, mais nous pouvons remédier & cela en considérant le sous-ensemble
algébrique U de K%+241 defini par

U={(zy,2) € K x KU x KM : ypzy = .0 = yg 2q, = 1}

et la projection de K% x K% x K% dans K% x K% qui envoie (z,y, z) sur (z,y)
Cette projection induit une bijection 7 : U — G et permet de transporter sur G la
structure algébrique de K%+241 en posant qu’un sous-ensemble € de G est algébrique
si m71(€) est un sous-ensemble algébrique de %241,

Le sous-anneau du corps des fractions rationnelles (X, ..., X4, Y1,...,Yy,) en-
gendré par les fonctions de base Xi,..., Xg,, Y1, ..., Yy, Y ,Ydf joue un role
important dans les énoncés qui suivent, nous le notons

KIG] = K[X1, ..., Xa0, Y1, Yo, , YT Y
Le morphisme de K-algébres 7 de 'anneau des coordonnées
KIK% x K% x KM = K[X1, .., Xao, Y1, .., Yo, Z0, ..., Zg)]

de Pespace affine K%T24 dans K[G] défini par les égalités 7(X;) = X, pour i =
L....dyet 7(Y;) =Y;, #®(Z;) =Y, pour j =1,...,d; est surjectif.
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Multidegré d’un élément de ’anneau de fonctions.

Tout polynome de |G| peut s’écrire de fagon unique sous la forme d’une com-
binaison linéaire a coefficients dans K des monomes

A1 Adg v mi Vdq
H XM XYY
(A)EA
oll A est un sous-ensemble fini de N% x Z . L’unicité de cette décomposition en

somme de mondémes nous permet de définir pour tout entier ¢, 1 <17 < dy, le degré
total en X comme le maximum de ’ensemble

{IAll (A7) € A}

et pour tout entier j, 1 < j < dy, le degré en Y; comme le maximum de I'ensemble

{17l (A7) €A}

Soit (Dy, Dy, ..., Dg,) un élément de N1 nous dirons qu'un polynoéme P de K|[G]
est de multidegré < (Dy, Dy,...,Dg,) si son degré total en X est < Djg et si, pour
tout entier j, 1 < j < dy, son degré en Y est < D).

Le KC-espace vectoriel K[G]<p, p, des polynomes de K[G] de multidegré

< (Do, D) est 'image par 7 de K[X, Y, Z]<p, p, le sous-espace vectoriel de K[X,Y, Z]
constitué des polynomes de degré total en X < Dy et de degré total en Y; et Z;
< Dj, pour tout j =1,...,d;.

Polynéme de Hilbert-Samuel d’un sous-ensemble algébrique.

Soit F un sous-ensemble algébrique non vide de K%+2d1 il existe un idéal I de
K[X,Y, Z] dont F constitue I'ensemble des zéros dans Kdo+2d1,
La fonction multihomogéne de Hilbert de F, correspondant a la partition
P = {{X17 s 7Xd0}7 {}/17 Zl}7 HR) {Yd17 Zdl}}
de I'ensemble de variables {X,Y, Z}, est 'application H(F; ; ) : N x N® — N
définie par
H(F; Do; Dy) = dimc(K[X, Y, Z]<py.p, +1)/1).
On sait que pour des entiers Dy, Dy,..., Dy, suffisamment grands elle est égale a
la valeur d’un polynéme en Dy, Dy,..., D, dont le degré total est la dimension de

F; ce polynome est le polynome multihomogéne de Hilbert-Samuel de F, il admet
une écriture de la forme

dy
H(F;Dy; D) = Z %HD? avec d = dim(F).
i€NxN91; |j|<d k=0

Nous définissons le polynome

d1
H(F:;Dy; D,) = d! Z %HD?’

i€ENxN?1; |j|=d k=0

obtenu en multipliant la partie homogéne de degré d de H(F; Do; D) par d!.



5.2. UN LEMME DE ZEROS SANS DERIVATION SUR LES GROUPES ALGEBRIQUES55

Les sous-groupes algébriques de G.

Les sous-groupes algébriques de G sont les sous-groupes de G qui sont aussi
des sous-ensembles algébriques de G. On montre (cf. [Wal00|, Proposition 5.6) qu’il
s’écrivent tous, de facon unique, sous la forme V x Ty ou V est un sous-espace
vectoriel de K%, ® est un sous-groupe de Z% et Ty est défini par

Pdq

To ={(y1,. - ,Yay) € o s yftyg =1 pour tout (p1,..., 04 ) € P}
On montre (cf. [Wal00|, Théoréme 5.13) que la dimension de G* est
d* =dj+dj avec dy = dimg V et dj = dy — rang(®P),

et que G* est connexe si et seulement si ® est un sous-groupe saturé ! de Z.
Nous désignons par r le rang de ®, L4, ) Uensemble des partitions de {1,...,d;}
en deux sous-ensembles disjoints

i =i, i} et Jag = {d1, o dag

avec ip < ... <ipetj; <...< jg, M une matrice r X d dont les r lignes forment un
systéme générateur de @ et, pour tout i, = {i1,..., i} telque 0 < iy < ... <1, <dj,
M; la matrice r x r formée des colonnes de M d’indices i1, ..., 4.

Alors, pour des entiers Dy, Di,...,Dy > 0 on montre (cf. [Wal00|, proposition
5.14) que

d!
d)

H(G*; Dy; D) 2iDg® > [detM; | Dy, - D, (5.2)
‘ﬁrﬁdg}eﬁ(dl,r)

Avec la convention que la matrice vide a son déterminant égal a 1.

Lorsque G* = (G cette expression s’écrit :

d!
H(G; Dy; D) = ﬁQdIDgOD1 Dy, . (5.3)
0.

5.2.2 Enoncé du lemme de Zéros sans dérivation

Théoréme 5.2 - Soient 3 un sous-ensemble du groupe algébrique G = G% x G&
contenant ¢ = (0,1) ’élément neutre de G, Dy un nombre entier > 0 et D =
(Dy,...,Dg,) un élément de N4, On suppose qu’il existe un polynéme non nul P de
K[Gl<p,.p qui s’annule sur

E[d]:{01++0d, (0'1,...,O'd)62d},

Alors, il existe un sous-groupe algébrique connexe G* de G de dimension < d tel
que :

# (E ZG) H(G™; Do; Dy) < H(G; Do; Dy). (5.4)

Pour la démonstration de ce résultat voir [Wal00], § 5.4.

1Un sous-groupe ® de Z9 est saturé si m € Z \0, o€ 7%, mo € ® implique que g € .
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5.3 Le lemme de zéros avec dérivations sur les groupes algé-
briques

5.3.1 Préliminaires

Dérivations sur K[G]

Soient I un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et dy, d; deux
entiers positifs vérifiant d = dg + d; > 0.
En plus des notations et définitions du paragraphe 9.1.1, relatives au groupe algé-
brique

_ do dr __ do X \dq
G =GP x G =K% x (K*)™,
nous utiliserons les dérivations sur

KIG) = K[X1, .-, Xag, Yiy oo, Yo, Y0 Y,

définies, pour chaque élément w = (&1,..., 4, M1, - -, Na,) de K2, par
0 0
Dy =20 & + 20 e
w= by, T Ry

Définition 5.1 - Soit g un point de G, W un sous-espace vectoriel de K¢ et N un
entier > 0, un élément P de K|G| s’annule au point g avec une multiplicité > N
dans la direction W si et seulement si

Dy, -+ Dy, P(g) =0

pour tout entier s, tel que 1 < s < N — 1, et tout (wy,...,w,) € W".

On déduit de cette définition 1’énoncé suivant L. Soit by, ..., b, une base quelconque
de W. Un élément P de K[G] s’annule en un point g de G avec une multiplicité > N
dans la direction W si et seulement si pour tout ¢ = (o7, ..., 0,) appartenant a N"

et vérifiant ||o]| < N —1, on a
o1 .. In =
Démonstration du lemme 9.2.
Soit ¢ = (01,...,0,) € N™ mnous pouvons écrire chaque puissance de dérivation
Dy, (1 <i < n) sous la forme développée

Dyt =Dy, - Dy,

dans laquelle le terme de droite est le produit des o; termes identiques Dy . Par
suite, Dl‘)’ll -+ - Dy est le produit de ||g|| dérivations, chacune appartenant a I’ensemble

{Dy,, 1 <i<n}, ce qui demontre le lemme 9.2.
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Espace tangent

Soit G* un sous-groupe algébrique de G, on note I(G*) I'idéal annulateur de G*.
Par définition 1(G*) est 'ensemble des éléments de K[G] qui s’annulent identique-
ment sur G*. On définit 'espace tangent de G* en 1’élément neutre e de G comme
le sous-espace vectoriel T,(G*) de K¢ constitué de tous les points w de K¢, tels que
la dérivation D, laisse stable I(G*).

Soient V le sous-espace vectoriel de K¢ et ® le sous-groupe de type fini de Z% tels
que G* =V x Tg. On note L le sous-ensemble algébrique de K% constitué des zéros
communs aux formes linéaires 7., ¢ € ® définies par

%:gpl}q+"'+¢dlyd17 fz(gOl?"'JgOdl)eq);

D. Roy montre dans [Wal00| (lemme 8.13), que I'espace tangent de G* en I’élément
neutre e de G est égal au produit cartésien V x L.

5.3.2 Enoncé du lemme de Zéros avec dérivations

Théoréme 5.3 Soient G~ et GT des sous-groupes algébriques connexes de G, avec
G~ C G7, s0it X un sous-ensemble de G contenant e l’élément neutre de G, soit W
un sous-espace vectoriel de T,(GT), soit Sy un entier >0 et D = (Dy, D1,...,Dg,)
un élément de N1, On note d* la dimension de G*.

On suppose que pour tout sous-groupe connere G* de G de dimension < d*, conte-
nant G~ on a

/! E *
(SU b EO)# ( e ) H(G*s Dy: D) > H(G": Dy: D),
0

avec

{, = dimg (w +T.(G )>

T.(G)

Alors il n’existe aucun élément P de K[G)<p, p non identiquement nul sur G s’an-
nulant en chacun des points de X[d*"| + G~ avec une multiplicité > (d*)Sy dans la
direction W.

Pour la démonstration de ce résultat, voir [Wal00], § 8.4.

COOO0
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Chapitre 6

Le théoréme des six exponentielles

6.1 Minoration du rang d’une matrice en fonction de ses di-
mensions

Les premiéres démonstrations du théoréme des six exponentielles énoncé ci-
dessous, sont dies a Lang (cf. [Lang66]) et & Ramachandra (cf. [Ram68]).

Théoréme 6.1 - Soient { et d deux entiers positifs satisfaisant d¢ > d + (. Soient
X1, ..., xq des nombres complexes linéairement indépendants sur Q, et soient yy, ..., ye
des nombres complexes linéairement indépendants sur Q. Alors l'un au moins des
dl nombres exp(z;y;), (1 <i<d, 1 <j </) est transcendant.

L’appellation du théoréme provient de 'hypothése d¢ > d+ ¢ sur les nombres entiers
d et ¢, que I’on peut encore écrire (d—1)(¢—1) > 2, ce qui équivaut A d > 3 et £ > 2
(ou bien I'inverse). Le cas limite est donc celui ou ’on obtient une liste de six expo-
nentielles. Si d = 1 (ou bien ¢ = 1) la conclusion du théoréme n’est manifestement
pas toujours vérifiée, et si d = 2 et £ = 2, c’est & dire si d¢ = d + ¢, nous obtenons la
conjecture des quatre exponentielles, formulée par Lang dans (cf. [Lang66], Chap.2,
$1) et non démontrée a ce jour.

En notant £ I’ensemble des nombres complexes dont I'image par la fonction expo-
nentielle est un nombre algébrique,

L={\eC, exp) € Q},
le théoréme des six exponentielles peut s’énoncer sous la forme équivalente suivante :

Théoréme 6.2 - Considérons une d x ¢ matrice M = (\;;)1<i<a dont les coeffi-
1<5<¢

cients sont des éléments de L. Nous supposons que les d lignes de M définissent des
vecteurs Q-linéairement indépendants de C' et que les  colonnes de M définissent
des vecteurs Q-linéairement indépendants de C?. Alors, si dl > d+(, le rang de M
est supérieur ou égal a 2.

L’équivalence des deux théorémes provient du fait que la matrice M est de rang 1
si et seulement s’il existe des nombres complexes z1,..., x4 et y1,...,y, tels que :
Nij =expriy;, (1<i<d, 1<j5<Y).

99
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Il est naturel de se demander 8’il est possible, pour d¢/(d + ¢) suffisamment grand,
de minorer le rang de M par un nombre supérieur a 2. la réponse est généralement
négative comme le montre 'exemple des matrices M,,, (n € Nx), définies & partir
de la suite strictement croissante des nombres premiers (p,),>1 par

log2 log3 ... logp,
log 3

M, = , (n eN).

log py,

Puisque, pour chaque nombre entier n > 2, M,, est de rang égal a 2.

L’énoncé suivant contient le théoréme 6.2 et donne une condition pour que le rang
de M soit supérieur ou égal a d¢/(d + ().

Théoréme 6.3 - Soit M = (\;;)1<ica une matrice dont les coefficients sont des
155<¢t

éléments de L, vérifiant la condition :
(Z) Pour tout (ti,...,t;) € Z%\ {0} et pour tout (sy,...,s;) € Z*\ {0},

d l

Z Z tisj)\i,j 7£ 0.

i=1 j=1

Alors, le rang de M est supérieur ou égal a dl/(d + 1).

6.2 Démonstration du théoréme 6.3

6.2.1 Existence de polyndémes

Préliminaires.
Soit n le rang de M, nous utilisons la notation

Zoy=Y Tk,
k=1

,pour = (z1,...,7,) €C" et y = (y1,...,y,) € C". llexiste d vecteurs z; = (v;1,...,Tin), (1 <
i <d), de C" et { vecteurs Yy, = (Yjas--»Yjn), (1 <7 <¥), de C" tels que

Mg =iy, (1<i<d, 1<j<0).
Nous ordonnons par récurrence le sous-ensemble infini et dénombrable de C"
¢
_ . . ¢
y— {Z;S]gj ) (81,...,83) €7 }
]:

de facon a former une suite (wy)r>1 de C™ vérifiant, pour tout nombre entier N > 1,

¢
{wy ; 1§k§(2N—1)£}:{Zsjgj; (s1,...,80) € Z' avec | s;|< N, (1§j§€)}.

J=1
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Cette suite vérifie la condition C(¢) (cf. chapitre 4), puisque, pour tout nombre entier
N> 1,

sup{|w, |3 1<k< [N} < sup{lw,|; 1<k<(2N-1)}

- (Ein)

Nous appliquons le théoréme 4.1 aux d fonctions fi, ..., fq entiéres dans C™ définies
par
fi(z) =exp(z-z;), (1 <i<d),

& la suite (w;)r>1 et au corps de nombres K = Q (o ;, 1 <i<d, 1< j </{), avec
ai; =exp(Aij), 1<i<d, 1<5<4).

Les fonctions fi,..., f; étant chacune d’ordre de croissance inférieur ou égal a 1;
nous prenons 91 = ... = gg =1 et a =0; alors

w=(d+0/detb=(¢/d,... 0/d).
Nous supposons que n < £d/(d+¥), ce qui revient & dire que la condition (Cs) du

théoréeme /.1 est satisfaite.
Vérification de la condition (A.R.) du théoréme 4.1.
Considérons les ensembles de fonctions et de fonctionnelles définis respectivement,
pour tout nombre réel pu €]0, 1] et tout nombre entier N > 1, par
éb,u(N) = {(I)Q: 101 3d ) Q: (917-"a9d) GNdv 90 < [MNba]v (1 SO‘Sd)}
Uy(N) = {¥,; keN, 1<k < [N}

avec,

V() = d(wy), (@ € H(CY), (k,7) € N x N%).
De l'inégalité N* < (2N — 1)¢ on déduit :

¢

{w,; 1<k< N} C {Zsjgj ; (s1,...,80) € Z" avec | s;|< N, (1< SE)}.

=1

Par conséquent, pour tout nombre entier k, 1 < k < N¥, il existe un élément unique
(sgk), . ,sgk)) de N tel que

k . k
[N, 1<i<Oetw =) s )gj-
j=1

D’autre part, pour toute fonction &y € @b#(N),
d Lo,

Pylwy) = [T T] s ™

i=1 j=1
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Les polynomes Py de K[X;;, (1 <i<d, 1<j</{)] définis par

d

¢
Pa(X) = [TT1x2"

i=1 j=1
satisfont donc les égalités
Up(Pg) = Prglouy, 1<i<d, 1<j</Y),
pour tout (k,7) € N x N? vérifiant les conditions
1<k<(@2N -1 0, <[uN"], (1 <0 <d).

On en déduit que, pour tout nombre réel p €]0, 1[ et tout nombre entier N > 1,

le couple <®E(N),§DQ,M(N)> vérifie la condition (A.R.) relativement au couple de
. ¢

nombres réels (N(@0/4 54 D i1 Qi)

Vérification de la condition (Cy) du théoréme 4.1.
Il nous faut démontrer que

lim N@HO/dn—t/n _
N—+o00

(d+0)/d—t/n — (%) @-%)

Comme nous supposons n < ¢d/({ + d) la condition (Cy) est satisfaite.

Conséquences.

D’aprés le théoréme 4.1, quel que soit le nombre réel p vérifiant 0 < p < 1, il
existe un nombre entier N, tel que pour tout nombre entier N > N, il existe un
polynéme non nul Qy de K[Xj, ..., X, dont le degré partiel en chaque indéterminée
X, est < uN? et tel que la fonction Fy = Qn(fi1,. .., f4) s’annule sur I'ensemble
{gk; 1§k’§N€}.

6.2.2 Application d’un lemme de zéros

6.2.2.a Enoncé du résultat

Nous notons I' le sous-groupe du groupe algébrique multiplicatif (C*)¢ défini par :

4 ¢
F:{(Haif]”najlf]) ) (817"'783)€Z£} ;
Jj=1 j=1

nous pouvons écrire
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avec

¢ ¢
I'(N) = {(Hai%,...,ﬂa%) » (s1,...,80) € Z" avec | s;|< N, (1< SE)}_
j=1 j=1

Remarquons que, pour tout nombre entier N > 1,

DTN +1)/2)1) € {(filwe). - falwy)) 1<k < N}

En notant :
G = (€, £ =T([(N +1)/2d)]) et DW(N) = ([uN""],..., [uN""]) € N,

nous allons démontrer ’énoncé suivant, ce qui achévera la démonstration du théo-
réme 6.3 puisque 'hypothése n < £d/(¢ 4 d) conduit & une contradiction.

Proposition 6.1 - Soient d et ¢ deur nombres entiers tels que dl > d + { et
Nij, (1 < i < d,1 <35 <), des éléments de L vérifiant la condition () du
théoreme 6.3. Considérons i un élément de Uintervalle 10 ; 1/(2%72d!(2d)%)].
Alors, pour tout nombre entier N > 2d, il n’existe pas de polyndéme non nul de
KXy, ..., Xdlcpuyy qui s’annule sur {(filwe), - falwy)) 5 1<k < N

Soit p un nombre réel tel que 0 < pu < 1/(242d!(2d)*), nous allons établir que, pour
tout nombre entier N > 2d, tout sous-groupe algébrique connexe G* de G, vérifie
I'inégalité

Y+ GF
#(So ) e D) > G D), (6.1
alors, d’aprés le théoréme 5.2, nous aurons démontré qu’il n’existe pas de poly-
néome non nul de K[Xq,... 7Xd]gg<#)(N) qui s’annule sur X[d] et donc a fortiori sur

{(filwp), -+, falwy)) 5 1 <k < N} puisque S[d] C T([(N +1)/2)]).
6.2.2.b Une minoration de # (X + G*/G*).

Soit G* un sous-groupe algébrique connexe G* de G, G* # G, il existe un sous-
groupe saturé ® de Z? tel que G* = Ty ; comme G* # G, ® # {0}, ® est donc de
rang r > 1.

D’aprés les égalités (5.2) et (5.3), Pinégalité (6.1) est vérifiée si

# (E ZG> > dl(2u) N/, (6.2)

Nous commencons par démontrer le résultat suivant :

Lemme 6.1 - Sous les hypothéses de la proposition 6.1, pour tout nombre entier
N > 2d et tout sous-groupe algébrique G* = Tg de G, G* distinct de G, si ®
est de rang > 2 alors #(X + G*)/G* > (1/(4(2d)")) N*, si ® est de rang 1 alors
#(X+G)/G* > (1/(4(2d)")) N
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Démonstration du lemme 6.1

Le rang de T est égal a ¢
D’aprés sa définition I' est engendré par les ¢ éléments de G :

Y= (s esaay), (1<5<0).

Il nous suffit de démontrer qu’ils sont linéairement indépendants.
Supposons vérifiée une relation de dépendance non triviale

Yt = (1,0, 1), avee (s1,.. ., 80) € Z°\ {0},

elle équivaut a I’existence d’entiers relatifs non nuls (d’aprés la condition (1)) k1, . .., kq
tels que

‘
Zs]—)\m = 2irk,, (1 <r <d),
j=1

ce qui entraine les égalités

¢ 1
S sihideg = Y sikAry =0, (1<r<d, 1<+ <d),

j=1 j=1
et entre en contradiction avec la condition (7).

Nous distinguons a présent les deux situations r > 2 et r = 1.

Supposons 7 > 2 le sous-groupe ® de Z? posséde au moins deux éléments linéaire-
ment indépendants

0y = (O-t,lv s Jat,d>7 te {17 2}
Considérons v = (Hﬂ o’

7=t pﬂ) 1<i<d

d ¢
e =1 tefL2}

p=1j=1

un élément de G* N T, il vérifie les deux égalités :

Il existe donc deux nombres entiers relatifs ki et ks tels que :

d ¢

D sjouiphy = 2imky, t € {1,2}.

p=1 j=1
On en déduit : .
Z Sj(k’gO’l,p — k:lagyp))\m = 0.

p=1 j=1
Si I'un des deux entiers k1, ko est nul, la condition (/) entraine v = (1,...,1).

Si aucun des deux entiers ki, ko n’est égal a zéro, l’élément koo, — k10, de 7% est
non nul et la condition (/) entraine de méme v = (1,...,1).
On vient d’établir que, si le rang de ® est > 2, alors G*NT = {1}.
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Nous démontrons a présent que si » = 1 alors le rang de G* N 1T est < 1.

Remarquons tout d’abord que G* N I" est un sous-module du module libre de type
fini I" sur I'anneau principal Z, G* N T" est donc libre de type fini.
Supposons G* NT' # {1}, alors G* N ' posséde 7, et 7, deux éléments distincts

et différents de (1,...,1); il existe deux éléments non nuls s; = (S11,...,51,) et
So = (S2.1,...,524) de Z° tels que
¢
sus
7,= (H%?f) Cae {12},
=1 1<p<d
Comme r = 1, ® posséde un élément ¢ = (071, ...,04) non nul qui vérifie les égalités
d ¢
[ITes =1 oe 12}
p=1j=1

Cela entraine 'existence de nombres relatifs k; et ko tels que :

»

p=1j

¢
Sq.j0pApj = 2imky, q € {1,2}.
=1

D’ou :
d £
Z Z(SLJ‘/{?Q - 827]']{1)01,)\1)7]' =0.
p=1 j=1

Comme ¢ # 0, la condition (I) entraine kos; — kis, = 0, ce qui démontre que le
rang de G* N T est égal a 1.

Nous concluons en distinguant les deux seuls cas possibles.

Lorsque G* NI = {1}, il vient #(X + G*)/G* = #X et comme N > 2d nous
obtenons :

H(E4+GN/G* = (2[(N+1)/2d] — 1)~
(N +1)/2d)"

>
> (1/2d)'N*.

Lorsque le rang de I' N1 G* est égal a 1 le rang du groupe (I' + G*)/G* est égal a
¢ — 1. Le lemme de comptage suivant (démontré dans [Wal00|, cf. Lemme 7.8) va
nous permettre de minorer le nombre d’éléments de (3 + G*)/G*.

Lemme 6.2 - Soit V : M — N un homomorphisme de Z-modules et £ un sous-
ensemble fini de M. Alors, en posant € = {\ — X, (\,\) € & x £},

HT(E) - #(E Nker T) > #E.

Nous prenons pour Z-modules les groupes I' et I'/I" N G*, pour homomorphisme la
surjection canonique s : I' — I'/T' N G* et X pour sous-ensemble fini de T'.
Or,

YCT@[(N+1)/2d]) C T(2N),
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d’out 3

YNNG Cclr(2N)NGr,
par suite le lemme de comptage permet d’écrire :

#(S 4 G)/G* - #T(2N) N G* > #3.

Considérons o = <H§:1 ars, .., Hle af&) , un générateur de I' N G*.

Tout élément de I'(2N) N G* est de la forme ", n € Z, avec : | s | - | n |< 2N ; le nombre
d’éléments de I'(2N) N G* est, par conséquent, majoré par 4N/ | s |.

On déduit donc du lemme 6.2 'inégalité

R | s | -#2
#E+E)/G > =
|5 |-(2[(N +1)/2d] — 1)

Or N > 2d, par suite
|s|-(2[(NV +1)/2d] — 1) |
AN — 4(24d)*

Ce qui achéve la démonstration du lemme 6.1.

6.2.2.c Démonstration de la proposition 6.1

Lorsque r = 1, I'inégalité (6.2) s’écrit :

4 (Z ;G ) > 20N,

Or, d’aprés le lemme 6.2 :
#(Z+G*)/G* > (1/(4(2d)")) N

Il nous suffit donc de choisir un nombre réel p vérifiant :

1
(W) N(df—d—f)/d > U > O, N € N>2d. (63)

L’inégalité 1 < ¢d/(¢ + d) équivaut & d¢ — d — ¢ > 1, par conséquent, tout élément
o de lintervalle réel |0 ; 1/(8d!(2d)%)[ vérifie les inégalités (6.3).

Lorsque > 2, comme r < det 0 <y < 1 on a 2%dluN*® > d12"u" N/ et I'inégalité

(6.2) est satisfaite si :
Y+ G*
#( g ) > 2d1N".

Pour que cette condition soit vérifiée pour tout nombre entier N > 2d, il suffit,
d’aprés le lemme 6.2, d’avoir

(1/(4(2d)")) N > 2%d!\uN*, pour tout N € Noq,

ce qui est le cas pour tout élément u de I'intervalle ]0 ; 1/(2472d!(2d)")].
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Chapitre 7

Le théoréme de Baker

Notations On définit 'ensemble £ des logarithmes de nombres algébriques par
L={AeC/ exp)eQ}.

L est donc I'ensemble des nombres complexes dont I'image par l’exponentielle est
un nombre algébrique. C’est un espace vectoriel sur Q, constitué de toutes les dé-
terminations des logarithmes des nombres algébriques non nuls.

7.1 Les énoncés du théoréme de Baker

On se propose de démontrer le résultat suivant di a Baker.

Théoréme 7.1 (Théoréme de Baker, premiére forme.) - Si\q,..., \, sont des
éléments de L linéairement indépendants sur Q, alors les nombres 1, Ay, ..., A, sont
linéairement indépendants sur Q.

Le théoréeme de Baker est équivalent a chacun des deux énoncés suivants.

Théoréme 7.2 (Théoréme de Baker, deuxiéme forme.) - Si\,..., \,_1 sont
des éléments de L linéairement indépendants sur Q et si By, 01, .., Bn_1 Sont des
nombres algébriques tels que By + By A1 + ... + Bp_1A\n_1 est un élément de L, alors
Bo = 0 et les nombres Py, ..., 3,1 sont rationnels.

Théoréme 7.3 (Théoréme de Baker, troisiéme forme.) - Si\;, ..., A\, sont
des éléments de L linéairement indépendants sur Q et si By, 01, .., Bn_1 Sont des
nombres algébriques tels que By + i A1 + ... + Bo_1A\n_1 est un élément de L, alors

Bo =0 et les nombres 1,31, ..., Bn._1 sont linéairement dépendants sur Q.

Nous établirons le théoréme de Baker sous sa troisiéme forme.

7.2 L’équivalence des énoncés.

Il est clair que la deuxiéme forme implique la troisiéme forme.
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La premiére forme implique la deuxiéme.

Supposons que la premiére forme du théoréme de Baker soit établie, que Ay,..., \,_1
soient des éléments de L linéairement indépendants sur Q et que [y, ..., 3,1 soient
des nombres algébriques tels que

ﬁO + 61)\1 + -+ ﬁn—l)\n—l - L:
Il existe alors A\, € L tel que :

ﬁO +61>\1 + ... +6n—1/\n—1 - )\n =0

Par conséquent 1, \q,..., A, sont linéairement dépendants sur Q. Or, nous avons
supposé Ai,...,\,_1 linéairement indépendants sur Q, il existe donc, d’aprés la
premiére forme du théoréme de Baker, des nombres rationnels a4, ..., a,_1 non tous

nuls tels que :
An = 1A+ a1 A

Par suite :
Bo+ B+ -+ Broidno1 — (A + -+ a1 A1) =0
et donc :
Bo+ (61 —a)M + -+ (Bn1 — @p—1)An1 = 0.

Nous réutilisons I’hypothése selon laquelle les nombres Ay, ..., \,_; sont linéairement
indépendants sur Q pour réappliquer le théoréme de Baker sous sa premiére forme
et conclure & leur indépendance linéaire sur Q. On obtient finallement : 3y = 0 et
Bi = a;, (1 <i<n-—1). Les nombres f31,...,[3,_1 sont donc rationnels.

La troisiéme forme implique la premiére

Supposons établi le théoréme de Baker sous sa troisiéme forme et notons P(L)
I’ensemble des parties finies non vides p de £ définies par les deux conditions :

1. les éléments de p sont linéairement indépendants sur Q.

2. les éléments de § U {1} sont linéairement dépendants sur Q.

Nous allons montrer que P(L) = 0.
Supposons que P(L) # (), alors Pentier n = inf{#p, p € P(L)} est > 1. Notons

Po = {A1,..., A\n} un élément de P(L) en lequel le minimum n est atteint. Il existe ,
par définition de P(L), des nombres algébriques [y, ..., 3, non tous nuls, tels que :
Bo+ A+ -+ Budn = 0. (7.1)

Il existe un entier k,1 < k < n, tel que B # 0 et

Bo/Br+ > (Bi/Br)Xi € L

itk
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Le théoréme de Baker sous sa troisiéme forme s’applique et par conséquent 3y = 0
et les nombres algébriques algébriques (y,..., (3, sont linéairement dépendants sur
Q. 11 existe donc des nombres rationnels {«;,1 <7 < n} non tous nuls, tels que

05151 + -+ Oénﬁn = 0.

Si on note o, I'un des rationnels différents de zéro de I'ensemble {a;,1 < i < n},

I’égalité précédente peut encore s’écrire :
By =D (—ai/ay)f
iF#p
On a donc, d’aprés 'égalité (7.1)
Z \ifBi — Z Ap(—aifay,) B = 0,
i#p i#p
que 'on peut encore écrire :

S = Ap(—au/ay))i = 0.

i#p

Or l'ensemble {\; — \,(—a;/a,),1 < i < n} est contenu dans £ et ses éléments sont
linéairement indépendants sur Q; le fait que les nombres algébriques 3;, i # p,1 <
1 < n ne sont pas tous nuls entraine donc la contradiction avec le choix de I’entier n

minimal.
Nous venons ainsi de démontrer que P(L) = 0.

7.3 Les étapes de la démonstration du théoréme de Baker

Afin de démontrer le théoréme de Baker sous sa troisiéme forme nous allons

procéder en deux temps.

Homogénéisation
Nous montrons d’abord que toute relation de la forme

Bo+ Bidi 4+ -+ Bocidnor = Ay

avec (Bo, ..., 0n1) € Q" et (A1, s An1) € L7 les nombres complexes Ay, ..., A1
étant linéairement indépendants sur Q, implique (5, = 0.
Indépendance linéaire.
Ensuite nous établissons qu’une relation de Baker homogéne telle que
Bidr+ -+ BuiAdn1 = Ay
—n—1
avec (B, ..., Bnc1) €Q" L (M, ..., Aue1) € L7, les nombres complexes Ay, ..., Ay
étant linéairement indépendants sur QQ, entraine que les nombres 1, 51, ..., (,_1 sont

linéairement dépendants sur Q.
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7.4 Homogénéisation par la méthode de schneider

Nous démontrons ’énoncé suivant :

Proposition 7.1 - Soient A1, ..., \,_1 des éléments de L linéairement indépendants
sur Q et By, ..., Bn_1 des nombres algébriques linéairement indépendants sur Q tels
que Bo+ Pid1+ ...+ Buidn1 € L. Alors By = 0.

7.4.1 Préliminaires

Considérons Sy, ..., 0,_1 et A1, ..., A\,_1 des nombres complexes vérifiant les hy-
pothéses ci-dessus et tels que Gy # 0. Nous définissons les n nombres algébriques
a; =exp(A1), ..., ap_1 =exp(An_1), an =exp(Bo+LiAi+. ..+ Bn1An_1), le corps

de nombres K = Q(Bo, ..., 0n-1,01,...,a,) et les n + 1 fonctions de n variables
complexes

fo = 20y .-y fn,1 = Zn—1, fn = exp(zo + )\121 4+ -4+ )\nflznfl).
Nous allons dériver fo, ..., fn_1, fn selon la premiére variable aux points de La suite

@ = (w,)p>1 obtenue en ordonnant I'ensemble {0} x Z" ' + Z(fo, ..., 3,—1) de telle
fagon que pour tout entier N > 1,

{w,, 1 <p < (2N = 1)"} = {(hufo, b1 + hofBi, - ..
: '7hn—1 + hnﬁn—l)ahi € Z, |hl| < N, 1 S 1 S TL}

Pour tout nombre entier k& > 1, nous notons h, = (hiy,...,h,x) P'élément de Z"
qui correspond a 1'élément de rang k de la suite w.

7.4.2 Application du théoréme d’existence de polyndémes

La suite @ vérifie la condition (C™) du théoréme 4.1 (puisque 3y # 0).
D’autre part, comme nous ne dérivons que par rapport a la premiére variable, nous
choisissons I’élément a du théoréme 4.1 dans N x 0"~!; nous posons ¢ = 1+ 1/n? et
a=(t,0,...,0). Par suite : ||a|| =1+ 1/n%
Enfin, les ordres des fonctions fy,..., f,_1 sont respectivement inférieurs ou égaux
aux nombres réels! gg, ..., 0, 1 définis par oo = ... = 9,1 = 1/n? et 'ordre de f,
est inférieur ou égal a o, = 1.
Nous obtenons donc en prenant £ =n, t =1+ 1/n* s=n+1,d=n et

b= (w— 0s)o<o<n,

les égalités :
1 1 1
w:1+n——i—1+ﬁet H[_)H:n-f—l-i-ﬁ.
La condition (C5) se démontre facilement puisque, pour tout nombre entier n > 1,
inégalité (€ + |lall)(s —d) > (0o + - + on)d équivaut a n+ 1+ 1/n? > n(1+ 1/n),
et Uinégalité £+ ||a|| > d max{ag, 1 < k < d} équivaut a n+1+1/n? > n(1+1/n?).

!En fait, tout nombre réel ¢ > 0 est un majorant des ordres des fonctions fo, ..., fa_1.
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Vérification des conditions (Cy) et (Cy).

Pour tout nombre entier N > 1, la notation 61:35\‘;) désigne I’ensemble de fonctions
{@g= [0 fin, 8= (by,....0,) e N"T' 0<6, < [uN“"%], 0<o<n}

et la notation Wy désigne I’ensemble de fonctionnelles

{\II(T,,C) (k) eNXN, 0<7< [Nlﬂ/"ﬁ, 1<k< N”}

définies pour toute fonction ® par

Virp) (®) = (%)T@(gk).

Le résultat ci-dessous démontre que les conditions (C1) et (Cy) sont vérifiées, puisque
(+ ||lall)/n =1+ 1/n+1/n® est strictement plus grand que les deux nombres w et
1+ 1/n%

Lemme 7.1 - [l existe un nombre réel co > 0 tel que, pour toul un nombre entier
N >1 et tout nombre réel pu €]0 ; 1], le couple (&)5\‘;), ) vérifie la condition (AR.)
pour le couple de réels (C(N),h) définis par :

C(N) = co(N® + NV log N) et h =37 h(B;) + X0y hlay).

Démonstration du lemme 7.1.
[’égalité suivante, valable pour tout élément (m,o,t) de N5y x Nyg x R,

m min{m,o}
0 a'm' m—k o—k

() ot = % g )
permet de démontrer que le polynome non nul de Z[Xy, ..., X, 1, Y0, ...,Y,] défini
par

min{7,00} - 0 1 " .
Rero= ) 4 (q) (qo) 07 (1 X0)" ™9 | [ (hae + e Xa) " [ [ Y7247
9=0 i=1 i1

vérifie I'égalité :
Vi) (@o) = Rero(Bos - -y Bro1, 01, .. 00).

Il reste a majorer le degré et la norme de R, g lorsque 0 < 7 < [Nlﬂ/"ﬁ, 1<k<
N"et 0 <6; < [uN“"2], (0<i<n).
Pour ce qui est des degrés nous obtenons immeédiatement

degy, Rrr0 0; < Ne—1/n? , (0<i - 1),
1

< <n
degy, Rrpo < hjrbn <N, (1< j<n)
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En remarquant que q!(eqo) = 6¢, il vient

min{7,00} n—1

T )
5(7—\’/7,,19,@) S Z ( >080;_q(hn,k)90 (hz,k + hmk)e’
q=0 q =1
< (O +0,)7(2 | Iy, )"
< (210072 by D

d’ou
log LR k) < NSV 160g(2nN®) + nN“~Y" log(2N),

ce qui achéve la démonstration du lemme 7.2 et, par conséquent, la vérification des
conditions (C4) et (Cy).

Conséquence

Le théoréme 4.1 permet d’affirmer que pour tout nombre réel u, 0 < p < 1, il existe
un nombre entier Ny, tel que, pour chaque nombre entier N, N > N, il existe
un polynéme non nul Py de K[Xj,...,X,] dont les degrés partiels en chacune
des indéterminées X, vérifient degy Py < [uN“"%7], et tel que, pour tout w €
{(hnﬁo, h1 ‘I’hnﬁla RN hn—l +hnﬁn—1)7 hz € Z, |hz| < [(N—F 1)/2—|, 1< < TL} et pour
tout 7 € N, 0 < 7 < [N/

a T
<a—z> PN(Z(), ey Zn—1, exp(zo + Zl>\1 + -+ Zn_l)\n_l))(g) = O
0

7.4.3 Application du lemme de zéros avec multiplicités
Avec les notations du chapitre 5 nous démontrons le lemme de zéros suivant.

Proposition 7.2 - On suppose que le sous-groupe multiplicatif de G,, engendré par
les nombres aq, ..., «ay est de rang > n — 1.

Soient Dy, D1, Sy et M des nombres entiers > 1 vérifiant les conditions suivantes :
(Z) 2M < Dy et Sy < 4DyD;.

(ii) 4(n + 1)Dy Dy < (S + 1)(2M — 1)™.

Alors, pour tout polynome P non nul de Uanneauw C[G] x Gpnl<(py,py), i existe
un nombre entier T, vérifiant 0 < 7 < (n 4+ 1)Sy, et un élément w de l’ensemble
{(hnﬁ(), hi 4+ hpBiy. .. hp1 + hnﬂn—1)7 h; € Z, |hz| < (TL + ].)M, 1< < n}, tels que :

a T
(32) Plaaneeosmnesplen s adic+ -+ 20 ih)e) £0
0

Démonstration de la proposition 7.2.

Considérons quatre nombres entiers So > 1, Dg > 1, D1 > 1 et M > 1 vérifiant
(i) et (ii). On définit le sous-ensemble fini de G x G,, :

Iy = {(hnﬁo,hl +hnBis . ha +hnﬁn—17Ha?i> i €Z, [hy| <M, 1<i< n}
i=1
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Nous appliquons le théoréme 5.3 avec :

K=C, G=G"xG,, Gt =G, G- =(0,...,0,1),
dozn, dlzl, d:d+:n+1etE:FM

Soit u = (1,0,...,0,1) € C"™', et D, la dérivation définie sur Panneau des po-
lynomes C[Xo,...,X,] par D, = d/dX, + X,d/dX,. Alors, pour tout élément
0= (by,...,0,) de N**! et tout nombre entier k£ > 1, nous avons :
0
(a_) (F0° - Jar) = 000" - fir + 05+ S

Par conséquent :

0

k
(870) P(fo,---+ fn) = [DEP](fo, .-+ fn), (P € C[Xo,...,X,],k >0).

Nous dériverons donc dans la direction du sous-espace vectoriel W = C - u de C**1.

Application du lemme de zéros général Considérons trois nombres entiers Sy >
1, Dy >1, Dy > 1et G* =V x Tp un sous-groupe algébrique connexe de G, tel que

dimG* <n+1, dimcV =d;, Rang ® =7, dimTp =dj =1 —r.

On note W)
, + T.(G*
ly = di _—
0 ( L.(G") )

et T.(G*) =V x L l'espace tangent a G* en e, ou L désigne le sous-ensemble algé-

brique de C constitué des zéros communs aux formes linéaires 7,, ¢ € ® définies

par 7, = ¢X,, ¢ € ®. Remarquons que dim¢ 7,(G*) = dj + dj = d*.

D’aprés les égalités (5.2) et (5.3) nous avons

d*! * * *
H(G"s Do; Di) > =25 D DY et H(G; Do; Dy) = 2(n + 1) Dy Dy.
;

Nous allons montrer que si les entiers Sy, Dy, D; et M vérifient les conditions (i)
et (ii) alors

So+ 4 ¥+ G A3l o s
(505 90) (E9) > s 18 i Sam, . 2

3-a) Si ® = 0. Alors
r=0,di=1 G"=VxG,, et 0<d;<n-—1.

Si u € T.(G*), alors (1,0,...,0) €V, d5 > 1, W C T,(G*) et donc £, = 0.
On montre dans [Wald2000] (Exercice 9.1.b.) que :
Si1,B1,...,Bu_1 sont linéairement indépendants sur Q et si (1,0,...,0) € V alors

4 (Z —g*G ) > (M — 1),
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Par conséquent (7.2) est vérifiée si

n—l—anfd;;_
ds+17""

<2M o 1)n+17d8 >

D’autre part, nous savons d’aprés (i) que Sy + 1 < 4Dy D ; la condition (ii) entraine
donc
(n+1)Dy~ ' < (2M — 1),
Or, dyp > 1et 2M — 1 < Dy d’aprés (i), d’ou
n+1 D (2M — 1)n+1_d8

<
ds+17° (ds+1)

SiugT.(G),alors W T.(G), G*=V x Gy, £y = 1.
L’inégalité (7.2) équivaut donc a
n+1 _g Y+ G*
Dy ° 1 :
Or, on montre dans [Wald2000| (Exercice 9.1.a.) que :

< (2M — 1)"=%  Pinégalité (7.2) est satisfaite.

Si By # 0 alors (2M — 1)"% < # ( >
11 suffit donc d’établir 'inégalité

n+1 n—d¥ %
100 %< (So+1)(2M — 1),
0

D’aprés (i), D; > 1; nous déduisons donc de (i) :
(n+1)Dy < (So+1)(2M —1)".

Z+G*)

Or 2M < Dy, par conséquent, :

(So+1)(2M —1)"%
dy + 1 ’

n+1 n—dp
D, °<
ds+17°

la condition (7.2) est donc satisfaite.

3-b) Si ® =7, d; = 0 et , = 1, puisque u & T,(G*).
L’inégalité (7.2) s’écrit

G*
Si df = 0, alors G* = {e}. L’inégalité (7.2) est conséquence directe de la condition
(ii).
Si dj > 1. D’aprés Dy > 2M et (ii) nous avons
4(n+1)Dy Dy < (So + 1)(2M — 1)* L.

- Y4+ G
A(n+1)D] doD1<(50+1)#( i )

La conclusion provient du résultat suivant (Voir [Wald2000], Lemme 7.8 et Exercice
7.5.) : Si les nombres ay, . ..,y engendrent un sous-groupe de G, de rang >n —1,

alors (2M — 1)" ! < #(Z + G*)/G*.
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Fin de la démonstration de la proposition 7.1.

—1/(

Soient 1 un nombre réel vérifiant 0 < < ((4n + 4)"*+2n™) /" Nous posons,

pour tout nombre entier N > 1,

Do(N) = n[uN"Y"], Dy(N) = [uN“""], M(N) = [(N +1)/2(n+1)],

A]\/'l—&-l/n2 -1
SolN) = {n—%—l—‘

On vérifie qu’il existe un nombre entier N; > 1 tel que pour chaque nombre entier N,
N > Ny, les nombres entiers Do(N), D1(N), M(N) et So(N) vérifient les conditions
(i) et (ii) de la proposition 7.3. Nous obtenons donc la contradiction en appliquant
la proposition 7.3 pour un entier N supérieur a la fois a Ny et a Nj.

7.5 Le théoréme de Baker sous sa forme homogeéne

Nous établissons a présent le résultat suivant.

Proposition 7.3 - 5i A1, ..., \, sont des éléments de L linéairement indépendants
sur Q et si B1,..., [0, sont des nombres algébriques tels que Gi\1 + ...+ B\, est un
élément de L. Alors les nombres 1, 31, ..., 3, sont linéairement dépendants sur Q.

7.5.1 Préliminaires.

Considérons Ay, ..., \, des éléments de L et 31, ..., 3, des nombres algébriques.
On suppose que les nombres 1,31, ..., 3, sont linéairement indépendants sur Q et
que 1A + ...+ Bu )\, est un élément de L.

Nous définissons les nombres algébriques

a; = exp(\;), pour i =1,...,n et a1 =exp(Sid + -+ + Gun),

le corps de nombres K = Q(f1,...,0n, 1, ..,,11) et les n + 1 fonctions entiéres
de n variables complexes

fi=z1, s fo=znet farr =exp(ziA + -+ 2 An)-
Nous ordonnons les points du sous-groupe additif de C™
ZTL + Z(ﬁla s 7511)

en une suite w = (gp)pzl d’éléments de C™ de telle fagon que, pour tout entier N > 1,

{w, 1<p< (2N =1)"} = {(h1 + hypi1 By, - - -
s by P Bogr), i € Z,|hi] < N, 1 <i<n+1}.

Pour tout nombre entier £ > 1, nous notons h;, = (hig,...,hnpy1x) Pélément de
Z™ qui correspond & I’élément de rang k de la suite @.
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7.5.2 Existence de polyndmes par le théoréme 4.1 sans dérivation

La suite @ vérifie la condition (C™*Y) du théoréme 4.1, et comme nous ne
dérivons pas nous posons a = 0 € N". Enfin, les ordres des fonctions fi,..., f,
sont respectivement inférieurs ou égaux aux nombres réels gi,..., 0, définis par
01 = ... = 0, = 1/2n% et Tordre de f,.; est inférieur ou égal a ¢,; = 1. Nous
obtenons donc en prenant £ =n+ 1, s=n+1,d=net b= (W — 0,)1<o<n+t1, €8
égalités :

w=1+1/(n+1)+1/2n(n+1) et ||b]| =n+ 1.
Vérification de la condition (Cj).

Pour tout nombre entier n > 1, Uinégalité (¢ + ||lal|)(s —d) > (o1 + -+ + 0nt1)d
équivaut & n + 1 > n(1l 4+ 1/2n) et Uinégalité ¢ + ||a|| > dmax{ay, 1 < k < d}
équivaut an+1>n-0.

Vérification des conditions (Cy) et (Cy).

Pour tout nombre entier N > 1, la notation @S{,‘) désigne ’ensemble de fonctions
{@Q: O O 9 = (B, 0,41) ENTTL 00, < [UN“ ], 1< 0 < n+1}

et la notation Wy désigne I’ensemble de fonctionnelles
{\Ifk; EeN1 §k§N"+1}

définies pour toute fonction ® par Wy (®) = ®(w,).
Le résultat ci-dessous démontre que les conditions (C) et (Cy) sont vérifiées, puisque
¢/n =1+ 1/n est strictement plus grand que w pour n > 1.

Lemme 7.2 - Pour tout un nombre entier N > 1 et tout nombre réel u €]0 ; 1], le
couple (ég\‘;), ) vérifie la condition (AR.) pour le couple de réels (D(N), h) définis
par :

D(N) = N¥+ N2 10g 2N et h = 3" | h(B3) + 300 h(ay).

J]=

Démonstration du lemme 7.2.
On vérifie que le polynéme non nul de Z[X;, ..., X, Y, ..., Y, 1] défini par

)

Pro = H(hi,k + hn+17kXi)9i(Y1h1’k e Ynh:fl’k)enﬂ

vérifie, pour tout @ = (6,...,0,,1) € N1

Ui(®g) = Pro(Br,- - -, o0, -y ).

Lorsque 1 <k < N™"et 0 <6; < [uN¥"9], (1 <i<n+1), nous avons

n
. h b
Prg = | [ (i + T e X3) 5 (V] - Y1) P
i=1
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D’ou :
degy, Prg < 0; < pN“~1/2 et degy, Prg < hjrbnyr < N¥, (1<i<n, 1<j<n+1).

D’autre part

L(Ryp) < H (hig + hngri)”

=1
< (QN)ZZH@
< (2NN

Ce qui donne :
log £(Rpg) < nN“~1/2"" 1og(2N),

ce qui achéve la démonstration du lemme 7.2.

Conclusion.

Soit p un nombre réel vérifiant 0 < p < 1, le théoréme 4.1 permet d’affirmer
qu’il existe un nombre entier Ny > 1 tel que pour tout nombre entier N > N il
existe un polynéme non nul Py de C[X1,..., X,;;] dont les degrés partiels vérifient
degy, Py < [uN“7%] pour tout o ,1 <o <n+1, et tel que P(f1,---, fat1)(w) =0
pour tout w € {(hl + hn—&-lﬁl; .. .,hn + hn—i—lﬁn—l—l); h; € Z, |hz| < [N;—l“) 1<+ <
n+ 1}

7.5.3 Application du lemme de zéros sans multiplicités.

L’énoncé suivant est une conséquence du théoréme 5.2.

Proposition 7.4 - Soient M, Dy et D, trois nombres entiers positifs vérifiant les
inégalités :

(2M —1)°™ > 2" (n + )IDSDy, 0 <6 <n. (7.3)
Alors il n'existe aucun polynéme P non nul de C[Xy,..., Xy1]<p,.p, tel que la
fonction ' = p(fi,..., far1) s’annule en chacun des points de 'ensemble {(hy +

hoBrs . hy + Pog1Bng1), hi €Z, |hi| < (n+1)M, 1 <i<n+1}.

Démonstration de la proposition 7.4.

Considérons trois nombres entiers M, Dy et D; vérifiant les inégalités (7.3). On

applique le théoréme 5.2 dans G = G? x G,, avec X = {(hy + hy101,. .., by +
hi1 By [Ty @09 b€ Z, byl < M1 <d <m4 1},

Soit G* =V x T un sous-groupe algébrique de G. On note dy la codimension de V

et r le rang de ® le sous-groupe saturé de Z associé¢ a G*.

D’aprés les inégalités (5.2)et (5.3) nous avons :

H(G"s Do D)) = 22D DI et (G5 Dy; Dy) = 2 DY DY
0° 0-
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Il nous suffit donc d’établir que pour un choix convenable des parameétres et pour
tout sous-groupe algébrique G* de GG, on a

Y+ GF dx! d!
#( + )>—0—2d1D30D71“, (7.4)

G* dp! d*!

Nous commencons par minorer #(3 + G*)/G* en utilisant le résultat suivant dé-
montré dans (|Wald.2000|, lemme 6.2).

Lemme 7.3 - Soient ty,...,t, des nombres complexes, t = (t1,...,t,), et Y le
Q-espace vectoriel défini par

y=Q"+Qt
Alors les assertions (i) et (ii) sont équivalentes.

(i) Les nombres 1,ty, ..., t, sont Q-linéairement indépendants.

(it) Pour tout sous-espace vectoriel V de C™ on a
dim(@ y/y ny > dlm(c (C”/V

Soit I' le sous-groupe de type fini de rang n+ 1 de G engendré par les n+ 1 éléments
Wy, ...,w, ., respectivement égaux a (1,0,...,0,q), (0,1,...,0,a2),

ceey (0707 AR 17an)7 (617 s 7ﬁn7an+1)'

Alors : X = {hlwl + - +hn+1wn+17 h; € Z, ’hz’ < M,l <1< n+1}

Le lemme 7.3 appliqué aux nombres (3,...,03, (par hypothése 1,0,..., 3, sont
linéairement indépendants sur Q) donne : Rang, (I' + G*) /G* > 0y + 1,

D’ou

L+ GT do+1
#( o )>(2M—1) :

En remarquant que

dy! d!

2"(n 4 1)1 > -2 ——oh

R AP
nous constatons que la condition (7.4) est satisfaite pour tout sous-groupe algébrique
connexe de G si, quel que soit 'entier 0 vérifiant 0 < 6 < n, (2M — 1)5+1 > 2™(n +
1)!D3D;. ce qui achéve la démonstration de la proposition 7.4.
Fin de la démonstration de la proposition 7.3.
Soit g un réel vérifiant 0 < p < (8"(n + 1)!(n + 1)""'n™)~1. Nous appliquons la
proposition 7.4 avec
| N+1
2

. Do = n[uN“"Y2"] ot D, = [uN“"1].
S | D= e e Dy = e

Pour N > 4n + 2 l'inégalité (7.3) est satisfaite si :

N+ > 8% (n 4 1)!(n 4 1)t pd TN @1/2000e=1 5 e 1l
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ce qui équivaut a :
NI® > 8 (n 4+ D(n + 1) n"pwt 6 €{0,...,n},

avec f(0) =0+1— (w—1/2n*)d —w + 1.

Comme w = 1+ 1/(n+1)+1/2n(n+1), on a w > 1 + 1/2n* et Papplication f
définie sur R par f: d —— f(0) est strictement décroissante.

On a donc f(d) > f(n), pour tout élément § de l'intervalle [1,n]. Or, f(n) = 0;
par conséquent l'inégalité (7.3) est vérifiee d’aprés le choix de p, ce qui entre en
contradiction avec la conclusion du paragraphe 7.5.3 et cloture la démonstration du
théoréeme de Baker.

OO0
COOO0
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Existence de polynoémes s’annulant
avec multiplicités
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Chapitre 8

Des hypothéses proches de celles de
Bombieri

8.1 Introduction

Nous travaillons dans cette partie avec un corps de nombres K, des générateurs
ai,...,a, de K tels que K = Q|ay, ..., q,], un nombre réel strictement positif o,
des fonctions f, ..., fs entiéres dans C¢ et des points wi, ..., wy de C?. Nous sup-
posons que les trois conditions suivantes, qui sont en partie celles du théoréme 1.3
de Bombieri, sont satisfaites.

(i) Les fonctions fi, ..., fs sont d’ordres respectivement inférieurs ou égaux a p.
(ii) Les dérivations partielles 0/0z;, (1 <1i < d), laissent stable la K-algébre
K[fi,..., fs]

(iii) Les nombres f,(wi), (1 <o <s, 1 <k < M) sont des éléments du corps K.

L’objectif de ce chapitre est d’établir que les conditions (i), (ii) et (iii) nous mettent
en position d’appliquer le théoréme 3.1 a la famille de fonctions entieres sur C4,
¢ = {®); A € N°}, définies, pour tout élément A = (Aq,..., ;) de N*, par &, =

1’\1 -+ f2. Pour cela nous démontrons, dans un premier temps, qu’elles impliquent
la condition (AR.) du § 3.1.2 pour certaines fonctionnelles et certains polynomes.
Nous constatons ensuite que les résultats obtenus au § 4.2 (cf. prop.4.1) permettent
encore d’affirmer avec les nouvelles fonctionnelles que la condition (L.S.) du § 3.1.1
est, elle aussi, satisfaite.

Remarques et notations.
R1) La condition (i) se traduit par 'existence de deux nombres réels positifs « et [
tels que, pour tout nombre réel R > 0 et tout nombre entier o, (1 <o < s),

| fo RS Bexp(aR?).

R2) Les conditions (ii) et (iii) impliquent P'existence de polynémes

Qor €Q[Y1,....Y,], 1<0<s, 1<k< M)

et
Rij €QMy,....Y,, Xy, ..., X], (1<i<d, 1<j<s),

85
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tels que :

fg(u}k) = QJJ{(OQ, Ce ,Oép) et (a%) fj = Rm’(&l, e ,Ckp,fl, ce 7fs)-

R3) En convenant de poser log(0) = —oo et deg, 0 = —o0, nous notons :

T((fi) =max< 1, max {degyt Qo + log E(Qak)}

1<o<s
1<k<M
1<t<p

8.2 Définition de nouvelles fonctionnelles

La condition (ii) entraine 'existence de polynomes R, ) a coefficients dans Q tels
que :
81 1>\1 T f;\s = RLA(Oélw .. 7ap7f1a s 7.f8)7 (LA) € Nd x N*.

Cependant le fait que les polynomes R ) soient a coefficients dans Q et non dans Z
est un obstacle a l'utilisation directe du théoréme 3.1 car la condition (A.R.) du §
3.1.2 n’est pas vérifiée avec les fonctionnelles utilisées dans les chapitres précédents.
Cette difficulté est surmontée en précisant les caractéristiques de ces polynomes et
en appliquant le théoréme 3.1 avec de nouvelles fonctionnelles.

Il existe plusieurs versions du résultat ci-dessous (cf. [Lan66| Chap.IV § 2 Lemme 2,
[Bom70a] Lemme 1, [Wald74] Chap. III Lemme 3.3.2).

Lemme 8.1 - Soitent K un corps de nombres et o, ..., o, des générateurs de K tels
que K = Qay, ..., qp). Soient f1,..., fs des fonctions entiéres sur C%. On suppose
que les dérivations 0/0z,, (1 < o < d), laissent stable la K-algébre K|[fy,..., fs].
Alors il existe un nombre entier n > 1 et une famille {R,; (7,)) € N? x N°} de
polynomes de Q[Y1,...,Y,, X1,..., Xy] tels que, pour tout (1, \) € N¥ x N¥,

1oORfN o fh = Roa(an, -y apy fiy oo fo)
degy, R-x < nlzf|, (1 <k <p).
3. degy, Rrx < Ni +1llz]l, (1<i<s).
4R,y €ZVh,. .Y, Xy, X

5. LR:)) < (5772)\\1|| (Al + HI”)HI”-

de

Démonstration du lemme 8.1

Notations. Nous notons ¢y, . . ., e, la base canonique de C? et g’l, e ,Q; la base cano-
nique de C°. Nous définissons, pour tout élément A = (A, ..., \;) de N°, la fonction
fA=TI_, £, le polynome X* = X" --- X et les deux nombres

71 = maxy 1, max {degXTR%g;, degy, Rz@;’ [ﬁ <Rz£;ﬂ+1} ,
1<5<s
1<r<s
1<k<p
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d s
N = H H n;j, ol m;; est le plus petit dénominateur commun positif
i=1 j=1
des coefficients non nuls de R, ;.

Nous allons montrer que le nombre entier 1 = 1,7 vérifie les conditions du lemme
8.1.

Vérification du lemme 8.1 pour ||| = 0 et pour ||z|| = 1.

Soit A = (A, ..., As) un élément de N* ; nous définissons les polynomes de Q[Y1, ..., Y,, X, . ..

X)x

S Rig(Y1, Y X, XG), (L<i < ).
Xq

) 4y

Roa =X et Rep = A
q=1

On vérifie immeédiatement que :
)iA:RQA(al,...,ap,fl,.. fs) et (8/021) R A
2) degy, Roa < A et degy, Re x < A + 11, (1<r<s).
3) degy. Rox =0 et degy, Re x <1, (1 <k <p).
4) Ry et naRe, . sont des polynomes a coeflicients dans Z.

5) L(Roy) = 1 et L(Re,») < (IA] + D,

La derniére des égalités provient de

(ZA ) max L(R, ) < [Al|n

Comme les nombres 7; et 7, sont inférieurs ou égaux a 7, la conclusion du lemme
8.1 est vérifice pour ||z|| = 0 et pour ||z|| = 1.

(Oq,...,ap,fl,...,fs).

Fin de la démonstration du lemme 8.1 par récurrence.

Soit N un nombre entier > 1. Supposons la conclusion du lemme 8.1 vérifiée pour
tout élément 7 de N? tel que ||7]| = N

Considérons un élément 7 = (71, ...,7;) de N tel que ||| = N + 1.

Comme 7 # 0, il existe un nombre entier 7, tel que 1 < i < d et Ti/ # 0.

1l existe donc un élément 7 de N? tel que ||7)| = N et 7 = ¢, + 7.

Nous pouvons écrire ’égalité

O f2 = (9)92) (0712)

Or, d’aprés 'hypothése de récurrence au rang N, il existe un polynéme R, de
QY1,....Y,, X1,..., X], que l'on peut écrire sous la forme

Roa = Z ayyzxélﬂa
(u,t)EA
et qui vérifie :
1. aIiA = RIyA(Oél’ e ’Oép, fl, ey fs)
2. degy, Rra <N, (1 <k <p).
3. degy Repy < A +nN, (1 <7 <s).
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4. nNay, € Z, (u,t) € A.
5. 2t | e 1< (sm?)N (A + N)Y

Alors,
9 T £ 0 u
(823) 072 = D awat (6,2,) (/)
(u,t) €A
= Z ay,tgthi&(oq,...,ozp,fl,.. .,fs).
(w,t)eA
On peut donc définir le polynome R, de Q[Y1,...,Y}, Xi,..., X,] par

Ry, = Z Y Re, u(Y1, ., Yo, X1, ..o, Xo).

(wt)eA

Il vient successivement :

D om =Ry (a1, ap fro L f).

2) dngk I/ A < (ﬂ?e}(A{tk + dngk RQZ',H}
< nN +1n, d’aprés 2)
< (N +1).
3)" degy Sa S max {degxr Rgi@}
<

max {u, + 1}

A +nN + 1, d’aprés 3)
Ar+1(N +1).

IA A

) "Ry = D nNa YR W €LY, Y, X X
(ut)eA

Remarquons, pour finir, que pour tout élément (u,t) de A,
lull <> (A +17N) < A +nsN.

r=1

On a donc :

5) 5(731/,5) < Z | aus | max {E(Rzi,y)v (u,2) € A}

< ( AN (AN + N)Y max {pllu]l, (u,t) € A}
(d’aprés l'inégalité (10.1) appliquée a L(Re,.u))

< () (1A + M) (IA] +nsN)

< () (A + N+ DY sn? (JAl + N + 1)

< (P)MTHAI+ N+ )M
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Ceci conclut la démonstration du lemme &.1.

Introduction de nouvelles fonctionnelles
Les polynomes R, ) étant a coefficients dans Q, la condition (AR.) n’est pas véri-
fiée si nous utilisons les fonctionnelles définies au chapitre 4. Cependant, pour tout
(1,A) € N? x N*, pllzlR, \ est un polynome & coefficients dans Z. 1l est donc pos-
sible de retrouver les conditions d’application du théoréme 3.1 en introduisant les
fonctionnelles

Uipm, (TN, KEN1<k<M),

définies pour toute fonction ® entiére sur C¢ par :
Wi k) (D) = 1= 07D (wy).
D’une fagon générale nous définissons la fonctionnelles W, ;. .y par

Uik (P) = 1or® (wy), , pour tout z € R, 7 e N4, ke {1,...,M}.

8.3 Vérification des conditions (L.S.) et (AR.)

Nous considérons dans ce paragraphe un élément (7,S) de N x N*, qui vérifie
avec T = (Ty,...,Ty) et S = (S4,...,Ss), I'inégalité :

1<8---Ss < MTy--- Ty

8.3.1 La condition (L.S.)
Pour tout nombre réel z, la matrice M, est définie par :
M) = (Y ka) (Pa)) 20 -
d’indice de lignes (7, k) € N¢ x N, et d’indice de colonnes A € N*, avec :
0<z<T, 1<k<M,et0<A<S.

On note L =57---8S,.

Pour tout sous-ensemble A = {(7,,k;),1 < i < L} contenant L éléments distincts
de I'ensemble des indices de lignes de M,), A a) est le déterminant :

A(I,A) = det(\lf(g)

@ @), 1<i< L 0<A<S).

La multilinéarité du déterminant nous permet d’établir une relation entre les nombres
A,a) 6 Aqa)-

Lemme 8.2 - Pour tout nombre réel x > 0,

L i
[ Ay = az= 15 AG L |
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Pour tout nombre entier 4, (1 <i < L), 7, <T; dot 3.1, |7l < LIT|.
Nous en déduisons :

Proposition 8.1 - Soient H un nombre réel positif, x un nombre réel strictement
positif.
On définit Uensemble de fonctions

d={d,, \e N*, A< S} (8.1)
et ’ensemble de fonctionnelles

\TJ(I) = {‘I’(Lk’m), (I, k‘) € Nd X N, T < I, 1<k < M}, (Q? € R) (82)

Alors, si le couple (P, \i/(l)) vérifie la condition (L.S.) relative au réel H, le couple
(O, V() vérifie la condition (L.S.) relative au réel

H@® = H — L||T|| log .

Le résultat suivant, énoncé avec les notations (8.1) et (8.2), est une conséquence
directe de la proposition 8.1 et de la proposition 4.1.

Corollaire 8.1 - Soient fi,..., f, des fonctions entiéres sur C? vérifiant les hypo-
theses (i), (ii),(ii1) énoncées au § 8.1 et soit n le nombre entier > 1 donné par le
lemme 8.1. Soient w = (wy, ..., wy) un élément de (CHM et (T,S) un élément de

N? x N* vérifiant 2%t < S-Sy < MTy --- Ty.
Considérons, pour tout nombre réel E > 1, le nombre Hg(T',S) défini dans la pro-
position 4.1 par Uégalité (4.3); on pose :

HY(I.5) = Hp(L.S) — L|[Z] logn.
Alors le couple (O, U ,) vérifie la condition (L.S.) pour chacun des nombres réels de

lensemble {Hg)(z, S), E € Rxq}.

8.3.2 La condition arithmétique

D’aprés le lemme 8.1 les polynomes 75lI7lR ., sont a coefficients dans Z et vérifient

Uiz (Pa) = NI RoA (0, - g, fr(wi), - folwi):

D’autre part les polynomes Q,x € Q[Y1,...,Y,], définis dans la remarque R2 du §
8.1, satisfont aux égalités

fo‘(wk) = Qo,k(ala s 7ap)7 (1 S o S S, 1 S k S M)
Par conséquent, les polynomes
k,n) = 77”I”RLA(§/17 s 7}/;)7 Ql,k(}/lv s 7}/p>7 s 7Qs,k(}/17 R 7}/;))) (83)
de Z[Y1,...,Y,], vérifient :

Ui e (Pa) = P((g?k)é(al, ...,0y), pour tous T € N NeN keN,1<k<M.
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La premiére partie (A) de la condition (AR.) du § 3.1.2 est donc satisfaite pour
I'ensemble fini de nombres algébriques {a, ..., a,}.

Le lemme 8.1 nous permet de majorer les degrés et les normes des polynomes R, )
en fonction de 7 et de A, mais ce n’est pas suffisant pour énoncer la condition
arithmétique, nous avons besoin d’une estimation des degres et des longueurs des
polynomes (), ;. Nous utilisons pour cela la quantité T(S‘ définie dans la remarque
R3 du § 8.1. Nous obtenons ainsi, avec les notations (8.1) et (8.2) de la proposition
8.1, ’énoncé suivant.

Proposition 8.2 - Nous posons :

p
e = 25" T2 (1S + IZI1) + 12l og(ISI| + 1T 1)et b = h(ay).
Alors le couple (, V) vérifie la condition (AR.) du § 3.1.2 pour le couple de réels
(c,h).

Démonstration de la Proposition 8.2

Il nous suffit de démontrer les inégalités (B) et (C) de la condition (AR.).

Par définition h est un majorant de la somme des hauteurs des nombres algébriques
qui interviennent dans I’écriture des valeurs des formes linéaires en chacune des
fonctions @, ; I'inégalité (C) de la condition (AR.) est donc satisfaite.

D’aprés le lemme 8.1, nous avons :

degy, Rz n|| || pour 1 < r < p,

<
degy, Rrn < Si+n||T|| pour 1 <i<s,
log L(R-y) < IT/[log(IS] + IZII) + log(sn®)]-

Par conséquent, en faisant intervenir la quantité T(;%)J ) il vient d’aprés (8.3) :

dngT P((g,)k‘),A S UHIH + Z deng RI7A dngZ ink

1<i<s

Izl + Y S+l T,

1<i<s

|| + 75%2, (I1S]| + ns || |-
et L(ka)/\) < qlfig(r H L(Q; ) 8% Rex,
1<i<s

IN

IN

En prenant le logarithme de chaque membre cela donne :

log (P, ) < [ Zlogn + | T[log(IS| + ITII) + log(sn*)]
+ ) degy, Ryalog L(Qix)

1<i<s

< |IZ|l1og(sn*) + |l log(l1S]| + IZI])
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+ Y (S alT T

1<i<s
< | Zllog(sn®) + | log(IS]| + 1))
+ (ISI1 + snllZI) T2

Alors, en majorant log(sn?®) par sn® et sn®||T|| par sn® (|| S|| + ||I||)T(%l), nous ob-
tenons le résultat attendu. -

COOOO



Chapitre 9

Existence de polynoémes par la
méthode de Gel’fond

9.1 Enoncé du résultat

Théoréme 9.1 - Soient s et d deux nombres entiers avec s > d > 1, K un corps
de nombres de degré D engendré par les nombres algébriques o, ..., qp, f1,..., fs
des fonctions entiéres dans C? et dont les ordres sont inférieurs ou égauxr & un
nombre réel o strictement positif, u un nombre réel > 0, M un nombre entier > 1
et wi,...,wy des éléments de C?.

On suppose que :

(A) Les dérivations 0/0z;, (1 <i <d), laissent stable la K-algébre K[f1,..., fs].
(B) fr(wpg) €K, (1<0<s, 1<k<M).
(C) M > 25.e (14 ps + osD(1 + h))" avec h = > hlag).

Alors, il existe un entier Ng > 1 ayant la propriété suivante :

Quel que soit Uentier N > Ny, il existe un polynome Qn non nul de K[Xy, ..., X{]
dont les degrés partiels en chacune des indéterminées X,, (1 < o < s) sont <

puMENYs et tel que la fonction Fy = Qn(f1, ..., fs) s’annule en chacun des points
Wi, ...,wy avec une multiplicité > N.

9.2 Démonstration du Théoréme 9.1

Nous définissons, pour tout entier naturel N > 1, les d + s nombres entiers
Ti(N) = ... = TyN) = N et S;(N) = ... = Sy(N) = [uNY*M'*], I'élément
T(N) = (T1(N),...,Ty(N)) de N4, I'élément S(N) = (S1(N),...,S,(N)) de N*, et
le nombre entier L(N) = S1(N)---Ss(N). Nous allons appliquer les résultats du
chapitre 3 & la matrice My = (GZQA(wk))((T7k)7 y » d'indices de lignes les couples
d’éléments (7, k) de N? x N rangés dans l'ordre lexicographique, qui vérifient 0 <
7 <T(N), 1 <k < M, et d’indices de colonnes les éléments A de N* rangés dans
l'ordre lexicographique, qui vérifient 0 < A < S(N).
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Remarque : nous supposons i < 1, car si le nombre réel p est > 1, la conclusion du
théoréme 9.1 est triviale. En effet, dans ce cas, 'inégalité N¥/*MY* > p/(p — 1) im-
plique [pN¥*MY*] > N /5. Comme la matrice M(N) posséde N2M colonnes
et [uN¥*M*/*]* lignes, il suffit donc de choisir No = [(u/(pn — 1))*/4M /] +1 pour
qu’elle posséde plus de lignes que de colonnes, son rang est alors < [puN%/*MY*]*: il
existe donc des éléments non tous nuls de K, (ay, A € N°, A < S(N)), pour lesquels
la fonction Fy = >,y a<sqv) Py vérifie les égalités :

O"Fy(wy) = 0, pour tout (1,k) e Nex N, 7 < T(N), 1 <k < M.

As

Le polynome @ est alors donné par : Qn = Y, s A<S(N) aAXf‘l s X0

9.2.1 Choix des paramétres fixes

Il existe des nombres réels o > 0, § > 0 qui satisfont pour tout réel R > 0 et tout
entier o, (1 < o < s), aux inégalités :

| fo [R< Bexp(aR?).
Nous notons r le plus grand élément de I’ensemble
{Jwr |, 1 <k < M}.

Nous notons 7 le nombre entier > 1 donné par le lemme technique 8.1; 1 dépend en
particulier du choix des générateurs du corps de nombres K.

9.2.2 Les inégalités (4.1)

D’aprés la condition (C) nous avons (i/2)*M > e, nous pouvons donc écrire,
pour tout entier N > 1,
!N < L(N) < p*NM.,

Nous en déduisons ’énoncé suivant :

Lemme 9.1 - Soient M un nombre entier > 1 et p un nombre réel vérifiant les
hypothéses du théoreme 4.1. Alors, pour tout mombre entier N > 16d*/e, S(N),
T(N) et M wvérifient les inégalités (4.1).

Nous supposons par la suite N > 16d?/e.

9.2.3 Application du théoréme 3.1

On définit, pour tout nombre entier N > 1, ’ensemble de fonctions
B(N) = {®y, A€ N, A < S(N)}
et 'ensemble de fonctionnelles

Uy(N) = {¥(pm, (1,k) EN' XN, 7 <T(N), 1 <k < M}.
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D’aprés la proposition 8.2, le couple (®(N), ¥, (N)) vérifie la condition (AR.) pour
le couple de nombres réels (cy, h) avec :

en = 2T (IS(N) | + [ZN)]) + IZ(N) | log (IS (N + | (V).
Nous allons montrer que I’on peut choisir les paramétres de telle facon que la relation

(n)
A (ZﬁVN)’)ﬂN» > Dlog L(N) + Dcy (14 h) (9.1)

soit satisfaite. Nous en déduirons, par le Théoréme 3.1, que la matrice My est de

rang < L(N).

9.2.4 Une évaluation de Hp

Nous savons, d’une part que
H (L(N), 8(N)) = Hg(L(N), S(N)) = L(N)|Z(N)| log n,

et, d’autre part, d’aprés la relation (4.3), que

d
Hg(T(N),S5(N)) = L(N) {—L(N)l/d log B — [ I(N)| log E — log L(N)

e

=" TN) g T(N) — SN log B — o Y Sj<N><2Er>@>} .

k=1
La relation (9.1) peut donc s’écrire :

d
—L(N)Ylog E > dN log E + log L(N) + dN log N+
€

suNY* MY*log 3 + sauN¥* MY*(2Er)? + dN logn + Dlog L(N) +
D1+ ) {2572 (IS(N)I| + |IT(V)I) + IZ(N) [ og (LS(N)I| + (V) }

Or, IS(N)I| + IZ(N) || < sNYsMY* + dN et log(|SL(N)|| + |[ZL(N)|]) < log N + log(2sM).

L’inégalité (9.1) est donc satisfaite si :

d
—~L(N)"Y*log E > dNlog E +log L(N) 4 dN log N
e
+suNY*MY*1og 3 + sauNY*M*(2Er)? + dN logn + Dlog L(N)

+D(1+ h) {250 T2 (sNY/*MY* + AN) + AN (log N + log(25M)) } . 9.2)

9.2.5 Le choix du nombre réel £ > 1

Pour établir le théoréme 4.2 (cf. § 4.2.2, "mise en oeuvre du théoréme 3.1"), a ce stade
de la démonstration nous avons choisi £ = e indépendant de N car ’hypothéses
(C3) nous le permettait. Cela n’est plus possible dans la situation présente car dans
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I'inégalité ci-dessus, le terme de gauche est de l'ordre de MéNlogE , alors que
le terme de droite contient des termes qui sont de I'ordre de N log N au voisinage
de +o00. I’ inégalité (9.2) n’est donc vérifiée, pour des valeurs de N arbitrairement
grandes, que si le nombre F est choisi dépendant de N et, de plus, de telle facon
que log E soit au moins de 'ordre de log N au voisinage de 4o00. De ce fait, nous
choisissons F de la forme F = N n étant un réel> 0.

Le terme de droite de I'inégalité (9.2) contient la quantité sayu(2r)eMYsNY/*Ee le
nombre réel n doit donc vérifier N¥/*N7¢ < N pour tout entier N assez grand ; on
en déduit n < (s —d)/sp. Comme s —d > 1, la plus grande valeur acceptable de
n, sans connaitre a priori la différence s — d, est n = 1/ps. Nous prendrons donc
E = NVes,

9.2.6 Une condition suffisante
En posant £ = N/ Pinégalité (9.2) est vérifiée si :
d/(eos)(p/2)*/ MY Nlog N > d/osNlog N + log(NM) + dN log N+
suNY* MY log 3 + sapNMY*(2r)¢ + dNlogn + Dlog(NIM) +
D(1+h) {2sn37(§%;)(sNd/5M1/s +dN) + dN(log N + 10g(2sM))} . (9.3)
Faisons passer dans le membre de gauche de 'inégalité (9.3) tous les termes qui sont

de 'ordre de ¢N log N ; on obtient la condition suffisante de réalisation de I'inégalité
(9.2) suivante.

d/(eps) ((p/?)s/dMl/d —e(1+ os+ Dos(1+ h)))log N > sou M3 (2r)° +

dlogn + 2sn*dD(1 + h)?E(fi) +dD(1 + h)log(2sM) +

(23 n*D(1 + h),uT )+ splog B) MYV N 4
d(1+ D)log N/N + ( + D)log M/N.

Choisissons le nombre entier N supérieur a M, alors log M /N < 1; nous obtenons
une condition suffisante de la forme :

do o
—logN>k1(r9 ’Z'( + 1)MYe,
oS
avec © = (u/2)¥<MY¥ — e(1+ ps + D(1 + h)gs) et un nombre réel k; strictement
positif et indépendant de N et de M.
Or, d’aprés la condition (C), le nombre © est strictement positif; il suffit donc
de choisir N > N, avec
kieos(r? + ’Tf o T )Ml/s)
doe

Ny =sup < |exp( +1,M ;,

pour que la condition (9.1) soit vérifiée.

COOO0



Chapitre 10

Le théoréme de Baker par la
méthode de Gelfond

10.1 Le théoréme de Baker dans sa version homogéne

Soient Ay, ..., \, des éléments de L linéairement indépendants sur Q et 5, ..., 0,
des nombres algébriques tels que les nombres 1,3y, ..., 3, soient linéairement indé-
pendants sur Q. Nous supposons que le nombre A\, 1 = B\ + ... + B,\, est un
élément de £, nous allons montrer que cela conduit & une impossibilité.

Nous posons «; = exp()\;), (1 < i < n+ 1) et nous travaillons avec le corps de
nombres K = Q(aq, ..., Q1,015 -, 0n)-

10.1.1 Existence de polyndémes

Soit M un nombre entier > 1; nous appliquons le théoréme 9.1 en prenant pour
fonctions entiéres sur C" :

g1 =exp(21), ..., gn = exp(2n) €t gni1 = exp(frz1 + -+ + Fnzn),
et pour ensemble de points {wy,...,wy} Pensemble
f]\/f:{p<)\17"'7)\n)7 peN? 1 SPSM}

Les conditions (A) et (B) du théoréme 9.1 sont satisfaites et les fonctions considérées
sont toutes d’ordres < 1, nous pouvons donc prendre o = 1.
La condition (C) s’écrit, avec D = [ : Q] et h = ZZ;I h(ag) + 2 -1 b (By),

p"M > 2 e (n+ 2+ (n+1)D(1+ h))". (10.1)

Lorsque l'inégalité (10.1) est réalisée, le théoréme 9.1 nous assure de 'existence
d’un entier Ny tel que, pour tout entier N > N, il existe un polynéme )y non
nul de K[Xi,...,X,.1] dont les degrés partiels sont < pMY @) NV O+ of tel
que la fonction Fy = Qn(g1,--.,gn+1) s'annule en chacun des points de 1’ensemble
{w1,...,wn} avec une multiplicité > N.

10.1.2 Un lemme de zéros
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Proposition 10.1 - Soient oy, ..., a1 des éléments non nuls de C et (y,..., 0,
des nombres complexes. On suppose le sous-groupe multiplicatif de C* engendré par
a1, ..., ap1q de rang > n et les nombres 1,3y, . .., B, linéairement indépendants sur
Q. Soient Dy, Sy, U des entiers positifs satisfaisant les relations suitvantes :

(ii) U(So + 1)" > nl(n + 1)1(2D;)" .

On définit 1’élément D, = (D, ..., D;) de N™™1,

Alors il n’existe pas de polynome non nul P de l'anneau C[Xy, ..., Xy, Xpi1]<p,,
tel que la fonction entiere F' = P(g1, ..., gn41) $ annule sur l'ensemble F(,11yv avec
une multiplicité > (n + 1)Sy.

Démonstration de la proposition 10.1

Notations
Nous posons, pour tout nombre entier U > 1,

'y = {<gl<u)> s 7gn+1<u))7 u € ',FU}
Nous appliquons le théoréme 5.3 avec :
K=C,G=G", Gt =G, G =(1,...,1),dg =0,d=dy =d" =n+1, et
Y=Ty. Alors ¥ ={(of,...,a0. 1), 1 <p<U}etEn+1] C T
Définition des dérivations et de l’espace vectoriel V.

Soit W I'hyperplan de C"™! engendré par les n vecteurs wug,...,u, définis par
w, = (0},...,0" 5;), (1 <i < n); W a pour équation B1z1 + -+ + Bnzn = 2ni1
et, par hypothése, Fny C W.

On considére les n opérateurs de dérivation Dy, . .., D, définis sur anneau C[Xlil, .
par :
0 0
u; aXl 6 +1 8Xn+1 ( )

On pose : D2 =Dg! ---Dg», (¢ = (01,...,0,) € N").
Soient P € C[X{,..., X, X\ et o = (01,...,0,) € N", on vérifie 'égalité :
8Q[P(glu SR 7gn+1)} = [,DQP](glv SR >gn+1>'

D’ou I’énoncé :

Lemme 10.1 - Soient N un entier > 0, T'€ N et P un élément de l'anneau C|G].
On définit la fonction entiére F' = P(g1,..., Gnt1)-

Alors, les assertions (i) et (i) sont équivalentes.

(1) La fonction F s’annule sur 'ensemble Fy avec une multiplicité > T.

(i1) Le polynome P s’annule sur l'ensemble T'y avec une multiplicité > T dans la
direction V.

Application du théoréme 5.3.
Soit G* = Ty un sous-groupe algébrique connexe de G, tel que

Rang,® =r > 1, dimG* =dimTy =dj =n+1—r <n.

41yl
X X
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On note :
/ W+ T.(GY)
ly = di —_—
’ ”“( L.(G")
ou T.(G*) est 'espace tangent & G* en e constitué¢ des zéros communs aux formes
linéaires : 7, = o1Y1 + -+ + ©p1Yui1, © = (01, Pnt1) € .

Or, dim¢ T.(G*) = df = d* et
H(G*; D,) > d'12% DY, H(G; D,) = (n+ 1)12"+ Drtt,

D’aprés le théoréme 5.3, il nous suffit de choisir les paramétres tels que, pour tout
sous-groupe algébrique connexe G* de G,

So+ 4, S+G\ _ (n+ 1) o
" 1, 10.2
(0 (F5) > B eny (102)

a) SiG*=e. Alorsd*=dj =0, Eézn,r:n—kl, H(G*; D) =1, et

Y+ G*
#( = )z#E:U

Par suite :

SO—FKE] E+G* . 5’0+n

(et Fa) - O
(So—l—l)n
—(n)' U.

L’inégalité (10.2) est donc satisfaite d’aprés la condition (7).

b) Si G* # e. Le rang de @ vérifie ] <r <n,onadoncd; =n+1—7r>1cet
T.(G*) # 0.

Considérons o) = ( 5”, . ,gogfjrl), (1 < i < r), une base de ®; les éléments de
T.(G*) sont les solutions y = (y1,...,Yns1) dans C"*! du systéme d’équations li-
néaires :

To(y) =y + -+ Qo =0, (1<i<r).

Comme r < n+1, ce systéme admet une solution non triviale dans Q"' qui ne peut
appartenir & VW (puisque les nombres 1,31, ..., 3, sont linéairement indépendants
sur Q). On en déduit que T,(G*) n’est pas contenu dans W. Par suite :

T.(G*)+W=C"" et £, =1
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b-1) Si G*NX ={e} alors #(X+G*)/G*=U

So + £, So+ 1) nl 1
o+ 0> > (So+ 1) m > et les inégalités (i)

Les minorations , e —
( I rl = (n+1—-1)!

7!
permettent d’écrire :

U(so%) L Sty

r!
(n+ 1)n!(2Dy)"

>
r!
(n+1)!
———(2Dy)".
(n+1-— r)!( )
L’inégalité (10.2) est donc satisfaite.
b-2) Si G* N X # {e}.
Un résultat préliminaire
Nous allons utiliser I’énoncé suivant :
Lemme 10.2 - Soient IC un corps, aq,...,q, des éléments non nuls de IC qui en-

gendrent I' un sous-groupe multiplicatif de rang p de K*. Soient {v1,...,7,} une
base de " et N\ig, (1 <i<p, 1 <k <mn)les entiers relatifs vérifiant les égalités

p

i=1
Alors la matrice M = (X ;) 1<i<pi<k<n €St de rang p.

Démonstration du lemme 10.2 D’aprés les hypothéses, il existe des entiers relatifs
drg, (1 <k <n,1<1<p)tels que

Had’”, (1<j<p).
Nous avons donc :
n o p
HH Ml (1< < p).
k=1 i=1

p
=t a i<

d’on, pour (1 <1i,j <p),

D Nikdiy = Osii#j
k=1

= 1sii=j.
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Nous en déduisons, en notant I, la matrice identité pxp et D la matrice (d ;)1<k<n,1<i<p
I'égalité MD = I,,. Par suite MQ" = QP, d’otut le résultat.

Application du lemme 10.2

Notons m le rang du sous-groupe G de C* engendré par a,...,q, 1 ; DOUS avons
supposé m > n.
Considérons une base 7vi,...,v, de G. 1l existe des entiers rationnels \;;, 1 < i <

n, 1 <75 <mtels que:
=], a<i<n+1).
j=1

Le lemme 9.6 permet d’affirmer que la matrice & m lignes et n 4+ 1 colonnes M =

(Ai,j)lgjgm, \<i<ni1 €t de rang m.

Notons M I’homomorphisme de Q-espaces vectoriels, de Q™" dans Q™, associé a

M et considérons p*) = (gpgk), . ,gpﬁfjl), (1 <k <) une base de ®; nous avons :

G'Ny = {(a;t...agﬂ);nah‘” =1,1<k<r, 1<h<U}

®p

7‘L+1
= {(OC;LO[?H»I) 7 H,sz:zzl 1,5 P4
= {(a’f---aj;H);ZAJ% =0,1<j<m, 1<k<r 1<h<U}.

Deux situations se présentent :

{p®™, 1<k <7} Cker M.

Dans ce cas dimg ker M > r et d’aprés le lemme 9.6 :

dimgker M =n+1—m

On a donc r < n+1—m et comme nous avons supposé m > n nous en déduisons
0 <r <1, ce qui entraine :

D’aprés (i), So + 1 > 2(n + 1)Dy, la condition (10.2) est donc satisfaite.
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{p®W, 1<k <r} ¢ ker M.
Alors G* N'Y = {e} et la condition (10.2) est satisfaite si

So +r n+1)! .
( ; )U> M(wl) .

En minorant (50:7") par (Sp + 1)"/r! et en majorant r!/(n+ 1 —r)! par n!, nous
constatons que (10.2) est vérifiée si (Sp+ 1)"U > nl(n+ 1)1(2D1)" ce qui est le cas
d’aprés I’hypothése (7).

10.1.3 Fin de la démonstration du théoréme de Baker homogéne

Nous supposons N > 2(n + 1), alors [N/(n+1)] > N/2(n+ 1).
Afin d’établir la contradiction nous appliquons la proposition 10.1 avec :

U=M, So=[N/(n+1)], D; = "MMl/(n-i-l)Nn/(n—&-l)" .

La condition (i) de la proposition 9.5 est vérifiée si

N > 4(n + 1)pMV/ D yn/ (D) (10.3)
M > (n+1)nl. (10.4)

et

Quant & la condition (ii) de la méme proposition, elle est satisfaite si
1> (n+1)"nl(n+ )12 (10.5)

Le choix des paramétres se fait donc dans 'ordre suivant : tout d’abord le nombre
réel u est pris suffisamment petit pour que la condition (10.5) soit réalisée, ensuite on
choisit le nombre entier M assez grand pour que les conditions (10.1) et (10.4) soient
réalisées. Il ne reste plus enfin qu’a considérer un entier N supérieur & max{ Ny, n +
1} et suffisamment grand pour que (10.3) soit satisfaite. L’existence du polynome
Qn (du § 10.1.1) se révéle dans ces conditions impossible, ce qui démontre que les
hypothéses initiales conduisent a une contradiction.
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10.2 Le théoréme de Baker non-homogéne

Soient A, ..., \,_1 des éléments de £ linéairement indépendants sur Q et 0y, ..., G,_1
des nombres algébriques tels que A\, = By + (i A1 + ... + Bn_1A,_1 soit un élément
de L.
On suppose que By # 0 et que les nombres 1,31, ..., 3,_1 sont linéairement indé-
pendants sur Q ; nous montrons que cela conduit & une contradiction.
Comme précédemment nous notons a; = exp();), (1 <i <n).

10.2.1 Existence de polyndémes

Soit M un nombre entier > 1, nous appliquons le théoréme 9.1 en prenant pour
fonctions entiéres sur C" :

go = 20, g1 = exp(z1),..., Gn-1 = exp(zn_1)
et
gn = exp(Boz0 + 121 + -+ + Bu12n-1),
pour corps K = Q(ay, ..., an, 5o, - .., Bn_1) et pour ensemble de points {wy, ..., wy}

F]W = {p<1a)\177>\ﬂ)7peN’1§p§M}

Les conditions (A) et (B) sont satisfaites et les fonctions g, (0 < k& < n) sont
d’ordres < 1; nous pouvons donc prendre o = 1.
Soient D = [K:Q], h = Y_I"_ h(a,) + E;L;loh(ﬁq/) et p un nombre réel > 0

q=1
satisfaisant a la condition (C) ci-dessous

(C) WM > 2" e (n+ 24 (n+1)D(1+ h)).

Le théoréme 9.1 nous assure de 'existence d’'un entier N, tel que pour tout entier
N > Ny, il existe un polynéome @y non nul de K[ Xy, ..., X, ] dont les degrés partiels
sont < pMY/ M+ N/ et tel que la fonction Fy = Qn(go,. .., ) s’annule en
chacun des points de ’ensemble {wy, ..., wy} avec une multiplicité > N.

10.2.2 Un lemme de zéros

Proposition 10.2 - Soient ay, . .., a, des nombres complexes non nuls et By, . .., Bn_1
des nombres complexes. On suppose le sous-groupe multiplicatif de C* engendré par
a1, ..., derang > n—1 et les nombres 1,31, ..., Bn_1 linéairement indépendants
sur Q. Soient Dy, D1, Sy, U des entiers positifs satisfaisant les relations suivantes :
(i) So > 2(n+1)D;

(i) U(So + 1)" > nl(n+ 1)!Dog(2Dy)"

(111) U(Sp + 1) > nl(n + 1)!sup{Dy, 1}

On définit l’élément D, = (D1, ..., D1)de N™.

Alors il n'existe pas de polynome non nul P de ’anneau C[Xo, X1, ..., Xn_1, Xp]<py.D,

tel que la fonction enticre F' = P(go, ..., gn) $'annule sur l'ensemble F, 1y avec
une multiplicité > (n + 1)Sy.

Démonstration de la proposition 10.2

Notations préliminaires
Nous appliquons le théoréme 5.3 avec :
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G=G.xG", Gr=@G, G =(0,1,...,1),
dy=1,di=n, d=d"=n+1.

Définition des dérivations et de [’espace vectoriel W.
Soit W I'hyperplan de C"™! engendré par les n vecteurs u, . .., u, , définis par

u; = (6,007 3), (0<i<n—1)

On considére les n opérateurs de dérivation D, ,...,D, , définis sur anneau
C[Xo, X{, ..., X, X par
0 0 0 0
w0 = g, T Xngx o Pu = Xige + 0Xager, (I<isn—1)
On pose :

D= = DZS o DZ::;’ (¢ = (00,...,0n-1) €N").

Nous connaissons déja les opérateurs de dérivation 02 définis, sur ’anneau des fonc-

tions entiéres, par
a a0 a On—1
9 — [ — ) ... .
020 6,2”_1

Soient P € C[Xo, Xi', ..., X', X et ¢ = (00,...,0,_1) € N", alors on vérifie
I'égalité

97[P(g0, - - - 9n)] = [D*P(g0; - - -, gn)- (10.6)

On en déduit I'énoncé suivant :

Lemme 10.3 - Soient N un entier > 0, T € N et P un élément de 'anneau
ClXo, X1, .., Xn_1, Xp]. On définit la fonction entiére F' = P(go, ..., gn)-

Alors, les assertions (i) et (ii) sont équivalentes.

(i) La fonction F' s’annule sur ensemble Fy avec une multiplicité > T.

(i1) Le polynome P s’annule sur lensemble I'y avec une multiplicité > T dans la
direction V.

Application du théoréme 5.3
Soit G* =V x T un sous-groupe algébrique connexe de G, tel que :

dimG* <n+1, dim¢V =d;, Rang, ® =r, dimTy =dj =n — .

On note T,(G*) =V x L lespace tangent a G* en e, ou L désigne le sous-ensemble
algébrique de C™ constitué des zéros communs aux formes linéaires ’T£ = Y1 +
st oY, @ = (P15, 0n) € .
Nous posons :
/ ) W+ T.(G¥)
ly=d _ =
0 ( L.(G)

Compte tenu des inégalités (5.2) et (5.3) on a :

) et ¥ ={(go(u),...,gnr1(v)), ue Fy}.

d*! 5 * *
(G Do; D) 2 2525 DYDY et H(G; Dy Dy) = (n+ 12" DDy
:
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11 suffit, d’aprés le théoréme 5.3, de montrer que si les paramétres Dy, D, Sy, U
vérifient les conditions (i), (ii) et (iii) alors :

/ * * | . .
(SO ’ g0># (E G ) > (n 4 1% pi=di o ;. (10.7)

A G* 10
a) Si G* =e.
Nous avons d* =0, {, = n, # (X +G*) /G* = U, H(G*; Dy;D,) =1, d’otl

So + & S+G\  [(So+n
() ) = O
(So—l—l)nU

n!

L’inégalité (10.7) est donc satisfaite d’aprés la condition (ii).

b) Si G* # e.

b-1) Calcul de /.

Lemme 10.4 - Si G* # e alors T,(G*) ¢ W et ly =n+ 1 — d*.

Démonstration du lemme 10.4.
Considérons ¢V ... o™ une base de ® et les formes linéaires associées T,y Tom s

nous notons (5) le systéme d’équations & coefficients dans Z :

(S) :© Tow(z)=0,(1<i<r).

L2

L’espace tangent To(G*) n’est pas nul et s’écrit V x L avec L = [,_, ker 7).
L’hyperplan W de C"*! a pour équation : Byzo + S121 + ... + Br1Zn-1 = Zn.
Sir=mn. Alors L = 0 et comme T,(G) # 0, il existe u € V, u # 0, tel que
(u,0) € T.(G). 11 est cependant impossible que u € W puisque [y est supposé
non nul.

Si r < mn. Alors le systéme (S) a n inconnues et r équations, avec r < n; il posséde
donc une solution non triviale ¢ dans Z". Alors (0,t) € T.(G).

Mais il est impossible que (0,t) € W puisque les nombres 1, 3y, ..., 3,1 sont linéai-
rement indépendants sur Q.

Nous venons de montrer que T.(G*) ¢ W, il existe donc un élément u de T.(G*)
n’appartenant pas & W et C"* = W@ Cu. D’ou C"" = W+T,.(G*) ; ce qui montre
la deuxiéme assertion du lemme.

b-2) Etude du cas V = 0.
SiV =0, alors G* = {0} x Tg, et

G NY={(s,al,...,a") € {0} x Tp} = {(0,1,..., 1)}.

L’inégalité (10.7) est une conséquence des conditions (i) et (iii).
En effet, (i) et (iii) impliquent :

(S 4 1)U > nl(n 4 110y (220"
0 : -0 SO+1 )
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d’ou :

1—d)! oD, \" %
(50+1)U>u 1)

1!D

et

So+n+1—dj (n+1)! s
Do(2D)" 1.
< ntl—d )U> g Do2Dy)

b-3) Etude du cas V = C.
Alors df = 1 et la condition (10.7) est vérifiée si

e, (2+G (n+1Dl(n+1—dp)! i
PSR RURS BCH VoD, \di
i (555 ) > R S en)
Si G*N Y = {e}.
La condition (10.8) est vérifiée car, d’aprés (i) et (iii),
2D1 n—dj
1 1)In! .
(So+ 1)U > (n+1)n (So+1)

Si G* N X # {e}.

Nous établissons d’abord ’énoncé suivant :

Lemme 10.5 - Soit S un entier > 1, soit ® un sous-groupe non-nul de 7", soient

Qay, ..., des nombres complexes non nuls qui engendrent un sous-groupe multipli-
catif de C* de rang p. On définit le sous-groupe algébrique propre G* = C x Ty du
groupe algébrique G = Cx (C*)", ainsi que le sous-ensemble E = {(s,a5,...,a%),s €

N, 0<s<S)} deG.

On suppose que €N G* # {e}.

Alors :

(A) Le rang de ® est inférieur ou égal & n — p.

(B) ® C{t, t=(t1,...,tn) € N", [Ticpen i = 1}.

(C) € C G*.

Démonstration du lemme 10.5

a- Preuve de (A). Supposons ® de rang r et considérons une base oV, ..., (") de
d avec

o =(of",...,00), 1<i<r).
Nous savons par hypothése qu’il existe un entier sg, 1 < so < .9, tel que les r égalités
(3)

I] e =1, 1<i<n (10.8)
1<k<n
soient vérifiées.
Soit 71, ...,7, une base du sous-groupe de C* engendré par oy, ..., a,.
Il existe des entiers relatifs A\p;, (1 <k <mn, 1 <t <p), tels que
ay = H WL (1< k< n) (10.9)

1<t<p
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Le lemme 10.2 permet d’affirmer que la matrice (Ay¢)1<k<n, 1<t<p) st de rang p.
D’autre part, les égalités (10.8) et (10.9) entrainent

[T IT - =1 a<is<n

1<k<n 1<t<p

(4)
I S Z1 1 <i<n)

1<t<p

Or, 'indépendance multiplicative des nombres 7, ..., 7, implique que :

S0 Z /\kyta,(:) =0, (1<i<r),

1<k<n

et comme sy # 0, nous en déduisons les r égalités suivantes

> Aol =0, (1<i< 7). (10.10)

1<k<n

En faisant intervenir la matrice M = (Ax:) ) le systeme précédent peut

1<t<p, 1<k<n

s’écrire :
o
M : =0, (1<i<r)
ol
o
Comme les r vecteurs v(® = : , (1 <i<r)sont linéairement indépendants
of)

sur Q on en déduit que le noyau de la matrice M est de dimension > r sur Q, par
conséquent la matrice M est de rang < n — r, on obtient donc p < n —r, d’ou la
premiére assertion.

¢ - Preuve de (B). La deuxiéme assertion provient des égalités :

i (%)
[T o = [T == =1 <<, (10.11)
1<k<n 1<t<p
d - Preuve de (C). Supposons qu’il existe un entier 5,0 < s < S, tel que (s, a5, ..., a2) €
G*, alors (af,...,a2) € Ty et par conséquent les égalités (10.8) sont satisfaites
en remplagant sy par s; nous en déduisons les égalités (10.10). Par conséquent
(1,aq,...,a,) € G*, d’ou la troisiéme assertion.

On en déduit immédiatement, avec les notations précédentes.

Corollaire 10.1 - On suppose G* # G.

(A) Sip = n, les nombres oy, ..., q, sont multiplicativement indépendants et € N
G* = {e}.

(B) Sip=mn—1, alorsr = 1.
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Application du corollaire 10.1.
Nous choisissons £ = ¥ et en supposons p=n — 1 et G* N X # {e}.
Alors r =1, d* =n — 1 et f; = 1. La condition (10.7) est donc satisfaite si :

Y+ GF
G*

(So+ 1)# ( ) >2(n+1)D;.

Or, ¥ C G*, la condition (10.7) est donc remplie d’aprés la condition (i).

10.2.3 Fin de la démonstration du théoréme de Baker non-homogéne

Considérons un nombre réel p > 0 vérifiant I'inégalité :
1>2"(n+1)"n!(n+ 1)u".
Nous appliquons la proposition 10.2 avec :
U=M,Sy=[N/(n+1)], Dy = Dy = [pM/ D N?/(HI]L,

D’aprés le choix de p, la condition (ii) de la proposition 10.2 est remplie pour tous
nombres entiers M > 1 et N > 1; en effet M(Sy +1)" > M(N/(n + 1)) et
M(N/(n+1))" > 2"n!(n+ )" MN".

Les conditions (i) et (iii) de la proposition 10.2 sont satisfaites si N et M vérifient
respectivement

N > 2u(n + 1)2M/ (4D /(1) (10.12)
et
MN > (n+1)(n + 1)!n! max{ g YO+ N/ 0+ 11 (10.13)

Considérons le nombre entier Ny du § 10.2.1. Le choix des paramétres se fait dans
I'ordre suivant : on choisit d’abord l'entier M assez grand pour que l'inégalité (C')
du § 10.2.1 soit réalisée, puis on conclut en prenant N > N, assez grand pour que
(10.12) et (10.13) soient vérifiées.

COOOO
COOOO



Quatriéme partie

Valeurs algébriques d’une fonction
entiére a une variable
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Introduction

Soit f une fonction entiére sur C, soient X et Y des sous-ensembles infinis de C.
Nous démontrons que, sous certaines conditions, si la fonction f prend des valeurs
algébriques sur ’ensemble des produits zy, (z,y) € X xY alors elle est un polynome.

Notre démarche consiste & montrer qu’il existe des nombres entiers d et \ tels que
les O\ fonctions

fi,j(&@) = f(Ziwj)7 (1 <1< , 1< < )‘)7

sont algébriquement dépendantes ; un lemme de J. P. Bézivin (cf. Lem. 11.5) permet
d’en conclure que la fonction f est un polynome.

Dans un premier temps, nous construisons, en appliquant un lemme de Siegel fondé
sur le principe des tiroirs, une fonction auxiliaire ® nulle sur un sous-ensemble
(X" x (Y")* de X° x YA, puis ensuite nous extrapolons pour établir que la fonction
® est identiquement nulle sur X° x Y.

Les méme résultats peuvent s’établir en remplacant la construction de la fonction
auxiliaire par l'utilisation d’un déterminant d’interpolation selon la méthode de
Laurent.
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Chapitre 11

Résultats préliminaires

Nous avons réuni dans ce chapitre les lemmes algébriques et analytiques que nous
utilisons dans les démonstrations de transcendance des chapitres 12 et 13.

Rappel de notation
Pour tout polynéme P de C[T7, ..., T,,] nous définissons le nombre x(P), par :

X(P)=0si P=0.
X(P) =log|P|; + maxi<i<m degy, P si P # 0.

11.1 Un lemme de Siegel

Lemme 11.1 - Soient N, M et D trois entiers positifs tels que N > DM. Soient
K un corps de nombres de degré D sur Q et ay,, (1< AN, 1< pu< M) des
éléments de IC entiers sur 7. Soitent o1, ...,0p les différents morphismes de IC dans
C et A un entier positif vérifiant

N
AZmax{Z]ah(a,\ju) , 1 <pu< M, 1§h§D}.

A=1
Alors, il existe des nombres complexes 1, ...,xN salisfaisanl auz équations
N
S anura =0, (1< p< M),
A=1
MD
et tels que : O<max{|z)|, I<A<N}< (\/ﬁA)Ni—]MD.

Démonstration du lemme 11.1
Cf. [Wal74], Chap. 1, Lem. 1.3.1.

Remarque
Il est possible d’utiliser le lemme 1 pour résoudre des systémes a coefficients algé-
briques en faisant intervenir des dénominateurs d,, des lignes a1 ,,...,an,, 1 < p <
M et en résolvant le nouveau systéme a coefficients entiers sur 7 :

N

Zdua/\,u@\ =0, (1<pu<M).

A=1

113



114 CHAPITRE 11. RESULTATS PRELIMINAIRES

Notons, d’autre part, que les nombres

N
S lonlar) |, 1<p <M, 1<h<D,
A=1

sont tous majorés par N exp(DH), ot le nombre H est un majorant des nombres
h(ay,), 1< A< N, 1<p<M.
Nous pouvons donc énoncer :

Lemme 11.2 - Soient N, M et D trois entiers positifs tels que N > 2D M. Soient K
un corps de nombres de degré D sur Q et ay ,, (1< A< N,1<p< M) des éléments
de IC. Soient dy, . ..,dy des entiers positifs, tels que, pour tout entier p, 1 < p < M,
d, est un dénominateur de chacun des nombres algébriques a1y, ..., an -

On note :

H =max{h(ar,), 1<A<N, 1 <p <M} etd=max{d,, 1<pu<M}. Alors,
il existe des nombres complexes x1, ..., xN satisfaisant auzr équations

N

D anaa=0, (1< pu< M),
A=1

et tels que : 0 < max {| z, |, 1§)\§N}<\/§Ndexp(DH).

Démonstration du lemme 11.2
Le lemme 11.2 est une conséquence du lemme 11.1 en prenant A = Ndexp(DH) et
en remarquant que si N > 2DM alors MD/(N — M D) < 1.

11.2 Lemme de Schwarz sur les produits cartésiens

Lemme 11.3 - Soient n et m deux nombres entiers vérifiant 1 < m < n, soient &1, . ..

des sous-ensembles finis de C contenant tous le méme nombre d’éléments S, soient
E un nombre réel > 1 et r un nombre réel > 0 tlel que :

max{| & |, & €&, 1 <i<n} <

On définit le nombre réel R = 18" "™ (n — m + 1)Er et le sous-ensemble de C"
E=& x---xE&,.
Soient Sy un nombre entier > 1 et f une fonction entiére dans C" vérifiant :

pour tout z € € et pour tout 0 = (Op, . .., 0,) € N tel que ||o|| < So. Alors
| f ’7‘S| f |R E_5051'

Démonstration du lemme 11.3
Considérons les polynomes de C[X]

P(X)=[[(Xx =% m<i<n
§i€ti

,En
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Chacun des polyndémes P; est unitaire, de degré 515y, et admet &; pour ensemble de

7éros.

Remarquons que le nombre réel R = 18"~ ! (n — m + 1)Er est > 5r; d’aprés le

lemme 4.8 de [Wal00], il existe n —m + 1 fonctions entiéres dans C" f,,, ...

que, pour tout z € C",

f(2) = fm(2) Polzm) + - 4 fn(2) Palzn)
et
| fz |R§ 9(n—m+1)Sois—5051 | f |R )

Or, d’aprés le principe du maximum,
| fi l-<] fi |r
et, par définition des polynomes P;, (m <i <n),
| P |,< (2r)%5,
Par conséquent :

[l S Tl @)% 4t | fo ] (20)%5

(n —m+ 1)9(n*m+1)5051 RS0 ‘ ¥ ‘R (27,.)5081

SoS
< (n—m+1)<2x9("’m+1)x%) ’ 1\f\R.

IAIA

Remplagons R par 18"~ (n —m + 1)Er,

2 gomin |
7= -men( ) 1l

18»—m+l(n —m+1

En majorant 2 x 9=+ par 18(»=m+1 on obtient alors

|f| - ( +1) 18(nfm+1) SoSl|f|
r < (n—m
18"—m+1(n —m + 1)E R
n—m-+1
( .

(n —m + 1)%0S1 FSo51
< ETO% | f g,

d’otl la majoration de | f |, annoncée.

11.3 Dérivation d’un produit de fonctions

, fn telles

Soit f une fonction entiéres sur C, 6 et A deux nombres entiers > 1. Nous dé-
finissons, pour tout z = (z1,...,25) € C° et tout w = (wy,...,wy) € C*, les 6\

fonctions entiéres sur CO+*

fij(z,w) = flzw;), (1<i<0, 1<5<A).
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La fonction auxiliaire que nous allons construire s’écrit comme une combinaison
linéaire de monomes de la forme

H H qu avec ¢ = (¢i,j)a<i<s , 1<j<n) € N,

1<i<6 1<5<A

Pour tout ¢ = (¢;,;)1<i<s , 1<j<n) € N°*, nous notons ¢, la fonction

_ qi,j
¥Pq = II ” ij o

1<i<6 1<5<A

et pour tout w = (wy,...,wy) € C* et tout ¢ = (04,...,0,) € N* nous définissons

les opérateurs de dérivation
B 8 g1 8 O\
-~ \ Ow Owy '

La fonction ¢, admet des dérivées partielles sur C%*+*; il est donc possible d’exprimer

D

g1

en fonction de z = (z1,...,25) € C°, de g, de q et des fonctions

£ ziwy) = [(di) f] (o), (k €N,

I'image de ¢, par l'opérateur DgZ. C’est 'objet de I'énoncé suivant.

Soient s un entier > 1 et t = (t1,...,%;) un élément de N%.

Lemme 11.4 - Quels que soient z = (21,...,25) € C°, w = (wy,...,wy) € C*, g =
(01, 00) € N* et ¢ = (gij)a<ics , 15<0) € N

A S ) 10
o g;!
Do -1 ¥ () 2115,
Jj=1 o= (5))€N5 ; T k=1

0' .
o,=(0M,.. =1 d
llg;ll=0;
avec :
(k) k.5
E. . = J ()
k,aj - 1 f (zkw])
o
Tk:(T(l> ety éqk’]))Equ] p=1
k
Iz ll=0

Nous en déduisons en particulier :

Corollaire 11.1 - Soient v un nombre réel non nul et o un élément de N* et q un
élément de N°*. Alors, pour tout (z,w) € C° x C*,

(D@Pg) (vz, %) = el (%@) (2, w).
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Démonstration du lemme 11.4

Premiére étape : Une formule générale

Soient g1, ..., gs des fonctions dérivables sur C et ¢ un nombre entier > 0, nous
savons que :

() oaw= % ‘;—'S(d‘fu)e(mgp<w>

k=1 0= ....06))eNs — p=1
6]l=c
En appliquant la formule précédente avec s = g et gy = --- = g, = ¢, g étant une

fonction dérivable sur C, ¢ > 0 et ¢ > 1 deux nombres entiers, nous obtenons :

d\’ ol 2 (k)
() v = ()
I=(T<1>,...,T(5))€Nq - k=

Izll=c

Par conséquent, pour tout s-uplet d’entiers > 1, ¢ = (q1, ..., ),

d\’ 1+
k=1
peut s’écrire sous la forme :

SO I(E Y gt

0=0M,...,0(s))eN® p=1

lll=c
ou encore :
(k)
o! I N
E 0— Z -1 H Jw gp(w).
s s =1 = =
0=(0h ONEN Pl D) e RS

[N

Deuxiéme étape : Le cas particulier g,(w) = f(z,w), (1 <p <)

Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur C, nous considérons les fonctions f,,
(1 < p <9), de C°! dans C, définies par f,(z1,...,2s5,w) = f(z,w). Remarquons
que, pour tout entier o > 0,

(5) itz = 210,

Appliquons la formule précédente, avec g,(w) = f,(z,w) et s = 6, pour calculer une
expression de
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Nous obtenons :

1)
DR D SR | E L)

U:(O—(D?"'vg(é))eNé - p: T. 7(7'(1)7 . I()qp))Equ - N
lell=0

Iz, =0
Or,
6 4p r) )
" (p)
Tp o
= =11+
p=1r=1 p=1

Nous venons donc d’établir ’égalité

X : p) . "
(8_) [ (zrw) = > g [1="1] > , [[/7 ).
w o! T,
k=1 ogeNd — p=1 p=1 1,ENP —P° =1
lell=c Iz, ll=c®

Conclusion : Le calcul de Dgp,(z,w)
Nous pouvons écrire

PN,
D gz, w) = H <%> Hf‘ﬂc,j(zkwj),
7=1 J k=1

et d’aprés le résultat de la deuxiéme étape nous pouvons remplacer pour chacun des

entiers j, 1 < 7 <\,
q
(811)]) kaj 2kW;)

par

qk,j
( (7“)

|9
O'j.
> L1l H > = (zh0).
ol
o;eNd T k=1 k=1 1, eN%.j ~k
le;ll=0; Iz ll=0

Nous obtenons ainsi I'égalité attendue.

Démonstration du corollaire 11.1
POSOI]S g = (0’1, . ,O‘)\) et g = (Qk,j)(1§i§6 L 1<G<N)-
Nous déduisons du lemme 11.4 I’égalité suivante :

5 _ B
T | D SR 1 (Rl o) |
(5))6N5

(W i=1 I k=1
Gj=\0;5 50
llo; H—Ua
avec
(k) kg
g, . (p) W;
J T J
Ek,gj = E - ' Hf( k )('yzk X 7))
Lk
Zk:(Tlil) 7777 (Qk ]))equ J p_l
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Or,
Yz X — = ZpW;
et
d ©) PO
[[oz)7 =7 ]]="
i=1 i=1
On obtient :
w A d O\ o
Doe,(1z=) = |] > (H('yzi)"j ) -
! 7=l g =(o(V,..0{)ens \i=l -
= g J

d’ou le résultat.
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11.4 Indépendance algébrique des fonctions f; ;

Nous citons un résultat di a J.P.Bézivin.

Lemme 11.5 (J.P.Bézivin) - Soient § et A deux entiers > 1 et [ une fonction
entiére dans C. Supposons les O\ fonctions f;;, (1 < i < 4§, 1 < j < A) de
Co*A dans C, définies par fi;j(z,w) = f(zw;), algébriquement dépendantes sur

C(z1,...,zs5,w1,...,wy). Alors f est un polynome.

Démonstration du lemme 11.5
Voir [Wal97], § 2, Lem. 2.6 (J.-P. Bézivin).

COOO0
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Chapitre 12

La méthode de Schneider

12.1 Un critére de dépendance algébrique

Théoréme 12.1 - Soit f une fonction entiére sur C |, IC un corps de nombres,
(XN)n>1, (YN)n>1 deux suites strictement croissantes de sous-ensembles non vides
et finis de C, ¢ une application de R-y dans Rsq, (ry, in)n>1 une suite d’éléments
de (Rsg)?, 0 et ¢y deux nombres réels vérifiant 0 < 6 < 1 et ¢y > 0. On suppose
que la suite (%)NEQ est majorée et que, pour chaque entier N > 1, les conditions
suivantes sont vérifices.

(i) #Xn = #YN = pn.

(11) sup{| zw |, (z,w) € Xy x Yy} <ry et lim, . ry = +00.

(iii) Pour tout (z,w) € Xy x Yy, f(zw) € K et h(f(zw)) < coul-

(iv) 1og | f [k < ¢(k)uy, (k € Rsg).
Alors la fonction f est un polynéome.

Remarques :

1) Le fait que les suites d’ensembles finis (Xx)n>1, (Yv)y>1 soient strictement crois-
santes implique que :

- La suite d’entiers (ux)n>1 est strictement croissante et tend avec N vers +o0.

- Les ensembles X, et Y5 contiennent chacun un élément différent de zéro.

En effet o > 1 > 1 implique que X5 et Y5 posséde chacun au moins deux éléments.
2) Les hypothéses du théoréme 1 nous fournissent aussi des informations sur la suite
(7N ) n>2 définie par :

\/max{| w|, weYy}
TN =

max{| z |, z € Xy}
Nous en déduisons un encadrement de vy en fonction de ry.

Lemme 12.1 - [l existe deux nombres réels ¢, > 0 et (o > 0 tels que, pour tout
entier N > 2,
G

VTN

< v < QyVTa.

Démonstration du lemme 12.1.
D’aprés la remarque 1, Y5 posséde au moins un élément @w non nul ; par conséquent,
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pour tout entier N > 2,
0<|w|<max{|w|, we Yy},

ce qui entraine la minoration suivante de vy :

Moo= N max{] 2|, z € Xy}
| w |
VI [max{] =, z € Xy}
|| |
Vmax{| zw |, z € Xy, w € Yy}

D’oul la minoration attendue en posant (; =| @ |.

Toujours d’aprés la remarque 1, Xy posséde au moins un élément Z non nul; par
conséquent pour tout entier N > 2, nous avons

0<|Z|<max{| z|, z € Xn}.

Ceci permet de majorer vy de la facon suivante :

< ¢mmﬂwhw€ﬁﬁ
N =

| 2]

Vma[w], we Yy} 7]
H

< 3

D’ot le résultat attendu en posant (o =1/ | Z |.

I3
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12.2 Une conséquence du théoréme 12.1

Théoréme 12.2 - Soient o, B, p, ko, c1, co des nombres réels positifs vérifiant

1 1 1

a B p

Soient X et'Y deux sous-ensembles de C, K un corps de nombres et f une fonction
entiere telle que f(xy) € K pour tout (z,y) € X x Y.
On suppose que, pour tout nombre réel R > 0,

(1)  #XND(0,R) > ciR* et #Y N D(0, R) > ¢, R’
(2)  max{log| f(u) |, h(f(u)), uwe D(0,R)} < koR".

Alors, [ est un polynome.

Démonstration du théoréme 12.2

On construit, par récurrence sur le nombre entier N, deux suites strictement crois-
santes (Xy)ny>1 et (Ya)n>1 de sous-ensembles de C, telles que, pour tout nombre
entier N > 1,

1) Xy C XN D0, N/ et Yy C Y ND(0, NYP).

2) # Xy = k1N et #YN = k1N, avec k; = min{cy, 2 }.

On applique ensuite le théoréme 12.1 avec :

ko

K (aT /B

py = kN, 1y = NYY8 0 = (1/a+1/8)p, ¢o =

et en prenant pour application de Ry dans Ry :
b x— kok;p/(kg/aﬂ/ﬂ)p).

Soient (z,w) € Xy x Yy, alors | zw |[< ry.
D’aprés (2) on a :

h(f(zw)) < ko N (/at1/8)p

< ( k(l/a+1/6)p> PN
1

0
S CO:uNJ

et, pour tout nombre réel £ > 0,

lOg ’ f ’krN S kO(kTN)p

=\ pWar/mp | N
1
< (k).

Comme par hypothése 0 < 1, le théoréme 12.1 s’applique et permet de conclure.
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12.3 Démonstration du théoréme 12.1

Nous notons par la suite D le degré du corps K sur Q.
Le nombre 6 étant strictement inférieur a 1, nous pouvons choisir deux entiers positifs
d et A vérifiant la condition (Cy) ci-dessous.

1 1
h<l—o=—=.
(Cl) < 5 \

12.3.1 Construction de la fonction auxiliaire ®y

La premiére partie de la démonstration consiste en la construction, pour deux entiers
positifs 0 et A vérifiant la condition (C}), et pour un entier N > 1, d’une fonction
auxiliaire s’annulant sur un ensemble X% x Y.

Lemme 12.2 - Soient Sy, N des entiers > 1 et L = (L;j)(<i<s, 1<j<)) un €lément
de N°* wérifiant la condition (I) :

S
() L >2Dpy™, avec L= H L;;.

i=1,j=1
Alors, le systéeme d’équations linéaires

(S) D agp(z,w) =0, (z,w) € X3 x Y}

geNEA
q<L

admet une solution non triviale (ag)gens, q<1) € 72 telle que :

max{| a, |, ¢ € N, ¢ < L} < V2Lexp(2Dcop||L])).

Démonstration du lemme 12.2

Notations : les nombres d et H.

D’aprés 'hypothése (iii) les coefficients o, (z, w), ¢ € N}, ¢ < L, du systéme d’équa-
tions (S), sont des nombres algébriques; nous définissons le nombre réel H comme
le maximum de leurs hauteurs logarithmiques.

Le fait que les coefficients de (S) soient des nombres algébriques entraine, d’autre
part, I'existence de nombres entiers positifs

dzw), (2,0) € XJBV X Y]\>}7
tels que d(, 4 soit le plus petit dénominateur commun des L nombres algébriques :
pq(z,w), g €N, g < L.

Nous notons :
d = max{dw), (2,w) € X}SV X Yjé}

Application du lemme 11.2
Le systéme d’équations (S) posséde ,u}s\;”\ équations et L inconnues, la condition
d’application du lemme 11.2 :
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Nombre d’inconnues > 2D xNombre d’équations,

est donc satisfaite et le systéme (S) admet une solution (ag)gensr, g<r € Z telle
que :

0 <max{|a, |, ¢ € N g< L} < V2Ld exp(DH). (12.1)
Il nous faut a présent donner des majorations de d et de H.

Pour cela, nous considérons le polynome Q, de ZT;;: 1<i<§, 1<j <)\ deéfini
par :

S

=1 j5=1

Nous avons :
0q(2,w) = Qu(f(ziwy), ; 1 <i <9, 1 <5 <N,

et dans le cas ot p,(z, w) # 0 l'inégalité de Liouville (2.1) de la proposition 2.1 nous
donne : -

h (902(5’@)) < log | Qq ‘1 +ZZQU ZZ’UJ]

i=1 j=1

L’hypothése (iii) se traduit par

h(eazw) < collalid.
Nous obtenons finalement
H < co|| L]y (12.2)

Pour majorer le nombre d nous considérons un élément (z,w) de X¢ x Y3 et nous
utilisons les dénominateurs den (f(zw;)), ; (1 <i <9, 1 <j <)), respectifs des
nombres algébriques f(zw;), ; (1 <i<4, 1 <j<N\).

Le nombre

HHden (ziw;)) Fo Qq(f(le]), ; (1<i<6, 1<j<N)

1=1 j=1
est entier sur Z; par conséquent dy (;.) = Hle H?:1 den (f(zw;))" est un déno-
minateur commun des nombres ¢,(z,w), ¢ € N°*, ¢ < L.
Or, - B B

den (f(ziw;)) < exp(Dh (f(ziw;))), ; (1 <i<d, 1 <7 <N).
L’hypothése (iii) nous permet donc d’écrire

5

A
oy < [[TIexp(DLish(f(ziw;)))

i=1 j=1
5 A
exp(D Z Z Lijcopy)
i=1 j=1

exp(Deopiy | LI))

IA

IA
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soit

d < exp(Deoply| L) (12.3)
La conclusion du lemme 12.2 est une conséquence directe des inégalités (12.1), (12.2)

et (12.3).

Définition de la fonction auxiliaire ®y

de N par :
1 A
Lij(N) =[2D+1)5xpy* T+ 1, (1<i<4, 1<j<A).

Le produit L(N) = Hf’:)\l,jﬂ Li ;(N) est supérieur a (2D + 1)u%™; la condition (Z)

du lemme 12.2 est donc vérifiée et le lemme 12.2 nous assure de ’existence d’une
solution non triviale (ag)enor, g<r(vy) € Z°* au systéme (S), majorée en valeur
absolue par le nombre -

S+
= LR +0

V2L(N) exp(4coDON2D + 1)ax pd* ).

Nous poursuivons la démonstration avec la fonction auxiliaire entiére sur CO+> :

Py = Z aq4Pyq-

geN(SA
g<L(N)

12.3.2 Extrapolation

Nous établissons que la fonction auziliaire ®n est nulle sur chacun des produits
cartésiens X3 x Y3, (N > 1).
Considérons pour cela ’ensemble des nombres entiers M > N + 1 vérifiant

Oy =0 sur X§,_, x Yy .

Cet ensemble n’est pas vide, puisqu’il contient le nombre entier N + 1. Nous al-
lons supposer qu’il admet un élément maximum M, > N et montrer que cela nous
conduit & une contradiction.

Il existe alors (zg,w,) un élément de X3, x Y7 tel que le nombre algébrique
Dy (29, wy) soit différent de 0.

A) Majoration.

Nous montrons que le nombre log | ®n(z,,w,) | admet une majoration de la
forme
S+

log | (I)N |c1r§ klﬂ]\/

le nombre réel k; étant positif et indépendant de N.
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Application du lemme de Schwarz

L’utilisation du lemme 11.3 exige de connaitre un majorant des ensembles {| z |
, 2€ Xpyp—1} et {]Jw |, w € Ya,_1}, or nous ne disposons, par I'hypothése (ii) que
d'une majoration des valeurs absolues des produits zw, * € Xjp,—1 et w € Yy, —1,
par iz, —1-

C’est la raison pour laquelle nous commencons par uniformiser les distances a 1’ori-

gine des ensembles X, et Yy, en les remplacant respectivement par
. . Y

X = "}/MOX]\JO et Y* = —0,
Mo

(le nombre 7y, a déja été défini dans la remarque 2 et encadré au lemme 12.1). Nous
obtenons alors, pour tout z* € X*, z* = v,z et pour tout w* € Y*, w* = w/yy, :

}S\/%

| 2]
vmax{| z |, z € Xy,

| z¢] < \/max{| w |, we Yy}

et

| w* |

| w” |

< max{| z |, z€ X < /7M.
= Vmax{|w |, weXMO}\/ =] Mo} Mo

Cependant,
Q)N(§S7wa) 7£ 07 avec ZS = TMo£0> wg - w0/7M07
et
Sy =0 sur (X;, ;)" x (Vi)™
Par conséquent le lemme 11.3 donne la majoration suivante :
‘ @N ‘MSI @N ‘Clem e*,U«]\/IO—l, avec Cl - 185+/\ (124)
Une majoration de log | P |ee mas

T]WO
Les coefficients qui définissent la fonction auxiliaire @ sont inférieurs a
S+

V2L(N) exp(4co DN (2D + 1)$,uN ),
et d’autre part, d’aprés I'hypothése (iv)

o A
|¢g‘01em < HH|f

i=1 j=1

< exp(o(cte’) iy [IL(V) )
2 9 1 Ay
exp(2¢(cie”)OAN(2D + 1)~ py )

Nous en déduisons 'existence d’un nombre réel k; > 0 indépendant de N tel que

i,
C%eQTMO

N

S+A
240

log | ®p |01em§ Ky ppg, (12.5)

Une majoration de log | ®n(zy, wy) |
Il existe donc d’aprés (12.4) et (12.5) un nombre réel ky > 0 indépendant de N tel
que

A g
log | n(zg, wy) S log | Pn [»< Kipy) = pagg—1- (12.6)
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B) Minoration.

Nous montrons dans ce paragraphe que le nombre log | ®n(z,,w,) | est minoré
par une expression de la forme
24
_kQIU’MO )
ol le nombre réel ky est strictement positif et ne dépend pas de 'entier N.

Mise en oeuvre de [inégalité de Liouville.
Considérons le polynome Qn de Z[T;; ; 1 <i <94, 1 <j <)

Qn = Z agQy

QGN(D\
g<L(N)

Nous savons que pour tout (z,w) € CO+*
P(z,w) = On(fzaw;) ; 1<i <9, 1< <A
Par conséquent, en posant z, = (20,1, .-,20s) €t Wy = (Wo 1, ..., Wo ),
ON(f(z0,wo,5)) ;s 1 <i<6, 1<j<A)#D0,
et I'inégalité de Liouville permet d’écrire

log | On(f(205woy) 5 1<i<0, 1<7<A) >

0,
-D IOg | QN |1 — D Z h(f(Z()?in’j))degTi’j QN. (127)
i=1,j=1

Il ne nous reste plus qu’a majorer log | Qy |1 et degy, . On.

Une magoration de log | Qn |1
Nous avons immédiatement

|Onv |1 < Z lag || Q4 In

geNé)\
g<L(N))

< L(N) max |a,| max | Q, 1.
quék = quéz\ =
a<L(N)) g<L(N))

Or, pour tout g € N tel que g < L(N),
1 9HALy
| Qy i=Tet [a,[< V2L exp (4COD(5)\(2D + 1)ax p 0 ) .
Il existe donc un nombre réel p; > 0 indépendant de N tel que :

5240
log | QN |1§ Pily . (128)
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Une majoration de degTi‘j On
Le polynome Qp est une combinaison linéaire & coefficients dans Z des polynomes
Q,, par conséquent, pour tout couple (i, ), (1 <1i,j <4, 7),

degy, . Qv < max{degy, Qy, ¢ € NoA, g < L(N)}

Et nous obtenons
SN
degs,, Qn < (2D + 1) " (12.9)

Une minoration de log | ®n(zq, wy) |
L’hypothése (iii) et les inégalités (12.7), (12.8) et (12.9) permettent, en posant :

kg = D(p1 + Co(S)\),

d’obtenir :
4240

log | @ (zp,wo) | = —kopap) - (12.10)

C) Conclusion

Comme la suite de terme général ppri1/par est majorée, il existe M > 0 un
nombre réel indépendant de N, tel que : pp, < Mppg,—1 et les inégalités (12.6) et
(12.10) impliquent 'existence de nombres réels ki, ko > 0 indépendants de N tels
que :

S+
240

pao—1 < (Ku+ ko)
Nous en déduisons 'inégalité suivante :
1 SHA g
< Uk (12.11)

Or, ceci est impossible si U'entier N est assez grand, puisque les deux entiers d et A
vérifient la condition (Ch).

12.3.3 Conséquences

Nous montrons que la fonction f est un polynéme

Nous venons de démontrer que la fonction auxiliaire s’annule sur chacun des en-
sembles X3, x Y}, (M > N), nous pouvons donc appliquer le lemme de Schwarz
avec

m =1, n=0+)\ Sy=1, E=c¢,

& =yuXny pour 1 <1 <,

E =Yyu/ympour d+1<i <)\
et écrire pour tout entier M > 1,

S+
LR
A
klMMH — KM

FESY A4 g
24
k1M 5x /L]\ZA — UL

IN

log | ®n | s

IN
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La constante k; étant celle déja donnée dans l'inégalité (14.6).

Or, les suites (ry)n>1 et (un)n>1 tendent vers 400, et

O+ A

9—1——5)\

<1

Y

la fonction @y est donc identiquement nulle sur Co+* et les fonctions
fig(1<i<o, (1<5<A)

sont algébriquement dépendantes sur C.
Le lemme 11.5 de Bézivin permet d’en conclure que la fonction f est un polyndome.



12.4. DEPENDANCE ALGEBRIQUE ET ORDRE DE CROISSANCE 131
12.4 Dépendance algébrique et ordre de croissance

Nous énongons un deuxiéme critére de transcendance qui, cette fois, fait intervenir
I’ordre de croissance de la fonction entiére f.

Théoréme 12.3 - Soit f une fonction entiére sur C d’ordre de croissance < p,
(Xn)n>1, (Yv)n>1 deux suites strictement croissantes de sous-ensembles finis de C,
ai, ..., a, des nombres complexes algébriques, (un,ry, iin)N>1 une suite d’éléments
de (R-o)® et M un nombre réel > 0.

On suppose que la suite (“5;1) >o est majorée et que, pour chaque entier N > 1,

les conditions suivantes sont vérifiées.

(i) #Xn =#YNn = un.

(1) max{| zw |, (z,w) € Xy x Yy} <7y et lim, o ry = +00.

(ZZZ)/ Pour tout entier N > 1 et tout (z,w) € Xy x Yy, il existe un polynome
Q) € Z[Th, ..., T,] tel que :

f(ZIU) = Q(z,w) (0517 ce 7057“) et X(Q(z,w)) < up.

(iv)' 1l existe des entiers 6 > 1, A > 1 tels que :

1—9£A
max{uy, 5} < Mpy .

Alors la fonction f est un polynéme.

Remarques

1) Comme p3 > 2, il existe zg € X3 et wy € Y3 tels que z5 # 0 et wy # 0. Le nombre
ko =| zowp | est donc un minorant strictement positif de ry, pour tout entier N > 3.
2) Nous savons, f n’étant pas constante, que, pour tout (z,w) € Xy X Yy, il existe
un nombre entier n tel que ™ (zw) # 0 et X(Q(zw).n) # 0.

Nous venons de montrer que uy > 1, pour tout entier N > 1.

3) On déduit des remarques 1) et 2) que le nombre § = 1 — 2 vérifie la condition
du théoréme 1 : 0 < 6 < 1.

12.4.1 Démonstration du théoréme 12.3

1l nous suffit donc de montrer que les conditions (i)’ et (iv)" du théoréme 12.3,
impliquent les conditions (iii) et (iv) du théoréme 12.1.
Supposons donc (i)’ et (iv) satisfaites.
Nous posons par la suite

k=1

Supposons (z,w) € Xy x Yy et f(zw) # 0; nous pouvons alors appliquer I'inégalité

de Liouville au polynéme Q. ., au point (o, ..., ;) de Q.
Nous obtenons :
h(f(zw)) log | Q) |1 +sup{degr, Qw), 1 <k <1}hg

<
S X(Q(z,w))ho'
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z N . ’
et par conséquent d’apreés (iv)
S+

h(f(zw)) < hoMpuy . (12.12)

La fonction f étant supposée d’ordre de croissance < p, il existe deux nombres réels
a>0et >0 tels que :

| f1r< Bexp(aR?), pour tout R € Ry,

ce qui implique, pour tout nombre entier N > 1 tel que ry > 1 et tout nombre réel
k,
log | f |kry < (| log B | +ak?)r,

2 . /
Nous avons donc d’aprés (iv)

_5t
10g | f |2y < (| log B | +ak®) My ™ . (12.13)
Les hypothéses (iii) et (iv) sont donc satisfaites et le théoréme 12.1 s’applique avec
f=1— I+
DY

12.5 Le théoréme des six exponentielles

Les premiéres démonstrations du théoréme des six exponentielles énoncé ci-
dessous, sont di a Lang (cf. [Lang66]) et & Ramachandra (cf. [Ram68|).

Théoréme 12.4 - Soient { et d deur entiers positifs satisfaisant d¢ > d+ . Soient
x1,...,xq des nombres complezes linéairement indépendants sur Q, et soient yi, ..., ys
des nombres complexes linéairement indépendants sur Q. Alors l'un au moins des
dl nombres exp(z;y;), (1 <i<d, 1 <j </) est transcendant.

Remarque

L’appellation du théoréme provient de I’hypothése df > d+ ¢ sur les nombres entiers
d et ¢, que l'on peut encore écrire (d — 1)(¢ — 1) > 2, ce qui équivaut a d > 3
et £ > 2 (ou bien l'inverse). Le cas limite est donc celui ot I'on obtient une liste
de six exponentielles. Si d = 1 (ou bien ¢ = 1) la conclusion du théoréme n’est
manifestement pas toujours vérifiée, et sid =2 et £ =2, c’est A dire si dl = d + ¢,
nous obtenons la conjecture des quatre exponentielles, formulée par Lang dans (cf.
[Lang66], Chap.2, $1) et non démontrée a ce jour.

12.5.1 Une démonstration du théoréme 12.4

Supposons qu’il existe des nombres complexes x1, ..., x4 et y1,...,y, vérifiant les
conditions d’indépendances linéaire du théoréme 2 et tels que tous les nombres

o =exp(ry;), (1<i<d, 1<j<U0)

soient algébriques. Nous appliquons le théoréme 2 avec pour fonction non polyno-
miale f = exp d’ordre o = 1, et les ensembles

Xy = {tiwi+-+tazg, t=(t,... . ta) eEN, 0<t, <N (1<k<d)}
YN = {51y1+"'+8€yﬁy§:(Sla"'783)€NlaOSSpSNd ( SPSE)}
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Nous avons

pn = #Xn = #Yy = N* (N > 1),

ce qui montre que la condition (i) est satisfaite, ainsi que la condition (iii) en prenant
Mgy = 2% car
(N +1)%  (2N)#*
N Nl
La condition (ii) est elle aussi satisfaite pour

< 2%

<

d ¢
T(N) = Clj\fd+e7 avec ¢ = ZZ ‘ TrYp ‘ .

k=1 p=1
Pour vérifier les conditions (i) et (iv)’, nous calculons exp(zw) avec
(z,w) € Xy X Yy, z=t1x1 + -+ tqgZq, W= S1y1 + -+ SeYs.

Nous obtenons
d.e

exp(zw) = H af’;’
i=1,j=1
Le polynome Q.. de Z[T;;, 1 < i < d, 1 < j < (] qui correspond & ’élément
(z,w) de Xn x Yy est donc défini par

d,f
t,L'S'
Qzw) = H 1,57, avee X(Qzw)) < N

i=1,j=1

Nous utilisons donc la suite (uy)y>; définie par uy = N (N > 1).

Il nous suffit enfin, pour établir ’hypothése (iv)’, de remarquer qu'il existe des entiers
0>1et A>1 tels que

O+ A
d+0<di(l — ——).
+ ( )
En effet, cette inégalité équivaut a
! + ! + ! + ! <1
d ¢ 6 A ’
et nous avons supposé
1 1
-+ -<1
a1

COOO0
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Chapitre 13

Introduction de dérivées partielles

13.1 Le résultat principal

Théoréme 13.1 - Soit f une fonction entiére sur C , IC un corps de nombres,
ai, ..., ap des nombres algébriques contenus dans IC, (Xn)n>1, (Yn)n>1 deux suites
strictement croissantes de sous-ensembles finis de C, ¢ une application de R<q dans
Roo, (rn, iy )n>1 une suite d’éléments de (Rsg)? et 0, 01, co, M des nombres réels
strictement positifs, avec 01 < 1. On suppose que la suite (”5;1 )n>2 est majorée par
M et que, pour chaque entier N > 1, les conditions suivantes sont vérifiées.

(i) #Xn = #YN = un.

(ii) max{| zw |, (z,w) € Xy x Yn} <7y < exp(copl).

(iii) Pour tout z € Xy, z € K et h(z) < cou.

(iv) Pour tout (z,w) € Xy X Yy, et tout entier n > 0, il existe un polynome

Q) € Z[T1, ..., T,] tel que :

f(n)(zw) = Q(z,w),n(ala s 7O~/r> et X(Q(zw),n) < COM?\/'

(U) 1Og | f |krN§ ¢(k)M?V7 (k € IR>0>'

Alors la fonction f est un polyndéme.

13.2 Démonstration du théoréme 13.1

Nous posons par la suite
ho =Y h(ay)+1,
k=1

et nous supposons que la fonction f n’est pas constante car sinon la conclusion du
théoréme 13.1 est trivialement vérifiée.

135
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Remarques.
1) 1l existe des nombres entiers § > 1,A > 1 et un nombre réel 6, > 0 vérifiant la
condition (C)

0+ A 1

(11 suffit par exemple de choisir 0y = 30 et § =2, A = 3.)
2) Nous avons déja démontré, dans la remarque 1 qui suit le théoréme 12.1, I'exis-
tence de ky un minorant strictement positif de ry, pour tout entier N > 2.

13.2.1 Premiére étape : la fonction auxiliaire ¢y

Considérons des nombres entiers d et A et un nombre réel 6y vérifiant la condi-
tion (C}). Nous construisons une fonction ®y s’annulant sur X% x Y3 avec une
multiplicité donnée.

Lemme 13.1 - Soient Sy, N des entiers > 1 et L = (L; j)(1<i<s, 1<j<r) un €lément
de N°* wérifiant la condition (I) :

S
(Z) L>2DSpuN?, avee L= ] Lij.

i=1,j=1
Alors, le systeme d’équations linéaires

(S) > aDip,(z,w) =0, (z,w) € X x V3,0 e N\ | o |< S,

gENSA
q<L

admet une solution non triviale (ag)gens, g<rL) € 7 telle que :

max | ag |< V2L exp(2¢0DIN2Soul + 2o Dhol| L 1 + ASo log || L)
geN -

a<L

Démonstration du lemme 13.1

Notations : Hauteurs et dénominateurs des coeflicients

D’aprés les hypothéses (iii) et (iv) et le lemme 11.4, les coefficients du systéme
d’équations (S) sont des nombres algébriques. Nous définissons le nombre réel H
comme le maximum de leurs hauteurs logarithmiques.

Le fait que les coefficients de (S) soient des nombres algébriques entraine, d’autre
part, 'existence de nombres entiers positifs

Az )05 (z,w) € X?\f X YJG? gc NA? | o [< So,
tels que d(; ), Soit le plus petit dénominateur commun des L nombres algébriques :

Dpy(z,w), g €N, g < L.
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Nous notons :
d = sup{dizuw) e, (2,w) € X?\r X Yz©> oceN, | o |< So}.

Application du lemme 11.2
Le systéme d’équations (S) posséde Sé,uf\;rA équations et L inconnues, la condition
d’application du lemme 13.2 :

Nombre d’inconnues > 2D xNombre d’équations,

est donc satisfaite et (S) admet, d’aprés le lemme 11.2, une solution

(ag)(geNM, q<L) S Z(”\

telle que :
0 <max{|a, |, ¢ € N g< L)} < V2Ldexp(DH).

Majorations de d et de H
Soient
(z,w) € X4 x Yy, o € N, QGN‘SA, g<L.

Nous considérons le polynome Q)40 de Z[Ui, ..., Us, Th, ..., T;], définit, en po-
sant U = (Uy,...,Us) et T = (11,...,T,), par :

A L) A
I D SR | R ()1
j=1 (5))€N5 —J/ k=1

1
-:(1/](. ),...,I/j =1
llv;ll=0;

avec :

AL
Riw, = Z < )HQ(%% T<P> T).

( (1) <q7€ J))equJ

Tp= Tk seees T
(k)

”Tk”_’/
Le lemme 11.4 permet d’écrire,
DEpg(2,w) = Q) g2, Q) (13.1)

a) Une majoration de log | Q. w) 40 |1 -
Nous avons, d’aprés les majorations | Q(Zk ) P |1 < exp(couy),
sVg )T

| Qg b li[ Z:: ( )H > @:)) exp(copt ;)

Ll EN B
A
< exp(copiIILI) [ [(aus + -+ 955).
7j=1
Par conséquent :

10g | Qez )40 1< ASolog || L + copy || L] (13.2)
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b) Une majoration des degrés de Q,, .
Pour tout nombre entier p, 1 <p <4,

degy, Qwyge < degy, H Z H U g

v, (](1)’ w9 (5))€N6 =1

ll;ll=0;

A
i 1 5)
< maX{ZVJ(»), vi=w ) e Ny = Uj}
< A2S,. (13.3)
et, d’autre part, pour 1 < k <,
degy, Q(z,w),g,g < COHL”PJ?\/- (13.4)

c) Utilisation des inégalités de Liouville lorsque Dgy,(z, w) # 0.

Si DZpy(z, w) # 0, il est possible, d’aprés les égalités (13.1), d’appliquer au polynome

Q(zw).q0 les inégalités de Liouville au point (z,a) de QHT

Nous obtenons, en utilisant les hypothéses (iii) et (vi) et les inégalités (13.2), (13.3)
t (13.4),

é
h(DﬂPq(Z w)) < log| Q(z,w),g,g I + ZdegUP Q(z,w)@gh(zp)

p=1

+ Z deng Q(z&),gygh(ak))

k=1
< ASplog||L|| 4 copld | L|| + codN2Sopl:
+ cohopy || L]

Nous majorons le nombre d en introduisant les dénominateurs respectifs des nombres
algébriques 21, ..., 25, Q1,...,Q,, en remarquant que le nombre

T
H den(zp)degUp Qizw),g.0 H den(ak)deng Lzw)ae w Q@&),g’g(é’ w)

k=1

est entier sur Z.
Or, d’aprés les hypothéses (iii), (vi) et les inégalités (13.3), (13.4)

SUp{d(z,y)@gv (z,w) € X} x Y3, qc I\ qg<L), g€ N | g |< So}
< exp (coDSNSou + Deohol|L| 1) -
Nous en déduisons ’énoncé suivant :
Lemme 13.2 - Les nombres H et d admettent les majorations suivantes.

H < >\SO log HLH + COIMNHLH + Co(S/\2SO/L + COhO:U’NHLH
d <exp (COD5A2SO,u + coDhol| L[| 1% ) -
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Définition de la fonction auxiliaire ® y Nous définissons par la suite, pour tout entier
N Z 3, I’entier So(N) et I’élément L(N) = (Li,j(N))(1§i§6, 1<5<N) de Né/\ par :

FECAZSETYN

So(N) = [pe] et Lij(N) = [2D+ 1)3xpuy ™ 1+ 1,(1<i <6, 1<j<A).

Le produit L(N) = Hf;\1,j:1 Li;(N) est supérieur ou égal a (2D + 1) % et la

condition (Z) du lemme 15.1 est vérifiée si :
(2D + 1)u§\}‘r>\+90>\ > 2Du?\7—)\+90>\’

ce qui équivaut a :

2D +1>2D.

La condition (Z) est donc satisfaite, et le lemme 13.1 nous assure de 'existence
d’une solution non triviale (ag)gene, g<r(n)) € Z°* au systéme (S), majorée en valeur
absolue par un nombre de la forme

S+A+00A
exp (klﬂ%+el+k2uf\j_ » )

avec ki et ko qui sont deux nombres réels strictement positifs indépendants du choix
de 'entier N.
Nous poursuivons la démonstration avec la fonction auxiliaire entiére sur C°+*, dé-

finie par
Oy = E AqPq-
geN?
g<L(N)
Remarques.

3) Nous prendrons N > 3 de fagon a pouvoir minorer ry par une constante kg > 0.
4) Les coefficients (aq) gene» () qui définissent la fonction auxiliaire ® y ne sont pas
tous nuls et nous savons de plus d’aprés le lemme 11.5 de Bézivin que les fonctions
¢g, (@ € N g < L(N)), sont linéairement indépendantes, la fonction ®y n’est

donc pas identiquement nulle sur C®+*,

13.2.2 Deuxiéme étape : Extrapolation

Considérons 'ensemble des nombres entiers M > N + 1 vérifiant
DePy =0 sur X3, x Yy _y, pour tout ¢ € N*, | o |< So(M — 1).

Cet ensemble n’est pas vide, puisqu’il contient le nombre entier N + 1, et il admet
un élément maximum M, car nous avons montré que la fonction @y n’est pas iden-
tiquement nulle sur C*+2,

I existe donc (zq, w,) € Xo;, x Yy, et o € NY, | gy [< So(Mp), tels que le nombre
algébrique D’ @y (z,, w,) soit différent de 0.
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13.2.3 Troisiéme étape : Majoration

Nous montrons que le nombre log | D’ ® n (24, w,) | admet une majoration de la
forme

(e} 0+ (H/\&J;QOA 0o+01 Oo+1
log | D@ Pn(zgowy) | < 4 Eary + Mg, — Hagp—1- (13.5)
le nombre réel ¢; étant strictement positif et indépendant de V.

Utilisation du lemme de Schwarz. L’utilisation du lemme 11.3 exige de connaitre
un majorant des ensembles {| z |, z € Xp-1} et {| w |, w € Yp-1}, or nous ne
disposons, par I'hypothése (ii) que d’une majoration des valeurs absolues des pro-
duits W, T € XMo—l et w e YM()-lJ par rypy—1-

C’est la raison pour laquelle nous commencons par uniformiser les distances a 1’ori-
gine des ensembles X, et Y}y, en les remplacant respectivement par

X* = "}/MOXMO et Y* = m,
VMo

(le nombre 7y, a déja été défini dans la remarque 2, § 12.3.2).

*

Nous obtenons, comme au chapitre 2, pour tout z* € X*, z
w* € Y™, w* = w/yu,,

= Ym,% et pour tout

|27 (< Vg et [ w™ [< /.
D’aprés le corollaire 11.1 : D @y (25, wi) # 0, avec
20 = TMoZ0, Wy = Wo/ Yy, €4
DOy =0 sur (Xj,_1)° x (Yiy,_1)", pour tout 0 € N, | o |< Sp(My — 1),
Cela nous permet d’appliquer le lemme 11.3 avec
m =d+letn=0+\ E=ce¢
= /Ty
& = Xjy,_1 pour 1 <i <4,
& =Yy, ypourd+1<i< A
Nous en déduisons :
| Oy |or<| P |2eyer € 0O DEMo-1 avec ¢ = A18%, (13.6)
Utilisons les inégalités de Cauchy en remarquant :
ao! < (So(Mo)) M) lay|| < ASy(Mo) et > v/,
nous obtenons une premiére majoration de | Da ® (25, wi) | :

‘ CI)N ’27‘ QO!

\/k—OHQoll
| D |or (So(My))*Soo)

\/k_OHQOII

| DR @ (20, wp) | <
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Et d’aprés l'inégalité (13.6)

(SO<MO))ASO(MO)G—SO(Mo—l)MMOA
\/k—UHQoH

Une magoration de log | ®xn |2¢,er- Nous pouvons écrire

| fii Ir<| [ Rz, (R € Rsy),

par conséquent, pour chaque ¢ € NOXML(N)),

| (I)N |2cle'r

| D P (25, wp) |< (13.7)

A

gl
| Pq perer < | ] Qqcler
llqll
’f ’ gcle 2rN
< ¢(dcte)EN exp(coply, | L(Mo) )

IN

| (I)N |cler§ Z | ag || Spg |c1er7

gENOA (L(N))
et

g SO0
| ag |< exp (k P+ ko, )

Nous pouvons donc majorer | ®y |, par
S+A+60g A

L(M0)<]§(462 2)|IL( M| exp (k; N90+91 +k?2,u]\;0 P +COMM0”L(M0)||)

Il existe donc deux nombres réels strictement positifs k3 et k4 indépendants du choix
de N tel que :

gy 2002

10g | DN |eyer< kapff ™ + kapiyy, > (13.8)

Une majoration de log | Da ® n (2, wy) |. D’aprés le corollaire 11.1 nous savons que :
| Dg @ (20, w0) [= van, " | D P (25, 105) |

et le lemme 12.1 permet d’écrire, pour un nombre réel ¢; > 0,

G
N

7MO7
ce qui entraine :

log rag, — )‘SO(MO) log (1.

gl ASo(M
log(1,™") < —0; o



142 CHAPITRE 13. INTRODUCTION DE DERIVEES PARTIELLES

Les inégalités (13.7) et (13.8) permettent d’écrire

S+A+00X

[
log | DEo® (20, wy) |< kapg ™ + Kapipg,
log k log r
ey, (1155 |+ g [+ 10 |20

it (13.9)

L’hypothése (ii) permet d’écrire logry, < u?\}. On peut donc déduire de 'inégalité
(13.9) P'existence d’un nombre réel ¢; > 0 indépendant de N, tel que :

o 9+6+>\5§90A 00401 0o+1
log | D@O(I)N(émﬂo) | < 4 Ky + Mg, — Hagy-1-

13.2.4 Quatriéme étape : Minoration

Nous montrons dans ce paragraphe que le nombre log | D’ ® (2, w,) | admet
une minoration de la forme suivante,

9016 gy S+ A+
log | D2®N (29, wp) 1> —La ( page " + tiagy, = ) - (13.10)

oll le nombre réel /5 est strictement positif et ne dépend pas du choix de I'entier N.
Mise en ceuvre de l'inégalité de Liouville Nous savons, d’aprés les résultats du para-
graphe 13.2.1, qu’il existe des polynémes

Qwyger 4 € NNL(N)) € Z[Uy, ..., Us, Ty, ..., T,

tels que
Do ®n (29, wy) = Z qQ(z,w),9.0 (205 Wo)-

gENOM(L(N))
Nous notons, par la suite, ¥ le polyndéme

U = Z g Q(zw) q.0-

GENSA(L(N)) )

Alors,
VU (zg, wy) # 0,

et I'inégalité de Liouville permet d’écrire :

5
log | U(zy,wy) |> —Dlog | V¥ |4 —DZdegUp U.h(z,)
p=1
— D degy, U.h(ay). (13.11)

k=1
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Il ne nous reste plus qu’a évaluer la norme et les degrés de W.

Une magjoration de log | ¥ |; Nous avons immédiatement

|V < Z | q | Qe w).qe 1

gGNéz\
g<L(N)

IN

L(N) max | a | max | Qew)ge |1 -
a<L(N) g<L(N)

Nous en déduisons, d’aprés I'inégalité (13.2) et la définition de la fonction @y,

S+A+602

log | W | < log L(Mp) + kiS5t + kaptyg, ™+ ASoMo log | L(Mo)|
+ copiy || L(Mo) |-

Ceci implique I'existence d’'une constante réelle p; > 0 indépendante de NV telle que :

0 5+>\+00)\
log [ ¥ 1< p (uﬁ%‘“ iy ) : (13.12)

Une majoration des degrés de W. Le polyndme W est une combinaison linéaire a
coeflicients dans Z des polynomes Q(; v) 4,0, Par conséquent, d’apres les résultats du
paragraphe 13.2.1.b,

degy, ¥ < MNufy, (1<p<9)
9+6+A+60/\

degr, U < 202D+ D)oy, >, (0< k<), (13.13)

Une minoration de log | Di’®n (2o, w,) |- Les inégalités (13.11), (13.12) et (13.13)
permettent d’écrire

gy A0

log | (29, wy) > —Dp1 (M?\%Gl + by, ) Dc 5/\2M00+01

S+A+602

— 2Dcohod(2D + )35 yr

Il existe donc un nombre réel /5 > 0 indépendant de N, tel que :

5+A+60X
log | Uz, 1) > —bs ( +u?$) |

13.2.5 Conclusion
D’aprés les inégalités (13.5) et (13.10) :

6+>\+60)\
W< (0 + ) (ui%:91+u” ) (13.14)

Or, nous avons supposé piy, < Mipp,—1, 'inégalité (3.14) entraine alors :

1 SEAFOQN
Moot < (b +0) (N?vlf ! —FH?VJ[:) o 1). (13.15)
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Ceci est impossible si 'entier N, a partir duquel la fonction auxiliaire a été construite,
est choisi assez grand, puisque les paramétres 0, A et §y vérifient d’aprés (C})

0+ A+ 6o
+—

3\ —0—1<0,

7

et d’aprés I’hypothése faite sur 6,
01 —1<0.
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13.3 Une variante du théoréme 13.1

Théoréme 13.2 - Soient o, ny, M, 0, et 01 des nombres réels strictement positifs
avec 6y < 1, f une fonction entiere sur C , (Xn)n>1, (Yn)n>1 deux suites stric-
tement croissantes de sous-ensembles finis de C, ay,. .., a, des nombres complezes
algébriques, (tin)N>1 une suite d’éléments de N.

On suppose que la suite (“5;1 )n>2 est majorée par M et que les conditions suivantes
sont vérifices.

(i) Pour tout entier N > 1, #Xy = #YN = pn.

(ii) Pour tout entier N > 1, sup{| zw |, (z,w) € Xy X Yy} < nopl®.

(iii) Pour tout entier N > 1 et tout z € Xy, il existe un polynome

P, eZTy,...,T,] tel que :

2= P,(ay,...,a,) et x(P.) < nopl.

(iv)Pour tout entier N > 1, tout entier n > 0 et tout (z,w) € Xy x Yy, il existe un
polynome Qzuyn € Z[Th, ..., T,] tel que :

f(n) (ZU)) = Q(z,w),n(ah s Jar) et X(Q(z,w),n) S 770:“?\7
(v) La fonction f est d’ordre de croissance < o.
Alors la fonction f est un polynéme.
13.3.1 Démonstration du théoréme 13.2

La fonction f étant d’ordre de croissance < p, il existe deux nombres réels stric-
tement positifs « et (3 tels que :

| f|r< Bexp(aR?), pour tout R € R.y.

Le nombre réel 0, vérifie la condition 0 < 6; < 1 du théoréme 13.1 et la suite
(n+41/pn)n>1 est majorée par un nombre réel M, nous allons montrer que les
hypothéses du théoréme 13.2 impliquent celles du théoréme 13.1 pour un entier N
choisi assez grand, puis appliquer le théoréme 13.1.

Nous utilisons les notations :

ho = Zh(az) + 1, Co = h0770 et rnN = noﬂ?v/g, (N Z 1)
=1

Nous allons établir que la fonction ¢ qui intervient dans I’énoncé de 'hypothése (v)
du théoréme 13.1 peut étre définie sur R par :
o(k) = an®k®+ | log B |, k € R.

(i) = (ii) La suite d’entiers (ux)y>1 est strictement croissante et 6/o > 0, il

existe donc un entier Ny a partir duquel nou%g < exp(nou?\}) < exp(cgu?\}).

(iv) = (i44) Soit z € Xy, 2 # 0 et P, € Z[Ty,...,T}] tel que :

z=P,(ay,...,q).
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L’inégalité de Liouville nous permet d’écrire
h(z) <log | P. |y + X1, degr, h(cw) < hox(P.) < honopsy,
et donc

h(z) < couft.

Vérification de la condition (v)
La fonction f étant d’ordre < p, nous pouvons écrire, pour tout nombre réel k£ > 0 :

[ log 3 | +(nk)?a(uy?)*
(| log B | +(nk)%a) uf.
D)y

Les conditions d’applications du théoréme 13.1 sont réalisées et la fonction f est un
polynome.

log | f |rr(v)

IAINAIA

13.4 Le théoréme de Gelfond-Schneider

En 1900, lors du congrés international de mathématiques qui se tenait a Paris
le mathématicien allemand D.Hilbert ([Hil00]) pose, dans son septiéme probléme, la
question de la transcendance du nombre o” pour a et 3 algébriques (cas triviaux
exclus) (Il pense & ce moment la que la solution devrait en étre "extraordinairement
difficile"). Ce n’est qu’en 1934 que A.Gelfond (|Gel34al,|Gel34b]) et Th.Schneider
([Sch34]) démontrent indépendamment I'un de 1’autre et par des méthodes différentes
I’énoncé suivant :

Théoréme 13.3 - Soient { un nombre complexe différent de zéro et B un nombre
compleze non rationnel. Alors l'un des trois nombres [, exp({), exp(8¢) n’est pas
algébrique.

13.4.1 Démonstration du théoréme 13.3

Supposons les trois nombres (3, exp({), exp(¢) algébriques. On se propose d’ap-
pliquer le théoréme 13.2 a la fonction non polynomiale f = exp, d’ordre ¢ = 1, et
aux ensembles définis pour tout entier N > 1 par :

Xy = {ti+tf; (i,t2) EN, 0< 8 <N, 0 <ty <N},
Yy = {sf, s€N, 0<s< N’}

Alors
pn = #Xy = #Yy = N?, et sup{zw, z € Xy, we Yy} < (14+|8]) [ €| N°.

On a donc :
sup{zw, 2 € Xy, w € Yy} < (1+ | B]) | €] 1),

et nous posons 0 = 3/2.
On vérifie que la suite (un41/pn)v>1 est majorée par M = 4., puisque

PN+1 (2N)?
pn — N?

< 4.
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Vérification de (iii) . Pour tout entier N > 1, Xy C Q (8, exp(£), exp(3f)), et pour
z =t +ta € Xn, le polynome P, (T4, Ty, T3) = t; + toT7 appartient a Z[T}, Ty, T3]
et vérifie

2z =P, (B,exp(f),exp(8l)) avec x(P.) <log(2N)+ 1 < 2log(2N) < NV/2,
La condition (iii) est donc satisfaite avec le nombre 6, = 1/2 < 1.
Vérification de (iv). Pour tout entier n > 0, et tout z = t;+t30 € Xy, w = sl € Yy,
F (zw) = exp (ty sl + ta530) = exp(£)® exp(B0)t2°.
Le polynome Q, ,(T1, Ty, T3) = Ty**Ty** vérifie donc
F(2w) = Qzw) (B, exp(£), exp(B)), avee x(Qowy) < 4N,

On a donc
X(Qeew) < 4pily

La contradiction recherchée est établie par le théoréme 13.2.

SO0
(SRR RoR e
SO0
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