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Exercice D1.

a) Soient K un corps et L une extension finie de degré n de K. Pour 7 € L on désigne par
[7] Pendomorphisme du K-espace vectoriel L défini par x — ~x. Vérifier que v — [y] est un
morphisme d’anneaux du corps L dans I'anneau des endomorphismes de L sur K.

b) Soit @ € L. On suppose L = K(«a) et on considere la base {1,a,...,a" '} de L sur
K. Quelle est la matrice représentant l’endomorphisme [y] dans cette base? En déduire un
isomorphisme du corps L sur un sous-anneau (que l'on précisera) de 'anneau M, (K) des
matrices carrées n X n a coefficients dans K.

Exercice D2. Soit p un nombre premier. On note F), le corps a p éléments. Les lettres m, n
et d désignent des entiers > 1. On note E, I’ensemble des polynomes unitaires irréductibles de
F,[X] de degré n et ¢(n) le nombre d’éléments de E,.

a) Soit f un polynome irréductible dans F,[X] de degré m. Montrer que f divise X?" — X
dans F,[X] si et seulement si m divise n.

b) En déduire
X7 x =] II f(X) € B,[x].
d\n fEEd
c¢) Vérifier
p" =2 di(d).
din

d) Montrer
W(n) = i > u(d)p™?,

din

ou u(n) désigne la fonction de Mobius.
Rappel: p: N\ {0} — Z est l'unique application vérifiant pu(1) =1 et

Z,u,(d) =0 pourtout n > 1.
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Pour s et t applications de N dans un groupe additif, on a

s(n) = Zt(d) pour tout m >1 si et seulement si t(n) = Z,u(d)s(n/d) pour tout n > 1.
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