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1 Introduction

1.1 Un faisceau convergent de travaux de recherches

Un ensemble de travaux de recherches en des domaines apparemment tres différents,
conduisent a se tourner a nouveau vers des problemes issus de la théorie des nombres, et
concernant la fonction zéta de Riemann, et a les revisiter. Il s’agit de problemes combi-
natoires issus

— de la mécanique statistique (voir par exemple [11, 42]),

— de la génétique: étude du role des replis des chromosomes, et de la topologie des
nceuds qu’ils peuvent former (voir le numéro spécial “La Science des nceuds”, de la
revue Pour la Science, [1]),

— de la théorie des singularités: Que se passe-t-il dans les solutions d’une équation
différentielle, quand on déplace simultanément plusieurs singularités?

Dans ces différents domaines on retrouve le groupe des tresses, et la théorie des nceuds,
avec leurs caractérisations algébriques, topologiques et combinatoires (Invariants de Vas-
siliev, Polynomes de Jones, équations de Yang-Baxter, etc.)

Ces questions ont été classiquement abordées avec des outils venus de la géométrie
algébrique et de la théorie des catégories : catégories monoidales tressées et groupes quan-
tiques (voir [28, 9]), Théorie de Hodge (voir [10]), algebres de Hopf (voir [28, 13]).

Le développement de ces études et le souci de résultats effectifs nécessitent de nouvelles
techniques de calcul.

1.2 Les outils de recherche et de calculs

Si I'on fait le bilan des techniques de calcul disponibles, on peut relever :

— Les outils mathématiques avancés:
Géométrie algébrique, Homotopie, Théorie des invariants.
— Les nouveaux outils de nature combinatoire :
— la combinatoire algébrique (fonctions quasi-symétriques, algebres de Hecke),
— les méthodes syntaxiques (série génératrices, mots et algebre de mélange),
— les approches algébriques (Algebres de Hopf),



— Les Instruments de Calcul : on dispose récemment

— de techniques de calculs numériques de trés haute précision (p. ex. a 1000, voire
108 chiffres apres la virgule), qui peuvent conduire & énoncer des conjectures
que I'on peut qualifier de “presque siires”

— de techniques de calcul exact:

performances croissantes du Calcul Formel, progres des matériels et
logiciels, progres dans I’algorithmique symbolique.

1.3 Au cceur de ces recherches, la fonction zéta

Au coeur de ces recherches, on retrouve les problemes de structure qui sont liés aux
nombres définis par les “sommes de Riemann”. Les premiers calculs concernant les sommes
de Riemann ((s) remontent au moins a Euler ([15]).

1.3.1 Sommes de Riemann

La somme de Riemann ((s) est définie, pour s € N, par la série suivante :

)= (1)

Cette série est convergente pour s > 2. Euler a établi que ((2p) est un multiple rationnel
de 7%. On a par exemple ((2) = 72/6.

On ne connait rien actuellement sur I'irrationalité des ((2p + 1). Cependant en 1978,
en utilisant la formule de Hjortnaes [21]:

C(3) = 5 Zﬂ

2= GOk

Apéry [2] a prouvé que ((3) est irrationnel. On ne connait encore rien sur I'irrationnalité
des ((2p + 1), pour p > 2.

Certaines formules expérimentales analogues aux formules de Hjortnaes sont proposées
par Borwein et Bradley [7] pour ((4n + 3). Elles sont obtenues grace a des calculs
numériques de trés haute précision (variantes de I’algorithme PSLQ pour la recherche
numériques de relations rationnelles).

1.3.2 Extensions, et retombées

Récemment, plusieurs extensions des nombres ((s) ont été introduites: les sommes
harmoniques, les sommes d’Euler-Zagier (déja introduites par Euler, [15]), et leurs versions
colorées. On peut aussi introduire des déformations des théories classiques (quantisées par
un parametre q).



Les retombées de ces recherches sont a attendre notamment en théorie des nombres
[43, 6], en géométrie algébrique (réponse espérée a une conjecture de Gontcharov [18]), en
théorie des noeuds et des tresses, [29, 30], avec ses conséquences espérées en génétique, ou
en théorie des singularités, aux applications en physique statistique ou en physique des
hautes énergies [32].

1.3.3 Intérét des méthodes syntaxiques

Dans le texte qui suit, nous mettons principalement I’accent sur les méthodes synta-
xiques, c’est-a dire celles qui sont liées a la combinatoire des mots, et plus précisément
sur les séries formelles génératrices non commutatives, et ceci principalement pour deux
raisons. Tout d’abord, elles permettent de regrouper synthétiquement toute une famille
infinie d’identités (démontrées souvent une par une dans la littérature) en une seule,
portant sur les séries génératrices, donnant ainsi une explication naturelle a leurs pro-
priétés récursives. De plus elles permettent une mise en ceuvre élégante de la méthode des
intégrales itérées de K. T. Chen ([12]) pour les calculs de monodromie. En outre, elles sont
particulierement bien adaptées aux implantations génériques par les méthodes du Calcul
Formel.

2 De la fonction ( aux MZVs

2.1 Fonction ( de Riemann

Les sommes de Riemann
1
C(s) = s
n=1
pour s € N\{0,1} se présentent comme les valeurs de la fonction ( de Riemann de la
variable complexe z pour la valeur entiere z = s. Cette fonction peut étre définie aussi

bien par un développement en série que par un développement en produit infini:

o
(()=>n*= ]] =p*)"
n=1 p premier
(on a posé, pour z complexe, n=% = exp(—z log n)). Ces deux développements sont

absolument convergents si la partie réelle de z est strictement supérieure a 1.
La fonction ¢ a pour seul pole z = 1. Elle donne lieu a la fameuse

Hypothése de Riemann :

Tous les zéros de la fonction ¢ de partie réelle positive sont situés sur la droite
Rz=1/2.



2.2 Valeurs de la fonction ( sur les entiers

Quand on se restreint aux valeurs de la fonction ¢ sur les entiers positifs, les nombres
((n) posent encore des questions non résolues. On souhaiterait en particulier avoir des
informations sur la Q-algebre qu’ils engendrent. On peut conjecturer que c’est une algebre
de polynémes, autrement dit, qu’elle est une extension purement transcendante de Q. Le
meilleur résultat que 1’on puisse espérer dans cette direction serait d’exhiber une base de
transcendance sur Q de cette algebre. On pourrait alors explorer systématiquement les
relations polynomiales & coefficients rationnels entre les valeurs {(n).

Les récents progres pour ’obtention de nouveaux résultats s’appuient sur un enrichis-
sement de structure: on cherche a construire une algebre plus grande, dans laquelle on
dispose d’outils d’algebre, ou d’analyse, ou de codage symbolique.

2.3 Valeurs de ( sur les multi-indices : sommes d’Euler-Zagier

Une premiere extension consiste & étendre le domaine de définition de la fonction (n),
en remplacant 'entier n par un multi-indice s = (sy,... ,sx), avec s; € N* = N\{0}.

Définition 2.1 On appelle taille du multi-indice s = (s1,... ,sx) Uentier k, et poids de
s = (s1,...,8) Uentier sy + so + ...+ sg.

Définition 2.2 On appelle somme d’Euler-Zagier, ou “MZV” (Multiple Zeta Value) de
multi-indice s = (sy,... ) la somme de la série suivante :

(&) =Clon i) = Y )

ni>...>n>0 1 k

Cette somme converge si et seulement si s; > 1.

Une voie pour I’étude et le calcul des relations entre les sommes d’Euler-Zagier consiste
a chercher une structure plus riche, pour permettre 1’utilisation de techniques algébriques
ou analytiques.

3 Enrichir la structure

Le but visé est de chercher des relations algébriques dans une structure plus riche que
celle des nombres. On obtiendra alors des relations entre les sommes d’Euler-Zagier en
spécialisant la structure.



3.1 Une version discrete : les Fonctions Quasi-symétriques
3.1.1 Définition

L’anneau @Qsym des fonctions quasi-symétriques a été introduit et étudié par Ges-
sel ([17]), pour résoudre des problémes d’énumération de permutations.

Définition 3.1 (voir [40]) Soit T = {ti,ta,t3,...} un alphabet infini totalement or-
donné. On appelle fonction quasi-symétrique toute série formelle F (commutative) de

degré fini sur T, a coefficients dans Z, qui vérifie, pour tout multi-indice s = (s1,... ,8) -
1 <tg <...<1 i1 Vig + + Uiy, ont le meme
et J1 <Jo < ...<Jg et t;;tjz . t;'kc coefficient dans F

1l s’agit donc d’une tnvariance par toute recopie des variables “respectant l’ordre strict”
entre les lettres.

Par série de degré fini, on entend série dont tous les mondmes sont de degré borné par
un entier fixé.

On vérifie que le produit F G de deux fonctions quasi-symétriques F et G (produit
usuel des séries formelles commutatives) est encore une fonction quasi-symétrique. (Ce
produit est bien siir commutatif).

Il faut prendre garde au fait que les fonctions quasi-symétriques sont toujours des
sommes infinies, méme si elles sont de degré fini.

Notation 3.1 Pour tout multi-indice s = (s1,...,S;), on note Fy la fonction quasi-
symétrique (voir [20, 26, 40]) suivante :

Fo= >, ti-et 3)

n1>->nE>0
Cette série est de degré k, bien qu’elle fasse intervenir une infinité de variables. Gessel a
montré [17] que les fonctions quasi-symétriques Fy forment une base de Qsym sur Z.

On retrouve la somme d’Euler-Zagier ((s) a partir de la fonction quasi-symétrique Fy,
en spécialisant t, en %, c’est-a-dire en substituant a chaque lettre ¢, la fraction % :

Fy — ((s)
e

3.1.2 Polynémes et séries non commutatifs

Soit A un alphabet fini de lettres. On appelle mot sur A toute suite finie de lettres de
A. L’ensemble des mots sur A est noté A*. Le produit de deux mots m et m’ est défini
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comme la concaténation des deux suites définissant m et m'. Par exemple: pour A = {a,b}
abb - aba = abbaba
La longueur d’'un mot m, notée | m|, est la longueur de la suite de lettres définissant m.

Le mot vide, noté ¢, est la suite de longueur 0 (ne comportant aucune lettre).

Un polynome sur A a coefficients dans Q est une combinaison linéaire de mots. Un
polynéme P sera noté

P = Z (Plm)m somme finie.

meA*

ou {P|m) désigne le coefficient du mot m dans P. On note Q(A) ’ensemble des polynémes
sur A a coefficients dans Q.

Une série formelle S sur A a coefficients dans QQ est une somme formelle, éventuellement

infinie

S = ) (Smym

meA*

On note Q(A)) I'ensemble des séries formelles sur A & coefficients dans Q.

3.1.3 Codage non commutatif et structure algébrique

Dans toute la suite, nous noterons encore (Qsym le Q-espace vectoriel engendré par
les fonctions quasi-symétriques Fj.

Pour tout multi-indice s = (sy, ... ,Sx), on peut coder Fy par le mot w = y,, - - -y, sur
I'alphabet infini Y = {y;, i € N*}. On appelle alors taille(s) Ientier k et poids(s) I’entier
81+ - -+ + sg. Tout polynéme non commutatif P € Q(Y) sur 'alphabet Y code alors une
fonction quasi-symétrique notée Fp, qui est combinaison linéaire de fonctions de la forme
Fs.

Le produit (commutatif) des fonctions quasi-symétriques peut étre relevé en un produit
associatif et commutatif sur les polynomes de Q(Y"), que I'on note “ x ” [14, 25, 40], appelé
“quasi-mélange”.

On montre que ce produit peut étre défini comme suit :

{a*wzw*szw pour w € Y*

yiw * Y0 = yi(u * y;v) + yi(yiv * v) + Yy (u * v) pour y;,y; € Y, u,v € Y*

Cette propriété est une généralisation de la formule suivante :

1 1 1 1
> nipi ) nipj+ ) pjni+zpi+j

n>1,p>1 n>p>1 p>n>1 p>1




Exemple

Yo ¥ Y3y = Y2Ys3Y1 + Ysy2y1 + Ysy1y2  + YsY1 + Y3ys

Théoreme 3.1 ([14, 25, 40]) L’application P — Fp est un morphisme pour le quasi-
mélange. En d’autres termes, Fp .o = Fp - Fy.

Corollaire 3.1 Si ((P) et ((Q) convergent, alors:

(P Q) =((P)X(Q)

3.2 Une version analytique : les Polylogarithmes

Nous donnons d’abord une définition des fonctions polylogarithmes sous forme de
séries analytiques, convergeant a l'intérieur du disque unité ouvert. Mais on peut aussi
les définir par des “intégrales itérées”, qui les définissent par prolongement analytique sur
tout le plan complexe privé des deux points 0 et 1.

3.2.1 Les Polylogarithmes

Le polylogarithme d’ordre n > 1, est la fonction définie, pour |z| < 1, par la série
entiere [33, 34]

La valeur en z = 1 de cette somme (pour n > 1, car la série Li; (1) est divergente), redonne
la fonction zéta de Riemann pour les arguments entiers (voir Section 2.2) :

C(n) = LG(l)

Cette définition de Li,(2) généralise le dilogarithme Liy(2), étudié par Nielsen [35] sous
le nom de fonction de Legendre, et connu depuis Leibnitz en 1696, puis par Euler, Abel,
Hill, Jonquiére, Kummer, Lindel6f, Lobachev [33, 34]. (chez les physiciens, il est connu
comme la fonction de Spence [33]).

Cette définition se généralise aux multi-indices comme suit :

Définition 3.2 Le polylogarithme d’indice s = (s1, ... ,sx) est la fonction de la variable
complexe z qui est la somme du développement en série:

Lisz) = B (4)

N80 « o« .5k
ny>-->nE >0 1 k



Pour tout s = (s1,...,8), cette série est convergente pour tout nombre complexe z
intérieur au disque de rayon unité.

Si s; > 1, on retrouve la somme d’Euler-Zagier ((s) en spécialisant Lis(z) en z = 1:

Lis(z) —— ((s)
z—1

En particulier, pour tout multi-indice “simple” s = (n) avec n € N*, on retrouve la
définition précédente: Li(n)(2) = Li,(2). On obtient alors en particulier :

Lii(z) = Z % = —Log(1 — 2)

1
Li1(z) est donc une primitive de . . Nous allons voir que les polylogarithmes peuvent

-z
aussi étre définis récursivement par intégration, a partir de la fonction Li;.

3.2.2 Intégrales itérées

Soit X = {zp,z1} un alphabet et soit X* le monoide libre sur X (ensemble des mots
sur X). On introduit les deux formes différentielles:
_dz dz

et wy, =
z R

Wiy
Les mots w sur X permettent alors de coder les intégrales itérées. Pour toute fonction
f(2), Vintégrale itérée de f par rapport a une forme différentielle w est définie comme
suit :

/ wf ) / w(t)f(t) ou t est la variable d’intégration.
0 0

Définition 3.3 Pour tout mot w € X* se terminant par la lettre x1, le polylogarithme
L,(z) est défini récursivement comme suit :

L) = [ e = Li(a),

et, pour tout u € X*x1:  Lgu(2) = / WeoLly = / — L, (%)
0 0

sz(z) = /WmLu = /0 Lu(t)
0

1—1
Cette définition 3.3 des polylogarithmes reste cohérente avec la définition 3.2 donnée par

les multi-indices, comme on va le voir en traduisant les mots sur 'alphabet infini Y par
des mots sur 'alphabet X a deux lettres:

10



3.2.3 Codage des multi-indices sur deux lettres

Tout multi-indice s = (s1,...,s,) peut étre codé sur 'alphabet X = {z¢,z,} & deux
lettres, en posant :
code(s) = x5 lwy---xi ey

ou, ce qui revient au méme, en définissant code comme étant le morphisme de monoide
défini par:

Y* — X*

i—1
Yi? Ty I

On remarque qu’un mot w est le code d’'un multi-indice si et seulement s’il se termine
par la lettre z;. Si on appelle poids d’'un mot w € X* sa longueur, on voit que la fonction
code préserve le poids. Le résultat de base est le suivant :

Proposition 3.1 Si le mot w € X* est le code du multi-indice s, on a [’égalité:

Lis(z) = Ly(2)

La démonstration par récurrence, bien que fastidieuse, ne présente pas de difficulté par-
ticuliére.

3.2.4 Polylogarithmes: définition étendue

La définition des polylogarithmes par intégrales itérées, et la définition par somme
infinie coincident donc a l'intérieur du disque unité. Mais la définition intégrale permet
en outre de définir un prolongement analytique des polylogarithmes dans tout le plan
complexe privé de deux points {0,1} (& condition de gérer les coupures, de 0 & —oo et de
1 & 400 qui les rendent uniformes), ou mieuz, sur la surface de Riemann R au dessus
du plan complexe privé des deux points {0,1}.

! L dz

Toutefois, 'intégrale / Wag = | — =|Log(2) |; est divergente. On contourne cette
difficulté en modifiant la lforne inférieure d’intégration pour les mots de la forme z. On
pose donc:

Définition 3.4 (Définition étendue) Pour tout mot w € X*, le polylogarithme L., (z)
est défini récursivement comme suit :

4 1 n
ng = ELOQ (Z)
Z dt , . .
{ Lyyw(z) = nl L,(t) siw e X1 X", et (5)
0
o dt
Ly w(z) = —— - Ly (%) siw € X*
\ 0 1—1



Cette définition prolonge donc la définition des L,, a tous les mots w de X*. Et l'on a
encore Lig(z) = Ly (z) dans le cas o w est le code de s (et dans ce cas, w se termine par
$1).

3.2.5 Structure algébrique: ’algebre de mélange

L’algebre des polyndémes non commutatifs Q(X) est 'ensemble des combinaisons for-
melles de mots sur X, munie du produit induit par la concaténation des mots. Un po-
lynéme P s’écrit:

P = Z (P|w)w (somme finie)

weX*

On vérifie, grace a la loi de dérivation d’un produit (ou encore, de la loi d’intégration
par parties), que le produit des intégrales itérées se releve en un produit associatif et
commutatif sur 1’algebre de polynoémes Q(X), que 'on appelle le “produit de mélange”.
Il est noté w , et peut encore étre défini comme suit:

Définition 3.5 Le produit de mélange est défini récursivement par:
EWW=WweE=W pour w € X*
ziuw v =z (uw z;0) + zj(ziuwv)  pour z,z; € X, uw € X*
Exemple 3.1
Tow Tox1 = To(e w Tom1) + To(To w 1)

= 220°T1 + 2oT120

Définition 3.6 Le Q-espace vectoriel Q(X) muni du produit de mélange est aussi appelé
algebre de mélange et noté Sho(X) (car le produit de mélange se nomme “shuffle product”
en anglais).

On étend la définition de L par linéarité aux polynomes P € Q(X) sur l'alphabet X
en posant Lp =Y (P | w)L,,.

Théoreme 3.2 L’application P — Lp est un morphisme de l’algebre de mélange dans
lalgébre des fonctions de la variable compleze. En d’autres termes, Lp ,, g = LpLq.

Preuve :

C’est une conséquence classique de la regle d’intégration par parties. &

3.2.6 Algebre de Hopf

Le produit de mélange permet de définir sur Q(X) par dualité un coproduit, ¢’est-a-
dire une application linéaire A : Q(X) — Q(X)®Q(X) en posant, pour tout polynéme P :

pour u,v € X*, (AP |u®v) = (P|uwuwv)

12



Ce qui s’écrit encore:

AP) = Y (Pluwv)udw

u,vEX*

Ce coproduit, coassociatif, admet une coiinité e : Q(X) — Q définie par:
e(P) = (Ple)
On vérifie en effet que I'on a:

Id®e)A(P) = Y cx- (Plu)u®l = PR®1  (cax)eo~qx))
e@IDAP) = Y ex- (Plw)l@w = 1@P  (cosex)~qx))

Lemme 3.1 Le coproduit A est un morphisme pour le produit de concaténation.

En d’autres termes, A(PQ) = A(P)A(Q), pour le produit défini dans Q(X) ® Q(X) par:

(u®v)(f®g) = uf®uvg

On a donc (si 'on note m le produit de concaténation) une bigebre (Q(X),m,1,Ae), qui
est en fait une algebre de Hopf, car elle possede une antipode a : Q(X) — Q(X), définie
par:

pour tout w € X* a(w) = (-D)Mw

ou w est I'image miroir du mot w.

Toutes ces définitions se prolongent par continuité aux séries formelles.

Remarque :

On peut aussi définir sur Q(Y) une structure d’algebre de Hopf en dualisant le quasi-
mélange ([40, 27])

3.3 Mots de Lyndon et algebre de Lie libre
3.3.1 Mots de Lyndon et base de I’algébre de mélange

Un mot w € X* est, par définition, un mot de Lyndon s’il est strictement inférieur
(pour 'ordre lexicographique) a chacun de ses facteurs droits propres. On note Lyndon(X)
I’ensemble des mots de Lyndon sur X.

Nous citons sans démonstration le résultat fondamental suivant :

Théoréme 3.3 (de Radford [38]) L’algébre de mélange Sho(X) est une extension pu-
rement transcendante de Q, admettant pour base de transcendance la famille Lyndon(X)
des mots de Lyndon.
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En d’autres termes, Shg(X) est isomorphe a [l’algébre des polyndmes commutatifs en-
gendrée par les mots de Lyndon.

Le calcul formel permet de calculer effectivement tout polynéme P € Q(X) comme un
polynéme commutatif sur les mots de Lyndon pour le mélange (algorithme XTaylor [36]).

3.3.2 Polynomes de Lie
Le produit de Lie de deux polynoémes P,QQ € Q(X) est défini par:

PRl = PQ-QP

L’algebre de Lie libre sur X = {zg,z1}, notée Lie(X) est 'algebre de Lie engendrée par
les lettres xy et x,. Par complétion, on définit aussi les séries de Lie comme étant les
sommes infinies de polynémes de Lie homogenes. Ce sont des séries formelles de Q{(X)),

c’est-a-dire des sommes formelles indexées par X* de la forme S = Z (S| w)w. Par
weX*
extension linéaire, on pose pour tout polynéme P € Q(X):

(SIP)y = Y (Plw)S|w)

weX*

Le coproduit A permet de caractériser les éléments de Lie, c’est-a-dire les sommes (éven-
tuellement infinies) de polynémes de Lie homogenes. En effet, on a:

Théoréme 3.4 (Ree [39]) Les propriétés suivantes, pour une série formelle S, sont
équivalentes:

(i) S est un élément primitif (i.e. A(S) =105+ 5®1)
(i1) S est une série de Lie (i.e. une somme de polynomes de Lie homogénes)
(i) T = exp(S) est “group-like” (i.e. A(T)=TQT)

(iv) T = exp(S) vérifie les relations de mélange (ou “relations de battage”):
(Tuwv)y = (T|u)T|v) Vu,v € X*

Corollaire 3.2 Toute série formelle T vérifiant (T|e) = 1 et qui est “group-like” est
l’exponentielle d’une série de Lie.

Preuve :
Posons T =1+ H (et donc (H|e) = 0). Alors la série log(T) est bien définie, et elle
est primitive, et donc série de Lie. &
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3.3.3 Base de Lie et base duale

A chaque mot de Lyndon [ on associe un polynéme de Lie P(l) comme suit: si [ = uv
avec lL,u,w € Lyndon(X), (avec le suffixe v le plus long possible), on pose:

{ Pl) = [Pu),P(v)]

P(z) = z pour toute lettre z € X

Le polynéme P(l) est homogene de degré égal a la longueur du mot [. Il est classique
que la famille B = {P(); | € Lyndon(X)} est une base de Lie(X). On I'ordonne suivant
Iordre lexicographique par longueur des mots de Lyndon.

L’algebre Q(X) est aussi 'algebre enveloppante de Lie(X). Elle admet donc pour
base graduée la base de Poincarré-Birkhoff-Witt PBW (B) construite sur B. Les éléments
W € PBW (B) sont les produits des P(l) € B pris dans l'ordre décroissant.

Soit PBW (B)* = {W*} la base duale de PBW (3), définie par:

pour tous WW' € PBW (B), (W*|W') = S

La restriction a B, notée B*, est appelée la “base duale graduée” de B. Elle est formée
des polynémes (P*(1))iccyndon(x)- Pour tout I € Lyndon(X), P*(I) et P(I) sont homogenes,
de degré égal a la longueur de /.

Lemme 3.2 L’algébre de mélange Sho(X) est une extension purement transcendante de
Q, admettant la famille (P(l)),eg comme base de transcendance.

En d’autres termes, Sho(X) est une algébre de polynomes commutatifs sur (P(1))es.

3.3.4 Factorisation

On sait (voir p.ex. [31]) que tout mot w sur X = {z¢,z;} admet une et une seule fac-
torisation w = l;,1;, .. .1;, en mots de Lyndon, décroissante (pour 'ordre lexicographique
sur les mots), ce que ’on notera encore:

X* = H star(l)

leLyndon(X) N\,

Ou on a posé star(l) = >
Uordre décroissant.

nen " La fleche N\ signifie que les produits sont pris dans

On remarque que ce produit infini a un sens, car le calcul du coefficient d’un mot w
dans ce produit ne fait intervenir qu’un nombre fini de facteurs (correspondants aux mots
de Lyndon [ pour |I|<|w]|).

La base duale B* permet de transférer cette factorisation aux exponentielles de Lie.
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Théoreme 3.5 Toute exponentielle de Lie T = exp(S) est égale au produit infini :

T = Z (T | wyw = H (TP () P(1)

weX* leLyndon(X) \,
Le calcul du coefficient d’un mot w dans ce produit ne fait intervenir qu’un nombre fini
de facteurs (correspondants aux polynémes P(l) pour |I|<|w]).

On peut aussi voir la série T comme I'image par ’application
TRId : uQv— (T |u)v

de la “série double” ) .. w®w dans I'algebre des séries formelles sur X* et & coefficients
dans 'algebre de mélange. Le théoreme découle d’un théoreme de factorisation de cette
série double, et de son image par 'application 7' ® Id, qui est un morphisme d’algebre,
puisque w +— (T | w) est un morphisme pour le mélange (car T est “group-like”), et Id
un morphisme pour la concaténation.

4 Série génératrice et renormalisation

4.1 Série génératrice des polylogarithmes

La série génératrice L des polylogarithmes est la série formelle L(z) non commutative
dépendant de la variable z € C, ou mieux de la variable z sur la surface de Rieman R au
dessus de C\ {0,1}:

L(z) = Z Ly, (2)w, VzeR

weX*

Cette série résume a la fois les propriété récursives des L,,(z) et leurs propriétés intégrales.
Elle vérifie:

L(z) = 1+ Z Lyou(2) zou + Z L;»(2) 10

ueEX* VEX*

On en déduit que la série génératrice L(z) est I'unique solution dans C{X)) de I’équa-
tion différentielle suivante (avec condition limite), qui n’est autre que I’équation de Drin-
fel’d ([13], voir aussi [19]):

Proposition 4.1 La série L(z) vérifie [’équation différentielle avec condition limite :
d Zo T
—L = — L
dz (2) ( z * 1—- z) (=) (6)
L(e) = €09 + O(y/e) sie— 0"

(valeur asymptotique de L(€) quand € tend vers zéro en restant sur l’aze réel positif).
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Preuve :

Elle découle de la définition récursive de L(w) (équation (5)). Le terme en exponentielle
e®0lo9¢ traduit la premiere égalité de la définition 3.4. On montre que le coefficient de tout
mot w € X*z1 X* dans la série L(e) est borné par O(e"log™e), quand € — 07, ot n (resp.
m) est le nombre d’occurences dans w de la lettre z; (resp. zp). O

4.2 Renormalisation, série &5, de Drinfel’d

En accord avec la définition de L(z) comme série formelle non commutative, on pose
pour tout polynéme P:

Lp(z) = (L(z)| P) = Y (P|w)Ly(2)

Théoréme 4.1 Pour tout z € C\ {0,1}, la série L(z) est I’exponentielle d’une série de
Lie. Ou encore, équivalemment, L(z) vérifie les relations de mélange :

Ly, v(z) = Lu(z)L'u(z)a Vu,v € X*

Preuve :
Intuitivement, ceci provient du fait que lim ,o+ L(€) est une exponentielle de Lie.

11 suffit de montrer que L est “group-like”, ou encore que T'(z) = AL(z) — L(2) ® L(z)
est égale pour tout z a la série nulle. En effet, on a

d Zo T
L - L ) = (= ;
e (2) V(z) L(z) ou V(z) ( . + T z)
On en déduit, pour tous u et v dans X*:
(—d A(L(z))lu®v) = (—d L(z)] )
P Dudv) = (TLz)luwv

= (V(2)L(2)[u w v)
= (A(V(2) A(L(2) [u @ v)

d’on iA(L(z)) = A(V(z)) A(L(z)). D’autre part:
P (L(2) ® L(z)) = V(z)L(z) ® L(2) + L(2) @ V(2) L(2)
= A(V(2)) (L(2) ® L(2))

Donc la série T'(z) vérifie:

16) = AVEITE)

limeso+ T(€) = 0
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Ceci fournit une formule récursive définissant les coefficients de 7'(z) par des équations
différentielles avec condition limite en 0t. Puisque ces limites sont nulles en 0", par
induction, tous les coefficients de T'(z) sont identiquement nuls. O

Si P*(l) est un élément de la “base duale”, on a (L(z) | P*(I)) = Lp+p(z). On en
déduit, par le théoreme 3.5:

Théoréme 4.2 ([40]). La série L(z) admet la factorisation en produit infini :

L(z) = e losli=2)m 11 elrrm() PO | glog()zo (7)
leLyndon(X)\{zo,z1} \«

On peut donc définir la série L(z) “renormalisée”

L(Z)ren _ H eLrx(2) P (8)
1€ Lyndon(X)\{zo,z1} \(

Cette série est encore une exponentielle de Lie (puisque le produit d’exponentielles de Lie
est encore une exponentielle de Lie).

En outre, L(2),e, converge quand z tend vers 1, car pour [ € Lyndon(X) \ {z¢,z1} on
a Lp«q)(1) = ¢(P*()). On obtient alors:

Z=L(1)en = H eSrx PQ) 9)
le Lyndon(X)\{zo,z1} \¢

La série Z n’est autre que la série @, (ou plus précisément K Z3) de Drinfel’d, [13].

Exemple 4.1 La valeur de log Z jusqu’au poids 4 est:
logZ = ((2)[zo,21] + ((3)[z0s[T0,21]] + C(3)[[T0,21],21]
+§C(2)2[$0,[$o,[$0,$1m + 11—0C(2)2[$0a[[150a331]a$1]]

FoC@P e+

4.3 Séries de Chen et monodromie
4.3.1 Série de Chen d’un chemin

Soit @ un point de la surface de Rieman R au dessus de C \ {0,1} et soit a ~ b un
chemin différentiable de a a b dans R.

Définition 4.1 On appelle série de Chen du chemin v la série formelle S, = Sqp qui
est la valeur en z = b de la solution de l’équation différentielle:

%S(z) — (@4_ 11 >S(z) pour z € v([0,1])

z 1—1=2

avec S(a) =1 comme condition initiale.
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On vérifie que la concaténation vy, de deux chemins a pour série de Chen S,,,, = 5,,5,,,
(dans I'ordre inverse du produit des chemins), et 'on a S;-1 = S,

Lemme 4.1 Soit zy ~» z un chemin différentiable dans R. On peut prolonger analytique-
ment la série L(z) le long de ce chemin, et l’on a:

L(z) = S,w.L(2), (10)

Preuve :

En effet, les séries L(z) et S,,..,L(zo) satisfont la méme équation differentielle (6) et
prennent la méme valeur en z = z. &

Par cette méthode, on déduit par exemple le développement asymptotique:

Sevi_e ~ e Trloge 7 o—wologe pour € — 07, (11)

Remarque

On peut systématiser le calcul de la “renormalisation” par le procédé classique
de régularisation: On considére la C-application linéaire p : Cle,loge] — C
qui a tout polynéme de C[e, log €] associe son terme constant. Ce morphisme
s’étend de maniere naturelle aux séries formelles non commutatives en une
C-application linéaire: p : Cle, loge]{(X)) — C{X)). On obtient alors
p(Sew1-¢) = Z. En d’autres termes, ’application p renormalise la série Se..1 .

4.3.2 Calcul de la monodromie

Soit ¢ un réel, ¢t €]0,1[. Notons (t) le chemin circulaire de rayon ¢ (resp. 1 — t),
débutant en ¢, et faisant un tour autour de 0 (resp. autour de 1) dans le sens direct. Il est
montré dans [22] que les séries de Chen S, et S, (), lorsque € tend vers 0 en restant
sur I’axe réel positif, ont respectivement pour valeur asymptotique :

Sw@ = €™ +0(), Sy = e ™ +0(e)

La composition des séries de Chen (voir [22]) permet alors de relier les séries de Chen
Syo(t) €t Sy, (1—¢) aux séries de Chen S, () et S,,(¢) respectivement, en utilisant les chemins
d’intégration décrits dans la figure 1.

On peut ainsi calculer la monodromie MyL(t) (resp. M;L(t)) correspondant & un
tour autour de z = 0 (resp. autour de z = 1). Le calcul donne [22]:

{MOL(t) = L(t) e?imo = L(t)(1 + 2imzo+...)
ML) = L) Z7'e 2™ 7 = L(t)(1 — 2inz, +...)

Le produit dans les membres droits est le produit de Cauchy des séries non commutatives.
Ces formules permettent alors de calculer la monodromie en 0 et en 1 de L,,(z) pour tout
mot w, en identifiant dans les deux membres les coefficients du mot w. Par exemple:
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Fic. 1 - Chemins d’intégration vo(t) et v1(1 — 1)

MLy (t) = Ly(t) + (2im) Ly (1) + —7—
Il est plus judicieux de ne calculer la monodromie que pour les mots de Lyndon, puisque

les (L;)ie cyndon(x) forment une base algébrique de Shg(X) sur Q.

Par exemple, puisque I'on a z," 3 =3 xg, on obtient plus simplement :
0 0

MoLy(®) = 5 MaLay(®' = 5 (Lay(t) + 2im)

4.3.3 Monodromie en 1

Pour obtenir la monodromie en 1, on pose Z le 4717 = %™ o m; est une série
de Lie (car le produit d’exponentielles de Lie est encore I’exponentielle d’une série de Lie,
par le théoreme de Baker-Campbell-Hausdorff). On a bien sir intérét a calculer la série
my une fois pour toute (voir [37]).

Proposition 4.2 ([22]) La série my est donnée par:

m = H e~ S M adewy (g ),
leLyndon(X)\{zo,z1} \,

Preuve :

On utilise la factorisation de la série Z donnée par (9) et les propriétés classiques de
la représentation adjointe d'un groupe de Lie: adpg) : @ — [P(I),Q] O
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Voici le début du développement de la série de Lie m; jusqu’au poids 6 (ou le polynoéme
P(1) pour | € Lyndon(X) est noté en abrégé [I]):

m = —I+ €I0$1 [Z‘()%%] + Cx%xl [Z‘%%%] + Cacox% [.’L‘()l'?] + Cx%wl [l‘gl‘%
1
_Cmgm[‘rgxlxoxl] + Cm%z% [ﬁﬁgl‘?] + (Cz%m% - §Cm0z%)[$0x1x0x%]
+Cz0m1 [330.@%] + Czom [.’Eé.@%] - 2CJ; ml [ngﬂlxofﬂl]
+<$3$2 [%351] (3Cz0w1 + gwoxlwowl)[xoxlxoxl]

(3€13 + Cﬂvomgwoml + 2C$0$1$0w1)[$0x1$0x1]

+Ccc%ac3 [330%] (44_16(2)58:1)’ + Cwowlwow%)[xﬂmlzom?] + C:cocc‘f [‘/EO"E?]

Algorithme:
La monodromie de L;(z) en 1 jusqu'au poids n peut en principe s'obtenir comme suit :

1. On calcule la série de Lie m; jusqu'a I'ordre n,
2. On calcule le développement de Taylor de €*™ 3 |'ordre n,

3. On a alors: M L;(z ZL ) (2™ | ),

uv=l

Pour un calcul efficace, on travaille plutot avec les séries de Lie et le produit de
Hausdorff, tronqué a I'ordre n. Finalement :

Corollaire 4.1 La monodromie des polylogarithmes vérifie :

Vw e X*, MoLyyy, = Luyzo+2inL, + R

Mlexo = meo + R'
MOwal = szl
MiLup, = Lup, — 2inLy + R"

ot les “restes” R, R' et R" sont des combinaisons linéaires de polylogarithmes indicés par
les mots strictement plus courts que w.

On en déduit en particulier que pour tout w € X*, L,,,, est sans monodromie en 0.

Corollaire 4.2 Le groupe de monodromie des fonctions Ly, pour |w|< n est nilpotent a
lordre n + 1.

Preuve :

Puisque e e® = el®?49 ot Q est un polynome en @ et b d’ordre strictement supérieur
4 2, on en déduit que le produit de n + 1 exponentielles égales soit & My = %™ goit 3
M, = e*™1 est 1'exponentielle d’une série en xy et x; d’ordre au moins égal an+1. <
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A titre d’exemple, voici la monodromie en 1 des polylogarithmes jusqu’au poids 4,
calculs faits en AXIOM (ou p est une abréviation pour 2i7):

Mleo
M1L1:1
Mleozl

Mle%wl
Mleoa:%
MLy,
MiLage:

MLy

Ly,

Ly —p
Loz, — pLa,
I 1

z%:n - ip io
1
Lzomf — PLagz, + §p2Lzo + Py
1
Lysg, — =pL3,

ZoT1 6

1
Lz%a:% - pLz%ml + _p2L§0 + pCzosm Lwo + pr%zl

4
1 2 1 3 1 2
Lmox‘;’ - meox% + ip ngm - ép Lzo + pgﬂ,‘ol‘% - §p Cmozl

4.4 Algebre des polylogarithmes

Les résultats précédents permettent d’obtenir élégamment des résultats de structure:

Proposition 4.3 Les fonctions Ly (2z) pour w € X* sont C-linéairement indépendantes.

Preuve :

On établit ce résultat grace a 'hypothese de récurrence suivante:

“Les fonctions Ly, pour | w |< n a coefficients dans C sont linéairement
indépendantes”.

— Cette hypothése est vérifiée pour n = 0 (car Li. =1 # 0).

— Supposons-la vraie pour n > 0 fixé. Toute relation C-linéaire entre les L,, pour des
mots w vérifiant |w|< n + 1 peut s’écrire:

D MuwoLbuzo + Y Muz Liug, + 3, Awliy = 0.

lu[=n

(12)

ul=n lw|<n

D’apres le Corollaire 4.1, en appliquant les opérateurs (Mg — Id) et (M; — Id) a
Pexpression (12), nous obtenons respectivement :

27 Y AugLiu + R1 = 0,

ul=n

=201 " Aug Ly + Ry = 0.

ul=n

ou les restes Ry et Ry (voir corollaire 4.1) sont des combinaisons linéaires de poly-
logarithmes indicés par les mots de longueur strictement plus petite que n.
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Par I’hypothese de récurrence, nous déduisons que les coefficients \,;, et Az, sont
nuls pour |u| = n. La somme (12) se réduit donc aux mots de longueur au plus n, et par
conséquent )\, = 0 pour |w| < n. D’ou le résultat. O

On en déduit le théoréme:

Théoréme 4.3 (Théoréme de structure, [22]) La Q-algébre engendrée par les poly-
logarithmes {Liy }wex~ est isomorphe a l’algébre de mélange Sho(X). C’est donc une
algebre de polynomes commutatifs engendrée par l’ensemble infini des Li; ou | parcourt
l’ensemble des mots de Lyndon.

Preuve :

En effet, d’apres la proposition précédente, le noyau du morphisme L de ’algebre de
mélange Sho(X) dans la Q-algebre engendrée par les polylogarithmes est nul. &

Corollaire 4.3 Les polylogarithmes classiques Lij(z) pour | € Lyndon(X) sont algébri-
quement indépendants.

5 Algebre des nombres d’Euler-Zagier

5.1 Les conjectures

Actuellement, de nombreux auteurs [6, 16, 18, 24, 45] étudient le Q-espace vectoriel
engendré par les sommes d’Euler-Zagier ((s). On dispose de la conjecture suivante [45]:

Conjecture 5.1 (Zagier [45]) Soit d,, la dimension du Q-espace vectoriel engendré par
les ((w) pour |w| = n. Alors:

dl = 07 d2 = d3 = 17 dn = dn—2 + dn—37 n 2 4.

Cet espace vectoriel, inclus dans R, est en fait une algebre, notée Z, quotient de
I'algebre de mélange Shy(X), par 'application composée

¢ :w = Liy(z) = Liy(l) = {(w)

La conjecture précédente revient a dire que la série de Poincarré F(t) = Zditi de
ieN
cette algebre quotient Z est donnée par:
2+
F(t) = ———
®) 1—t2—1¢3

L’étude de I'image de 'application  se ramene donc a celle de son noyau ker(. En
d’autres termes, il s’agit de calculer 1’idéal des relations qui définit ce passage au quotient.
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Or nous pouvons approcher ker( par des constructions syntaxiques, puisque nous
disposons de deux descriptions syntaxiques du produit des MZV.

1. le produit de mélange dans Shg(X)
2. le produit de quasi-mélange dans l'algebre (Qsym des fonctions quasi-symétriques.

code
Fp. Q= FPFQ B Fcode(P)Fcode(Q) = Fcode(P) L code(Q)

pN vd
¢(P)C(Q)

On peut transporter le produit de quasi-mélange dans Shq(X) grace au codage non
commutatif. (section 3.1.3). Ces deux relevements du produit des nombres d’Euler-Zagier
permettent, par différence, de définir un idéal de relations dans Shqg(X).

Définition 5.1 Notons J l'idéal de Sho(X) engendré par les relations

UV —UwWD
Dw) = mi*v—2wv

0 pour u,v € roX*x,
0 pour v € xoX*x1

La premiere famille de relations est dans ker(. On montre que la seconde famille de
relations, introduite par Hoffman, est aussi dans ker(. Elle nécessite apparemment une
renormalisation, puisque L;(1) est divergente. Cependant dans la différence z; * v —
x1 w v les termes divergents se simplifient, d’ou I'on déduit ((z; * v — z; w v) = 0 par
renormalisation.

Conjecture 5.2 L’déal J est exactement l’idéal de définition des sommes d’Euler-Za-
gier, en d’autres termes, l'algébre Z des sommes d’Euler-Zagier est isomorphe a l’algébre
quotient

Sho({X)/T

Les résultats obtenus jusqu’a présent sont basés sur le calcul de l'idéal J. Ils sont
obtenus soit par la recherche numérique de tres haute précision de relations conjecturées
entre différentes valeurs de (, soit obtenus par calcul symbolique exact. Cette deuxiéme voie
nécessite le calcul exhaustif des tables correspondantes, jusqu’a un poids donné, comme
indiqué dans la sous-section qui suit. On peut ainsi vérifier exactement, pour I'idéal 7, la
conjecture des dimensions de Zagier, jusqu’au poids 13.

Conjecture 5.3 L’algébre Sho(X)/J vérifie la conjecture des dimensions de Zagier

([45]).
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5.2 Le calcul des relations
5.2.1 Etablissement des tables

Si lon choisit sur Lyndon(X) Pordre lexicographique par poids, on peut calculer pour
I'idéal J de Shg(X) engendré par les deux familles de relations

llu_llg—ll*lg et llu_l.’12‘1—l1*.’l?1

une base de Grobner jusqu’a un poids donné k, c’est-a-dire une famille complete de regles
indiquant comment certains ((l) se réécrivent comme des polynémes en les ((I') pour
des I’ plus petits que I. Les {(I) qui n’apparaissent pas en membre gauche dans la table
sont irréductibles. Si la conjecture 5.2 est vérifiée, ils forment donc une base de ’algebre
engendrée par les MZV, jusqu’au poids k.

Actuellement, ces tables (nous les donnons en annexe jusqu’au poids 5) ont été cal-
culées jusqu’au poids 10 en AXIOM, jusqu’au poids 12 en MAPLE et jusqu’au poids 13
en CT* [41], validant ainsi un certain nombre de relations obtenues expérimentalement
par d’autres auteurs par des calculs numériques de haute précision.

5.2.2 Exploitation des tables

Les tables décrivent complétement (jusqu’au poids indiqué) 'idéal des relations poly-
nomiales entre les nombres d’Euler-Zagier. Elles constituent ainsi un systeme de réécriture,
qui permet de mettre toute combinaison polynomiale entre nombres d’Euler-Zagier sous
forme normale. Une telle combinaison polynomiale est nulle si et seulement si elle se
réécrit en zéro. Onpeut donc tester effectivement les relations algébriques entre nombres
d’Euler-Zagier.

On obtient par exemple:

— la relation suivante (voir [6]) :

C4242) = TAGEHCR? - TC(10.2) + 36(2)(8.2) ~ 436E)(T) — S5 C(B)C(0)
~2C@)* +36CCB) — 2062 +160(8:2,1,1) + 56(T)C(2)C(3)
368 209369756
FERCP B + (@),

— Hoffman [24] a proposé deux bases pour I’espace vectoriel des ((s) qu’il a vérifiées
jusqu’au poids 8:
— la H-base contient tous les monomes écrits avec les lettres ys et ys.
— la G-base contient y, et tous les mots de Lyndon écrits sur les y; avec ¢ impair.
La G-base de Hoffman [24] est mise en défaut [5], au poid 12 par la relation suivante:

C(9,3) = C(T5) + T C(2)° ~ 6C(5)C() (13)

14
qui montre que ((9,3) est un polynéme en ((2), ¢(5), ¢(7) et {(7,5).
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— Wojkowiak (Décembre 1997, [44]) prédit que les termes irréductibles jusqu’au poids
14 sont:

(2im)*,¢(3),€(5),¢(7),6(9),€(11),¢(13),¢(3,5),¢ (3,7),

un terme de longueur > 3 et de poids 11,

deux termes de longueur > 2 et de poids 12,
deux termes de longueur > 3 et de poids 13,
trois termes de longueur > 2 et de poids 14

Or les tables fournissent, jusqu’a 'ordre 13, les termes irréductibles suivants:

((2),€(3),¢(5),€(7),€(9),¢(11),¢(13),

8,2,1,1),{(10,2),
8,2,1,1,1),((10,2,1)

6 Relations fonctionnelles

6.1 Action du groupe du birapport

On considere le groupe I' engendré par les transformations projectives de la droite
complexe P'C qui laissent globalement invariants les trois points 0,1,00: Un élément
h € I' est déterminé par son action sur ces trois points. Donc I' est isomorphe au groupe
de permutations &3. Il est engendré par les deux transformations z +— 1—z (transposition
échangeant 0 et 1) et z — (2 — 1)/z (cycle d’ordre 3: 0 — 0o — 1 + 0). Tout élément
g € " opere sur les formes différentielles par son image réciproque g*, définie comme suit :

d d
=4 o g =
[’action de ¢g* sur les combinaisons linéaires de wy et w; est alors une application linéaire.
Ainsi:

9(z) | 212 | 2 22

*
g Wo —Ww1 —Wp — Wi

*
g w1 —Wp Wo

L’application image directe par g, notée g,, opere sur les séries de Chen. Sur les lettres
Ty et x1, ce n'est autre que 'application linéaire transposée de la restriction de ¢* aux
combinaisons linéaires de wy et wy :

z2—1
9(2) || 212 | 2 %
9+Zo —I —Zo + 1
9xT1 —Xo —Zo
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L’image directe g, se prolonge par substitution a X™*, puis par sommation aux séries de
C{(X)). Elle vérifie le théoreme :

Théoreme 6.1 Soit g une transformation du groupe I', et S la série de Chen associée a
un chemin vy de C\{0,1}. Avec les conventions précédentes, on a:

9:(57) = Sgoy
Ce théoreme permettra d’obtenir des relations fonctionnelles entre les séries généra-

trices L(g(t)) et L(t) pour ¢ appartenant a 'intervalle réel |0,1[ par le procédé suivant:

On approche L(g(t)) par une série de Chen Sy,, pour un chemin 7y ne passant
pas par les singularités, puis on exprime cette série de Chen grace a I'application
image directe g, .

Il sera commode de noter g,L(z) = L(g.(z0),9«(x1) | 2).
Proposition 6.1 ([23]) (cas g: z+— 1 — z) Pour tout réel t €|0,1[, on a:

L(1—t) = L(~21, — 20 | )2 (14)

Preuve :
On a g(t) =1—t. Dol g.(x9) = —21 et gi(x1) = —1p-
On choisit le chemin v =1 — € ~» 1 — ¢ sur ’axe réel positif. En utilisant le lemme 4.1, on
obtient :
L(l — t) = Sl—ewl—tL(]- - 6)

On calcule séparément :

Sicoit = 0u(Set) = 9. (LI () ~ gu(L(1)gu (e770%) = g (L(1))e1o0
L(l _ 6) — Sewl—eL(f) ~ [efwllogezef:cologe]ewologe — efwllogeZ

On en tire:

Sl—ewl—tL(l — 6) ~ g*(L(t))ewllogee—wllogeZ

D’ou finalement :
L= 1) = g.(L(t) 2
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Cette simple formule inclue une famille infinie de relations fonctionnelles. Nous les
donnons jusqu’a |w|=3:

Exemple 6.1 ([23])

log(1—t) = —Li(t)

Liy(1—-t) = -log(t)

Lis(1—) = —Liy (t) +log ()L (£) + ¢ (2)

Lis (1 =) = ~Lin1 (1) + Lis (1)L (1) — Hlog (A)Lin (1) — C (2)Lis (1) + ¢ (3
Lis,1 (1=1) = ~Lis () +10g ()L (1) ~ 3 1og (1)°Lia (1) + € (3)

Corollaire 6.1 On déduit, pour t = 1/2, la famille infinie de relations entre les Lw(%) :

L(5) = L{~o1,~ 70 | 5)2
Exemple 6.2 (suite)
ofl) - )
() - ()
(1) = 2o () e (2 (0) 0
(2) = e 1 (o )€Y

1 1 1 1\ 1 1\’ 1
e (Y — (1 N, (1) 1 (1) (1
‘21 (2) Lis (2) log (2)L’2 (2) 5108 (2) L <2)

On prouve par la méme méthode, pour g : z — 1 — %, grace a un chemin (voir la figure
2.1) qui contourne la singularité ¢t = 0:

Proposition 6.2 ([23]) Pour tout réel t €]0,1[, on a:

t—1 )
L(T) = L(—zo+2z1,— 0 | t)Z_l(—CEo + 1, — xg)e" ™.
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fig. 2.1 fig. 2.2

F1c. 2 — Chemins d’intégration pour L(*5%) et L(3)

Cette formule inclue une famille infinie de relations fonctionnelles. Nous les donnons
jusqu’a |w|= 3:

Exemple 6.3 ([23])

log (E) — (im) — Liy (t) — log (¢)

t
t—1

= log (t)

o~
4~ S~

t—1

()
Liy <;1> — Li (t) — log ()L, (t)—C(Q)—%log(t)Q
o

) = i ()~ Lia () — Lis (616 () + ylog (1)L (1)

+ (g 2) + %log (t)2) Li () + log ()¢ (2) + élog ()?

L (“77) = ~Lia (0 + log (L (1) 5los (07Lis () +C(3) ~ glos (0

On notera que pour tout mot w € X*z1, la formule obtenue pour L, (1) ne comporte

t
pas de termes en im.

Pour g : z — %, la méme méthode s’applique, grace a un chemin (voir figure 2.2) qui
contourne la singularité t = 1:

Proposition 6.3 ([23]) Pour tout réel t €]0,1[, on a:

L(;) = L(—z¢+ x1,21 | t)Z_l(—xO + $1,x1)ei”1Z

Théoreme 6.2 Pour tout g élément du groupe du birapport I', et tout mot de Lyndon I,
la fonction Li(g) est un polynéme en les polylogarithmes Ly, pourl’ < 1, et a coefficients
dans lalgébre des sommes d’Euler-Zagier (voir Section 2.2).
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En d’autres termes, pour tout | € Lyndon(X) il existe un polynéme @4, & coefficients
dans I'algebre des sommes d’Euler-Zagier, de degré (sur X) au plus égal a || sur les I' de
poids |I"|<|l], tel que:

Li(9(z)) = Lig,,(2)

6.1.1 Dualité

On sait que l'inverse d’une exponentielle de Lie S est égale a son image par 'antipode :
Sl =4q(S) = Z (S | w)(—1)M@. Utilisons le changement de variable g : z — 1 — z:

Stwit = Slftwt(_xla —330) = S;},l_t(_xla —330) = af(Stwlft(_xla - 330))

Soit S +— S I'application composée de g, et de a (c’est un antimorphisme). Cette appli-
cation consiste donc & substituer d’abord respectivement o par z; et 1 par xo, puis a
remplacer chaque mot w par son miroir w. On en déduit Sy..i—; = Siwn1—¢. Et donc:

Proposition 6.4 La série Z est autoduale, c’est-a-dire :

Corollaire 6.2

z = La-nLe) = L)

Preuve :

D’apres I’équation (14), si g : z — 1 — 2, puisque a est une involution et que L est une
exponentielle de Lie, on a:

7 = L‘l(—:fl, —29 |[)L(1 —t) = a(L(—:rl,A—xo | 1))L(1 —t)

Z = 7 = L~1)g(L(~z1,~ 20 | 1)) = L1~ 1)L(2)
¢

On notera que cette formule permet d’exprimer les nombres ((s) en fonction des
nombres Lis(%). Ce qui peut accélérer grandement le calcul numérique, au vu des égalités :

(k) =Lig(1) =) %, Lik(%) => innk

n

6.1.2 Relation hexagonale

Le contour “hexagonal” de la figure 3 n’entoure aucune singularité. La série de Chen
de ce chemin est donc égale a 1. Elle est composée de la série de Chen S...;_. e et de
ses images par les deux transformations h, et h%, ou h: 2+ (2 —1)/z. On a donc:

Se1—e€ ™0 By (Ses1—e€™0) h2(Ses1_€™0) ~ 1 our e — 07
« p
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Fia. 3 — Contour hexagonal

ol hy(xo) = —xo + Z1,h+(z1) = —x9. En renormalisant pour z — 0T et en interprétant A,
on obtient :

Proposition 6.5

Ze™ Z(—go + 11, — xo)ei”("””‘”l) Z(—x1,m0 — x1)e ™ = 1

Le calcul restreint aux crochets de Lie de longueur 2 permet en particulier de retrouver

7-(2

la relation bien connue ((2) = %-.

Remarque

La relation de dualité, tout comme la relation hexagonale, sont des propriétés synta-
xiques. Cependant, nous ne pouvons pas actuellement montrer qu’elles sont conséquences
de T'idéal de relations 7, défini a I'aide des différences des deux produits de mélange.

La relation hexagonale peut étre dérivée des calculs dans les catégories monoidales
tressées. C’est aussi le cas de la relation pentagonale (voir p. ex. Drinfel’d). Nous ne
pouvons pas non plus montrer qu’elles sont conséquences de 'idéal 7. Cependant, aux
poids ol les tables ont été calculées, la relation pentagonale n’apporte rien de plus que
I'idéal 7, tel qu’il est calculé dans nos tables.

6.2 Relations algébriques et décidabilité

Le théoreme 6.2 permet de décider de l’eristence de relations entre les Li;(g(z)) pour
les g € I'. Soit en effet une combinaison linéaire a coefficients rationnels:

K(z) = Y rLif(g(z))

Avec les notations de la section précédente, on a K(z) = Lig(z) si H est le polynome
H = der reQLg, qui est de degré au plus égal & |1 |. On en déduit que K(z) est un
polynéme en L, (z) et L, (2) si et seulement si H est un polynéme (pour le mélange) en
o et x1. Or ceci équivaut a la propriété suivante:

VI' € Lyndon(X)\{z¢,z1} = Hp[l']=0
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oll intervient le “calcul de résiduel & droite” ! par le polynome de Lie [I'], qui est une

dérivation pour le produit de mélange. Mais on a aussi H > [I'] = 0 pour tout mot de
Lyndon !’ tel que deg(H) <|I'|.

On déduit de tout ceci:

Théoreme 6.3 Supposons connue la table des relations d’Euler-Zagier jusqu’au poids
n — 1, et soit | un mot de Lyndon de longueur n. Alors on peut décider effectivement
s’il existe des nombres rationnels ry, pour g € T, tels que Z [rgLiwgwl (g(z))] soit un

ger
polynome en log(z) et log(1 — z) a coefficients dans ’algébre des sommes d’Euler-Zagier.

Plus précisément,

— On calcule les polynomes (), 4, puis le polynéme H a coefficients r, indéterminés.
— On résout, pour les inconnues 74, le systeme

Hpel'=0, pourl<|l'|<n

Cette résolution est possible si ’on dispose de la table des relations entre les nombres
d’Euler-Zagier de poids inférieur ou égal a n.

7 Adjonction des racines de 'unité

Nous présentons a présent I’enrichissement des sommes d’Euler-Zagier par un ensemble
de racines de l'unité. On obtiendra ainsi de nouvelles tables, indexées par les mots de
Lyndon sur un alphabet “coloré”.

Nous les présentons ici, avec la construction des tables correspondantes, suivant ’ex-
posé plus détaillé fait en [3, 4].

Les tables de relations ainsi obtenues auront comme conséquence les relations entre
nombres d’Euler-Zagier classiques. On construit ces tables en particulier pour vérifier si
elles impliquent de nouvelles relations entre les nombres d’Euler-Zagier classiques.

7.1 Sommes d’Euler-Zagier colorées

Soit O, Iensemble des racines n°"** de I'unité (par exemple O, = {—1,1}, ou encore
03 = {ja]231})
On appelle multi-indice coloré de longueur k tout couple (s;o) o s = (s1,... ,S) est

un multi-indice de longueur k, et ¢ = (01,...,0%) est une suite de k racines n®™** de
l'unité, o; € O, (par extension & désigne le multi-indice coloré trivial, i.e. de longueur 0).

1.si P € Q(X) , le résiduel a droite H > P d’une série H par rapport & P est défini par: (H > Plw) =
(H|Pw).
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On appelle somme d’Euler-Zagier de multi-indice coloré (s;0) la somme infinie :

ni ., .o'knk

((s;0) = > h (15)

n1>->nE>0

Mais cette somme ne converge que si (s1;01) # (1;1), et elle ne converge absolument
que si 1 > 1.

7.1.1 Fonctions quasi-symétriques colorées, et codage non commutatif

Si ’on introduit les fonctions quasi-symétriques colorées en posant F, =1, et

— n1481 .. ~k 45k
Fs;a - E 0y tnl Oy tnk
n1>->nE >0

on retrouve, dans le cas ou (sj;01) # (1;1), les sommes d’Euler-Zagier colorées par la
substitution :

Fs;a' —_— C(S,O‘)
b

On peut coder les multi-indices sur I'alphabet Y = {y;.,, i € N*, 0 € O,}. Le multi-
indice (s;0), et donc aussi Fy,, est alors codé par le mot:

W = Ysizo1 " " Yspson

L’opération (y;,y;) — vit; doit étre remplacée, pour les lettres colorées, par 'opération
suivante utilisant la structure de groupe de O, :

(yi;aayi’;o’) — Yi+i' oo

Tout polynéme non commutatif P € Q(Y) code une fonction quasi-symétrique colorée
Fp. Le produit ordinaire des fonctions quasi-symétriques colorées se releve dans Y* en le
produit de quasi-mélange, associatif et commutatif, défini par:

ExW=W*E=1W pour w € Y*

YiseW * Yj;pU
= yz’;a(u * yj;p'U) + yj;P(yi;au * 'U) + yi—}—j;ap(u * 'U) POUr Yi:o,Yj;p € Y,uvetY”

Théoreme 7.1 L’application P — Fp est un morphisme pour le quasi-mélange. En
d’autres termes, Fp .o = Fp.Fy.
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7.1.2 Polylogarithmes colorés

Définition 7.1 Le polylogarithme coloré pour le multi-indice (s;0) de longueur k est la
fonction de la variable complere z somme de la série:

Lis;o‘ (Z) — Z an o1

n S1 .. -n Sk
n1>-->nE>0 1 k

ni, Nk

--o'k

(16)

Cette somme converge a l'intérieur du disque unité ouvert. Sous la condition (s1;07) #
(1;1), on retrouve les sommes d’Euler-Zagier colorées en spécialisant en z = 1:

Lise(2) — ((s;0)
z—=1

7.1.3 Intégrales itérées

L’interprétation analytique fait appel aux formes différentielles ([6, 8]):

dz odz
Wgy = —, et Wy = pour o € 0,

o

z 1—0z

On étend la définition des polylogarithmes (prenant en compte les singularités z = o, 1)
par:

( 1
Ly = mLog (2)
’ cdt : * *
{ Liyw(z) = Weo L = " L, (t) siwe X 2 X", et (17)
0 0
‘  odt
L, .(z) = / Wy, Ly = / LLw(t) siwe X* etoeO,
\ 0 0 1 — ot

7.1.4 Codage des muti-indices colorés sur 1’alphabet X

Tout multi-indice coloré (s;o) est codé sur I'alphabet X = {x¢} U {z,,0 € O,}, par

le mot :
code(s;0) = 5 00, 252 o100 THE Lo 00
Proposition 7.1 Si le mot w € X* est le code de (s;@), alors on a:
Liss(2) = Ly(2)

Le produit de mélange se définit dans le cas coloré par la méme formule récursive que dans
le cas X = {zo,z1}. On notera encore Shq(X) I'algébre de mélange colorée.

On étend la définition de L par linéarité aux polynémes P € Q(X).

Théoreme 7.2 L’application P — Lp est un morphisme de l’algébre de mélange dans
l’algebre des fonctions de la variable compleze.
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7.1.5 L’idéal des relations

Le calcul de I'image de I'application ¢ s’obtient encore en calculant son noyau ker(.

Nous disposons a nouveau de deux descriptions syntaxiques du produit des MZV co-
lorés, et ’'on peut reproduire le schéma :

code
Fp. Q= FPFQ B Fcode(P)Fcode(Q) = Fcode(P) L code(Q)

pN v
¢(P)C(Q)

soumis aux conditions de convergence P,Q € Q(Y) \ y1,1Q(Y").

Définition 7.2 Notons J l'idéal de Sho(X) engendré par les relations

UkV—UW U
Dw) = my*xv—zwuw

0 pour u,v € X*Xp, \ 21 X*
0 pour v € X*Xo, \ £1.X*

1

ot Xo, = {z,,0 € O,}.

La seconde famille de relations, introduite par Hoffman, est aussi dans ker(. Bien que
Ly.1(1) soit divergente, dans la différence z; * v — x; w v les termes divergents se simpli-
fient.

Conjecture 7.1 L’déal J est exactement l’idéal ker( de définition des sommes d’Euler-
Zagier colorés, en d’autres termes, l’algébre des sommes d’Euler-Zagier colorées est iso-
morphe a l’algébre quotient

Sho(X)/T

7.1.6 Tables pour les sommes d’Euler-Zagier colorées

On peut donc établir les tables des sommes d’Euler-Zagier colorées par la méme
méthode de base de Grobner que dans le cas classique. Cette méthode nécessite de définir
un ordre total sur ’alphabet X. On adopte sur les racines de I'unité I'ordre:

2ix 2(n—1l)ir

en < - < e m <1

Et sur 'alphabet Y 'ordre suivant :

Yiv;01 < Yissoo

soit 11 > 1o
soit 11 =1y et 01 < 09

On munit alors Y* de I'ordre lexicographique par poids. Le début de ces tables est donné
en annexe. Elles ont été calculées jusqu’au poids 8 en MAPLE (voir [3, 4]).
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ANNEXE

Table des nombres d’Euler-Zagier

poids 3:
€(2,1) = <3
poids 4:
@ = 3eer
1
(B = @7
3
(2,2) = @7
(21,1 = )
poids 5:

((4,1) = 2¢(5 —<(2) ¢B3)
11
€(3,2) = —5 () +3¢(2)CE)

¢(3,1,1) = 2¢(5) —¢(2) ¢B3)

(23) = 56 -2¢2)¢B)
(2,2,1) =~ C6) +3C(2)¢R)

(21,2) = 546 ~2¢2) ()

—
—_
Qo0

~—

N N =
_ O ©

N
w

A~ A~ A~ o~ o~ o~ o~
[\] N
> N
T N — T T

[\
(%]

N N
~N &

[\
o0

W W N
_= O ©

w W W
Ot W

w
(=]

A~ N N N AN AN AN AN AN A~ A~ A/~ A/~
w w
~J [\"]

R i i I N D S g

w
o0

Cette table, calculée en MAPLE par M. Bigotte jusqu’a ’ordre 12, est disponible sur
le site web : (http://www.lifl.fr/“bigotte). Nous disposons aussi d’un calcul jusqu’a ordre

13 en C** par A. El Wardi. On y retrouve les relations conjecturées dans [6].
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Table des nombres d’Euler-Zagier colorés

Voici la table pour 2 racines de I'unité, 1 et —1, jusqu’a I’ordre 5.

poids 2:
¢(%-1
¢(1,1;-1,—1)
¢(1,1;—1,1)
poids 3:
¢(3;-1) =
¢(2,1;-1,-1) =
¢(2,1;-1,1) =
¢(2,1;1,-1) =
(21 =
¢(1,2;-1,—1) =
C(1,2-11) =
C(L,1,1;-1,-1,—1) =

C(171717 _17 - 1)1)

<(1a1a17 _]-a]-a - 1)

C(lalala _151)1)

= —3¢0)

=~ (@) + 51
= %C(l;—l)z

-3¢
263 - 5 1<)
HE)

€3) + 3 (1:-1)2)

T0®) - 5 ¢ -1 (@) + 5 (1 -1
¢@) + 5 -1
¢(15-1)°
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poids 4:

¢(3,1;-1,-1)
¢(3,1;1,—-1)
¢3,1)
¢22-1,-1)
((2,2;-1,1)
¢(2,1,1;-1,-1,-1)

4(271517 _]-7 - 151)

4(271717 _1717 - ]‘)

C(271717 _17171)

C(2727 17 - 1)

¢(2,2)

C(251>17 1) - 17 - 1)

C(271717 ]-7 - 171)

C(271717 1717 - ]-)

¢(2,1,1)

-—=¢2)° -

1

8

23 2
— (@) -

21
-3 -1)¢R)

4

7

7L =1 ¢3) =B

-1,1
: By

g C(2)2 -2 C(3513 _1:1)

21 ¢E) — 5 ¢@) — 3¢ -1 ¢(2)

2

3

L _1)? 3 31—
Z C(]-a _1) C(Z) - 2 C(Sala 151)

TCI=1) 0B + 55 (O + <15 -1 ¢(2)

+C(3513 _171)

(I U

11,5 _

7

1702 + 5 3L L)

201 ¢@) + 5 CO + 5 <11 ¢)

_C(Sala _171)

41



C(la?’: _]-7 - 1)

C(173; _1a1)

C(15271a _15 - ]-7 - 1)

C(172517 _17 - 151)

C(172717 _1717 - 1)

C(172715 _17171)

<(1a1:27 _1) - 17 - 1)

4(1,1,2, _]‘J - 171)

C(lalalal; _17 - 17 - 17 - 1)

C(17171717 _17 - 17 - 171)

C(]-)]-a]-)]-; _]-5 - 15]—7 - 1)

C(]-a]-:]-a]-: _17 - 17171)

C(1a1327 _]-a]-a - 1)

4(171527 _1a151)

22 + (1) CB) + (3.1 -11)

1 2 3
—5¢@)° = 71 -1)¢E)
15 1 3
2 CL=1DCE) + 5¢@)° + 51 -1)° ()

+2(¢(3,1;-1,1)

C(1:=1)¢) + 3 € + 3 31 -1,1)

1O = 2 (-1 ¢(2) ~ 231 -1,)
5

2 cs-1)¢)

3 3 1

15 $@7 =SB L L) + 2 (1, -1)¢(3)

1 3 92 1 2
L0 + 2 e - T

4

1o 1, 1 .
_1_0 C(Q) + 5 C(]-a _1) 6(2) + 5 4(3:17 ]-al)
+2¢(15-1)¢)

1 » 1 1,
15 0@ = 71 =1)¢3) = 7 ¢ =17 ()

1 .,
+ﬁ C(L _1)

3 s 3 _ Loy

—25S@° + 5B L -1 + o ¢(15-1)
1 1 2

—ZC(I;—I)C(?))—ZC(:[;_I) ¢(2)
1,9 1 7

-2 @) + 57 ¢ 1)t - 3 ¢(1;-1)¢(3)
1 2

—26@=1)7¢(®2)
3

2 1 2 1 .

L0 -1)¢@) + 5 €15 1)

5 3 2 1 2
2 ((15-1)¢E) + o O + 5 -1 D)

3 2 1

R DO

1
1= ¢
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¢(1,1,1,1;-1,1,-1,- 1) = 54(1, —1)¢(3) + 4% ¢(2)° - gg(3,1; ~1,1)
+21—4C(1;—1)4
COLLLL-11,- L) = 550@) + 561 -1) ) + 57 (15 -1)°
¢(1,1,1,1;-1,1,1, - 1) = —41—0 C(2) + % ¢(3,1;—1,1) + i ¢(1;-1)*
¢(1,1,1,1;-1,1,1,1) = ig(l;—n“

Cette table, pour 2 racines de I'unité (1 et —1) a été calculée en Maple par M. Bigotte
jusqu’a l'ordre 8. Elle est disponible sur le site web: (http://www.lifl.fr/ bigotte).
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