CHAPITRE 2

CONVEXITE EN DIMENSION FINIE.
POLYTOPES REGULIERS DE DIMENSION 3

Dans tout ce chapitre, & désigne un espace affine de direction E, ou E est un R-espace
vectoriel euclidien, i.e. E est de dimension finie et muni d’un produit scalaire, donc de la
norme euclidienne associée. ) Un repére orthonormé centré en un point O € & est un
repere affine (O, #), ou A est une base orthonormée de E.

8. Convexes : définitions, polygones réguliers, théoreme de Hahn-Banach

On rappelle la définition du barycentre de points pondérés (A;, t;), cf. chap. 1. On s’in-
téresse maintenant, lorsque k£ = R, au cas ou tous les poids ¢; sont > 0 (et donc dans [0, 1]
puisque de somme égale a 1).

Terminologie. — Soient A, B € &. Le segment [A, B] = [B, A] est 'ensemble des points
(1-t)A+tB=A+tAB =B+ (1—)BA, avec t € [0,1].
Plus généralement, soient Ay,..., A, € &. On appelle « combinaison conveze » des A;

tout point P de la forme P = t;A; +---+ 1, A, ou les t; sont des réels de somme 1 et tous
> 0, donc tous dans [0, 1].

Définition 8.1. — Une partie € de & est dite convexe si elle contient le segment qui
joint deux quelconques de ses points, c.-a-d. si pour tout A, B € € on a [A, B] C €. ? Au
lieu de dire « une partie convexe » on dira aussi « un convexe ».

Exemples. — (a) Dans R, une partie est convexe ssi ¢’est un intervalle.
(b) Dans un plan euclidien &, les points intérieurs (bord inclus) a un triangle, un carré ou un
cercle forment une partie convexe.

(c) Dans un espace euclidien & de dimension 3, les points intérieurs (bord inclus) & un tétraedre,
un cube ou une sphere forment une partie convexe.

Proposition 8.2. — Tout convere C' de & est stable par combinaisons convexes, c.-a-d.
pour tout n € N*, zy,...,x, € C et ty,...,t, € Ry tels que > t; = 1, le point p =
tixy + - -+ tpx, appartient a C.

Démonstration. — Sin =1 c’est évident et si n = 2 ceci est la définition de la convexité.
Supposons donc n > 2 et le résultat établi pour n — 1. Avec les notations de 1’énoncé,
montrons que p = tyx; + - - -+ t,x, appartient a C'. Si ¢, = 1 alors p = x,, et c’est ok, donc

(WLa plupart des résultats sont valables aussi pour un R-ev arbitraire muni d’une norme quelconque, mais
les énoncés et démonstrations sont plus simples dans le cas euclidien, qui est le cas qui nous intéresse pour
I’étude des polygones réguliers du plan et polytopes réguliers de I'espace.

(2)On voit donc que la notion de convexité est valable dans tout espace affine réel et ne nécessite pas
I’existence d’une structure euclidienne.
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on peut supposer t, < 1. Alorst =t; +---+t,_1 =1 —1, est > 0 de sorte qu'on peut
poser \; = t;/t pour i = 1,...,n — 1. Les \; sont > 0 et de somme égale a 1 donc, par
hypothese de récurrence, le point

n—1

tA
—\ B N 2o
q 121+ -+ 1Tn—1 ; . T
appartient a C'. De plus, on a p =tq+ (1 — t)z,, donc p € C. O
Remarque 8.3. — Si (C;);cr est une famille de parties convexes de &, leur intersection

C' est convexe. En effet, si x,y € C alors le segment [x,y] est contenu dans C; pour tout
1 € I, donc dans C.

Définition et proposition 8.4. — Soit X une partie non vide de & .

(i) Son enveloppe convexe Conv(X) est l'ensemble des combinaisons convezres de
points de X, i.e. un point p de & appartient a Conv(X) ssi il existe un entier n > 1,
des points 1, ..., x, de X et des réelst; € [0,1] de somme 1 tels que p = t1x1+ - -+t 2.

(ii) Conv(X) est la plus petite partie convexe contenant X .

Notation. Il est commode, méme si X est un ensemble infini, de représenter un élément de
Conv(X) par une somme ) t, x, avec la convention que les , sont > 0, de somme égale a 1
(donc tous dans [0,1]) et nuls sauf un nombre fini d’entre eu.

Démonstration de (ii). — D’apres la proposition 8.2, toute partie convexe contenant X
contient aussi Conv(X), donc il suffit de vérifier que Conv(X) est convexe. Or, si p =
Y oex Sz et =3ty x en sont deux éléments et si A € [0,1], on a :

A+ (1=Ng=> (Ase + (1= Nia) z,

rzeX
et les coefficients As, + (1 — \)¢, sont bien dans [0, 1] (car le segment [0, 1] est convexe!) et nuls
sauf si s, # 0 ou t, # 0, ce qui n’est le cas que pour un nombre fini de z. O
Exzemples. — (a) Soient A, B dans &, leur enveloppe convexe est le segment [A, B]; si

A, B, C sont non alignés, leur enveloppe convexe est le triangle®® dont ils sont les sommets.

(b) Dans un plan euclidien &, si A, B, C, D sont les quatre sommets d’un rectangle, leur
enveloppe convexe est ce rectangle; et si X est le cercle de centre A et de rayon 7, son
enveloppe convexe est le disque fermé de centre A et de rayon r (cf. ci-dessous).

Dans la suite, on aura besoin de dire, par exemple, que le carré (resp. disque) « ouvert » :
C={(z,y) eR? | -1<2z<1, —-l<y<l1} resp. D ={(z,y) e R?* | 2® + 9 < 1}
sont des convexes « ouverts », tandis que le carré et le disque « fermés », définis par les mémes inégalités

mais prises au sens large, sont des convexes « fermés ». Pour pouvoir parler de parties « ouvertes » ou

« fermées », faisons quelques rappels de topologie.

Rappels 8.5 (de topologie). — Si 2,y € E, on note (z | y) leur produit scalaire.(¥) Alors
E est muni de la norme euclidienne, définie par ||z|| = y/(z | z), et & est muni de la distance

euclidienne, définie par d(A, B) = AB = Hzﬁ”
(1) Pour tout A € & et r € R%, la boule ouverte (resp. fermée) de centre A et de rayon r est :

BA,r)={M e & | AM <r} resp. B(A,r)={M € & | AM <r}.

(3)Ici et dans la suite, on dira « triangle » (resp. « rectangle », etc.) pour désigner I’ensemble des points qui
sont sur le bord du triangle (resp. rectangle, etc.) et a l'intérieur.
(D Pour alléger la notation, on le notera parfois x - .
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Remarquons que si .# est un sea de & passant par A, l'intersection de B(A,r) (resp. B(4,r))
avec .7 est la boule ouverte (resp. fermée) de .# de centre A et de rayon r.

(2) On dit qu'une partie U de & est ouverte si pour tout a € U il existe une boule ouverte
(de rayon suffisamment petit) centrée en a et contenue dans U, i.e. s'il existe r = r, > 0 tel que
B(a,r) C U. Alors :

a) & et @ sont des parties ouvertes (& ne contient aucun point a donc la condition est vérifiée).

b) Toute réunion (finie ou infinie) de parties ouvertes est ouverte.

c) Toute intersection finie de parties ouvertes Uy, ..., Uy est ouverte. ®)

Remarquons aussi que si U est un ouvert et .% un sea de &, alors U N.% est un ouvert de &
(éventuellement vide).

(3) On dit qu'une partie F' de & est fermée si son complémentaire est ouvert. Il résulte de ce
qui précede que & et & sont fermés, que toute intersection et toute réunion finie de fermés est
fermée.

(4) On dit qu'une suite (p;)ieny de points de & converge vers une limite ¢ € & si, pour tout
e > 0, il existe ig € N tel que pour tout i > iy on ait gp; < €, i.e. p; € B(q,¢).

(5) On montre sans difficulté le résultat suivant :

Une partie F' de & est fermée ssi la propriété suivante est vérifiée : pour toute suite
(pi)ien de points de & qui converge vers une limite ¢ € &, on a q € F.

(6) Soit A une partie arbitraire de &. Il existe un plus petit fermé contenant A (c’est 'intersection
des fermés contenant A); il est noté A et appelé ’adhérence de A. On dit que ses éléments sont
adhérents & A. C’est 'ensemble des points de & qui sont limite d’une suite d’éléments de A.

D’autre part, un point p € A est dit intérieur a A s’il existe r € R tel que A contienne la boule

e]
B(p,r); on note A I’ensemble de ces points et on I'appelle I’intérieur de A. Enfin, I’ensemble
e]

A — A est appelé la frontiére (ou le bord) de A; on le notera Fr(A) ou JA. C’est ’ensemble des
points qui sont a la fois adhérents & A et a son complémentaire & — A. (En effet, si p € 9A alors

pour tout r € N* la boule B(p, 1/r) contient un élément ¢, de & — A (car p ¢ A) et ceci fournit une suite
(¢r)ren+ d’6léments de & — A convergeant vers p.)
(7) Une partie X de & est dite :

a) compacte si de toute suite (F;),en de points de X on peut extraire une sous-suite (P )ren
qui converge vers un point A de X.

b) bornée si la distance entre deux quelconques de ses points est bornée par une constante
c € Ry, ie. 8l existe c € Ry tel que AB < ¢ pour tous 4, B € X.

(7 ‘Une partie X de & est compacte ssi elle est fermée et bornée. ‘ (6)

(8) Soit (&', E') un second espace affine euclidien. Une application f : & — &’ est continue si
pour tout A € & et ¢ € RY, il existe § € R, tel que, pour tout B € & vérifiant AB < 4§, on ait

f(A)f(B) <e.

(8") Dans ce cas, si X est un compact de & alors f(X) est un compact de &”.

9) ‘Toute application affine f: & — &' est continue.‘ En effet, f(p)f(q) = Hf(p)f(q)” =

H?(gﬁ)H pour tout p,q € & et 'on peut montrer que toute application linéaire ¢ : E — E’ est
lipschitzienne"), i.e. il existe k € R% (dépendant de ¢) tel que ||¢(u)|| < k ||lul| pour tout u € E.

)En effet, si a appartient & l'intersection U des U; alors pour i = 1,..., N il existe un réel r; > 0 tel que
B(a,r;) C U;. Done, posant = min(ry,...,ry), on a B(a,r) C U.

6)L’hypothese dim(E) < oo est ici essentielle.

(M Rudolf Lipschitz, mathématicien allemand (1832-1903), qui a introduit la « condition de Lipschitz » pour
démontrer un fameux théoreéme sur les équations différentielles [obtenu dans certains cas particuliers par
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)], le « théoréme de Cauchy-Lipschitz ».
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Exemples. — (a) L’intérieur d’une boule fermée B(p, r) est la boule ouverte B(p,r) ; sa frontiere
est la sphere S(p,r) = {q € & | pg = r}.

(b) Si C est le « carré fermé » C' = {(z,y) € R? | -1 <2 <1, —1<y <1} son intérieur est
le carré ouvert, défini par les inégalités strictes |z| < 1 et |y| < 1, et sa frontiere est formée des
quatre cotés du carré.

Terminologie 8.6 (Demi-espaces). — Soit % un hyperplan affine de &. Il définit deux
demi-espaces ouverts (ou fermés) dont il est la frontiere commune (cf. les exemples ci-dessous).

Définition 8.7. — Soit C un convexe fermé non vide de &. On dit qu'un hyperplan 7
est un hyperplan d’appui de C si C N7 # & et si C est contenu dans I'un des deux

. . fo . ‘ 7z
demi-espaces fermés définis par .77°. Dans ce cas, ce demi-espace fermé est noté 57 .

Ezxemples. — (1) Pour le rectangle R = {(z,y) € R? | —a <z <a, —b<y <b}, les droites
d’appui sont les droites Dy,..., D4 d’équations x = +a, y = £b et aussi toutes les droites qui
passent par un sommet du rectangle et ne le rencontrent qu’en ce point. Dans cet exemple, on
voit que R est l'intersection des quatre demi-plans fermés :

Dy ={(z,y) | = > —a}, Dy = {(z,y) | z < a},
Dy = {(z,y) |y > —a}, Dy = {(x,y) | y < a}.

(2) Soient O € & et B (resp. S) la boule fermée (resp. la sphere) de centre O et de rayon r > 0.
On identifie & a E en prenant O comme origine.

(i) Pour tout p € S, I'unique hyperplan d’appui de B passant par p est ’hyperplan tangent a
Senp:

T,(8)={z € E|(x—p|p) =0}

(i) Le demi-espace fermé correspondant est T, = {z € E'| (z — p | p) < 0}. L'intersection de
ces demi-espaces fermés égale B.
Exercice. Soit n = dim(E). Pour n = 2, dessiner un cercle et se convaincre des assertions

ci-dessus. Essayer de les démontrer pour n = 2 ou n arbitraire. Indication : pour (i) et la 2¢me
assertion de (ii), utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour arriver rapidement a la notion de polygone convexe régulier, adoptons la définition
suivante.

Définition 8.8 (Polygones convexes). — Soit n un entier > 3 et soient py, ..., p, des
points du plan euclidien, deux a deux distincts. On dit que ces points forment (dans cet
ordre) un n-gone convezxe si la condition suivante est vérifiée. (On pose p,11 = p1 et po = py.)

() Pour chaque @ = 1,...,n, tous les points p; avec j # 7,7 + 1 sont contenus dans
I'un des demi-plans ouverts définis par la droite (p;pi11), qu’on notera &2;", cf. la figure
suivante :
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Dans ce cas, l'intersection des demi-plans fermés ?ﬁ, pour ¢ = 1,...,n, est un convexe
compact C'®) (en gris sur la figure) et 'on dit que les p; (resp. les segments [p;, pi1]) sont
ses sommets (resp. arétes).

Terminologie. Pour n = 5,6,7,8 on dit pentagone, hexagone, heptagone et octogone. Pour
n = 3 (resp. n = 4) on dit triangle (resp. quadrilatére) plutot que trigone ou tétragone.

Remarque (Importante). — Dans la littérature, un polygone convexe est défini soit comme 1’enveloppe
convexe d’un nombre fini de points du plan, soit comme une intersection finie de demi-plans fermés qui
est compacte. Il faut un peu de travail pour démontrer que ces définitions sont équivalentes entre elles et
a celle donnée plus haut. Par exemple, la proposition suivante est « évidente » si ’on fait un dessin, mais
une démonstration rigoureuse nécessite un peu de travail.

Proposition 8.9. — Soient ay,...,an des points du plan euclidien, pas tous alignés. Alors leur enveloppe
conveze C' est un n-gone convexe, dont les sommets sont certains des a; :

ay

2
asg
ag as
Démonstration. — Si 'un des a;, disons ay, appartient a I’enveloppe convexe des autres, on le retire de
la liste. Puis, si I'un des points restants, disons an_1, appartient a I’enveloppe convexe des autres, on le
retire également. En continuant ce processus, on arrive & un sous-ensemble X de points aq, ..., a, tels que

C' = Conv(X) et aucun de ces a; n’est dans I'enveloppe convexe de X; = X — {a;}.

Considérons le point a;. Comme trois a; ne sont jamais alignés, les angles non orientés d;aiay sont
distincts de 0 et 7, donc il existe j, k tels que cet angle atteigne son maximum 6, avec 0 < #; < 7. Quitte
a renuméroter les a;, on peut supposer que j = n et k = 2. On a alors la figure suivante :

ott les zones (1) ne contiennent aucun a; en raison de la maximalité de 0; = a,a1as, et la zone (2) non
plus car sinon a; serait contenu dans le triangle a,a;as. D’autre part, C' contient le triangle a,ajas, en
gris sur la figure. Ceci montre de plus que (n,2) est 'unique couple a réaliser 'angle maximum 6; en a4,
car tous les autres a; sont dans le secteur angulaire défini par ai,a,,as donc tout autre choix donne un
angle 6 < 6.

Le méme raisonnement s’applique au point as : il existe un unique point as réalisant le maximum de
I’angle 0 en as, et ce point appartient au secteur angulaire précité. En procédant ainsi, on obtient une
suite de points a,, = ag, ay, ..., ax deux-a-deux distincts, ot chaque angle aj,@ﬂ est I’angle maximal
en aj;, et ol il n’y a aucun a; dans la réunion des demi-plans ouverts indiqués par des & :

(®)Exercice : fixant un point O intérieur & C, montrer que pour tout M € C on a OM < OM' < Op;, ot
M’ est intersection de la demi-droite [OM) avec le bord de C' et p; 'un des sommets de I’aréte contenant
M'. En déduire que C C B(O,r) ou r = max{Op; | i =1,...,n}.

)11 n’est pas évident a priori que X ne dépend pas de 'ordre dans lequel on retire les points; ceci sera
une conséquence du résultat final.
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Q

Qa4

Comme il n’y a que n points, cette construction ne peut pas fournir indéfiniment un nouveau point aj41
a chaque étape, donc il existe un entier m <n — 1 tel que a@,,+1 = an, i.e. on obtient la figure suivante :

1%
ay as
1%
1%
Qnp, as
1%
%]
m aa
1%
Mais alors la réunions des zones & est le complémentaire du polygone convexe a,,ai,...,an, et par
hypothese celui-ci ne contient aucun autre ai. Donc nécessairement m = n — 1, nos n points ag,...,a,
forment un n-gone convexe, et celui-ci est I’enveloppe convexe C des N points de départ.
On voit ainsi que ay, ..., a, sont uniquement déterminés (étant les sommets du n-gone convexe C) et
ne dépendent donc pas de I'ordre dans lequel on a retiré des points. o

Définition 8.10. — Sous les hypotheses de 8.8, on dit que py, ..., p, forment un n-gone
convexe régulier si de plus les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) Les arétes [p;, pi+1] sont toutes d'une méme longueur /.

— , , . 2
(ii) Les angles p;“1p;p;+1 sont tous égaux, et donc tous égaux a § = (n—2)w/n = 7— il
n

En effet, sachant que la somme des angles d’un triangle vaut 7, on montre facilement par récurrence que,
pour tout n > 3, la somme des angles d’un n-gone convexe vaut (n — 2)m.

Soit alors Dy (resp. Ds) la bissectrice intérieure de I'angle pop1ps (resp. p1paps) et soit O
leur point de concours. Posant « = 6/2 et » = Opy, on a la figure suivante :

Notant R la rotation de centre O qui envoie p; sur ps, on voit alors que R(ps) égale ps.
Et de méme R(p;) = p;+1 pour tout ¢ = 1,...,n. Ceci montre que les p; sont tous situés
sur le cercle de centre O et de rayon r, ou r est défini par rsin(mw/n) = €/2, et que les angle

pﬁpl\'ﬂ valent tous 27 /n.
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Définitions 8.11. — Revenant & un espace affine euclidien (&, E) quelconque, on note Is(E)
le groupe des isométries vectorielles de E et Is(&) celui des isométries affines de &. On rappelle
que :

(1) Tout élément de Is(F) est de déterminant égal & 1 ou —1; ceux de déterminant 1 forment
le sous-groupe Is™ (E) des isométries directes ; les autres sont dites indirectes et leur ensemble est
noté Is~ (F) (ce n’est pas un sous-groupe : le produit de deux éléments de Is™ (E) est dans IsT(E)).

(2) Les éléments de Is(&) dont la partie linéaire est dans Is* (E) forment un sous-groupe Is™ (&),
appelé le groupe des isométries directes (ou déplacements); les autres sont appelés isométries
indirectes ou anti-déplacements et leur ensemble est noté Is™(&).

(3) Soit X une partie non vide de &. On note Is(X) le sous-groupe de Is(&) formé des isométries
f de & qui vérifient f(X) = X, et 'on définit de méme Is™(X).

Revenons a notre n-gone convexe régulier P de sommets py, ..., p,. D’apres ce qui pré-
cede, la rotation R envoie chaque p; sur p;,; donc fixe I'isobarycentre G des p;. Or O est
I'unique point fixe de R, d’ott O = G. On en déduit que Is™(P) est un groupe cyclique
d’ordre n, formé des rotations de centre O et d’angle 2kxw/n, pour k = 1,...,n. En effet,
toute isométrie directe f du plan euclidien est une rotation; si elle vérifie f(P) = P alors
elle permute les sommets p; donc fixe leur centre de gravité O, donc c’est une rotation de
centre O; enfin comme py = p, est envoyé sur un certain pg, avec 1 < k < n, c’est la
rotation R pour un certain k € {1,...,n}.

Pour décrire Is(P), identifions &, muni de lorigine O, au « plan complexe » C = R?.
Quitte a effectuer une similitude directe de centre O, on peut supposer que p,, est le nombre
complexe 1; alors py = exp(2ikm/n) = cos(2kw/n) + isin(2kmw/n) pour k =0,...,n.

On voit alors que la conjugaison complexe 7 : z — Z, i.e. la symétrie orthogonale par
rapport a la droite (Ox), est un élément de Is™(P). Si o € Is™(P), alors 7o appartient a
Is*(P) donc est une rotation R* : 2 — exp(2ikm/n)z et comme 72 = id on a :

0(2) = (1 0 R)(2) = exp(2ikm/n)z = exp(—2ikn/n)z = (R o 7)(2).

Ceci montre que les éléments de Is(P) sont les rotations R et les symétries orthogonales

7o = TRF = R7%7, pour k =0,1,...,n — 1. De plus, on a la formule ‘TRkT_l = R_k.‘

Comme T, laisse fixe le point ¢y = exp(—ikm/n), c’est la symétrie orthogonale par rapport
a la droite Dy = (Oq). L’angle entre les droites Dy et Dy, est m/n, donc la composée
Tk+1Tk est la rotation R de centre O et d’angle 27 /n.

Remarque 8.12. — Remarquons que le point opposé —gqj, égale exp((n — k)im/n) et donc :

a) si n = 2m + 1 alors 'un des entiers k et n — k est pair et I’autre impair, donc les droites
Dy, sont toutes conjuguées sous Ist(P) : ce sont les droites joignant chaque p; au milieu du coté
Opposé.

b) si n = 2m alors les droites Dy sont de deux types : si k = 2r alors Dy joint les points
Opposés P, et Prim, tandis que si k = 2r + 1 alors Dy, joint le milieu du segment [p;, p,+1] avec le
milieu du segment opposé [Prim, Pr4+m-+1] :

n impair n pair

On peut résumer ce qui précede en la :
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Proposition 8.13. — Soit P un n-gone conveze régulier du plan euclidien et soit O son
centre de gravité (i.e. celui des sommets de P). Alors :

(i) Ist(P) est un groupe cyclique C,, d’ordre n, engendré par la rotation R de centre O
et d’angle 2w /n.

(ii) Is™(P) est formé des symétries orthogonales par rapport aux n droites Dy décrites
plus haut.

(iii) Is(P) a 2n éléments; il est engendré par R et l'une quelconque des symétries précé-
dentes, disons T, et ’'on a TRET™1 = R™*. Par conséquent, Is(P) est le produit semi-direct
du groupe cyclique C,, par le groupe & deuz éléments {1, T}.

(iv) Is(P) est appelé le groupe diédral de cardinal 2n. 9 Il est aussi engendré par
tout couple (s,t) de symétries « consécutives » (i.e. correspondant a deux droites Dy et Dyi1)
puisqu’alors le produit s ot égale R.

Quittant les polygones, on va démontrer le théoreme de Hahn-Banach ci-dessous. Re-
marquons d’abord que si C' est un carré ou disque fermé du plan, non réduit a un point, son
intérieur U est le carré ou disque ouvert, et C' est 'adhérence de U. Ceci est une propriété
générale des convexes :

Lemme 8.14 (de densité). — Soit C' un conveze de & tel que U = C' soit non vide.
(i) Sipe U et qe C, le segment [p, q[ est contenu dans U. )

(ii) Par conséquent, U est convexe et U = C (i.e. U est dense dans C).

Démonstration. — Soit r > 0 tel que la boule ouverte B = B(p,r) soit contenue dans C.
Soit m € [p, q[; alors W =1 cﬂ pour un certain ¢ € ]0, 1]. Comme C' est convexe et contient
q, il est stable par '’homothétie h de centre g et de rapport ¢ (car pour tout m’ € C,
h(m’) €]q, m]). Donc C contient h(B) = B(m,tr) et donc m € U. Ceci prouve (i).

Le premier point de (ii) en découle aussitot, et le second aussi car ¢ est adhérent au
segment [p, q|. O

Théoréme 8.15 (de Hahn-Banach dans le plan). — Soit C' un conveze ouvert non
vide du plan euclidien et soit O un point hors de C.

(i) Il existe au moins une droite 9 passant par O et ne rencontrant pas C.

(ii)_U est contenu dans 'un des demi-plans fermés définis par 9. En particulier, si
O e C—C, alors 9 est une droite d’appui de C' en O.

Démonstration. — (i) Soit % un repeére orthonormé centré en O. Alors les demi-droites Dy
issues de O sont paramétrées par leur point d’intersection (r cos@,rsin ) avec le cercle de
rayon r > 0 fixé, 6 variant dans [0, 27].

Comme C' contient un disque ouvert, il n’est pas contenu dans une de ces demi-droites,
donc il existe au moins deux demi-droites coupant C'. Comme C' est convexe et O ¢ C,
ces demi-droites ne sont pas opposées. Donc, quitte a effectuer une rotation de centre
O, on peut supposer que C coupe la demi-droite Dy au point p = (r,0) et coupe au
moins une demi-droite D, avec 0 < a < w. Soit S la borne supérieure de ’ensemble
I'={0€c[0,n[| DyNC # @}; alors § > a > 0.

Pour tout ¢ € [0, A, il existe donc 6 € |y, 8] tel que Dy coupe C' en un point ¢; comme
C' est convexe il contient [p,q] et 'on en déduit que D, N C # @, cf. la figure suivante :

(10) Certains auteurs le notent Da, et d’autres D,,, donc il vaut mieux préciser qu’il est « de cardinal » 2n.
(1) est méme vrai pour q € C, voir [Go, Prop. 5.1].
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Par maximalité de 8, C' ne rencontre pas D, si § < ¢ < 7. D’autre part, pour 0 < 60 < f3,
comme C' est convexe, ne contient pas O et rencontre Dy alors il ne rencontre pas Dy .
Notant Z la droite DgU Dg,, il en résulte que C' est contenu dans le demi-plan fermé 7"
délimité par Z et contenant p. Mais comme C' est ouvert, il ne rencontre pas &, car sinon
il rencontrerait aussi le demi-plan ouvert 2~. Par conséquent, ¥ est une droite passant
par O ne rencontrant pas C', d’ou (i).

(ii) Soit f(z,y) = 0 une équation affine de . Remarquons que si deux points p, g vérifient
f(p) <0< f(q) alors le segment [p, q] rencontre 2 (en effet, la fonction g : t — f(p + tp§) est
continue et vérifie g(0) < 0 < g(1)). Comme C' est convexe et ne rencontre pas &, on en déduit
que C est contenu I'un des demi-plans ouverts définis par &, disons 2. Par conséquent

C est contenu dans 7" En particulier, si O € C — C, on obtient que 2 est une droite
d’appui de C' en O. U

Remarque. — Le théoreme et le lemme précédents conduisent a la question suivante : quand un convexe
C du plan affine euclidien & est-il d’intérieur non vide? Si C' contient une boule ouverte, il contient au
moins trois points non alignés. Réciproquement, si C' contient trois point p, ¢, non alignés, il contient le
triangle T = (pqr) donc est d’intérieur non vide.

Pour généraliser ceci dans tout espace affine euclidien &, on a besoin des définitions suivantes. Les deux
premieres sont valables dans tout espace affine sur un corps k et auraient pu figurer dans le chapitre 1 :

Définition et proposition 8.16 (Sea engendré). — Soient k un corps, E un k-ev, &
un espace affine de direction E, X une partie non vide de E et F le sev de E engendré
par les vecteurs T1, pour z,y € X.

(i) Pour tout g € X, le sea F = xyg+ F est le plus petit sea de & contenant X ; en
particulier il ne dépend pas du choix de o € X. On dira que c’est le sea engendré par X
et on le notera Aff(X).

(ii) On peut aussi le décrire comme suit : c’est l’ensemble des combinaisons barycentriques de
points de X, i.e. un point p de & appartient a Aff(X) ssi il existe un entier n > 1, des points
T1,...,xy de X et des scalaires t; € k de somme 1 tels que p =t1x1 + -+ + tpx,.

Démonstration. — En effet, .# contient X et si .#’ est un sea contenant X alors sa direction
F’ contient tous les vecteurs :@, pour z,y € X, donc %’ contient .%. Ceci prouve (i)
Pour prouver (ii), notons provisoirement %’ I’ensemble introduit en (ii). Si p est comme en
(i), on a Zop = S t; oz, et donc p € .Z.
Réciproquement, notons que F' est engendré par les vecteurs Tot pour x € X, puisque @ =
x@ — Zo#. Donc un élément arbitraire de .Z s’écrit sous la forme :

n
p =+ Zfz‘l“oﬁﬂi
i=1

pour certains x; € X et t; € k. Posons tg = 1 — 2?21 t;; d’apres la définition du barycentre
(cf. 6.1), ceci signifie que p est le barycentre des points pondérés (z;,t;) pour ¢ = 0,...,n, donc
p € F#'. Ceci montre 'égalité .F% = F'. O
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Définition 8.17 (Points affinement indépendants ou liés)

Soit (&, E') un espace affine et soit p € N*. On dit que (p+1) points Ao, ..., A, € & sont
affinement indépendants si Aff(Ay, ..., A,) est de dimension p. Dans le cas contraire,
on dit que Ay, ..., A, € & sont affinement liés.

Terminologie. Si p = 2, trois points Ag, A1, As sont affinement liés < ils sont alignés. Donc Ay, A1, A
sont affinement indépendants < ils sont non alignés.

On dit que des points Ay, ..., A, € & sont coplanaires s’ils sont contenus dans un sea &’ de dimen-
sion 2 (un plan affine), i.e. si dim Aff(Ay,...,A,) < 2. Donc quatre points Ao,...,As sont affinement
indépendants < ils sont non coplanaires.

Revenons maintenant a notre espace affine euclidien (&, E).

Définition 8.18. — Soit X un convexe non vide de &. On pose dim(X) = dim(Aff(X))
et 'on dit que X est un convexe épais de & si dim(X) = dim(&), ce qui équivaut a dire
que Aff{X) = &. 02

Définition 8.19 (Simplexes). — Soit n = dim(&’) et soient py, . .., p, des points affine-
ment indépendants (r < n). Leur enveloppe convexe s’appelle un r-simpleze (ou « simplexe
de dimension r »). Par exemple, si r = 1, c’est le segment [pg, p1], si 7 = 2 c’est le triangle
(pop1p2), et si r = 3 cest le tétraedre de sommets py, p1, pa, P3-

Proposition 8.20. — Un convexe C de & est d’intérieur non vide ssi il est €pais.

Démonstration. — Posons n = dim(&). Il est clair que C est d’intérieur vide s'il est contenu
dans un hyperplan de &. Montrons la réciproque.

Si C' est épais, il contient un repere affine Z = (po,...,p,) de & donc le n-simplexe
correspondant S = {}""  t;p; | t; >0, > t; = 1}. Alors le « simplexe ouvert » :

U={>"tip €S|t >0} ={po+ 0 tiporh | t; >0, I t; <1}

est non vide, et c¢’est un ouvert de & car c’est l'intersection d’un nombre fini de demi-

espaces ouverts. En effet, les coordonnées x4, . .., z, dans le repere & sont des applications
affines & — R et U est l'intersection des demi-espaces ouverts définis par x; > 0, pour
1=1,...,netparz; +---+x, <1. ]

On peut maintenant énoncer et démontrer le théoreme de Hahn-Banach en général.

Théoréme 8.21 (de Hahn-Banach géométrique). — 3 Soient C' un convere de &
et U son intérieur.

(i) Supposons C' épais et soient O € & —U et £ un sea passant par O et ne rencontrant
pas U. Il existe au moins un hyperplan contenant £ et ne rencontrant pas U.

(ii) Supposons C' fermé. Par tout point p de OC passe au moins un hyperplan d’appui.

Démonstration. — (i) Posons n = dim(&). Le résultat est clair si n = 1 et déja prouvé si
n = 2; on peut donc supposer n > 3. On se ramene au cas de la dimension 2 comme suit.
Soit # un sea tel que £ C .F et ¥ NU = @ et maximal pour ces propriétés. Supposons
que Z ne soit pas un hyperplan. Notant F' sa direction, on a alors dim(F') < n — 2 donc
I'orthogonal G de F' est de dimension r > 2.

Soit 7 la projection orthogonale de & sur 4 = O + G. Alors w(U) est convexe car 7 est
affine (cf. 6.7), et w(U) est ouvert car 'image par m d'une boule ouverte de & de centre p

(12)En effet, si dim(X) = dim(&) alors la direction F' de Aff(X) est un sev de F tel que dim(F) = dim(FE),
d’ou F = E et donc Aff(X) = &.
(13)Hans Hahn (1879-1934) et Stefan Banach (1892-1945), mathématiciens autrichien et polonais.
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et rayon 7 est la boule ouverte de & de centre 7(p) et rayon .Y De plus, O & 7(U) car
sinon U rencontrerait O + F' = .%. Soient G’ un plan vectoriel de G et 4’ = O + G'. Alors
m(U) NG est un convexe ouvert de 4’ ne contenant pas O. D’apres 8.15, il existe donc
une droite vectorielle D de G’ telle que 2 = O + D ne rencontre pas m(U). Alors 71(2)
ne rencontre pas U, et comme 7~ () est le sea passant par O de direction F' @ D, ceci
contredit la maximalité de .#. Ceci prouve (i).

(ii) Si C n’est pas épais, il est contenu dans un hyperplan J# donc J# est un hyperplan
d’appui en tout point de C' (et le résultat n’est pas intéressant). On peut donc supposer C'
épais. Alors C' = U d’apres la proposition 8.20 et le lemme 8.14.

Soit p € 0C = C — U. D’apres (i) il existe un hyperplan % passant par O et ne
rencontrant pas U. Il en résulte que U est contenu dans 'un des demi-plans ouverts définis
par JZ, disons HOT. (L’argument est identique a celui en dimension 2, cf. 8.15.) Par conséquent,

C = U est contenu dans %Jr, donc S est un hyperplan d’appui de C' en p. O

Corollaire 8.22. — Tout convexe fermé C' est l'intersection des demi-espaces fermés le
contenant et définis par un hyperplan d’appui. (C’est-a-dire, notant </ (C) ensemble des

hyperplans d’appui de C' et, pour tout H € o/ (C'), notant 27 e demi-espace fermé contenant
-t
C,ona: ey = C.)

Démonstration. — Notons C” l'intersection précitée. Il est clair que C' C C" C Aff(C) (la
seconde égalité car Aff(C) est l'intersection des hyperplans contenant C). Il suffit donc de
montrer que si ¢ € Aff(C) — C alors ¢ ¢ C’. Remplagant & par Aff(C), on peut donc
supposer C' épais.

Soient alors ¢ € & — C et O € C. Alors [O, g] N C est un segment [O, p| pour un certain
p €]0,q] et 'on a p € C. D’apres le théoreme précédent, p appartient & un hyperplan
d’appui 4 donc il existe une forme linéaire f non nulle telle que

H={ze&|fEt)=0} e CcCH ={ze&|f(pt) >0}

Comme O € C on a f(]@) > 0, et comme p €O, ¢[ on a p§ = )\m avec A < 0, d’ou
F(p4) < 0. Ceci montre que ¢ & 2 O

9. Projection sur un convexe fermé

Dans cette courte section, on introduit la projection sur un convexe fermé. C’est une
notion importante et utile, qui permet de donner une démonstration plus géométrique du
corollaire précédent.

Lemme 9.1. — Soit A € &. L’application dy : & — Ry, P — d(A,P) = AP est
1-lipschitzienne, i.e. pour tout P,QQ € & on a :

(+) AP - AQ| < PQ.
Par conséquent, d est continue.

Démonstration. — D’apres 'inégalité triangulaire, on a AP < AQ+ QP d'ou AP — AQ <
QP et de méme AQ — AP < PQ, d’ou (x). La continuité en découle. O

(14 En prenant un repére orthonormé centré en O dont les r premiers vecteurs engendrent G, on se rameéne

a la projection (z1,...,x,) — (21,...,2.).
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__ (5

Théoréme 9.2 (Projection sur un convexe fermé). ) Soit X un conveze fermé

non vide de & et soit A e & — X.
(i) La fonction X — Ry, M — AM atteint son minimum en un unique point P de X,
appelé la projection de A sur X. Il appartient a 0X .

— =
(ii) On a (PA| PM) <0 pour tout M € X, donc Uhyperplan orthogonal AP passant
par P est hyperplan d’appui de C' en P.

—
(ili) Notons A = P + R PA la demi-droite ouverte d’origine P passant par A. Alors
tout point A" de A se projette sur P.

Démonstration. — Fixons ) € X et soit K l'intersection de X avec la boule fermée de
centre A et de rayon AQ. Alors K est un compact non vide de & donc son image par la
fonction continue d4 est un intervalle fermé borné [r, R] de R,. Il existe donc au moins un
point P € K tel que AP =r < AQ, d'ou AP < AP’ pour tout P’ € X.

Comme A ¢ X, alors P # A donc le segment ouvert | P, A[ est non vide ; pour tout point
A’ de ce segment on a A’A < PA et donc A’ ¢ X. Il en résulte que P n’est pas un point
intérieur a X, d'ou P € 0X.

Prouvons (ii) et I'unicité de P. Soit M € X arbitraire. Pour tout ¢ € [0,1], le point
M, = P+ tPM appartient & X et 'on a donc AM; > AP d’ou :

0< AM? — AP? = 2PM? + t (PM | AP)

—
et donc, pour tout ¢ € |0, 1], (PM | 1@) > —t@f. Comme la limite du membre de droite
lorsque t tend vers 0 est 0, on en déduit que (PM | /ﬁ) > 0, d’out

) vMeX, (PA|PM)<o.

Cette inégalité montre que l'hyperplan orthogonal a 1@ passant par P est hyperplan
d’appui de C' en P, et elle caractérise P.
En effet, si ) est un second point de X vérifiant (), on a :

— —
0> (PA|PG) o  0>(QA|QP) = (40| PQ)
et donc PQ?* = (P_/>l | f@) + (1@ | 1@) < 0 d’ou Q = P. En particulier, ceci entraine

I'unicité de P.
Prouvons (iii). Soit B € A, alors PB = t PA pour un certain ¢ € R% et donc ()

—
entraine (ﬁ | PM) < 0 pour tout M € X. D’apres ce qui précede, ceci montre que P est
la projection de B sur X. O

On obtient alors une autre démonstration du corollaire 8.22 :

Autre démonstration de 8.22. — Notons C' I'intersection considérée. Il est clair que C' C
C'. Réciproquement, soit A € & — C. D’apres le théoreme 9.2, si 'on note P le projeté de
A sur C' et S I'hyperplan orthogonal a 1@ passant par P, alors C est contenu dans le
demi-espace fermé

#={Meé&|(PM|PA) <o),

donc 7 est un hyperplan d’appui. Comme A ¢ %Jr, on a donc A & C'. Ceci montre que
C' c C, d’on I'égalité C = C". O

(15)Ce théoreme est vrai, plus généralement, si F est un espace de Hilbert réel, cf. par exemple [Sch,
§XXIIL.3].
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La fin de cette section fournit une autre démonstration, tirée de [Go, §5.3], du théoréme de Hahn-Banach
8.21. Elle ne sera pas utilisée sauf dans la preuve de 10.15, donc on peut 'omettre en lére lecture.

Proposition 9.3. — Soit X un convezxe fermé non vide de &. La projection w : & — X — 0X
est 1-lipschitzienne et surjective.

Démonstration. — Soient A, B € & — X et P,(Q leurs projections sur X. Comme 1@ = ﬁ +
]@ + Q?, on a :

AB? — PQ? = AP® + QB? + 2AP - QB + 24D - PQ + 208 - PO
= ||[AP + QB| - 2PA-PQ — 2QB - QP

—
et 'on a PA-]@ < 0Ocar P=m(A) et Q € X, et de méme Cﬁ . @ < 0. Il en résulte que
AB? — PQ?* > 0 d'out PQ < AB. Ceci montre que 7 est 1-lipschitzienne (donc continue).

Notons I' = m(& — X). Pour montrer que I' = 9X, on procede en trois étapes.

a) Montrons que I' est dense dans 0X. Soit P € 90X et ¢ > 0. Comme P ¢ X, il existe
A € B(P,e) — X ; notons @ = w(A). Alors QA < PA et donc, d’apres I'inégalité triangulaire, on
a:

QP <QA+ AP <2PA < 2e.
Ceci montre que I' est dense dans X, i.e. tout P € 90X est limite d’une suite de points de I'.

b) Montrons que 7 est surjective si X est compact. Choisissons une origine O € X. Comme X
est compact, il existe R > 0 tel que X soit contenu dans la boule ouverte B(O, R). Remarquons
qu’alors la sphere S = S(O, R) ne rencontre pas X, i.e. est contenue dans & — X, d’ou 7(S5) C I'.
Montrons que cette inclusion est une égalité.

—
Soient A € & — X et P sa projection sur X. Pour ¢t € R, posons Ay = P+ tPA et
£(t) = OA2 = OP? 1 210D - AP + t2AP?.
Alors f est continue, f(0) = OP? < R? et limy_, o f(t) = +00 donc la demi-droite d’origine P
passant par A coupe la sphere S = S(O, R) en (au moins) un point B,(1) et d’aprés le point (iii)

de 9.2, on a 7(B) = 7(A). Ceci montre que I' = 7w(S5). Comme S est compacte et 7 continue,
alors T' est compact, donc fermé. Combiné avec a), ceci montre que I' = 9X si X est compact.

c¢) Lorsque X n’est pas compact, fixons P € 90X et notons K lintersection de X avec la boule
fermée de centre P et de rayon 1. Alors K est un convexe compact et P € 0K (car P € K et P
n’est pas un point intérieur de X'). D’apreés ce qui précede, il existe un point A € & — K dont la
projection 7 (A) sur K égale P, et d’apres le point (iii) de 9.2, on a P = 7 (B) pour tout point
B du segment ouvert | P, A[. Alors, pour tout M € K, on a
(1) BM > BP.

D’autre part, pour tout M € X — K,onal < PM < PB+ BM, dou BM > 1— PB. Or,
en le prenant assez proche de P, on peut choisir B de sorte que PB < 1/2. Alors, pour tout
MeX—-K,ona

1
(2) BM>1—PB>§>BP.

En combinant (1) et (2), on voit que BP < BM pour tout M € X, donc P est la projection de
B sur X. Ceci acheve la preuve de la proposition. ]

Corollaire 9.4 (Th. de Hahn-Banach). — Soit C un convexe fermé de &. Par tout point de

0C' passe au moins un hyperplan d’appus.

- N —
(16) B est unique car on a PA - PO < 0 donc f/(t)/2 = tAP? + OP - PA est > 0 pour t > 0, donc f est
strictement croissante sur R.
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10. Points extrémaux, structure faciale des polytopes de dimension 3

Définitions 10.1. — Soit C une partie convexe de & et p un point de C.

(i) On dit que p est un point extrémal de C s’il n’est pas intérieur a un segment de
points de C, i.e. si les conditions a,b € C et p € [a,b] entrainent que p = a ou p = b.
On notera Extr(C') 'ensemble des points extrémaux de C'. (Il peut étre vide, cf. 'exemple (c)
ci-dessous. )

(ii) On dit que p est un sommet de C' si I'intersection des hyperplans d’appui passant

par p est égale a {p}.
(iii) Tout sommet est un point extrémal. (La réciproque est fausse, cf. I'exemple (b) ci-dessous. )

Démonstration de (iii). — Supposons que p soit intérieur & un segment [a,b], avec a,b € C et que
soit un hyperplan d’appui en p, donné par une équation f(z) = A\. Comme C' est contenu dans I'un des
demi-espaces définis par . on peut supposer, quitte & changer f en —f, que f(a) et f(b) sont tous deux
< A. Par hypothése, on a p=ta+ (1 — t)b, avec 0 < t < 1, et comme p € S on a :

A=f(p)=tfla)+ (1 —t)f(b) <tA+ (1 —-t)A = A

On en déduit que f(a) = A = f(b), et donc F contient le segment [a, b]. Il en résulte que I'intersection des
hyperplans d’appui en p contient le segment [a, b], donc p n’est pas un sommet de C. Ceci prouve (iii). O

Exemples 10.2. — (a) Pour le rectangle C = {(z,y) € R? | —a <z <a, —b <y <b}, les
points extrémaux sont les quatre points (+a,+b). Ce sont aussi des sommets car par chacun de
ces points p il passe plus d’une droite d’appui, de sorte que 'intersection des droites d’appui en
p égale {p}. D’autre part, on voit que C est I’enveloppe convexe de ces quatre points.

(b) Soit D un disque fermé de R? de rayon » > 0; sa fronticre est un cercle € de rayon r. Tous
les points de % sont des points extrémaux de D. Aucun n’est un sommet, car par chacun de ces
points p il ne passe qu’une seule droite d’appui, qui est la droite tangente 7,%". On voit aussi que
D est 'enveloppe convexe de ses points extrémaux.

(c) Par contre, si C' n’est pas compact il peut ne pas avoir de points extrémaux, par exemple
si C est un sea de dimension > 1 ou si dim(&) > 2 et C' est un demi-espace fermé.

Théoréme 10.3 (de Minkowski-Krein-Milman). — 7 Soit C' un conveze compact
non vide de &. Alors :

(i) C est l’enveloppe convexe de OC.

(ii) Pour tout hyperplan d’appui € de C, tout point extrémal de C' N € est aussi un
point extrémal de C'.

(iii) C est l’enveloppe convexe de ses points extrémaut.

Démonstration. — (i) Comme C' est fermé et convexe, il contient Conv(JC'). Pour montrer
Iinclusion réciproque, considérons un point p intérieur a C' et soit & une droite quelconque
passant par p. Comme C' est un convexe compact, Z N C' est un segment [a, b] de Z, avec
a,b dans OC'. Puisque p € [a,b], on a donc p € Conv(9C). Ceci prouve (i).

(ii) Posons C" = C'N ¢ et montrons que Extr(C’) C Extr(C). Supposons que g € C’ ne
soit pas un point extrémal de C, i.e. soit intérieur a un segment [a, b], avec a,b € C. Alors,
comme dans la preuve de 10.1 (iii), on voit que [a, b] est contenu dans .77, et donc ¢ n’est
pas un point extrémal de C”. Ceci prouve que Extr(C") C Extr(C).

(iii) On procede par récurrence sur d = dim(&). Si d = 1, alors C' est un intervalle [a, D]
et c’est 'enveloppe convexe de ses points extrémaux a et b. Supposons donc d > 2 et le

(7 Ce théoreme est dit & Hermann Minkowski (mathématicien allemand, 1864 -1909) dans le cas d'un
espace affine de dimension finie, mais il est souvent appelé « théoréeme de Krein-Milman » en raison d’une
généralisation en dimension infinie obtenue en 1940 par les mathématiciens soviétiques Mark Krein (1907-
1989) et David Milman (1912-1982).
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résultat démontré en dimension < d. Comme C' est convexe il contient ¢ = Conv(Extr(C))
et nous allons montrer I'inclusion réciproque.

Soit p € 9C. D’apres le théoreme de Hahn-Banach 8.21, il existe un hyperplan d’appui
A passant par p. Posons C' = C N 7 ; par hypothese de récurrence, C’ est 'enveloppe
convexe de Extr(C’). D’apres (ii) on a donc €' C €. Comme p € C’, ceci montre que
0C C €, et d’apres (i) on conclut que C' C ¥. O

Définition 10.4. — Un polytope (convexe) est I'enveloppe convexe d’un ensemble fini
de points.

Exemples. — (a) Dans le plan, tout n-gone convexe (cf. 8.8) est 'enveloppe convexe de
ses n sominets.

(b) Dans 'espace de dimension 3, un tétraedre (resp. un cube) est I’enveloppe convexe
de ses 4 (resp. 8) sommets.

Remarque. — Considérons plus en détail le cas d’un cube. Pour fixer les idées, disons
que C est le cube de R? dont les sommets sont les huit points (41,41, £1) :

ie. C={(z,y,2) € R®| =1 < x,y,2 < 1}. Son intérieur est le cube ouvert

C={(r,y,2) eR’ | -1 <w,y,z <1}

et sa frontiere est formée des six faces pour lesquelles une des égalités v = +£1, y = £1,
z = +1 a lieu. De plus, chaque face a elle méme une « frontiere », formée de quatre arétes,
et « I'intérieur » de la face est le complémentaire des arétes. Par exemple, la face de droite
F est définie par 1’égalité x = 1, ses quatre arétes sont définies par I'une des égalités y = +1
ou z = £1, et « 'intérieur » de F' est

{(]_,y,Z) c€r | —1 <Y,z < 1}

De méme, chaque aréte a deux extrémités (qui sont des sommets du cube) et « l'intérieur »
de l'aréte est le complémentaire des extrémités.

Ici, on a mis des guillemets a « frontiere » et « intérieur » car, considérée comme partie de
R3, chaque face est d’intérieur vide (donc égale & sa frontiere). Mais quand on considere F
comme sous-ensemble du plan affine &2 qu’elle engendre (ici, le plan z = 1), son intérieur
est bien comme décrit plus haut et sa frontiere est formée des quatres arétes définies par
y = 1 ou z = +1. De méme, chaque aréte de F' est d’intérieur vide (donc égale a sa
frontiere) dans &, mais quand on la considére comme sous-ensemble de la droite affine
qu’elle engendre, son intérieur est bien le complémentaire des extrémités.
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La suite de cette section a pour but de montrer que tout polytope X épais de R? possede une décom-
position analogue a celle du cube, i.e. X est d’intérieur non vide et sa frontiere est réunion disjointe d’un
nombre fini de faces ouvertes (i.e. privées de leurs arétes), d’arétes ouvertes (i.e. privées de leurs extrémités)
et de sommets.

Définition 10.5. — Soit C' un convexe non vide de & ; c’est un convexe épais de .F# =
Aff(C). Donc, l'intérieur U de C' dans % est non vide (cf. 8.20) et 'on a U = C (cf. 8.14).
On dit que U est « lintérieur relatif » de C.

Cette notion est tres naturelle : c’est précisément celle qu’on a utilisé pour parler de « I'intérieur » d’une
face ou d’une aréte. Pour cette raison, on omettra souvent dans la suite le mot « relatif » et il sera clair
d’apres le contexte que lorsqu’on parlera de l'intérieur d’une face (ou aréte, etc), il s’agira de l'intérieur
relatif.

Dans ce qui suit, on suppose que & est de dimension 3 et que P est un polytope épais
de &. On pose Extr(P) = {p1,...,pe}-

Définition 10.6 (Faces, arétes et sommets). — Si . est un plan d’appui de P alors
¢ N P est un convexe non vide de 7, qui est de dimension 0, 1 ou 2.

(i) Dans le dernier cas, on dit que F' = . N P est une face de P et que S est le plan
facial associé. (Noter que 5 = Aff(F).)

(ii) Sidim(#ZNP) =1, alors A = 7 N P est un segment non réduit a un point, appelé
une aréte de P.

(iii) Si.22NP = {s}, on dit que s est un sommet de P. (Ceci est en accord avec la Déf. 10.1.)

Fixons une face F' et montrons que F' est un polygone. Quitte a renuméroter les p; on
peut supposer que Extr(P)N F = {p1,...,pr} pour un certain k < ¢.

Lemme 10.7. — F est un k-gone convexre de sommets py, ..., Pk.

Démonstration. — Soit f(x) = 0 une équation de 7. Quitte a changer f en —f on peut
supposer que f(z) > 0 pour tout = € P.

Soit p € F'; on peut l'écrire p = >
égale a 1. Alors, on a

sertipi, avec I C {1,... £} et les t; > 0 et de somme

0=f(p) =) t:f(p)

iel
et comme f(p;) > 0et t; > 0, ceci entraine f(p;) = 0,d’oup; € F.Onadonc I C {1,...,k}
et ceci montre que F' C Conv(py,...,pg). L'inclusion réciproque est claire puisque F' est
convexe.
De plus, comme py, ..., pr sont des points extrémaux de P ce sont a fortiori des points
extrémaux de F', donc F' est un k-gone convexe dont ils sont les sommets. O
Remarque 10.7.1. — La méme démonstration montre que si A est une aréte (resp. s un

sommet) de P alors ses extrémités sont des points extrémaux de P (resp. s en est un).
On va maintenant montrer que 0P est la réunion des faces de P.

Proposition 10.8. — Soit A une aréte de P.
(i) 1l existe exactement deux plans faciaur &Py et Py contenant A.

(ii) Notant Fy, Fy les faces correspondantes, on a F1 N Fy = A et A est une aréte de Fy
et de F5.
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Proposition 10.9. — Tout sommet s de P appartient a au moins une aréte (et en fait
a au moins trois).

Démonstration. — Le début est commun aux deux propositions : soit .7 un hyperplan
d’appui tel que S N P égale A (resp. {s}). D’apres la remarque précédente, on peut
supposer (quitte a renuméroter les p;) que A = [py, ps] (resp. que s = py).

Choisissons une base orthonormée (eq,e3) de la direction de J# de sorte que ez soit
un vecteur directeur de la droite (pip2) si # N P = [p1,po], et complétons-la en une
base orthonormée (e, eq,e3) de E. Soient (x,y,z) les coordonnées centrées en O = p;
correspondantes. Alors 77 a pour équation z = 0 et comme c’est un hyperplan d’appui de
P, on peut supposer (quitte a changer e; en —e;) que P est contenu dans le demi-espace
fermé donné par x > 0.

Prouvons maintenant la proposition 10.8. Les plans &2 contenant A sont déterminés par
leur intersection avec le plan (Oxy); il s’agit donc des plans & d’équation y = Az, pour
A € R, et du plan 57 = &, d’équation x = 0. Celui-ci n’est pas un plan facial puisque
P N7 est réduit a A.

Un plan &, est un plan d’appui ssi la forme linéaire hy(x,y) = Az — y est de signe
constant (> 0 ou < 0) sur X = {p; | i > 2}; dans ce cas, comme &, N P est 'enveloppe
convexe des p; qu’il contient, ¢’est un plan facial ssi hy s’annule sur au moins un p; € X.
Or, comme z(p;) > 0 pour tout ¢ > 2, on a les équivalences :

hAZOSUTX@)\ZM+:maXy(pi) et h,\SOsurX<:>)\§/f:miny(pi).
2<i<t 2(p;) 2<i<t x(p;)
Notons que p™ > p~, car si on avait 4= = p~ = p alors la forme linéaire h,, = py — x serait

nulle sur tout les p; donc sur &, ce qui est absurde.
On voit ainsi que &2, est un plan facial ssi A = p~ ou u* : en effet; si A & [u~, u*] alors
PyNP=Aetsiu~ <A< pt alors hy n'est pas de signe constant sur X.

Pour comprendre cette démonstration, il est utile de la visualiser en dimension 2, en utilisant
la projection orthogonale 7w de & sur le plan II = (Ozy). Alors 7(A) = {O} et 7(P) est un
polygone convexe dont les sommets sont certains des m(p;). Pour tout A € R, w(Z2)) est la droite
D, d’équation y = Az, i.e. la droite passant par O de pente A. On cherche parmi ces droites celles
qui contiennent un coté de w(P) :

Do

Lorsque A varie de —oo a 400, ces droites décrivent toutes les droites passant par O sauf la droite
Do, d’équation z = 0, mais celle-ci n’est pas une des droites cherchées car Do, N7(P) est réduit a
{O}. Notant = et u™ la plus petite (resp. plus grande) des pentes des droites Om(p;) pour i > 2,
on voit alors que 7(P) est contenu dans le cone fermé de II de sommet O délimité par ces deux
demi-droites, et que celles-ci contiennent les deux cotés de m(P) passant par O.

On obtient ainsi les deux plans faciaux &7, et &,. Leur intersection est la droite A = (Oz)
et, posant F; = PN %;, on a Fi1NF, = PN A = A. Enfin, p;, ps sont des sommets du
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polygone Fj et A = [py, po] est U'intersection de F} avec la droite A, donc A est une aréte
de Fi et, de méme, de F5,. Ceci prouve la proposition 10.8.

Prouvons la proposition 10.9. Conservant les notations précédentes, le plan &Z_ d’équa-
tion y = p~x est un plan d’appui de P qui contient O et au moins un second point, donc
Z_ N P contient au moins une aréte A d’extrémité O. D’apres la proposition 10.8, déja
prouvée, A est l'intersection de deux faces F; et F» donc O, en tant que sommet de F}
(resp. F) est I'extrémité d'une autre aréte B de Fy (resp. C de Fy). De plus, on a C # B
car F} et Fy n’ont en commun que 'aréte A. Ceci prouve que s = O appartient & au moins
trois arétes (et a au moins trois faces, car B appartient & une face Fy distincte de F} et
Fg). ]

Il reste a montrer que toute « aréte A d’une face F' » est aussi une aréte de P (i.e. qu'il
existe un plan d’appui S tel que 7 N P = A) et que toute extrémité s d'une aréte A de
P est un sommet de P (i.e. qu’il existe un plan d’appui S tel que 2 N P = {s}).

Proposition 10.10. — Soit X une face (resp. aréte) de P et Y une aréte (resp. extrémité)
de X. Alors il existe un plan d’appui & de P tel que Y = PN Z. Par conséquent, Y est
une aréte (resp. un sommet) de P.

Démonstration. — Posons I = {i € {1,..., 4} | p; € X}. D’apres le lemme 10.7 et la
remarque 10.7.1, X est ’enveloppe convexe des p; pour i € I.

Choisissons comme origine de & un point O de Y et identifions ainsi & a E. Notons V
la direction de Aff(X). Par hypothese, il existe f € E* et ¢ € V* telles que :

a) f(p) > 0 pour tout p € P et X = PN Ker(f).

b) ¢(x) > 0 pour tout x € X et Y = X N Ker(¢).

On prolonge ¢ en une forme linéaire g sur £. Comme f(p;) > 0 pour tout ¢ ¢ I, on peut
choisir un réel A > 0 tel que Af(p;) + g(p;) > 0 pour tout 7 ¢ 1.

Alors la forme linéaire h = A\f + g est nulle sur Y et prend des valeurs > 0 sur X — Y
et sur les p; pour ¢ € I, donc h est > 0 sur P et nulle sur Y.

De plus, posant J = {i € {1,...,¢} | p; € Y} on obtient, comme dans la preuve du lemme
10.7 que PNKer(h) est 'enveloppe convexe des p;, pour j € J, et donc PNKer(h) =Y. O

Corollaire 10.11. — On obtient donc :

(i) OP est la réunion des faces et c’est la réunion disjointe des intérieurs des faces, des
intérieurs des arétes, et des sommets.

(ii) Tout point extrémal de P est un sommet.

Démonstration. — (i) résulte des trois propositions précédentes. Prouvons (ii). Soit p un point
extrémal de P. Il n’est pas intérieur & P, ni & une face ni a une aréte ; c’est donc un sommet. [

Définition 10.12. — On appelle drapeau de P tout triplet (s, A, F') ou F' est une face
de P, A une aréte de F' et s un sommet de A.

Il résulte des trois propositions précédentes que chaque face, aréte, ou sommet appartient
a au moins un drapeau.

Proposition 10.13. — Soient F,G deux faces de P distinctes et non disjointes. Alors
F NG est soit une aréte de P soit un sommet.

Démonstration. — Choisissons comme origine de & un point O € F'N G et identifions &
a F. 1l existe f,g € E* et telles que :

a) f(p) > 0 pour tout p € P et F' = PN Ker(f).
b) g(p) > 0 pour tout p € P et G = P N Ker(g).
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Alors f+gest > 0sur Pet PNKer(f+g) = FNG. Il en résulte que FNG est une face,
une aréte ou un sommet de P; et le premier cas est exclu car sinon F' N G engendrerait le
méme plan facial & que F et G et 'on aurait F = PN & =(G. O

Remarque 10.13.1. — La méme démonstration montre que si A est une aréte et X une
face ou aréte ne contenant pas A, alors AN X est soit vide soit un sommet de A.

Terminologie 10.14. — On dira que deux sommets p,q (resp. deux faces F,G) sont
adjacents (resp. adjacentes) si [p,q| (resp. F'N G) est une aréte.

Proposition 10.15. — (i) Pour tous sommets p # q, il existe une chaine de sommets
D =Po,---,Pk = q telle que p; et p;11 soient adjacents pour i =0,...,k— 1.

(ii) Pour toutes faces F' # G, il existe une chaine de faces F' = Fy, ..., F, = G telle que
F; et F; 1 soient adjacentes pour 1 =0,...,k— 1.

Démonstration. — Fixons un sommet py et disons qu'un sommet ¢ est joignable a py s'il
existe une chaine comme ci-dessus. Remarquons que si ¢ appartient a une face I’ et est
joignable a pg alors tous les sommets de F' le sont aussi. On peut donc parler de la « réunion
des faces dont les sommets sont joignables a py » ; on obtient ainsi une réunion finie de faces
Zy = Z(po), qui est une partie fermée de 9X. Supposons que Zy # 0.X.

Alors il existe un sommet p; non joignable & pg; notons Z; = Z(p;) la réunion des faces
dont les sommets sont joignables a p;. D’apres la proposition précédente, chaque face de
7 est disjointe de chaque face de Zy, donc Z; et Z; sont disjointes. Si 0X # ZyU Z, on
peut répéter cette procédure et I'on obtient ainsi une partition de X en parties fermées
non vides Z1,...,Z,, avec r > 2.

Mais ceci est impossible car 0X est connexe, car d’apres la proposition 9.3 c’est I'image
par une application continue de la sphere S?, qui est connexe. '® Cette contradiction
montre que Zy = 0X, ce qui prouve (i).

Prouvons d’abord (ii) dans le cas particulier ou F' et G ont en commun un sommet s.
Soit ## un plan d’appui, donné par une équation f(x) = 0, tel que . N P = {s} et
f(z) > 0 pour tout z € P —{s}. Alors « on voit »1*) que pour ¢ > 0 assez petit, le plan JZ
d’équation f(x) = e coupe P selon un polygone convexe dont les arétes (resp. sommets)
sont les intersections de .77 avec les faces (resp. arétes) de P contenant s. On peut donc
numéroter ces faces de fagon cyclique F' = Fy, Fi, ..., F,. = F, de sorte que F; et F;,; soient
adjacentes.

Traitons maintenant le cas général. Fixons une face Fjy et notons Z; la réunion des faces
qui sont joignables a Fy par une suite de faces adjacentes. Supposons Zy # 0X, il existe
alors une face F; non joignable a Fj; notons Z; la réunion des faces joignables a F.

Si I} et F]| sont des faces de Z, et Z; respectivement, elles ne sont pas joignables
donc, d’apres la proposition 10.13 et le cas particulier traité ci-dessus, on en déduit que
FiN F{ = @. Il en résulte que Zj et Z; sont disjointes. Comme en (i), on obtient donc une
partition de X en parties fermées non vides Z1,..., Z,, avec r > 2, ce qui est impossible
puisque 0X est connexe. Cette contradiction montre que Zy = 0X, ce qui prouve (ii). O

(18)En effet, on peut relier chaque point de S? au « pole Nord » par un arc de méridien. Ou bien on peut
dire que S? est la réunion de deux demi-hémispheres, chacun homéomorphe & un disque du plan. Par
ailleurs, on peut montrer, plus précisément, que X est homéomorphe & S?, cf. par exemple [Go, Prop.
5.5].

(19) Ceci nécessiterait une démonstration, qui sera peut-étre donnée dans une version ultérieure de la section

12.
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11. Polytopes réguliers de dimension 3

Commencons par une définition valable dans tout espace affine euclidien &.

Définition et proposition 11.1. — Soient A # B deux points de &. L’ensemble des

points M tels que AM = BM est I’hyperplan orthogonal a AB passant par le milieu I du
segment [A, B]. Il est appelé hyperplan médiateur de A et B.

Démonstration. — Comme m + m = 21\7} on a:
MB? — MA? = (MB + MA | MB — MA) = 2(M1 | AB)

—
donc I'égalité M B = M A équivaut a ce que I M soit orthogonal & 1@ . O

11.1. Retour sur les polygones réguliers. — Afin de justifier la définition que I’'on va
donner plus bas des polytopes réguliers de R3, revenons sur le cas des polygones convexes
réguliers d’un plan euclidien (&, F). Soit P un tel polygone et soit O l'isobarycentre des
sommets; il est laissé fixe par tout élément de Is(P).

Terminologie. — On appelle drapeau de P tout couple (s, A) ou A est une aréte de P
et s un sommet de A.

Remarque 11.2. — (1) Le groupe Is(P) agit transitivement sur I'ensemble des dra-
peaux de P.

En effet, fixons deux arétes A et A’ et notons s et ¢ les deux sommets de A. Il existe un
unique élément f de Is*(P) tel que f(A) = A’; posons s’ = f(s) et t' = f(t). Soit D la
droite passant par O et le milieu de A, alors la symétrie orthogonale 7p par rapport a D
échange s et t', donc f (resp. 7p o f) envoie (s, A) sur (s', A") (resp. (¢, A’)). Ceci prouve
que l'action est transitive.

(2) D’autre part, cette action est libre. En effet, si f € Is(P) fixe un drapeau (s, A) alors
f fixe aussi le second sommet ¢t de A, et comme tout élément de Is(P) fixe O on obtient
que f fixe les points O, s, t, qui forment un repere du plan, d’ou f = id.

Réciproquement, on peut prendre la propriété (1) de la remarque précédente comme
définition d’un polygone convexe régulier, i.e. :

Définition 11.3. — Soit C' un n-gone convexe du plan euclidien, de sommets (consécu-
tifs) p1,...,pn. On dit que C est régulier si le groupe Is(P) agit transitivement sur les
drapeaux de P. Dans ce cas, 'action est également libre.

En effet, on a vu qu’avec la définition antérieure I’action est libre et transitive. Réciproquement,
si 'action est transitive sur les arétes (resp. les sommets) alors toutes les longueurs (resp. tous les
angles) sont égaux, donc C' est régulier au sens de la définition antérieure.

11.2. Polytopes réguliers de R3. — Dans ce paragraphe, (&, E) désigne un espace
affine euclidien de dimension 3. Rappelons la classification des isométries de & ayant un
point fixe (cf. [Po, Chap. 6] ou [Co, §7.5]).

(1) Tout élément f de Is*(&) ayant un point fixe p est une rotation et si f # idg
I’ensemble des points fixes est une droite & passant par p, appelée 'axe de rotation.

Supposons maintenant que g soit un élément de Is™ (&) ayant un point fixe p. Distinguons
plusieurs cas :

(2) Si la partie linéaire 7 de g est —idg, alors g est la symétrie centrale de centre p,

i.e. pour tout point m de & on a pg(m) = —m. Dans ce cas, p est 'unique point fixe.
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Sinon Ker(? + idg) est une droite vectorielle D, appelée la droite des anti-invariants
(¢’est I'ensemble des u € E tels que ¢ (u) = —u). Posons 2 = p+ D et 2 = p+ D+. On
a alors les deux cas suivants :

(3) g est la symétrie orthogonale T4 par rapport a &, auquel cas I'ensemble des points
fixes est le plan Z.

(4) g est la composée de T4 et d’une rotation d’axe Z et d’angle # # 0. Dans ce cas,
p est I'unique point fixe et 'on dit que g est une rotation gauche d’axe & (on pourrait dire

aussi « anti-axe »).

En particulier, tout h € Is(&) ayant au moins deux points fixes est soit une rotation,
soit une symétrie orthogonale.

Définition 11.4. — Soit C un polytope épais de &. On dit que C est régulier si Is(C)
agit transitivement sur ’ensemble des drapeaux de C' (cf. 10.12).

Fixons un tel polytope régulier C' et tirons des conséquences de la définition.

Notations 11.4.1. — (1) Notons s (resp. a, f) le nombre de sommets (resp. arétes, faces)
de C.

(2) Soit O le centre de gravité des sommets. Tout élément h de Is(C') permute les som-
mets, donc fixe le point O.

(3) Comme l'action de Is(C') sur les faces (resp. les sommets, resp. les arétes) est transi-
tive, alors toutes les faces ont le méme nombre m > 3 d’arétes, par chaque sommet passe
le méme nombre k£ > 3 d’arétes, et toutes les arétes ont la méme longueur. De plus, tous
les sommets sont a égale distance de O.

(4) Pour toute face F' et toute aréte A, notons gr le centre de gravité des sommets de F
et g4 le milieu de A.

Lemme 11.5. — (i) Is(C) agit librement sur les drapeauz et est de cardinal 2mf = 2sk.

(ii) Pour toute face F (resp. aréte A, resp. sommet p), Is™(C) contient au moins une
symétrie orthogonale qui fize F' (resp. A, resp. p).

(iii) G = IsT(C) est de cardinal mf = sk et agit transitivement sur les faces (resp. les
arétes, resp. les sommets).

Démonstration. — Soit (p, A, F) un drapeau et soit g € Is(C) fixant ce drapeau. Alors
g fixe les points O, p, qa, qr et comme ceux-ci forment un repere affine de & (car p,qa,qr
ne sont pas alignés et O n’est pas dans le plan engendré par F), il en résulte que g est I'identité.
Ceci prouve que I'action de Is(C') sur les drapeaux est libre. Comme elle est transitive, le
cardinal de Is(C) est le nombre N de drapeaux. Comme chaque face a m arétes et chaque
aréte deux sommets, on a N = 2mf. D’autre part, comme chaque sommet appartient a k
arétes et chaque aréte a deux faces, on a aussi N = 2sk. Ceci prouve (i).

(ii) Notons t le second sommet de A et B la seconde aréte de F' passant par p. Par
hypothese, il existe un élément h (resp. h') de Is(C) qui envoie le drapeau (p, A, F) sur
le drapeau (¢, A, F) (resp. (p, B, F')). Alors h fixe les points O, qr, g4 donc laisse fixe tout
point du plan affine & qu’ils engendrent. Comme h # id (puisque h(p) = t), il en résulte que
h est la symétrie orthogonale par rapport & &2 (qui est donc le plan médiateur de p et t).
Elle vérifie h(F') = F et h(A) = A. De méme, I’ fixe les points O, p, g donc laisse fixe tout
point du plan affine &’ qu’ils engendrent. Comme A’ # id (puisque #'(A) = B), il en résulte
que K’ est la symétrie orthogonale par rapport a &2’ elle vérifie h'(F) = F et h'(p) = p.
Ceci prouve (ii).
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Prouvons (iii). D’apres (ii), Is(C') contient au moins une symétrie orthogonale h. Alors,
I'application G — Is™(C'), g — h o g est bijective (son inverse étant 7 +— h o 7) et comme
Is(C) est réunion disjointe de G et de Is™(C) on obtient que |Is(C)| = 2|G| d’ou |G| =
mf = sk.

D’autre part, soient F, F” (resp. A, A, resp. p, p’) deux faces (resp. arétes, resp. sommets)
quelconques de C'. Par hypothese, il existe g € Is(C') envoyant F' sur F” (resp. A sur A’
resp. p sur p'). Si g € G c’est gagné, et si g € G soit 7 un élément de Is™(C) fixant F
(resp. A, resp. p), alors g7 est dans G et envoie F' sur F’ (resp. A sur A’, resp. p sur p’).
Ceci acheve la preuve de (iii). O

Proposition 11.6. — Soient F', A, p une face, une aréte et un sommet de C.

(i) F' est un m-gone conveze réqulier et son stabilisateur G_F)dcms G est un groupe
cyclique d’ordre m, engendré par la rotation d’aze orienté par Oqp et d’angle 27 /m.

(ii) Les k sommets voisins de p sont situés dans un plan 11 orthogonal a 0_1)) et forment

dans ce plan un k-gone convexe réqulier, appelé I’étoile de p. Par conséquent, le stabi-
lisateur G, de p dans G est un groupe cyclique d’ordre k, engendré par la rotation d’aze

orienté par (7;7 et d’angle 2w k.

(iii) Le stabilisateur G4 de A dans G est un groupe cyclique d’ordre 2, engendré par le
demi-tour d’axe (Oqa). On a donc |G| = 2a.

(iv) Les éléments de G sont de type (i), (ii) ou (iil) et les possibilités pour k,m, f,a,s
sont données par le tableau suivant, ot l'on a posé n = |G| :

Elm|n| f|lal]s
313 (121416 |4
314 (246 [12] 8
4131248 |12] 6
315 (60[12(301]20

5|13 (602030112

Démonstration. — (i) Notons & le plan affine engendré par F'. Remarquons d’abord que
si un élément g de Is(C') vérifie g(F') = F' alors, d'une part, g(qr) = qr donc la droite (Ogqp)
est formée de points fixes de g et, d’autre part, g laisse stable le plan & et sa restriction
g = go vérifie ¢'(F) = F, i.e. c’est un élément de Is(F').

Par hypothese, pour tout couple de drapeaux (s, A1) et (s2, A2) de F, il existe un élément
g de Is(C) qui envoie (s1, Ay, F') sur (s2, Ag, F') et alors ¢’ envoie (s1, Ap) sur (s2, Az). Ceci
montre que Is(F) agit transitivement sur les drapeaux de F, et donc F' est un m-gone
régulier.

Soit Rp la rotation d’axe orienté par O—)qF et d’angle 27 /m. Comme tout élément de G
est une rotation d’axe (Ogr) qui laisse F stable, on en déduit que G est contenu dans le
groupe cyclique (Rp) engendré par Rp, qui est de cardinal m. Or, comme |G| = mf et que
la G-orbite de F' est de cardinal f, on a aussi |Gg| = m, d’ou G = (Rp). Ceci acheve la
preuve de (i).

Prouvons (ii). Nommons Aq, ..., Ay les arétes passant par p, de telle sorte que A; et
A;1 appartiennent a une méme face Fj, et notons s; le second sommet de A;. (On pose
A1 = Aj et s, = s1.) Comme Os; = Os; et ps; = ps;, alors O et p appartiennent au plan
médiateur de sy et s;, donc 519 est orthogonal a Op, donc sq, ..., s appartiennent au plan
H = 51 + (]RO—];)L

Alors C'NII est un polygone convexe I',,, appelé I’étoile de p, dont chaque aréte [s;, $;41]
est I'intersection de II avec la face Fj, cf. la figure suivante :
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Remarquons maintenant que si un élément g de Is(C') vérifie g(p) = p alors la droite (Op)
est formée de points fixes de g et, d’autre part, g laisse stable le plan II et sa restriction
g = gn vérifie ¢'(I'y) =T, i.e. c’est un élément de Is(I,).

Donnons-nous deux drapeaux %; = (s;,a) et %, = (s;,5) de I',, o a (resp. 3) est
l'intersection de I', avec une face F' (resp. F') de C contenant l'aréte A; (resp. A;). Ils
correspondent aux deux drapeaux % = (p, 4;, F') et Z» = (p, A;, F') de C. Par hypothese,

il existe un élément g de Is(C') qui envoie Z; sur %, ; alors g fixe p et sa restriction ¢’ a
IT envoie 2, sur Z,. Ceci montre que Is(I',) agit transitivement sur les drapeaux de I',, et
donc I', est un k-gone régulier.

Soit R, la rotation d’axe orienté par O_1>) et d’angle 27/k. Comme tout élément de G,
est une rotation d’axe (Op) qui laisse I', stable, on en déduit que G, est contenu dans le
groupe cyclique (R,) engendré par R,, qui est de cardinal k. Or, comme |G| = ks et que
la G-orbite de p est de cardinal s, on a aussi |G| = k, d'ou G, = (R,,). Ceci prouve (ii).

Prouvons (iii). Soient A une aréte, p, ¢ ses deux sommets, et F} et Fy les deux faces qui
ont A comme aréte commune. Soit g un élément de Is(C), distinct de 'identité, vérifiant
g(A) = A alors g(qa) = qa et donc la droite (Oga) est formée de points fixes de g ; d’autre
part ou bien g(p) = p et g(tf) = t ou bien g échange p et t. Dans le premier cas, le plan
engendré par O, p,t est formé de points fixes, et donc g est la symétrie orthogonale par
rapport a ce plan. Si g échange p et ¢, alors g est ou bien la symétrie orthogonale par
rapport au plan médiateur I14 de p et ¢, auquel cas on a g(Fy) = F; et g(F») = F», ou bien
le demi-tour R4 d’axe (Ogqy), qui échange les faces F) et Fy, cf. la figure ci-dessous :

. /s

qaA

S

g NN
<
~

14
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Pour prouver (iii), il suffit donc de montrer que le demi-tour R4 d’axe (Oga) appartient &
Is(C). Or, par hypothese, il existe un élément h € Is(C') qui envoie (p, A, F}) sur (¢, A, Fy).
Comme h(p) # p et h(Fy) # Fy, alors h ne peut étre aucune des deux symétries mentionnées
plus haut, donc h est nécessairement égal & R4. Ceci prouve (iii).

Prouvons (iv). Tout g € G distinct de I'identité est une rotation, donc fixe exactement
deux points de la frontiere de C. Soit ¢ un tel point fixe. Distinguons trois cas :

(1) Si g est intérieur a une face F, alors g(F) = F' (car ¢ = g(q) est intérieur a la face g(F)),
donc on est dans le cas (i) : 'unique point de F' fixé par g est ¢r, d’olt ¢ = qp.

(2) Si g est intérieur a une aréte A, alors g(A) = A (car ¢ = g(q) est intérieur a I'aréte g(A)),
donc on est dans le cas (iii) et donc g = ¢a.

(3) Enfin, dans le cas restant, ¢ est un sommet p et 'on est dans le cas (ii).

En faisant la somme du nombre de cas considérés dans (i), (ii), (ii), on obtient donc
tous les éléments de G — {id}, chaque tel élément étant compté deux fois puisque son
axe rencontre la frontiere de C' en deux points distincts. Notant n = |G| on obtient donc
Iégalité :

(1) frm=—1)+s-(k—1)+a-1=2n—-1)=2n—-2.
En tenant compte des égalités n = mf = ks = 2a, I'égalité (1) se récrit de plusieurs fagons.
D’une part, en divisant par n, on obtient

ce qui entraine que m, k ne peuvent étre tous deux > 4 (car sinon le terme de gauche serait > 0).
Comme m, k sont > 3, le plus petit d’entre eux doit étre égal a 3 et, désignant par (5 le
second, on a

P12 <0
6 5 n
et donc [ ne peut prendre que les valeurs 3,4, 5, auquels cas on a, respectivement,
(1
—=  doun=12,
6
2 1 .
——=4q—— doun=24,
n 12
L d’ot 60
- ou n = 60.
v 30
On obtient ainsi les trois premieres colonnes du tableau, et compte tenu des égalités n =
mf = ks = 2a les trois autres s’en déduisent. Ceci prouve (iv). O

Remarque 11.7. — En tenant compte des égalités n = mf = ks = 2a, I'égalité (}) se
récrit —f —s+a=—-2,1e. :

(%) ‘f—a+s:2‘

ce qui est la célebre formule d’Euler, valable en fait pour tout polytope, pas nécessairement
régulier ; voir par exemple [Be, §12.7] ou [Go, Th. 5.4].

Avant de montrer [’existence d'un polytope régulier correspondant a chaque ligne du
tableau, montrons d’abord qu’un tel polytope (s'il existe) est unique a une similitude
directe pres.

Définition 11.8. — Le groupe des similitudes (directes) de l'espace affine euclidien
(&, ) est le sous-groupe de GA(&') engendré par les homothéties de rapport A > 0 et les
isométries (directes).
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Soient C' un polytope régulier de centre O. Conservons les notations (m, k) précédentes
et notons ¢ la longueur d’une aréte. Introduisons de plus les longueurs suivantes : soient
(p, A, F) un drapeau de C et I le k-gone régulier formé par les sommets sy, ..., s voisins
de p; alors on note :

— r¢ le rayon de C) i.e. la distance Op.

— rr le rayon de F, i.e. la distance qgp.

— rr le rayon de T, i.e. la distance grs;, ou qr désigne le centre de T'.

— L la longueur d’une aréte de I' (i.e. ss1).

— i l'angle au centre entre deux sommets voisins, i.e. 'angle en O du triangle pOs;.

Proposition 11.9. — On a les relations suivantes :
(*) Ogj + 1y =16 = Ogit + 1t

l L L

(1) 5 =resin() (2) 5 = teos( ™) (3) 5 =resin(})
@ ¢ -
(4) rp = Lcos (5) (5) 5 = resin (5)

Par conséquent, v, L,rr, o, rc, Oqr et Oqr sont déterminés par L.
Démonstration. — Comme O et g appartiennent a I’hyperplan médiateur de chaque aréte

de F', alors O—)qF est orthogonal au plan engendré par F, d’ott Og¢% + r% = rZ. De méme,
Ogr est orthogonal au plan engendré par T', d’ou 3 = Ogi + r2. Ceci prouve (x).

Les deux sommets de F' voisins de p sont s; et s. Comme F' est un m-gone régulier, on
a la figure ci-dessous :

On en déduit les égalités : (1) £/2 = rpsin(n/m) et (2) L/2 = {cos(m/m). De méme,
dans le k-gone convexe régulier I', on a 'égalité : (3) L/2 = rpsin(n/k). D’autre part, dans
le plan engendré par O, p et s1, on a la figure ci-dessous :

S1

rc

(/2

©/2
O qr p

de laquelle on déduit : (5) ¢/2 = rosin(p/2) et rp = resin(p) = 2resin(e/2) cos(p/2),
d’out : (4) rr = £ cos(¢/2). (Ceci s’obtient aussi en disant que I'angle grsip vaut ¢/2.)
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On voit donc que, ¢ étant fixé, les formules (1-4) déterminent successivement rp, L, rr, g

(et donc ) ; plus précisément on déduit de (4), (3) et (2) que :

© rr cos(m/m)
* —_ = = —
() cos (3) =7 sin(r /)
Puis (5) détermine r¢ et alors (x) détermine Ogr et Ogqr. O
Proposition 11.10. — S’il existe un polytope régulier C' correspondant a une ligne du

tableau 11.6 (iv), il est unique a une similitude directe pres.

Démonstration. — Soient C' et C' deux polytopes réguliers correspondant a une méme
valeur du couple (k,m). Notons O, O’ leurs centres et ¢, ¢’ la longueur de leurs arétes. En

appliquant a C' la translation de vecteur O’O puis 'homothétie de centre O et de rapport
(/0 on se ramene au cas ou O' = O et ¢ = . On peut poursuivre de deux fagons :

Variante 1. Fixons un sommet p (resp. p’) de C' (resp. C') ; d’apres la proposition précé-
dente on a Op = Op’ donc en appliquant a C’ une rotation de centre O on peut supposer
que p' = p. Alors, d’apres la proposition précédente, les étoiles de p dans C' et C’ sont
des k-gones réguliers (si,...,Sk) et (s},...,s)) de méme rayon situés dans le méme plan
orthogonal & Op. Donc en appliquant & C’ une rotation d’axe (Op) on peut faire coincider
sy et s et alors on a s, = s; pour tout 7.

D’apres la proposition 10.15, on peut prolonger la suite pi, ps = s1, ..., Prr1 = S en une
suite (p;) de sommets de C' telle que tout sommet de C' y figure au moins une fois et que
deux sommets consécutifs soient voisins. Procédant par récurrence, on peut supposer que
r est un entier > k + 1 tel que p; est un sommet de C’ pour tout ¢ < r. Remarquons
que l'étoile de p, dans C' (resp. dans C”) est 'unique k-gone convexe régulier d’axe (Op;.)
passant par p,_1, donc ces deux étoiles coincident, donc p,,; est aussi un sommet de C’. 11
en résulte que tout sommet de C' est un sommet de C’, et réciproquement (en échangeant
les roles de C' et C"), d’ou C' = C.

Variante 2. Fixons une face F' (resp. F’) de C (resp. C'); d’apres la proposition pré-
cédente leurs centres gz et gp sont a la méme distance de O donc en appliquant a C”
une rotation de centre O on peut supposer que ¢pr = qr. Alors F et F’ sont deux m-

gones réguliers contenus dans le plan gp + (ROgr)t, centrés en qp et de méme rayon
rp = {¢/2sin(r/m). En appliquant alors & C’ une rotation d’axe (Ogr), on peut faire coin-
cider un sommet p’ de F’ avec un sommet p de F', et alors F’ = F (car tous les sommets se
déduisent de p par des rotations d’angle 2rm/m).

D’autre part, on a vu dans la démonstration de la proposition 11.6 que si F} est une face
de C (resp. C") alors toutes les faces de C' (resp. C') ayant un sommet p; commun avec Fy
se déduisent de Fj par des rotations d’axe (Op;) et d’angle 2rm/k. Il en résulte que si F}
est une face commune a C' et C’; alors chaque face de C' adjacente a F} est aussi une face
de C’, et réciproquement. Comme, d’apres la proposition 10.15, F' est joignable a toute
face de C' par un chemin de faces adjacentes, on en déduit que toute face de C' est une face
de C" et réciproquement, d’'ou ¢’ = C.

Dans chacune des variantes, on a fait coincider C’ et C' en appliquant & C” une translation,
une homothétie de rapport £/¢ et des rotations, ce qui montre que C' est unique a similitude
directe pres. O

Pour construire les cinq polytopes réguliers, on aura besoin du :

Lemme 11.11. — Soient (po, p1,p2,ps) et (ph, D}, Ph, Ps) deuz repéres affines de & et soit

/

lunique élément de GA(&) envoyant p; sur p), pour i =0,...,3. Si pip’ = pip; pour tout
q yant p; sur p; p Pivly = pip; p
1,7, alors f est une isométrie.
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Démonstr_a;fion. — Notons g la partie linéaire de f et introduisons les vecteurs u; = M
et u; = pp; = g(u;). Pouri,j =1,2,3, on a

(v | ug) = (P6P§)2 = (popz)2 = (ui | wi)

et I'égalité de (pip})? = (v —uj | v —wj) = (uj | uf) + (uj | wj) — 2(uj | u}) avec (pip;)°
entraine alors que (u} | u}) = (u; | u;) pour tout i, j = 1,2, 3.

3 3 o
Pour des vecteurs x = > 7| yu; et y = > 5, y;u; arbitraires, on a donc :

3 3

(9() 1) = (O wauy [ Y yyuh) = > way(uf | ) = > wiys(us | wy) = (x| ).

i=1 j=1 i,j=1 i,j=1

Ceci montre que g préserve le produit scalaire donc est une isométrie vectorielle de F. Par
conséquent f est une isométrie de &. O

Le tétraedre régulier 11.12. — Partons du triangle équilatéral donné, dans le plan
horizontal z = 0 identifié a C, par les racines cubiques de 'unité, et considérons donc dans
R? les trois points :

-1 V3 -1 —/3
77770)7 p3:(_ —70)'

pl:(laoao)a p2:( 9 ) 9

9 3
On a (pip)? = 1 + 1= 3, donc les distances p;p; sont toutes égales a v/3. Posons

ps = (0,0,v/2), alors pour i = 1,2,3 on a (pyp;)? = 3.
Notons alors T le tétraedre de sommets py, . . ., py (i.e. 'enveloppe convexe de ces points).

Toutes ses arétes sont de longueur v/3. Remarquons que le centre de gravité de p1, ps, ps
est (0,0,0) et donc le centre de gravité de T est le point (0,0,+/2/4), que I'on notera O.

Pour tout élément o du groupe symétrique Sy, notons f, 'élément de GA(R3) défini par
Jo(pi) = Po(iy pour i = 1,2, 3, 4. Ceci définit un morphisme de groupes Sy — GA(S).

D’apres le lemme précédent, f, est une isométrie de R?, et ¢’est donc un élément de Is(7T').
Comme Sy agit transitivement sur les triplets (i, j, k), alors Is(T") agit transitivement sur
les drapeaux de T', donc T' est bien un polytope régulier au sens de la définition 11.4. Enfin,
tout élément de Is(7T") permute nécessairement les sommets de 7', donc est 'un des éléments
fo définis plus haut. Il en résulte que I'application o — f, est un isomorphisme de groupes
de Sy sur Is(T'). Décrivons explicitement 'isométrie associée a chaque permutation.

Rappelons que, pour tout n > 2, les éléments de 5, de signature 1 forment un sous-
groupe de S,, de cardinal n!/2, appelé le groupe alterné et noté A,. Alors, les 11 éléments
de Ay — {id} se répartissent comme suit :

(1) Pour chaque 4, il y a deux 3-cycles qui fixent ¢ : ils correspondent aux deux rotations
d’axe (Op;) et d’angle £27/3. On obtient ainsi les 8 rotations qui fixent un sommet et
laissent stable la face opposée.

(2) L’élément (12)(34) échange 1 et 2 d’une part, et 3 et 4 d’autre part : il correspond
au demi-tour d’axe la droite joignant le milieu de [p1,ps] au milieu de [ps, py]. De méme
pour les deux éléments (13)(24) et (14)(23).

Et les 12 éléments de S, — Ay se répartissent comme suit :

(3) Chaque transposition (ij) correspond & la symétrie orthogonale par rapport au plan
médiateur de [p;, p;], qui est le plan passant par O et les deux autres sommets pj, et p,. Elle
laisse stable les deux faces p;p;pr et pip;pe et échange les deux autres prpep; et prpep;. On
obtient ainsi 6 symétries orthogonales, dont chacune fixe deux sommets.
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(4) Les 6 éléments restants de Sy sont les 4-cycles. Notons ¢;; le milieu de I'aréte [p;, p;]
et considérons, par exemple, le 4-cycle ¢ : 1 — 2 — 3 — 4 — 1, qu’on note (1234). 11
échange q,3 et o4 et permute les autres milieux comme suit :

q12 = G23 — Q34 — Q41 — q12-

Son inverse ¢! est le 4-cycle (4321) = (1432), il échange aussi g3 et go4 et permute les
autres milieux comme suit :

qa1 — q34 — G23 — q12 —7 q41-

On en déduit que ¢ et ¢! correspondent aux rotations gauches d’axe (g12q34) et d’angles
+7/4. De méme, (1243) et son inverse (1342) (resp. (1324) et son inverse (1423)) corres-
pondent aux rotations gauches d’angles +m/4 et d’axe (q14¢23) (resp. (q12q34))-

Le cube 11.13. — Soit C' le cube dont les huit sommets sont les points (£1,£1,+£1).
D’une part, soit 7, : (z,y, z) — (—z,y, z) la symétrie orthogonale par rapport au plan Oyz
et définissons de méme 7, et 7,. On voit aussitot que 7., 7, et 7, commutent entre elles et
engendrent un sous-groupe V' de Is(R?) de cardinal 8, isomorphe & {£1}3. Dans la suite,
on identifie le groupe « abstrait » {+1}% a V.

D’autre part, Ss agit de facon isométrique sur R® par permutation des coordonnées,
i.e. pour tout o € S3 on pose

Jo(1, 1223) = (To-1(1), To—1(2)> To—1(3))-
De fagon plus concrete, Sz est engendré par les transpositions et (12) (resp. (23), resp. (13))
correspond a la symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation z; = x5 (resp. xg =
xg, resp. v1 = x3). Alors le 3-cycle ¢ = (123), égal au produit (12)(23), correspond a la
composée :

(l‘l, T, IL‘g) — (l‘l, xs3, l‘g) — (ZL‘g, X1, IL‘Q)

%
qui est la rotation R d’axe orienté par le vecteur Op, ou p = (1,1,1), et d’angle 27/3.
Enfin, ¢! correspond A la rotation inverse R~! = R2. On obtient ainsi un sous-groupe
Y3 de Is(R?), isomorphe & S3. On note Az le sous-groupe {idg, R, R™'} (on I'utilisera pour
construire le dodécaedre régulier).

Remarquons que Sz agit aussi sur V = {&1}® par permutation des facteurs, et que
cette action respecte la structure de groupe de V, i.e. pour tout o € Sy et z,y € V, on a
o(x)o(y) = o(ry).

Notons alors W le sous-groupe de Is(R?) engendré par V et X3. Pour tout v =
(€1,€9,€3) € V et 0 € S3, on a pour tout = = (11,22, x3) € R3 :

(fo ov)(2) = foler21, €222, €573)
= (5071(1)%71(1), Eo—1(2)To-1(2); 5071(3)%71(3))
= (80_1(1)7 Eo—1(2)s 780_1(3))(f0<'r)) = <J<U) © f0)<x)
d’ot| f,ov=0(v)o f, (x)|et donc f,ovo 1 =0c(v).

Il en résulte que V' est un sous-groupe distingué de W et que 'application X3 x V' — W,
(fs,v) = f, 0w est surjective, car on déduit de (%) par récurrence sur N que tout produit
g1---gn avec chaque g; dans V' ou dans X3 s’écrit sous la forme f, o v. De plus, on voit
facilement que V' N 33 = {id} et il en résulte que I'application précédente est injective.
C’est donc une bijection, et donc W est le produit semi-direct de V' par ¥3. (Il est de plus
isomorphe au groupe « abstrait » {+1}3 x S3.) Il est de cardinal 48.

Montrons que I'action de W sur les drapeaux est transitive. Comme il y a 6 faces et que

chacune a 4 arétes, le nombre de drapeaux est 6-4 -2 = 48 = |W|, donc pour montrer que
I’action est transitive il suffit de montrer qu’elle est libre.
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Soit alors ¢ = f, ov un élément de W fixant le drapeau (p, A, F'), ou F' est la face donnée
par z = 1, A 'aréte donnée par z = 1 = y et p le sommet (1,1,1). Comme g(p) = p on a
nécessairement v = (1,1,1) d’ot g = f, pour un certain o € S3, et comme f,(F) = F alors
o ne peut étre que l'identité ou la transposition (12), et comme le second sommet (0,1, 1)
de A est laissé fixe, alors ¢ = id. Ceci prouve que 'action de W sur les drapeaux de C' est
libre et donc transitive. Donc C' est bien un polytope régulier au sens de la définition 11.4.

De plus, d’apres le lemme 11.5 et la proposition 11.6, on sait que Is(C') est de cardinal
2-24 = 48, et comme il contient W on en déduit que Is(C') = W. On laisse au lecteur le
soin de décrire explicitement 1'isométrie correspondant a chaque élément de W.

L’octaédre régulier 11.14. — Notons € l'octaedre dont les 6 sommets ¢, ..., g sont
les centres des six faces du cube C, i.e. ce sont les points (£1,0,0), (0,%£1,0) et (0,0, £1).
Alors g;q; est une aréte ssi les faces correspondantes F; et F; du cube sont voisines; on dira
alors que l'aréte ¢;q; de & est « duale » de I'aréte commune aux faces F; et I de C. Par
exemple, si ¢; = (0,0,1) est le centre de la face supérieure du cube, les quatre sommets
voisins sont les centres des faces latérales du cube : (1,0,0), (0,1,0), (=1,0,0) et (0,—1,0).

Les 8 faces de € sont des triangles; plus précisément trois sommets ¢;, q;,q; de O en
forment une face .# ssi les faces correspondantes Fj, F}, Fj, ont en commun un sommet p;
on dira alors que la face .# de € est « duale » du sommet p de C.

On voit alors que Is(C') = W agit transitivement sur les drapeaux de & (car chaque
drapeau de & est « dual » d'un unique drapeau de ('), et donc & est bien un polytope
régulier au sens de la définition 11.4. De plus, d’apres le lemme 11.5 et la proposition 11.6,
on sait que Is(€) est de cardinal 2 - 24 = 48, et comme il contient W on en déduit que
Is(€0) = W. On laisse au lecteur le soin de décrire explicitement l'isométrie correspondant
a chaque élément de WW.

Pour finir, signalons que le cube est également le « dual » de 1'octaedre, i.e. étant donné
un octaedre régulier, les centres de ses huit faces forment les sommets d'un cube.

Avant de décrire le dodécaedre et I'icosaedre réguliers, commencons par le :

\/54_ ! et cos(m/b) = 1+4\/5.

Lemme 11.15. — On a : cos(2mw/5) =

Démonstration. — Posons & = exp(2i7/5) et z = 2cos(27/5) = & + & = & + &*. Alors
Z2I§2+£8+2:§2+£3+2.
Or ¢ est racine du polynome P = X4 + X3 4+ X? + X + 1, puisque X° —1 = (X — 1)P.

Par conséquent,
P=1-¢(-E2=1—2

—1£+v5
donc z est racine du polynéme X2 + X — 1, dont les racines sont T\/_ Comme
-1 D o —
cos(2m/5) est > 0, on en déduit que z = +\/_, d’ou cos(27/5) = \/_4 . Et comme
o+ 3
cos(260) = 2 cos?(f) — 1, on obtient que cos? (g) = \/_8+ . Or
1++v62 1 V543
= —(64+2VvH) =
T ) =50 2vh =75
1 D
et comme cos(m/5) est > 0 on en déduit qu’il vaut +4\/_. O
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1 5
+\/_. On a

Le dodécaedre régulier 11.16. — Posons & = 5

g—lz\/g;l:g—L

On peut construire le dodécaedre a partir du cube C' en ajoutant a chaque face un
« toit », de la facon suivante. Soit Az = {ids, R, R™'} le sous-groupe cyclique de Y3 formé
des rotations et soit H le sous-groupe V' x Az de Is(C') =V x X3. Alors H est de cardinal
24 et ses éléments se répartissent comme suit. Les 12 éléments de HT = H NIs*(C') sont :

(1) ide

(2) Les 8 rotations dont 1’axe passe par une paire de sommets opposés de C' et d’angle
+27/3.

(3) Les 3 demi-tours dont I’axe passe par le centre de deux faces opposés, i.e. les demi-
tours qui changent (x,y, 2) en (—x, —y, 2), resp. (x, —y, —z), resp. (—z,y, —2).
Et les 12 éléments de H~ = H NIs™ (C) sont :

(4) —idg

(5) Les 8 rotations gauches dont I’axe passe par une paire de sommets opposés de C' et
d’angle +27/3.

(6) Les 3 symétries orthogonales 7, 7, 7, qui changent de signe une coordonnée, i.e. qui
envoient (z,y,z) sur (—z,y, z), resp. (x, —y, 2), resp. (z,y, —z).

STVY _ttet

Au-dessus de la face supérieure (z = 1) du cube, plagons le point ¢; = (0,£71, ) et son
image g2 = (0, —¢71,€) par 7,. Leurs images par la rotation R (resp. R~') sont les points
suivants, qui sont « devant » la face x = 1 (resp. « a droite » de la face y = 1) :

q4 = R(ql) = (ga 075_1)a qo = R(qZ) = (57 Oa _5_1)a
qs = R_l(ql) = (g_l,f,O), —qs = R_l(q2) = (_5_17570)'

Cette numérotation est expliquée, en posant ¢y = (1,1,1), g3 = (1,—1,1), g6 = (—1,1,1)
et ¢ = (—1,—1,1), par la figure ci-dessous :

q7 3

—ds

Notons Z l'enveloppe convexe des 20 points £g¢;, pour ¢ = 0,...,9. Par construction,
ces 20 points forment deux orbites sous l'action de H : les 8 sommets du cube et les 12
nouveaux points, donc H C Is(2).

Le centre de gravité des points qo, ..., qs est
1(\/5+5 0 3\/5+5) _ Lo
5 2 » 2 - 5 » .
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Notons u le vecteur (£,0,£%). On vérifie que les produits scalaires O—qz - u valent tous
24+ =2++5pouri=0,...,4, et tous 1 pouri=5,...,9. On a donc aussi —O—qz-u =—1
pour ¢ =9,...,9 et —O_q:-u:—Q—\/gpouri:O,...éL

Posant H = (Ru)t, ceci montre que 2 est contenu dans I'un des demi-espaces fermés
définis par le plan S, ¢2 = qo+H, et que 72N est le pentagone I' formé par les points
qo, - - -, ¢a. Montrons que ce pentagone est régulier, de méme que le pentagone I formé par
les points gs, . . ., g9 dans le plan J# = ¢5 + H. Remarquons que ces deux pentagones sont
invariants par la symétrie 7,.

La longueur guq; vaut 261 = /5 — 1, son carré est 6 — 2v/5. On vérifie que c’est aussi le
carré des longueurs q1qo = ¢2q3 et goqs = q3qs (les égalités se déduisant par la symétrie ). Donc
toutes les arétes de I' sont de longueur 261,

Tenant compte de la symétrie 7, il suffit de vérifier que les angles de I" en ¢, qo et qu
sont les mémes (et donc égaux a 37/5). Or on vérifie que les produits scalaires

G- @do,  @do-dodi et Gods - Gads
valent tous les trois 2671 (1—¢71). Comme ceci est égal & (2671)? cos(6), ot 6 désigne I'angle
« extérieur » en chacun de ces sommets, on en déduit que
§(1_£71>:5—1 _ V-1
2 2 4
d’ou 6 = 27/5 et donc chaque angle intérieur est bien 37/5, comme il se doit. Ceci montre
que I' est un pentagone régulier.

cos(f) =

On voit aussi que la longueur p;pg vaut 2, et I'on vérifie qu’il en est de méme pour pgps
et pspy. Tenant compte de la symétrie 7, on a ainsi obtenu que toutes les arétes de I' sont
de longueur 2, et il reste a vérifier que les angles de I'" en ¢g, g5 et q9 sont tous égaux a
37 /5. Or on vérifie que les produits scalaires

4746 * 4695 5 9645 * 4599 et 05 - Gogs
valent tous les trois 2671, Comme ceci est égal & 4 cos(6), ot § désigne 'angle « extérieur »
en chacun de ces sommets, on en déduit que cos(d) = ¢71/2 = (v/5—1)/4, d’ott § = 27/5 et
donc chaque angle intérieur vaut bien 37/5. Ceci montre que I est un pentagone régulier.
De plus, le centre de gravité de I est :

1(3\/5—505—\/5)_ 1
5 2 772 25

et I'on voit que les vecteurs u et (3 —+/5,0,1/5 — 1) sont liés, car le déterminant ci-dessous

est nul :
1++v5 3—+5
3+V5 Vo-1

On obtient ainsi que I" et I sont deux pentagones réguliers contenus respectivement dans
les plans % ¢ et J7 orthogonaux a la droite Ru, et dont les centres sont situés sur
cette droite. Il en résulte que la rotation R d’axe orienté par u et d’angle 27 /5 permute
cycliquement les points po, ..., ps d'une part, et ps, ..., pg d’autre part, ainsi bien entendu
que leurs opposés. Donc R appartient a Is(2).

(3-v5,0,V5—1)

=(5-1)—(9-5)=0.

Montrons alors que Is(Z) agit transitivement sur les drapeaux de Z. Considérons le
drapeau (qo, qoq1, ") de Z et un drapeau arbitraire (p, A, F’). Par construction, le groupe
H agit transitivement sur les faces de &, donc en appliquant a F’ un élément de H on se
ramene au cas ou ' = F. Orientons les arétes de I dans le sens ¢g — ¢; — ¢ etc. Alors,
quitte a appliquer la symétrie orthogonale 7, (qui préserve I" mais renverse 'orientation de
ses arétes), on peut supposer que p est l'origine de I'aréte orientée A. Alors, la rotation R¥
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qui applique p sur gy applique A sur goq;. Ceci prouve que Z est un polytope régulier au
sens de la définition 11.4.

Alors, d’apres la proposition 11.6, Ist(2) est de cardinal 60. De plus, comme — ide
appartient & Is™(2) et que lapplication g — —ide og est une bijection de Is*(2) sur
Is7(2), on en déduit que Is(Z) est le produit direct de Ist(Z) et du groupe & deux
éléments {+ids}.

Reste & déterminer la structure de Is™(2). Remarquons que 2 contient cinq cubes,
qui sont les transformés du cube initial C' par Is(Z) : pour chacun de ces cubes, les 12
arétes joignent dans chaque face de ¥ deux sommets non adjacents et, réciproquement,
chaque telle « aréte » est contenue dans un unique cube. Par exemple, revenant a la figure
précédente, « aréte » gog_g appartient au cube C’ de sommets +qq, £gs, =gy, T¢s.

L’action de Is(2) sur ces cinq cubes définit un morphisme de groupes ¢ : Is(%2) — Ss,
dont le noyau contient — ids (qui préserve chaque cube). Réciproquement, si h appartient a
Ker(¢) alors il préserve les deux cubes C' et C’; dont les seuls sommets communs sont +qy,
donc h laisse stable la paire de sommets opposés (qo, —qo), et il en est de méme pour toute
autre paire de sommets opposés. Quitte a composer h avec —idg, on peut supposer que
h(qo) = qo et alors ses trois voisins doivent rester voisins de ¢g, donc sont tous les trois fixés
par h, qui fixe donc un repere affine de &, d’ou h = idg. Ceci montre que Ker(¢) = {+ids}
et donc ¢ induit un isomorphisme de Is™(&) sur un sous-groupe K de Ss, de cardinal 60.
D’apres le lemme ci-dessous, K est un sous-groupe distingué de Ss.

Lemme 11.17 — Soient G un groupe fini et K un sous-groupe de G' d’indice 2, i.e. tel
que |G| =2 |K]|. Alors :

(i) K est un sous-groupe distingué.

(ii) Le groupe quotient G/K est de cardinal 2 et donc pour tout hh' € G — K le produit
hh' est dans K.

Démonstration. — Fixons un élément g de G — K. Alors G est la réunion disjointe de K et g K d’une part,
et de K et Kg d’autre part. Comme gK N K = &, on a nécessairement gK C Kg, d’ou ’égalité puisque
ces deux ensembles ont méme cardinal |[K|. Il en résulte que gK = Kg, d'ott gKg~! = K. De plus, tout
élément h de G — K est de la forme gk avec k € K et comme kKk~! = K pour tout k € K, on a donc

hEh™' = g(kKk Y)g ' = gKg™' = K.

Ceci prouve que K est distingué dans G. On peut donc former le groupe quotient G/K, et il a deux
éléments : la classe € de 1’élément neutre e et celle g de g. On a alors g2 = € et donc si h, b’ appartiennent
a G — K, ils ont tous deux pour image g et donc leur produit hh' a pour image €, i.e. hh' est dans K. [

Comme S5 est engendré par les transpositions (i5) et que celles-ci sont toutes conjuguées,
aucune n’est contenue dans le sous-groupe distingué K. Donc, d’apres le lemme précédent,
K contient tous les produits de deux transpositions. Or ces produits engendrent le groupe
alterné As. (Pour tout n > 3, A,, est le sous-groupe de S,, formé de tous les produits d’'un nombre pair
de transpositions.) Ceci prouve que K = As. En conclusion, on a obtenu que :

Is(2) ~ Ay x {£1}.

Noter que Is(2) n’est pas isomorphe & S; car —ids est un élément central (i.e. qui commute
a tous les autres) de Is(Z), tandis que le centre de Sy est réduit a ’élément neutre.

L’icosaédre régulier 11.18. — L’icosaedre est « dual » du dodécaedre, i.e. on peut le
définir comme ’enveloppe convexe Z des 12 points pq, ..., p12 qui sont les centres des faces
du dodécaedre Z. Alors p;p; est une aréte de Z ssi les faces Fj et F; de Z ont en commun
une aréte A ; on dira alors que l'aréte p;p; de Z est « duale » de I'aréte A de Z. Les 20 faces
de Z sont des triangles; plus précisément trois sommets p;, pj, pr, de Z en forment une face
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F ssi les faces correspondantes Fj, Fj, Fj, de & ont en commun un sommet ¢ ; on dira alors
que la face .# de T est « duale » du sommet ¢ de 2.

On voit alors que Is(2) agit transitivement sur les drapeaux de Z (car chaque drapeau de
7 est « dual » d’'un unique drapeau de 2), et donc Z est bien un polytope régulier au sens
de la définition 11.4. De plus, d’apres le lemme 11.5 et la proposition 11.6, on sait que Is(Z)
est de cardinal 2-60 = 120, et comme il contient Is(Z) on en déduit que Is(0) = Is(Z). On
laisse au lecteur le soin de décrire explicitement 1'isométrie correspondant a chaque élément
de Is(2).

Réciproquement, le dodécaedre est aussi le « dual » de 'icosaédre, i.e. étant donné un
icosaedre régulier, les centres de ses 20 faces forment les sommets d’un dodécaedre régulier.

Enfin, partant d’'un cube C, nous avons construit un dodécaedre 2 contenant C' et
dont les faces « correspondent » aux arétes de C'. De fagon duale, partant d'un octaedre
régulier ¢ (le dual du cube), on peut y inscrire un icosaedre régulier Z en placant de fagon
appropriée les 12 sommets de Z sur les arétes de &, cf. [Be, 12.5.5.3].

11.3. Une autre approche. — Indiquons dans ce paragraphe une autre approche des
polytopes réguliers, tirée de [Go, §6.6], qui est plus géométrique et plus économique pour
la construction des deux cas difficiles, I'icosaedre et le dodécaedre. Commencgons par une
remarque en dimension 2 :

Remarque 11.19. — Dans un plan euclidien, soient € un cercle de centre O et de rayon
r > 0et py,...,p, des points de € placés de fagon cyclique, i.e. les deux voisins de p; sont
pi—1 et pir1 (en posant py = p, et p,o1 = p1). Si toutes les arétes p;p;+1 sont de méme
longueur, alors le n-gone convexe II formé par les p; est régulier.

En effet, les triangles isoceles (Op;p;+1) sont tous semblables et 'on en déduit que les
angles p;,_1pipis1 de II sont tous égaux.

Dans la suite, (&, F) désigne un espace affine euclidien de dimension 3.
Lemme 11.20. — Soit X = {p1,...,p¢} un ensemble fini de points d’une sphére S de
rayon > 0 et soit P son enveloppe conveze.

(i) X est l’ensemble des sommets de P et les points de S — 3 sont extérieurs a P.

(ii) Soient p,q € X réalisant le minimum de la distance entre deuz points distincts de

Y. Alors [p, q] est une aréte de P.

Démonstration. — Prenons comme origine de & le centre O de S et identifions & a F.
Notons B (resp. B) la boule ouverte (resp. fermée) de centre O et rayon r.
(i) Il est clair que Extr(P) C ¥. Réciproquement, soient p,q € B et t €]0,1[. D’apres
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
— — S
[t Op + (1 — t)Oq||> = t?0p* + (1 — 1)?0¢* + 2t(1 — t) Op - Oq
< r? <t2 + (1 —t)* +2t(1 — t)) =r?

— —
avec égalité ssi Op = r = Oq et Oqg = AOp avec A € RY, d’'ou A = 1 et ¢ = p. On en déduit
que ¥ C Extr(P) et que tout point de P autre que les p; appartient a B. Par conséquent,
tout point de S — X est extérieur a P.

—
(ii) Soient m le milieu de [p,q| et & le plan orthogonal & Om passant par m. On va
montrer que la calotte supérieure

¢ =Bn? ={ceB| 0+ Om>0Om?
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n’intersecte P que selon le segment A = [p, ¢|; ceci montrera que A est une aréte de P (et
que P — A est contenu dans le demi-espace ouvert &-).

&

Montrons d’abord que %" est contenue dans la boule de centre m et rayon Op = Ogq.
Soient y € ¢ - {m} et z l'intersection de la demi-droite [my) avec S; on a my < mx
donc il suffit de montrer que maz < mg.

— = — —
Comme Oz = Om + m# et Oz - Om > Om?, ona0m~m20, et comme
—
Om2+mq2:r2:Ox2:Om2+mx2+20m-m

—>
on en déduit mx < mgq, avec égalité ssi mi est orthogonal a Om, i.e. ssi x appartient au
cercle C' intersection de S avec &. .
Supposons maintenant que x soit un point de ¥ appartenant a % . Alors on a
pr < pm+ mx < pm + mq = pq
et la minimalité de pg entraine que les deux inégalités ci-dessus sont des égalités, d’ou z € C'
et m € [p, x|, et ceci entraine que z = q I1 en résulte que £ NX = {p,q} et que tous les

autres points x de ¥ vérifient mi - Om < Om?. D’apres Pargument utilisé dans la preuve
du lemme 10.7, on en déduit que P N & = [p, q]. Ceci acheve la preuve du lemme. O

Terminologie. — Soit & une droite de &. Un polygone convexe régulier (resp. un cercle)
d’axe Z est un polygone convexe régulier (resp. un cercle) centré en un point I de Z et
contenu dans le plan orthogonal & & passant par I.

Lemme 11.21. — Soient S = S(O,r) et ¥ = S(p,d) deux sphéres de &, avec O # p. Si
S NY est non vide, c’est un cercle d’aze (Op).

Démonstration. — Un point x de & appartient & SN ssi il vérifie Ox? = r? et pz? = d2.
Comme pit = ]@ + Oa: on a

— =
pr? = Op? + 02*> —20p - Ox
et donc, par soustractlon les deux equatlons Ox? = r? et pr? = d? équivalent aux équa-

tions : Ox? = 72 et Op Oa: = (r* — d* + Op?)/2, la derniere étant celle d'un plan &

orthogonal a Op Doncona SN =5NA.
De plus, notant I le pomt d’intersection de & et de la droite (Op), pour tout x € & on

aOaz—(T;—i—[x avec [a: 07—0 d’ou Ox? = OI? + I22.
Donc SNY = 5N est non Vlde ssi O < r et dans ce cas c’est le cercle de centre [

et de rayon 12 — OI2. O

Définition 11.22. — Soit P un polytope épais de & et X l'ensemble de ses sommets.
Notons d le minimum de la distance entre deux sommets distincts. On dit que P est de
type IER(®? gil vérifie les conditions ci-dessous :

C0OPour « Inscriptible & Etoiles Régulieres ».
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(i) P est inscriptible dans une sphere, i.e. il existe un point O € & et r € R tel que les
sommets de P appartiennent a la sphere S de centre O et rayon r.

(ii) 11 existe un entier k > 3 tel que, pour tout p € ¥, il y a exactement k sommets
adjacents a p, tous a distance d de p. D’apres le lemme précédent, ceci entraine que ces k
sommets sont situés sur un cercle ¢, d’axe (Op).

(iii) De plus, ces k sommets forment un k-gone convexe régulier d’axe (Op), appelé
I’étoile de P en p. (D’apres la remarque 11.19, cette derniére condition est réalisée ssi,
ces k sommets de %, étant numérotés de fagon cyclique py, ..., pg, les arétes [p;, p;+1] sont
toutes de méme longueur.)

Proposition 11.23. — Soit P un polytope de type IER et soient A = [p1, ps] une aréte
de P et f une isométrie de & telle que f(A) soit une aréte de P. Alors f € Is(P).

Démonstration. — D’apres la proposition 10.15, on peut prolonger la suite p;,ps en une
suite (p;) de sommets telle que tout sommet y figure au moins une fois et que deux sommets
consécutifs p; et p; 41 soient adjacents.

Procédant par récurrence, on peut supposer que r est un entier > 2 tel que pour tout
i <r, f([pi—1,pi]) est une aréte de P. Remarquons que I’étoile E,. de P en p, est 'unique
k-gone convexe régulier d’axe (Op,) passant par p,_; et posons ¢ = f(p,).

Comme f est une isométrie, f(F,) est un k-gone convexe régulier d’axe (Ogq), passant
par ¢ = f(p,_1). Par hypothese, ¢'q est une aréte, donc nécessairement f(F,) est 1’étoile
E(q) de P en q. Comme p, 1 est un sommet de F,, il en résulte que f(p,,1) est un sommet
de f(E,) = E(q), donc [q, f(pr11)] est une aréte.

Comme tous les sommets apparaissent dans la suite, on en déduit que f(X) C ¥ et
comme f est bijective il en résulte f(3) = X et donc f(P) = P, d’ou f € Is(P). O

Corollaire 11.24. — Soient A une aréte, Il le plan médiateur de A et P4 le plan
passant par O et A. Alors les symétries orthogonales fet g par rapport a ces plans appar-
tiennent a Is(P).

Démonstration. — En effet, f(A) = A et g(A) = A. O

En utilisant le corollaire précédent, on peut montrer (cf. [Go, Prop. 6.11]) que si P est
un polytope de type IER alors Is(P) agit transitivement sur les drapeaux de P, donc P est
régulier. La réciproque étant claire (cf. 11.4.1) on obtient donc qu’'un polytope est régulier
ssi il est de type IER. Ceci va nous permettre de construire un icosaedre régulier en limitant
le nombre de vérifications a effectuer.

L’icosaédre régulier 11.25. — Soit . la sphere de R? de centre O = (0,0,0) et de
rayon R > 0. Notons N = (0,0, R) et S = (0,0, —R) les poles Nord et Sud. Pour un certain
h €10, R[ qu’on va déterminer, l'intersection de . avec le plan horizontal d’équation z = h
(resp. z = —h) est le cercle € (resp. €’) de centre w = (0,0, h) (resp. ' = (0,0,—h)) et
de rayon r > 0, ou 72 + h% = R2.
Inscrivons dans € le pentagone régulier C', de sommets
pr = (1 cos(2km /5),rsin(2km/5), h) pour k=0,...,4,

et posons g = —pg. Alors qq, . .., ¢4 forment un pentagone régulier C” inscrit dans le cercle
¢’ et dont les sommets sont décalés de m/5 par rapport a ceux de C. De plus, la longueur
¢ des arétes de C' et C” est donnée par ¢ = 2rsin(w/5).

Le polytope Z a 12 sommets ainsi obtenu est invariant par les rotations d’axe orienté
par ON et d’angle 2k7 /5. On voit que ses arétes sont :
a) Les 10 segments [N, pi| et [S, gx] pour k =0, ..., 4, tous d’'une méme longueur d'.
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b) Les 10 arétes de C' et de C’, toutes de longueur /.
c¢) Les 10 segments joignant un p; (resp. ¢;) aux deux g¢; (resp. p;) les plus proches, i.e. les
segments :

NN NN N

tous d'une méme longueur d.

On va montrer que pour un choix approprié de honad=/¢=d.

Posons z = 2 cos(27/5) ; on a vu dans la preuve de 11.15 que z est la racine positive de
I'équation X2 =1 — X, égale a (v/5 — 1)/2. On montre de méme que la seconde racine est
u=2cos(47/5) = (/5 —1)/2. Onadonc z +u = —let 22 +u> =2 — (z +u) = 3.

D’une part, comme sin?(7/5) = 1 — cos?(7/5) = 1 — cos?(47/5), on a
(1) (? = 4r?sin®(r/5) = 4r? — r?u’.

—
D’autre part, comme @ = Opy on a

—
@) = 1O + Opy = Opy + Opy = 2 0% + p} + ph

H o
et comme m, @ sont orthogonaux & Ow et powpy = 47/5, on a :

d® = (gopo)? = 40w? + pow? + paw?® + 20ph - wph = 4h% + 2r + 27 cos(4m/5).
Comme h? = R? —r% et 1+ 2cos(20) = 2 cos?(6), on obtient donc :
(2) d? = 4R* — 4r* + r?22.
Par conséquent, 1'égalité d? = ¢* équivaut a
4R* = 8 — r?(22 +u?) = r*(8 — 3) = 5r?
i.e. a7 =2R/V5 et donc h = R/+/5. Dans ce cas, comme u? = (6 +2+/5)/4, on a

10-2v5 R? 1
2 24 ) =2 YT T (10-2 —9R2(1 — —
C=rd—-u)=r 1 5(0 V5) R( \/g)
et comme R —h = R(v5—1)/v5 et (v/5—1)?> =6 — 25, on a aussi
4R? -2
d/2:p0N2:p0w2+wN2:7,2+<R_h)2: ? +R26 5\/5262

Ceci prouve que pour h = R/+/5, le polytope T est inscrit dans la sphere .7 et tout sommet
p est adjacent a exactement 5 sommets, tous a la distance minimale d. Il reste a voir que
ces b sommets forment un pentagone régulier d’axe (Op). C’est clair si p = N ou S donc
il suffit de le montrer pour I'un des autres sommets. En utilisant les rotations d’axe (NS)
et la symétrie centrale de centre O, il suffit de le montrer pour 'un des p; ou ¢;, disons py.
Dans ce cas, les 5 sommets adjacents sont N, p1, g3, q2 et py et comme

PN = Npy =d' =d = pig3 = @aps = { = @3¢
ils forment un pentagone régulier (cf. 11.19). Ceci montre que Z est un polytope de type
IER, donc régulier. I a 12 sommets, donc c¢’est un icosaedre régulier.

Ayant ainsi construit 'icosaedre régulier, on peut obtenir « par dualité » le dodécaedre
régulier, cf. les paragraphes précédents pour le passage du cube a l'octaedre ou du dodéca-
edre a l'icosaedre.
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12. Supplément : polyedres convexes compacts

Définition 12.1. — Un polyeédre convexe C' est une intersection finie de demi-espaces
fermés.
Exemples 12.2. — Placons-nous dans un plan.

a) Un demi-espace fermé est un polyedre convexe, ainsi que l'intersection de deux demi-
espaces fermés :

Ci={(xy) | -1<y<1} Cy = {(z.y) | 2,y > 0}

b) Et pour trois demi-espaces fermés, on peut obtenir :

G={y|-1<sy<l x=0} Ci={(z,y) |2,y>0, z+y <1}

Terminologie 12.3. — Soient 57, ..., 7y des hyperplans. Une écriture C' = ﬂfil %:r est
dite non redondante si 'on ne peut pas supprimer 'un des 5% sans augmenter strictement C
(i.e. si pour tout sous-ensemble I strictement contenu dans {1,...,N} on a C' # (¢, %j) Dans les
exemples ci-dessus les écritures sont non redondantes. Par contre, on aurait pu définir C4 comme
I'intersection des cinq demi-espaces : © > 0, y > 0,z +y < 1, x < 1,y < 1, et dans ce cas les
deux derniers s’averent étre superflus, i.e. Cy est I'intersection des trois premiers.

On peut montrer que tout polyedre convexe possede une unique écriture C = ﬂf\; 1 %r non
redondante. (Voir [Be, 12.1.5], [Br, §8] ou [RWM, §I1.5, Th. 82] 1))

Proposition 12.4. — Tout polyédre convexre compact C' est un polytope.

Esquisse de démonstration. — D’apres le théoreme de Minkowski 10.3, C' est I'enveloppe
convexe de ses points extrémaux. Or on peut montrer, par récurrence sur la dimension de
&, quun polyedre convexe n’a qu'un nombre fini de points extrémaux. (Voir [Br, Cor. 8.7]

ou [RWM, §I1.5, Prop. 83] @Y).) O

Remarque 12.5. — Réciproquement, on peut montrer que tout polytope convexe est un
polyedre (convexe compact), i.e. est I'intersection d’un nombre fini de demi-espaces fermés.
Voir par exemple [Br, Th. 9.2] ou [RWM, §I1.5, Th. 87] @Y.

(2DEn prenant garde que ces derniers auteurs appellent « ¥-polytope » un polytope et « polytope » un

polyedre convexe compact.
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