CHAPITRE 3

COMPLETE PROJECTIF D’UN ESPACE
AFFINE, ESPACES PROJECTIFS

Dans tout ce chapitre, k désigne un corps.

13. Plongement vectoriel d’un espace affine

Il est utile de connaitre le résultat suivant :

Lemme 13.1. — Soient X un ensemble non vide et E un k-ev.

(i) L’ensemble o7 (X, E) de toutes les applications f : X — E est muni d’une structure
de k-espace vectoriel, définie comme suit : pour f,g € o/ (X, E) et A € k, l'application
(Af+9): X = E envoie tout x € X sur Af(z) + g(x).

(il) E s’identifie au sev formé des applications constantes de X dans E, i.e. on identifie
un élément u € E avec la fonction constante f, : X — E de valeur u.

Démonstration. — (i) Il faut vérifier des égalités de fonctions: 1-f = f, A-(u-f) = (Aw)- f,
A+p)-f=X-f+p-f,etc. Elles découlent de ce que, pour tout = € X, on a les égalités
correspondantes dans F :

L flz) = flx), A (u- f(2) = ) - fz), (A+p)- flx) =X flx) +p- f(2),
etc., qui découlent de la structure de k-ev de E.
(ii) L’application qui & u € F associe f, est linéaire et injective, donc c’est un isomor-

phisme de E sur le sev des applications constantes. O

Théoréme 13.2 (Plongement vectoriel). — Soit (&, E) un espace affine. Il existe un

espace vectoriel & et une forme linéaire ¢ sur &, définis de facon canonique, tels que &
s’identifie a Uhyperplan affine {x € & | ¢p(x) = 1} et E a Uhyperplan vectoriel Ker(¢). (En

particulier, si E est de dimension finie n, alors dim(&) =n + 1.)

—
1ére démonstration. — Pour tout A € & notons f4 'application & — E, M — MA. Soit
& le sev de o7 (&, E') engendré par ces applications et les applications constantes.

Remarquons d’abord que, pour tout A, B € & on a :

(1 fo = fa=AB.
En effet, pour tout M € & on a : fg(M) — fa(M) = MB — MA = AB.

Montrons que F est un hyperplan de &, i.e. admet un supplémentaire de dimension 1.
Quelques soient n € N*, A;,..., A, €& et A\,...,\, Ek,ona:

() SN = M Fa = SN — Fa) = Y N AdAL € B
=1 =1 =1 i=1
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donc Y7 N\ifa, appartient a kfa, + E, d’ou & = kfa, + E. De plus, cette somme est
directe, car fa, ¢ E puisque I'application fa, : M — M Ay n’est pas constante, d’oti :
() & =E @ kA,.

On peut alors définir une forme linéaire ¢ sur & , de noyau F, en posant ¢(x) =0siz € E

et ¢(fa,) = 1. Comme pour tout A € & on a f4 = fa, + AoA, on voit que ¢ ne dépend
pas du choix de Ay et que 'ensemble {f4 | A € &} est 'hyperplan affine

H ={we & |olw) =1},
de direction E. De plus, il résulte de (x) que ¢(> 7 Nifa,) =D oy N

Enfin application & — 77, A — f4 est une bijection affine, de partie linéaire idg, car
d’apres () pour tout A, B € & on a :

—
®) fals = fs— fa=AB.
Via cette bijection affine, on peut donc identifier & a 'hyperplan 57 de &. Ceci prouve le
théoreme.®) O

Faisons enfin la remarque générale suivante. Si F est un hyperplan d’un espace vectoriel
W, défini par une forme linéaire ¢ (i.e. E = Ker(¢)), alors W est la réunion disjointe de
E et de son complémentaire W, = {w € W | ¢(w) # 0}, et tout w € W, s’écrit de fagon
unique w = Az, avec ¢(r) = 1 et A € k. En effet, ces conditions entrainent que ¢(w) = A
et donc r = ¢(w) 'w. Ceci montre que si 'on pose # = {x € W | ¢(z) = 1} alors, en
tant qu’ensemble, W est la réunion de F et de I'ensemble des couples (A, z), ou A € k* et

r € .

Ceci permet de voir « géométriquement » & comme la réunion de E et des droites époin-
tées kX fa={Afa| A€ k*} ={(\, A) | A € X} pour A parcourant & :
(5/3, A)

(1/2,4)

&t

(D Par ailleurs, on peut montrer (exercice!) qu’en tant que sev de <7 (&, E), & est formé des applications
affines f : & — E dont la partie linéaire est un multiple de idg; de plus on a f = ¢(f)idg.
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2eme démonstration. — On peut définir & , en tant qu’ensemble, comme la réunion de E et des couples
(N, A), pour A € k* et A € &, et lon identifie un point A € & avec le couple (1, A). La multiplication par
un scalaire p # 0 est définie de fagon évidente : - (A, A) = (uA, A) et si u € E alors p - u est 'élément pu
de E. De méme, si u,v € F leur somme est 1'élément u + v de E. On pose (A, A) +u = (A, A+ X"1u) et :

A
Ay —— A+—B si A+ p#0,
(A A) + (1, B) = ( Atp Atp )

,uﬁ siA=—pu.

On peut alors vérifier directement que les axiomes d’espace vectoriel sont vérifiés, puis que ’application ¢
définie par ¢(u) = 0 et qﬁ(()\, A)) = )\ est une forme linéaire de noyau E; alors & s’identifie a ’hyperplan

affine formé des = € & tels que ¢(x) = 1. Les détails de la vérification sont laissés en exercice. O

Notation 13.3. — Tout point de & peut étre considéré comme un « vecteur » de &. Pour
distinguer les deux notions, il est utile d’introduire la notation suivante. En tant qu’espace
vectoriel, & est de facon naturelle un espace affine (avec Zj) = y — z) ; notons O le vecteur

nul 6) de & et pour tout « point » M € @@ notons OM le vecteur correspondant.
Proposition 13.4. — Soient Ay, A1, ..., A, des points de &. On a l’égalité :

(%) dim Vect(OAy, ..., OA,) = 1 + dim Aff(Ay, ..., A).

Démonstration. — Posons . = Aff(Ay,..., A,). Sa direction est le sous-espace vectoriel
F = Vect(ApAy, ..., AoA,) de E et T'on a dim(F) = dim(F). (Ceci est < p avec égalité ssi

Ao, ..., Ay sont affinement indépendants.)

Posons I = Vect(O—Ag, e O—A;) Comme OA; = OAy + ApA; pour tout i > 1, on a

F=kOAy+ F
et comme F' C E et OAg ¢ E (car ¢(O—>AO) =1),on a O—>AO ¢ F, donc la somme ci-dessus
est directe. On a donc dim(F') = 1 + dim(F). O

Exemple 13.5. — Illustrons ceci lorsque (&, E) est un plan affine sur R et que les points

Ag, A1, As sont distincts et alignés. Alors F' est la droite vectorielle RAyA; C E et, dans
. . e . , %

le dessin ci-dessous, F est le plan « vertical » engendré par AgA; et OAy :

A Ay Ay F
&
A[]A] F
0]
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14. Coordonnées barycentriques, théoremes de Ménélaiis et de Ceva

De l'avis de I'auteur de ces lignes, I'intérét principal du prolongement vectoriel est la construction du
complété projectif de & (voir la section suivante). Toutefois, on 1'utilise dans cette section pour démontrer
les théoremes de Ménélaiis et de Ceva.

Définition 14.1. — Soient & un espace affine de dimension n et Z = (Ao, A1, ..., A,) un
repere affine de & (cf. 3.7). Pour tout M € & il existe un unique (n+1)-uplet (Ao, ..., \,) €
il tel que > g A =1et M =31 (A A;. Ondit que (A, ..., A,) sont les coordonnées
barycentriques de M dans le repere Z.

Démonstration. — L’existence résulte de la Prop. 8.16 : comme Aff(Ao,..., A,) = &,
tout point M de & s ecrlt comme barycentre des A;. Prouvons ["unicité : s Yomodi=1let

M = ZZ o Nid;, on a AOM Yo A AOA donc, comme (AgAy, ... ,AOAn) est une base de

E, A\, ..., )\, sont uniquement determmes Alors )\0 Dest aussi puisque A\g = 1—=> " | A\, O

Proposition 14.2. — Supposons dim(&) = n et soit Z = (Ao, A1, ..., An) un repére
affine de &. Alors :
H H ~ o~
a) Les vecteurs OAy, ...,OA, forment une base Z de &. Notons (Ao, ..., \,) les coor-

données dans cette base. _ .

b) Un « point » M de & appartient a & ssi les coordonnées (Xg, ..., A\,) de OM vérifient
Do A= 1.

¢) De plus, les coordonnées barycentriques d’un point M € & dans le repere Z sont
les coordonnées du vecteur O—]\>4 dans la base #. On peut donc dire que : les coordonnées
barycentriques dans & se prolongent en des coordonnées « vectorielles » dans &.

Démonstration. — Le point (a) découle de la Prop. 13.4. D’autre part, si M est un élément

de & , Péeriture OM = > NOA,; signifie, avec les notations du théoreme 13.2, que
M =73%""  A\ifa, ; comme ¢ est linéaire et vaut 1 sur chaque fa4,, on a donc ¢(M) = >"7 A
Le point (b) en découle.

Prouvons (¢). Soit M € & et soient (Ao, ..., A,) ses coordonnées barycentriques dans Z.
Alors pour tout P € &, ona PM ="  \PA; et, comme Y ;\; =1, on a donc :

OM = 0P+ PM = (3" N)0P+ S APA =Y N(OP + PA) = \OA.
=0 =0 =0 =0

O
Théoréme 14.3. — Soient & un espace affine de dimension n et Z = (Ao, A1, ..., Ap)
un repére de &. Donnons-nous n + 1 points By,..., B, de & et pour j = 0,...,n no-
tons (Aoj, - - -, Anj) les coordonnées barycentriques de B; dans le repére Z. Alors les points
By, ..., B, sont affinement liés ssi le déterminant de la matrice A = (Nij)ij=o,.n €st nul.
Demonstmtzon — Plagons nous dans le plongement vectoriel V = & de & et notons F =
Vect(BoBl, ..., BoBy,) et I = Vect(OBy, ...,0B,). On a les équivalences :

= T
les B; sont liés <= dim(F') < n <= dim(F) < n+ 1 <= dét»(OB,,..., OB, n) =0,

~ —— —— s
ou A désigne la base #Z de V. Or la matrice Mat»(OBy,...,0B,) (qui exprime les OB;

dans la base %) n’est autre que A, d’ott le résultat. (?)

O

Dans la suite de cette section, on se place dans un plan affine (£, P).

)Pour une autre démonstration, n’utilisant pas le plongement vectoriel, voir [Be, Prop. 1.2.3].
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Théoréme 14.4 (de Ménélaiis). — @) Dans le plan 2, soient A, B, C trois points non
alignés, qui forment donc un repére, d’ot des coordonnées barycentriques. Soit A" un point
de la droite (BC'), ses coordonnées barycentriques sont donc de la forme (0, xz,z"). De méme,
soient B' € (CA), de coordonnées (y',0,y) Y et C' € (AB) de coordonnées (z,7',0). Alors
les points A', B' et C" sont alignés ssi xyz + x'y'z' = 0.

C(0,0,1)
B'(y',0,y)
A c’ B(0,1,0)
(1,0,0) (2,2,0)
A/
0,z,2")
Démonstration. — D’apres le théoreme 14.3, A’ B’ et C” sont alignés ssi le déterminant
0 v =z
x 0 2| est nul. Or on voit facilement que ce déterminant vaut zyz + 2'y'2’. O
2 oy 0
Théoréme 14.5 (de Céva). — ) Mémes hypothéses et notations que dans le théoréme

de Ménélaiis. Alors les droites (AA"), (BB') et (CC") sont concourantes ou paralléles ssi

xyz =2'y'Z.

Démonstration. — On note Z le repere (A, B,C) et I'on se place dans l'espace vectoriel

V= ;7: muni des coordonnées (A, i, v) dans la base %. La démonstration se fait en quatre
étapes. Notons P la direction de .

(i) Remarquons d’abord que toute droite affine 2 de & est I'intersection du plan vectoriel
IT qu’elle engendre dans V', et de &2. Or II est défini dans V' par I'annulation d’une forme
linéaire f(\, p,v) = aX + bu + cv, laquelle est unique a multiplication par un scalaire non
nul pres. Donc & est définie dans &2 par « I’équation en les coordonnées barycentriques »
a\+bu + cv = 0. De plus, II N P est la droite vectorielle D qui est la direction de & (voir
la figure dans 'exemple 13.5).

(ii) Soient maintenant dans &2 trois droites affines distinctes %1, %y, s, soient 11y, Iy, 13
les plans vectoriels associés, et soient f;(, p, V) = a; A+ b;p+ ;v une forme linéaire définis-
sant II;. Comme %, # %, alors 11 # II; donc I1; N1I, est une droite vectorielle A, et donc
le sous-espace W = II; N1l N 113 est égal soit a A (si A C II3), soit a {0} (si A ¢ II3).
De plus, comme II; = Ker(f;) est I'orthogonal dans V' de la droite kf; C V*, alors W est
l'orthogonal dans V' du sous-espace Vect(f1, fo, f3) de V* et donc on a :

(*) W =A<< W #{0} < fi, f2, f3 sont liées.

(3)Mathématicien grec qui vécut autour de I’an 100.

() Pour que le résultat final soit « joli », i.e. zyz 4+ 2’y’z’ = 0, on utilise ordre « cyclique » ABCA.
(®)Giovanni Ceva, mathématicien italien (1647-734). Son nom est souvent francisé en : « Jean (de) Céva »,
probablement pour le distinguer de son frére Tommaso (jésuite et mathématicien, qui eut pour éleve le
géometre (et jésuite aussi) Giovanni Saccheri). Source : www-history.mes.st-and.ac.uk
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(iii) W = A équivaut a ce que les droites 2y, Z,, Z3 soient concourantes ou paralléles.
Plus précisément :

— Si A n’est pas contenue dans P elle coupe & en un point I qui appartient a ZNII; NI,
donc I est le point de concours de Z; et %,. Dans ce cas, on voit que W = A ssi 91, D, D5
sont concourantes en I.

— Si A C P alors A est contenue dans PNII; pour i = 1,2, donc Z; et %, sont paralleles,
de direction D. Dans ce cas, on voit que W = A ssi 9, Y5, Y3 sont paralleles.

On a ainsi démontré, au passage, la proposition suivante :

Proposition 14.6. — Soient dans & trois droites affines distinctes Py, Do, Y3, définies
respectivement par les équations en les coordonnées barycentriques : a;\ + bju + c;v = 0

ap Gz as
pour i =1,2,3. Alors 91, D5, D3 sont concourantes ou paralléles ssi [by by bs| = 0.
€1 C2 C3

En effet, la nullité de ce déterminant équivaut au fait que les formes linéaires f;(\, p, v) =
a;\ + b;ju + c;v soient liées.

(iv) Achevons maintenant la démonstration du théoreme de Ceva. Comme la droite
P, = (AA’) passe par les points de coordonnées (1,0,0) et (0, z,2'), on voit que 'équation
f1 du plan IT; est 2’ —2zv = 0. De méme, comme la droite %, = (BB'’) passe par les points
de coordonnées (0,1,0) et (3/,0,y), on voit que I'équation f, de Ily est —yA + y'v = 0. Et
comme %5 = (C'C") passe par les points de coordonnées (0,0,1) et (z,2,0), on voit que
I'équation f3 de TI3 est 2’A — zu = 0. On obtient donc que (AA"), (BB’) et (CC") sont

0 -y 2

concourantes ou paralleles ssi le déterminant | 7 0 —z| est nul. Or on voit facilement
—x y 0

qu'il vaut 2'y'z" — xyz. O

Ezxercice 14.7. — Soient A, B, C' trois points non alignés d'un plan affine réel, s,t €0, 1],

C'=A+ sAB et A' = B + t BC. Soit T le point de concours de (AA’) et (CC’) et B’ le
point de concours de (BI) et (CA).

(i) Quelle est la condition sur s,t pour que B’ soit le milieu de [C, A] 7
(ii) On suppose s = 1/3 et t = 1/4. Déterminer le réel A tel que B’ = (1 — \)C' + \A.
(iii) Meéme question lorsque s = 1/3 et t = 3/4.

15. Complété projectif d’'une droite ou d’un plan affine

15.1. Complété projectif d’une droite affine. — Soit Z une droite affine, de di-
rection D. Alors V = 2 est un k-espace vectoriel de dimension 2 qui contient comme
hyperplan affine 2 = {v € V | ¢(v) = 1}. Notons P(V) = P(2) 'ensemble des droites
vectorielles de V. On peut le voir de plusieurs facons.

(a) Sur le dessin ci-dessous, on voit que, & 'exception de D, toute droite vectorielle de

V' coupe Z en un unique point. On peut donc identifier @(_@) a I’ensemble des points de
2, auxquels on rajoute un point, noté oo, qui correspond a la droite D et qu’on appelle le

« point a 'infini ». Donc, comme ensemble, P(2) = 2 U {o0}.
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NS

. 7

(b) Choisissons des coordonnées (x,y) sur V telles que & (resp. D) soit donnée par
I'équation y = 1 (resp. y = 0).©) Alors les droites vectorielles de V' sont :

(i) Pour A € k, la droite Dy d’équation x = Ay (engendrée par ey + \ej), qui coupe Z
en le point (A, 1).

(ii) La droite D = ke, d’équation y = 0.

Dans la figure suivante, pour £ = R on a représenté les droites Dy et Dq, ainsi que D,
et Dy, ou a = —1/2 = —b. De plus, lorsque k = R, on voit que lorsque A tend vers +o0, la
droite D, «tend » vers la droite D, = D. Bien qu’on n’ait pas encore défini de topologie
sur P(V'), on peut comprendre 1’assertion précédente en remarquant que chaque droite Dy
recoupe le cercle € de diametre [OA] en un unique point Py # O, tandis que D = D, est
tangente & € en O, et que, pour la topologie usuelle de R?, le point Py tend vers O quand
A tend vers +oo. Donc, on peut identifier P(R?) au cercle 4 (on reviendra sur ceci plus
tard).

Revenant a un corps quelconque k, soit V' un k-espace vectoriel de dimension 2.

Définition 15.1. — (a) On note P(V') I'ensemble des droites vectorielles de V', et I'on
dit que P(V') est une droite projective.

(b) Lorsque V = 2 pour une droite affine Z, on note I/PS(_@) = P(@) et I'on dit que c’est
le complété (ou plongement) projectif de Z.

L’intérét de cette notion de « droite projective » va apparaitre dans le paragraphe suivant.

15.2. Complété projectif d’un plan affine. — Soit & un plan affine, de direction
P. Alors V = & est un k-espace vectoriel de diAmension 3 qui contient comme hyperplan
affine # = {v € V| ¢(v) = 1}. Notons P(V') = P(Z?) I'ensemble des droites vectorielles de

6)Pour cela, on choisit une forme linéaire 1) non colinéaire & notre ¢, alors (1, @) est une base de V*, duale
d’une unique base # = (e1,ez) de V et donc les formes linéaires « coordonnées dans cette base » sont

(¥, ).
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V. On dit que c’est un plan projectif, et que c’est le complété (ou plongement) projectif
de &.

Comme ensemble, @(,@) est la réunion des points de &2, qui correspondent aux droites

vectorielles de &7 non contenues dans P, et des points de P(P), qui correspondent aux
droites vectorielles de P.(7)

dy dy

Al

Les points de P(P) forment ce qu'on appelle la « droite (projective) a l'infini », qu’on
notera Z.,. Dans @(,@), chaque droite affine Z est « complétée » en lui adjoignant son
« point & U'infini », qui est le point de P(P) correspondant a la direction de & ; on obtient
ainsi la droite projective @(@).(8) De plus, deux droites paralleles ont le méme point a
I'infini : par exemple, dans la figure, Z et &2’ ont d pour point a l'infini, tandis que la droite
(A1 As) et sa parallele passant par Ay ont toutes deux § comme point a l'infini. On voit
ainsi que :

(i) Dans &2, soient 2,, %, deux droites affines distinctes, alors dans IP’(@) les droites
projectives P(.@l) et ]P’(.@g) se coupent en un unique point z, et x appartient a & (resp. a
la droite a l'infini %) si et seulement si Z; et %, sont concourantes (resp. paralleles). (Ceci
suffit déja a justifier I’étude des espaces projectifs et de la « géométrie projective ».)

(ii) De plus, pour toute droite affine Z de &2, la droite projective f@(@) coupe Z,, en

un unique point, qui est le point a 'infini de Z. Donc, en appelant « droites » de P(Z?)
les droites P(2) ainsi que la droite Z,, on obtient que :

« dans @(,@) deux droites distinctes se coupent en un unique point »,

ce qui est une situation « plus agréable » que dans le plan affine. De plus, on verra plus
bas que, en fait, Z,, ne joue pas un role particulier et peut étre remplacée par n’importe
quelle droite de P(2?).

Remarque 15.2. — Lorsque k = R le plan projectif réel P?(R) = P(R3) est muni d'une structure de
variété C° compacte mais attention, il ne s’identifie pas & la spheére S? = {(z,y,2) € R? | 22 +y?+2%2 = 1}.

(M Cest pour cette raison que, dans la figure suivante, on a noté par des lettres minuscules les droites
vectorielles dy, dy,ds, d, 0 : elles correspondent & des « points » de P(Z?).
(®)En effet, le sev de 2 engendré par 2 s’identifie & 2 et 'on retrouve la construction du §1.
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On peut essayer de se le représenter comme la demi-spheére supérieure : 57 = {(z,y,2) € S* | z > 0} en
identifiant deux & deux les points diamétralement opposés (x,y,0) et (—z, —y,0). En effet, chaque droite
vectorielle non contenue dans le plan horizontal z = 0 coupe la demi-sphére en un unique point, pour
lequel z > 0. D’autre part, chaque droite vectorielle horizontale coupe le cercle horizontal St = {(x,,0) €
R3 | 22 4+ y? = 1} en deux points diamétralement opposés, qu'il faut donc identifier. On peut montrer que
P2(R) est une surface compacte non orientable (i.e. elle a une seule face au lieu de deux, comme un ruban
de Mobius) et donc n’est pas homéomorphe & une surface contenue dans R3. Mais ceci n’empéche pas de
faire de la géométrie projective!

16. Espaces projectifs, coordonnées homogenes, ouverts affines

16.1. Espaces projectifs et coordonnées homogeénes. — On fixe un k-espace vec-
toriel V' de dimension n + 1.

Définition 16.1. — L’espace projectif de V', noté P(V'), est 'ensemble des droites vec-
torielles de V. On dit que c’est un espace projectif de dimension n = dim(V) — 1. Si
V = k™" on le note aussi P"(k).

En particulier, si dim(V') = 1 alors P(V') est un point. Si dim(V) = 2 (resp. 3), on dit
que P(V') est une droite projective (resp. un plan projectif).

Terminologie. Si V' est le plongement vectoriel & d'un espace affine & de dimension n,
alors ]P’(@‘Aa) est noté ]IAD(@@) et appelé le complété (ou plongement) projectif de &.

Notation 16.2. — Considérons sur V — {0} la relation d’équivalence définie par v ~ v’
ssi il existe A € k™ tel que v = Av. Comme toute droite D est définie par un vecteur non
nul v et que deux vecteurs non nuls v, v" définissent la méme droite ssi v ~ v’, on voit que
P(V') s’identifie a ’ensemble quotient (V — {0})/ ~, qu’on note (V — {0})/k*.

Pour tout v € V — {0}, on notera [v] son image dans P(V), i.e. le point de P(V') défini
par la droite kv.

Définition 16.3 (Sous-espaces projectifs de P(V')). — Soit W un sev non nul de V.
Alors P(W) est un sous-ensemble de P(V') (en effet, les droites vectorielles de V' contenues dans
W sont exactement les droites vectorielles de W). On dira que c’est un sous-espace projectif de
P(V), de dimension dim(W)—1.1% En particulier, si dim(W) = 2 on dit que P(W) est une
droite (projective) de P(V), et si dim(W) = dim(V') — 1 on dit que P(W) est un hyperplan
(projectif) de P(V).

Terminologie. Si V' est le plongement vectoriel & d'un espace ¢ affine & de dimension n,
alors F est un hyperplan de & donc P(F) est un hyperplan de IP’((E” ) = (é" ). On dit que
c’est hyperplan & Pinfini car P(&) sidentifie 4 la réunion disjointe de & et de P(E).

Rappelons le lemme suivant, dont on se servira de fagon répétée.

Lemme 16.4. — Soient H un hyperplan de V et W un sev de V non contenu dans H.
Alors on a dim(W N H) = dim(W) — 1.

Démonstration. — En effet, rappelons la formule :
(1) dim(W N H) =dim(W) + dim(H) — dim(W + H).

Comme dim(H) = dim(V) — 1 et comme Uinclusion H C H + W est stricte (car W ¢ H),
on a dim(W + H) > dim(V) et donc W + H = V. Reportant ceci dans (}), on obtient
dim(W N H) =dim(W) — 1. O

) Par convention, P({0}) = @
(198i W = {0}, alors P(W) est Pensemble vide @, auquel on peut attribuer la dimension —1.
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On a vu au §15.2 que, si & est un plan affine, alors le plan projectif @(32) = P(fﬁ) a la propriété
suivante : deux droites projectives distinctes se coupent en un unique point. On va voir que ceci est vrai
dans tout plan projectif. Plus généralement, on a la :

Proposition 16.5. — Soient E,F deux sev non nuls de V. Posons p = dimP(F) et
g =dimP(F).

(i) On a P(E)NP(F)=P(ENF); ceci est non vide ssi EN F # {0}.

(ii)) Sip+q > n = dimP(V) alors P(E) N P(F) est non vide et est de dimension
Zp+q—n.

(iii) Par ailleurs, on a : P(E) CP(F) < E C F et donc : P(E) =P(F) < E=F.

(iv) Si H est un hyperplan de V' et si D est une droite projective non contenue dans
P(H), alors DNP(H) est formé d’un seul point.

Démonstration. — P(E) NP(F) est formé des droites vectorielles de V' contenues dans E
et dans F, i.e. contenues dans £ N F. La lere assertion de (i) en découle, et la 2eme est
claire.

(ii) On sait que dim(ENF)+dim(E+ F) = dim(E)+dim(F) = p+1+q¢+1=p+q+2,
et comme dim(F + F) < dim(V) =n+ 1 on a donc :

dm(ENF)>p+q+2—(n+1)=p+qg+1—n.

Sous I’hypothese p+q > n, ceciest > 1, donc ENF est non nul, de dimension > p+g—n+1,
donc P(E) NP(F) est de dimension > p + ¢ — n.

(iii) Il est clair que si £ C F alors P(F) C P(F'). Réciproquement, si P(E) C P(F), alors
pour tout v non nul dans F, la droite kv est contenue dans F', d’ou v € F et donc £ C F.
Ceci prouve la lere assertion de (iii), et la 2eme en découle.

(iv) On a D = P(WW) pour un certain plan vectoriel W de V' (uniquement déterminé, d’apres
(iii)), non contenu dans H. Alors A = W N H est une droite vectorielle de H et donc
DNP(H)=P(A) est le point § de P(H) correspondant a A. O

Corollaire 16.6. — (i) Dans un plan projectif, deux droites projectives distinctes D et
D’ se coupent en un unique point.

(ii) Dans un espace projectif P(V') de dimension 3 (i.e. dim(V') = 4), soient P un plan
projectif et D une droite projective non contenue dans P. Alors P et D se coupent en un
unique point.

Pour faire de la géométrie dans le plan projectif (cf. la section 17 sur les théorémes de Pappus et de
Desargues), on aura besoin de la notion de « droite projective engendrée par deux points distincts » et de

celle de « points alignés » dans P(V'). Pour cela, on a besoin de la :

Définition 16.7 (Sous-espace projectif engendré, points alignés)

Soit X un sous-ensemble non vide de P(V'). Notons J, la droite vectorielle de V' cor-
respondant a un élément = de X, et soit E le sev de V' engendré par les §,. En d’autres
termes, si X = {p1,...,pn} et si p; = [v;], alors E = Vect(vy, ...,vy). Alors :

(i) P(E) est le plus petit sous-espace projectif de V' contenant X. On dit que c’est le
sous-espace projectif engendré par X.

(ii) Si X est formé de deux points distincts py, po, alors dim(F) = 2 et 'on dit que P(E)
est la droite projective engendrée par p; et py. On la note (p1ps).

(iii) Soient N > 2 et py,...,py des points de P(V'), pas tous égaux. On dit qu'ils sont
alignés si le sous-espace projectif qu’ils engendrent est une droite projective.
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Démonstration. — Il n’y a que la premiere phrase de (i) & démontrer. Mais c’est clair, car
si X est contenu dans un sous-espace projectif P(W) alors W contient les §, donc contient
E, dou P(E) C P(WW). O

Définition 16.8 (Coordonnées homogeénes). — Munissons V' d’une base (eg, . . ., €,),
notée A. Alors chaque point de P(V'), correspondant a une droite vectorielle D, peut étre
paramétré par ses « coordonnées homogénes » [xg,21,...,x,] : ce sont les coordonnées
dans la base # d’'un élément non nul v de D. Noter que comme v # 0, les z; ne sont
pas tous nuls. Bien stir, pour tout A € k£, v et Av engendrent la méme droite, donc les
coordonnées homogenes ne sont définies qu’a la multiplication pres par un scalaire non nul,
ie. [xg,x1,...,T,) et [Azg, Axq, ..., Ax,] représentent le méme point.

On va voir que malgré cette « non unicité » (qui au prime abord peut sembler génante),
les coordonnées homogenes sont un outil tres utile.

En particulier, si V = k"™ les coordonnées homogenes dans P"(k) = P(k"™!) ne sont

autres que les classes d’équivalence de (n + 1)-uplets (z, ..., z,) € k"™ —{(0,...,0)}, ou
(0, yxn) ~ (xg,...,20) ssiil existe A € k* tel que z; = Az; pour tout i, et la classe
d’équivalence de (xo, ..., x,) est notée [zo, ..., x,].

16.2. Ouverts affines. — On appellera plus bas « ouverts affines » de P(V') certains es-

paces affines, analogues de 1'espace affine & plongé dans ]IAD(@@ ). Pour justifier la terminologie
«ouverts », commencons par la définition suivante.

Remarque 16.9. — Pour tout polynéme homogeéne F € k[Xy, ..., X,], disons de degré d, on
peut définir son « lieu des zéros » dans P"(k) par :

¥ (F) = {[zo, ..., xn] € P*(k) | F(o,...,zn) = 0}.

Ceci est bien défini, car puisque F est homogene de degré d, on a F(A\xg,...,\z,) =
)\dF(xO,...,xn) pour tout A € k*, donc si F' s’annule sur un représentant (xo,...,xz,) de
[Z0, ..., 2] il s’annule sur tout représentant.

Plus généralement, pour tout ensemble {F},...,Fn} de polynomes homogenes (ou F; est,

disons, de degré d;), on pose :
V(F,...,Fn) ={[zo,...,xn] € P"(k) |Vi=1,...,N, E(xo,...,xn):()}:ﬂ"//(ﬂ).

On appellera ces sous-ensembles des fermés algébriques de P"(k). (1)

La remarque précédente est valable, indépendamment d’un choix de coordonnées, pour
toute forme linéaire f sur V. Plus précisément :

Définition 16.10 (Hyperplans de P(V)). — (i) Pour toute f € V* non nulle, son
lieu des zéros ¥ (f) = {[v] € P(V) | f(v) = 0} est appelé un hyperplan de P(V'). Notant H
I'hyperplan Ker(f) C V, on voit que ¥'(f) n’est autre que I'ensemble des droites vectorielles
contenues dans H, c.-a-d. le sous-espace projectif P(H) C P(V).

(ii) Plus généralement, pour fi,..., f. € V* le lieu des zéros ¥ (f1, ..., f,) est bien défini
et sidentifie au sous-espace projectif P(W), ot W = _, Ker(f;). 1%

(I On peut vérifier (nous n’en aurons pas besoin) que les # (F) forment les fermés d’une certaine topologie
sur P"(k), appelée la topologie de Zariski. De plus, si k est le corps K = R ou C alors K"*! est muni d’une
topologie canonique, ainsi que le quotient P*(K) = (K"*! —{0})/K*, et comme les fonctions polynomiales
(homogenes) F = K"*! — K sont continues, on obtient que les ¥ (Fy,. .., Fiy) sont aussi des fermés pour
cette topologie.

(12)On rappelle que si W = {0} alors P(W) = @.
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Rappel 16.11. — Si F est un sev de V', son orthogonal dans V* est :
F'={ve V| f(v) =0 pour tout f € F}.

On a dim(F") = dim(V) — dim(F). En particulier, si ' = H est un hyperplan de V alors
H? est une droite vectorielle de V*.

Ezxplications 16.12. — Afin « d’expliquer » les propositions 16.13 et 16.15 qui vont
suivre, résumons ici le bEt poursuivi dans la suite de cette section. On a vu au §15.2
que le complété projectif P(Z?) d’un plan affine (&2, P), obtenu en ajoutant a & la droite
projective P(P), a de meilleures propriétés d’incidence que & (i.e. deux droites distinctes
se coupent en un unique point). On verra plus loin que pour certains énoncés de géométrie
affine dans &, il est avantageux de démontrer d’abord un énoncé analogue dans @(,@),
puis d’en déduire le résultat « en revenant » dans 4. R

Ceci se généralise en dimension quelconque : si V = & est le plongement vectoriel d'un
espace affine (&, E), alors & est le complémentaire dans P(V') de « 'hyperplan a Uinfini »
P(F). Mais il y a bien plus que cela : on va voir que pour tout hyperplan projectif P(H)
de P(V'), Pouvert complémentaire U = P(V') — P(H) est muni d’une structure naturelle
d’espace affine de dimension n, et si I’on part d’un énoncé affine dans & que 1’on transforme
en énoncé projectif dans P(V), alors en se placant dans 'espace affine U, on peut obtenir de
nouveaux théorémes affines (voir les théorémes de Pappus et de Desargues dans la section
suivante).

Le but de ce qui suit est donc de définir sur U = P(V)—P(H ) une structure d’espace affine
qui ne dépende que de H (et pas d'un choix additionnel, tel que le choix d'un générateur
f de la droite vectorielle H® C V*).

Définition et proposition 16.13 (Les « ouverts » affines U = P(V) — P(H))

Soient H un hyperplan de V et U = P(V)—P(H). Fizons un générateur f de H°, i.e. une
forme linéaire f telle que Ker(f) = H et, pour tout A € k* considérons l’hyperplan affine
o ={r eV | f(x)=A}.

(i) L’application 76 — U, x — [z]| est une bijection. Via cette bijection U est muni
d’une structure d’espace affine de direction H, définie par [x] +)u = [z + Au].

(ii) Toutes ces structures d’espace affine sont isomorphes : plus précisément, l’homothétie
v — A dans V induit une bijection de 6 sur J6 et un isomorphisme entre les espaces

affines (74, H,+1) et (J4, H,+)) (cf. la figure ci-dessous).

\ 2u A5
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Démonstration. — (i) Tout [v] € U admet un unique représentant v tel que f(v) = A. En
effet, si w est un représentant quelconque, alors v = \f(w) lw vérifie f(v) = A, et pour
tout représentant v’ = pv on a f(v') = pA, donc f(v') = A < p = 1. On a donc une
bijection x + [z] de 23 sur U. De plus, 'action de H sur 74, définie par

O x H— 7, (v,u)—c+yu=1x+ M,

fait de J4 un espace affine de direction H, que 'on désignera par (J&, H,+,). Via la
bijection précédente, ceci munit U d’une structure d’espace affine de direction H.

(ii) L’homothétie de V' de rapport A est bijective. Elle induit une bijection h de 7 sur
4. De plus, pour tout x € ¢ et u € H, on a :

h(z +1u) =h(zx+u) = ANz +u) = Az + Au = h(x) +, u.

Ceci montre que, considérée comme application de (s, H,+;) dans (43, H,+)), h est
une application affine, de partie linéaire I’homothétie vectorielle hy : H — H. Comme h
est bijective, ¢’est donc un isomorphisme entre ces deux espaces affines. O

Remarque 16.14. — Ce qui précede devient tres simple si on 1’écrit en coordonnées
homogenes. Soit H un hyperplan de V. On peut trouver des coordonnées homogenes
[0, ..., 2,] telles que H soit donné par l'annulation d’une des coordonnées, disons par
I’équation xy = 0. En effet, soit fy une forme linéaire telle que Ker(fy) = H ; complétons-la
en une base (fo,..., f,) de V*. C’est la base duale d’une unique base % = (ey,...,e,) de
V' et, notant (xq,...,x,) les coordonnées dans cette base et [zo,...,x,] les coordonnées
homogenes correspondantes sur P(V'), chaque forme linéaire coordonnée ef = x; n’est autre
que f; et donc H est bien donné par I’équation zq = 0. Alors 'ouvert Uy = P(V') — P(H)

s'identifie a 'hyperplan affine
H ={[1,x1,...,2,] €EP(V)} =eo+ H.

Soit H un hyperplan de V. Il résulte de ce qui précede que U = P(V) — P(H) est muni
d’une structure affine; en particulier, on peut parler de ses sous-espaces affines. Ils sont
décrits explicitement par la proposition suivante.

Proposition 16.15 (Sous-espaces affines de P(V) — P(H))

Soient H un hyperplan de V et U = P(V) — P(H). Fizons un générateur f de H° et
identifions U a Uhyperplan affine 7 = {v € V| f(v) = 1}. Alors on a ce qui suit :

(i) Pour tout sev W de V' non contenu dans H, de dimension d+ 1, P(W)NU est un
sous-espace affine # de U de dimension d et de direction WNH, et l’on a W = Vect(#').

(ii) Soit #" un sous-espace affine de U, de dimension d, et soit W le sev de V' engendré
par les droites kv, pour tout [v] € W . Alors W est de dimension d + 1, n’est pas contenu
dans H et W N H est la direction de # . Le sous-espace projectif P(W) de P(V) est de
dimension d et l'on a PW)NU =¥#'.

(iii) Donc les applications W — P(Vect(#')) et P(W) — P(W)NU sont des bijec-
tions réciproques entre l’ensemble des sous-espaces affines de U et celui des sous-espaces
projectifs de P(V') non contenus dans P(H). Ces bijections préservent la dimension.

Démonstration. — Pour la démonstration, identifions J# a U, via la bijection = — [z].

(i) Soit W un sev de V' non contenu dans H. Alors f induit, par restriction, une forme
linéaire sur W, non nulle (car W ¢ Ker(f)) qu’on notera fy,. Alors on a les identifications
suivantes :

HANPW)={veV|flv)=1letveW}={veW]| fw()=1}

qui montrent que # = 2 NP(W) est un espace affine de direction Ker(fy) = W N H,
donc de dimension dim(W) — 1.
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De plus, montrons que le sev W’ = Vect(#') de W égale W. Fixons vy € # . Alors pour
tout w € WNH le point vg+w appartient a 7, donc w € W’. Ceci montre que W’ contient
I'hyperplan vectoriel Ker(fy ) de W'; comme il contient de plus vy qui n’appartient pas a
Ker(fw) (puisque fi (vo) = 1), on a donc W' = W. Ceci prouve (i).

(ii) Soient #  un sous-espace affine de dimension d de .7, on peut 1’écrire vy + F ou F'
est un sev de dimension d de H. Posant W = Vect(#), on a donc W = kvy+ F et, comme
vo & H (puisque f(vg) = 1), cette somme est directe : W = kvg® F et 'ona WNH = F.

Il reste a montrer que P(W) N 2 = # . Comme plus haut, on a les identifications

HNPW)={veV|flv)=1letveW}={weW| f(w)=1}.
Or, écrivant w = Avg+u, avecu € F'=WNH,ona f(w) = Adonc f(w) =1 w € v+ F.
Ceci montre que ' NP(W) = vy + F =¥, ce qui acheve la démonstration de (ii).

Enfin, (iii) découle aussitot de (i) et (ii) car pour tout # on a # = U NP(Vect(#)) et
pour tout W on a W = Vect(P(W)NU). O

Pour les lecteurs intéressés, ajoutons le complément suivant. On peut récrire la proposition
16.13 de facon plus « canonique » (i.e. sans choisir un générateur f de H°). D’abord, on a le
lemme suivant.

Lemme 16.16. — Soit H un hyperplan de V et soit E = Hom(V/H, H) [’espace vectoriel des
applications linéaires de V/H dans H. Alors :

(i) Le choir d'un générateur f de HY = (V/H)* définit un isomorphisme d’espaces vectoriels
¢r H 5 E.

(ii) Plus précisément, pour tout u € H et v € V, on a :|¢p(u)(0) = f(v)u| (ot T désigne
limage de v dans V/H).

Démonstration. — (i) En effet, V/H étant de dimension 1, si 'on en fixe un générateur e alors
E = Hom(ke, H) s’identifie & H via 'isomorphisme 6 — 6(e). Or, le choix d’un générateur f de
H° = (V/H)* définit un générateur e de V/H, & savoir I'unique élément e tel que f(e) = 1.

(ii) Fixons f et e comme ci-dessus. Pour tout w € H on a, par définition, ¢¢(u)(ue) = pu
pour tout u € k. D’autre part, pour v € V, posons v = pye. Alors u, = f(0) = f(v) et donc

¢7(u) (@) = f(v)u. ) O

Proposition 16.17. — Soient H un hyperplan de V et U = P(V) — P(H). Soit E =
Hom(V/H, H) et, pour tout f € H® — {0}, soit #; ={x € V| f(z) = 1}.

(i) U est un espace affine de direction E (et donc de dimension n = dim(V) — 1).

(ii) Pour tout f € H° — {0} la bijection #; — U, x + [z] est une application affine, de partie
linéaire l'isomorphisme ¢y : H 3 E du lemme 16.16. C’est donc un isomorphisme entre les

espaces affines (A3, H) et (U, E).

Démonstration. — (i) D’abord, pour tout v € V', notons v son image dans V/H. On définit alors
laction de E sur U comme suit. Pour tout § € E et [v] € U, on pose :
(%) [v]+0 =[v+6()].

Vérifions que ceci est bien défini. D’une part, comme 0(v) € H, le vecteur v+6(7) n’appartient pas
a H, car sinon on aurait v € H, contradiction. D’autre part, si v/ = A\v est un autre représentant
de [v], on a (') = O(\D) = AI(V) et donc v/ + O(v') = A(v + 0(D)). Ceci montre que (*) définit
bien une application U x E — U, ([v],0) — [v] + 6.

(13)Tout ceci devient plus clair si 'on connait les produits tensoriels (cf. le cours 4M002) : Hom(V/H, H)
s’identifie au produit tensoriel (V/H)*®@ H = H°® H, et comme dim(H") = 1 tout élément est de la forme
f®u, avec f € H et u € H. Pour tout A € kX, \f ® u = f ® Au correspond & I'application v — Af(v)u,
qui est ¢xr(u) aussi bien que ¢y (Au). (Comparer avec 16.13 et la figure qui le suit.)
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Si 6 = 0 (Papplication nulle), on a bien [v] + 0 = [v]. Et pour tout 0,6 € E, ([v] +6)+ ¢’
= [v+ 0(v)] + 0’ désigne la droite engendrée par le vecteur

v+ 0@+ 60 (v+0)=v+0®)+60 @) =v+(0+6)().

Ceci montre que ([v]460)+ 6 = [v]+ (0+6'), donc () définit bien une action de E sur U. Il reste
a montrer que cette action est simplement transitive, et I’on va démontrer ceci en méme temps
que le point (ii).

(ii) Tout [v] € U admet un wunique représentant v tel que f(v) = 1. En effet, si w est un
représentant quelconque, alors v = f(w)~'w vérifie f(v) = 1, et pour tout représentant v’ = v
on a f(v') = p, donc f(v') =1« p=1. On a donc une bijection ps :  — [z] de H#F sur U.

Soient x € U et uw € H. D’apres le lemme 16.16, on a ¢¢(u)(z) = f(x)u = u et 'on a donc les
égalités :

() pi(z+u) = [z +u] = [z + ¢p(u)(2)] = [x] + ¢f(u) = pr(x) + ¢f(u).

Ceci montre que, via la bijection py, 'action + de E sur U correspond a ’action naturelle de H
sur /7. Comme celle-ci est simplement transitive, on en déduit qu’il en est de méme de I'action +.
Ceci acheve de prouver que (U, E) est un espace affine. Mais alors, (x*) nous dit que la bijection

p: At — U est affine, de partie linéaire ¢; ; c’est donc un isomorphisme entre les espaces affines
(J;,H) et (U, E). O

16.3. Passage de I’affine au projectif, et inversement. — Comme expliqué en 16.12,
on veut pouvoir passer d'un énoncé affine dans un espace affine & a un énonce projectif dans
f@(@@ ), puis revenir a un énoncé affine dans un ouvert affine U = P(V)) — P(H). Pour cela,
on aura besoin de ’énoncé suivant, que 1’on peut paraphraser en disant que les bijections
de la Prop. 16.15 « préservent l’alignement des points » (en un sens rendu précis par la
proposition ci-dessous).

Proposition 16.18. — Soient py,...,pn, avec N > 3, des points deux a deuz distincts
de P(V) (ou dim(V') > 2).

(i) On suppose que les p; sont alignés au sens de la définition 16.7, i.e. que le sous-espace
projectif P(W') qu’ils engendrent soit une droite projective (i.e. dim(W) = 2). Alors, pour
tout hyperplan H de V' tel que les p; ne soient pas tous dans P(H) (i.e. tel W ¢ H) on a
ce qui suit : W N H est une droite vectorielle D et, notant U 'ouvert affine P(V) —P(H),
on est dans l'une des deux situations suivantes :

(a) tous les p; sont dans U et appartiennent a une droite affine 9.

(b) tous les p; sauf un sont dans U et appartiennent a une droite affine 9, et le
dernier, disons py, est dans « Uhyperplan a Uinfini » P(H) et correspond a la droite
vectorielle D qui est la direction de 9.

(ii) Réciproquement, s’il existe un hyperplan H de V tel qu’on soit dans la situation
(a) ou (b) ci-dessus, alors le sev W de V' engendré par 9 est de dimension 2 et les p;

appartiennent a la droite projective f@(@) =P(W).

Démonstration. — (i) Posant p; = [v;], soit W le sev de V' engendré par les droites kv;.
Supposons dim(W) = 2. Soit H un hyperplan de V' ne contenant pas H, alors W N H
est une droite vectorielle D. D’apres la Prop. 16.15, U N P(W) est une droite affine & de
direction D. De plus, P(W)NP(H) =P(WNH)=P(D) = {d}, ou d est le point de P(H)
qui correspond a la droite D. Comme les p; sont deux a deux distincts, au plus 'un d’entre
eux peut étre égal a d, et 'on est donc dans 1'une des situations (a) ou (b).

(ii) Réciproquement, soit H un hyperplan de V' tel qu’on soit dans la situation (a) ou
(b). D’apres la Prop. 16.15, il existe un unique plan vectoriel W de V', non contenu dans H,
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tel que 2 = UNP(W).1Y. De plus, la direction de 2 est la droite vectorielle D = W N H.
On a donc P(W)NP(H) = P(W N H) = {d}, ou d est le point de P(H) qui correspond
a D. Donc, dans chacun des cas (a) et (b), les p; sont contenus dans la droite projective
B(2) =B(W). O

Ezxercice 16.19. — Soient pq,...,py € P(V). On suppose :

(i) dim(V) > 3 et N > 5.

(ii) Les p; sont coplanaires, i.e. le sous-espace projectif P(IW) qu’ils engendrent est un
plan projectif,

(iii) Trois quelconques des p; ne sont jamais alignés (i.e. pour 4, j, k deux a deux distincts,
les points p;, p;, pr e sont pas alignés).

Montrer que pour tout hyperplan H ne contenant pas W, tous les p; sauf au plus deux
sont dans l'ouvert affine U = P(V) — P(H) et y engendrent un plan affine &2. Décrire les
trois situations possibles selon le nombre de p; contenus dans P(H).

17. Théoremes de Pappus et de Desargues
Du théoreme de Pappus affine 7.1 donné dans le chap. 1, on déduit le :

Théoréme 17.1 (de Pappus « projectif »). — Dans un plan projectif P(V), soient
D, ' deux droites distinctes et Py, Py, Py (resp. Q1,Q2,Q3) trois points distincts situés
sur 9 (resp. 9') et distincts du point de concours de 9 et 9'. On note Rs le point de
concours des droites (P1Qs) et (P2Q1) et lon définit de méme Ry et Ry, cf. la figure ci-
dessous :

! P P

@ Q2 OF

Alors les points Ry, Ry, R3 sont alignés.

Démonstration. — On a bien sur envie de poser %, = (R Rz) et d’appliquer la théoréeme
7.1 dans le plan affine U = P(V') — Zw. Pour cela, il faut s’assurer que les points P; et @),
sont dans U, i.e. ne sont pas sur la droite (R;Rz). Ceci « se voit » sur la figure ci-dessus,
et on peut le démontrer comme suit :

(i) Les points R; sont deux & deux distincts. En effet, si on avait par exemple Ry = Ry = S, les points
P35Q1 Q3 seraient alignés, d’out P € &', contradiction.

(ii) Aucun P; ou Q; n’appartient & la droite (R1Rs2). En effet, vis-a-vis de (R1Rz), les points Py, Py, Q1, Q2
d’une part, et P3, Q3 d’autre part, jouent le méme role, donc il suffit de le vérifier pour P; et Ps. Si on
avait P, € (R1R2), les points Py Ry RoQ3Ps seraient alignés, d’ot Q3 € 2, contradiction. Et si on avait
P; € (R1Rs), les points P3 Ry R2(Q1 Q2 seraient alignés, d’ou P € 2, contradiction.

() Explicitement, comme p; = [v1] et pz = [vo] sont distincts et contenus dans 2, alors W = Vect(vy, v2).
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Prenons alors la droite (R;R3) comme droite & l'infini Z,,. Alors dans le plan affine
P =P(V) — Dy, les droites affines (P3Q2) et (P2(Q3), d'une part, et (P1Q3) et (P3Q1)
d’autre part, ne se coupent pas donc sont paralleles. D’apres le théoreme de Pappus af-
fine, les droites affines (PQ1) et (P1Q2) sont donc paralleles, donc dans P(V') leur point
d’intersection R3 appartient a la droite Z,, = (R1R2). Ceci montre que Ry, Ry, R3 sont
alignés. O

Et de cette version projective, on déduit la variante affine suivante :

Corollaire 17.2 (Version affine de Pappus projectif). — Dans un plan affine &,
sotent 9,9" deux droites distinctes et Py, Py, Py (resp. Q1,Q2, Q3) trois points distincts
situés sur P (resp. 9') et distincts de l’éventuel point de concours de P et 9'. On sup-
pose que les droites (PaQ3) et (P3Qs), resp. (P1Q3) et (P3Qy), se coupent en un point Ry,
resp. Ry. Alors :

a) ou bien (P1Q2) et (P2Q1) se coupent en un point Ry de la droite (Ry R2),

b) ou bien (P1Q2) et (P2Q1) sont paralléles a la droite (R Ry).

Démonstration. — Placons-nous dans le plongement vectoriel ]IAD(,@) de &. Soit R3 le point
de concours des droites projectives (P1Q2) et (PoQ1). D’apres le théoreme précédent il
appartient a la droite projective (R1Ry), d’ou (a) si Ry € . Au contraire, si Ry € Zu
alors c’est le point a l'infini de chacune des droites affines (R; Rs), (P1Q2) et (P2Q1), donc
ces trois droites sont paralleles. O

De méme, du théoreme de Desargues affine 7.2 donné dans le chap. 1, on déduit le :

Théoréme 17.3 (de Desargues projectif). — Dans un plan projectif, considérons six
points distincts A, B,C, A’, B',C". On suppose :

a) A, B,C (resp. A', B',C") sont non alignés.

b) Les droites (AA"), (BB') et (CC") sont deuz a deuz distinctes.

Notons P, resp. Q, resp. R, lunique point d’intersection des droites (AB) et (A'B’),
resp. (AC) et (A'C"), resp. (BC) et (B'C") et faisons de plus l’hypothése :

c) {P,Q,RYN{A,B,C,A",B' C'}=ga. U9
Alors P, Q, R sont alignés si et seulement si les droites (AA"), (BB') et (CC") sont concou-
rantes en un point O.

Démonstration. — (1) Remarquons d’abord que les points P, @), R sont bien définis, car
les droites (AB) et (A'B’) sont distinctes, ainsi que (AC) et (A’C") d’une part, et (BC)
et (B'C’") d’autre part. En effet, comme (AA’) # (BB’), les points ABA'B’ ne sont pas
alignés donc (AB) et (A’B’) se coupent en un unique point P, et de méme pour @ et R.

(15)Cette hypothese est généralement omise dans la littérature; si elle n’est pas vérifiée le théoréme reste
vrai mais la figure obtenue est différente, voir [Po, Th.12.13].
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(2) Remarquons de plus que P, @, R sont deux a deux distincts. En effet, supposons par
exemple que P = R et notons provisoirement M ce point. Comme B # B’ alors M ne
peut étre simultanément égal a B et a B’. Supposons par exemple M # B. Alors la droite
(BM) = (BP) = (BR) contient A (car ABP sont alignés) et aussi C' (car BC'R sont
alignés). Donc A, B, C sont alignés, contradiction. Ceci montre que P, @, R sont bien deux
a deux distincts.

(3) Montrons que la droite (PQ) ne contient aucun des points A, B, C, A’ B', C". En effet,
si A € (PQ) alors, comme par c) A est distinct de P, @ la droite (AP) = (AQ) égale (AB)
et (AC), donc A, B, C sont alignés, contradiction. Et si B € (PQ), alors (PQ) = (BP)
contient A, contradiction. De méme, (PQ) ne peut contenir ni C', ni A, B, C".

(4) Démontrons maintenant 1’équivalence annoncée.

(i) Supposons P, @, R alignés et prenons cette droite comme droite a l'infini Z,. Alors
dans le plan affine &2 = P(V) — %, les droites affines (AB) et (A'B’) sont paralleles, de
méme que (AC) et (A'C") d’une part, et (BC) et (B'C") d’autre part. Donc, d’apres le
théoréeme de Desargues affine, les droites affines (AA’), (BB') et (CC") sont concourantes
ou paralleles, donc les droites projectives correspondantes sont concourantes.

(ii) Réciproquement, supposons les droites (AA’), (BB') et (CC") concourantes. Prenons
la droite (PQ) comme droite a 'infini Z,,. Alors dans le plan affine & = P(V) — %, les
droites affines (AB) et (A’B’) sont paralleles, de méme que (AC) et (A'C"), et les droites
affines (AA’), (BB') et (C'C") sont concourantes ou paralleles. Donc, d’apres le théoreme
de Desargues affine, les droites affines (BC') et (B'C”) sont paralleles, donc les droites
projectives correspondantes se coupent sur la droite a I'infini 2., donc R € Z,, = (PQ)
et donc P, Q, R sont alignés. O

Remarque. — Dans la figure précédente, le point O n’appartient pas a la droite (PQR),
mais il peut y appartenir :
B/

Ezxercice 17.4. — Essayer de démontrer le corollaire 9.10 de [Po, Partie I] = Exercice
6.7.3.1 (page 64) de [Ti].
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