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16. Rappels sur les espaces euclidiens

Définitions 16.1. — Soit E un R-espace vectoriel (pas nécessairement de dimension finie).

(1) Soient φ une fbs sur E et Q la forme quadratique associée. On dit que Q (ou φ) est définie
positive si Q(x) > 0 pour tout x ∈ E − {0}. Dans ce cas, on dit que φ est un produit scalaire
et l’on note souvent φ(x, y) = (x | y).

Rappelons que dans ce cas Q est non dégénérée : si x ∈ N(Q), on a en particulier Q(x) = 0, d’où x = 0.

(2) Si E est de dimension finie, on dit alors que « E, muni de ( | ) » est un espace (vectoriel)
euclidien. (Pour abréger, on écrira souvent : « Soit E un espace euclidien », sans préciser le produit

scalaire ( | ), celui-ci étant sous-entendu.)

Exemples 16.2. — (1) Rn muni du produit scalaire standard : (x | y) = x1y1 + · · · + xnyn si

x =



x1
...
xn


 et y =



y1
...
yn


, la forme quadratique associée étant Q(x) = x21 + · · · + x2n, est un

espace euclidien de dimension n. Pour ce produit scalaire, la base canonique (e1, . . . , en) de Rn

est orthonormée, i.e. on a (ei | ej) = 1 si i = j et = 0 sinon.

(2) Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues f : [0, 1] → R (il n’est pas de dimension

finie !). Il est muni du produit scalaire (f | g) =
∫ 1
0 f(t)g(t)dt.

Définition 16.3. — Soit E, muni de ( | ), un espace euclidien.

(1) Une famille (ei)i∈I de vecteurs est dite orthonormée si (ei | ei) = 1 et (ei | ej) = 0 pour
tout i 6= j.

(2) Supposons E de dimension n. Une base orthonormée est une base (e1, . . . , en) de E qui
est une famille orthonormée, i.e. qui vérifie (ei | ei) = 1 et (ei | ej) = 0 pour tout i 6= j.

(3) Toute famille orthonormée est libre. En particulier, si dimE = n, toute famille orthonormée
(f1, . . . , fn) de cardinal n est une base orthonormée de E.

(4) Dans la suite, on abrégera souvent « base orthonormée » en : b.o.n.

Démonstration. — Prouvons (3). Supposons qu’on ait une relation 0 = t1ei1 + · · · + tpeip , avec
i1, . . . , ip ∈ I deux à deux distincts et t1, . . . , tp ∈ R. Fixons un indice r ∈ {1, . . . , p} et appliquons
(eir | ) à l’égalité précédente. Comme (eir | eis) = 0 pour s 6= r, on obtient 0 = tr(eir | eir) = tr,
d’où tr = 0. Ceci prouve que la famille (ei)i∈I est libre.

Théorème 16.4. — Soit E un espace euclidien de dimension n. Alors E admet une base ortho-
normée.
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Démonstration. — D’après le théorème d’inertie de Sylvester 14.21, il existe une base orthogonale
(e1, . . . , en) telle que (ei | ei) ∈ {1,−1, 0} ; or comme ( | ) est défini positif on a nécessairement
(ei | ei) = 1, donc (e1, . . . , en) est une b.o.n.

Définition 16.5 (Normes et distances). — Soit E un R-espace vectoriel. Une norme ‖ · ‖
sur E est une application E → R+, x 7→ ‖x‖ vérifiant les trois propriétés suivantes :

(1) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0.
(2) Pour tout t ∈ R, x ∈ E, on a ‖tx‖ = |t| · ‖x‖ (où |t| est la valeur absolue de t).
(3) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖, pour tout u, v ∈ E.

L’inégalité précédente est nommée inégalité triangulaire, pour la raison suivante. Si on pose
d(x, y) = ‖y − x‖, pour tout x, y ∈ E, alors, compte tenu de (1) et (2) ci-dessus, (3) équivaut à
dire (en posant u = y − x, v = z − y) que l’application d : E ×E → R+ est une distance sur E,
i.e. vérifie :

(1′) d(x, y) = 0 ⇔ x = y.
(2′) d(x, y) = d(y, x).
(3′) Inégalité triangulaire : pour tout x, y, z ∈ E, on a : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Théorème 16.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme euclidienne)
Soit ( | ) un produit scalaire sur E et soit Q la forme quadratique associée.

(i) On a l’inégalité de Cauchy-Schwarz : ∀x, y ∈ E (x | y)2 ≤ Q(x)Q(y), avec égalité ssi

x et y sont liés.

(ii) L’application x 7→ ‖x‖ =
√
(x | x) est une norme sur E, appelée la norme euclidienne

associée à ( | ), et l’inégalité de Cauchy-Schwarz se récrit comme suit (où dans le terme de gauche
| · | désigne la valeur absolue dans R) :

(CS) ∀x, y ∈ E |(x | y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

Démonstration. — (i) Si x ou y est nul, les deux membres sont nuls. Supposons donc x et y non
nuls. Pour tout t ∈ R, on a :

0 ≤ Q(tx+ y) = t2Q(x) + 2t (x | y) +Q(y).

Comme le polynôme de degré 2 en t ci-dessus ne change pas de signe, alors son discriminant réduit
∆′ = (x | y)2 − Q(x)Q(y) (1) est ≤ 0, ce qui prouve l’inégalité voulue. De plus, on a égalité ssi
∆′ = 0, ce qui équivaut à ce que le trinôme ci-dessus ait une racine double t0 = −(x | y)/Q(x) ;
dans ce cas, l’égalité Q(t0x+ y) = 0 équivaut, puisque Q est définie positive, à t0x+ y = 0 i.e. à

y =
(x | y)
(x | x) x. Ceci prouve (i).

(ii) Prouvons que x 7→ ‖x‖ =
√

(x | x) est une norme sur E. Comme ( | ) est défini positif, on
a ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0. D’autre part, pour tout t ∈ R et x ∈ E, on a |t| =

√
t2 et donc

‖t x‖ =
√

(t x | t x) =
√

t2 (x | x) = |t| · ‖x‖.
Enfin, soient x, y ∈ E. D’abord, l’inégalité de Cauchy-Schwarz équivaut (en prenant la racine
carrée) à :

|(x | y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ;
alors, multipliant par 2 et ajoutant ‖x‖2 + ‖y‖2 aux deux membres, on obtient

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2(x | y) ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2|(x | y)|
≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖ =

(
‖x‖+ ‖y‖

)2
.

Prenant la racine carrée, ceci entrâıne (et équivaut à) l’inégalité triangulaire. Le théorème est
démontré.

(1)Pour un trinôme aX2 + 2bX + c dont le coefficient de X est écrit sous la forme 2b, il est commode de
considérer le discriminant réduit ∆′ = b2 − ac (au lieu du discriminant usuel ∆ = (2b)2 − 4ac = 4∆′).
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Récrivons certaines conséquences de l’égalité (x + y | x + y) = (x | x) + (y | y) + 2(x | y) en
utilisant la norme ‖ · ‖ (ou plutôt son carré) :

Proposition 16.7 (Pythagore, parallélogramme et médiane, polarisation)
Soient E un espace euclidien et ‖ · ‖ la norme associée au produit scalaire. On a les égalités

suivantes :

(Pythagore) ‖x1 + · · ·+ xn‖2 = ‖x1‖2 + · · ·+ ‖xn‖2 si x1, . . . , xn sont orthogonaux

(Parallélogramme/Médiane) ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2

(Polarisation) 4(x | y) = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

Démonstration. — L’égalité de Pythagore est immédiate si n = 2, et dans ce cas on a même
la réciproque : si ‖x1 + x2‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2 alors (x1 | x2) = 0. L’égalité pour n vecteurs
orthogonaux s’obtient par récurrence sur n. On prendra garde que la réciproque est fausse pour
n ≥ 3 : prendre par exemple dans R2 euclidien les vecteurs x1 = (1, 0), x2 = (1, 1), x3 = (−1, 1).

Les deux autres égalités s’obtiennent en ajoutant (resp. soustrayant) les égalités :

‖x+ y‖2 = (x+ y | x+ y) = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2(x | y),
‖x− y‖2 = (x− y | x− y) = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2(x | y).

Remarques 16.8. — La deuxième égalité s’appelle « identité du parallélogramme », car elle
exprime que dans le parallélogramme construit sur les vecteurs x et y, la somme des carrés
des longueurs des quatre côtés égale la somme des carrés des longueurs des deux diagonales (qui
sont x+ y et x− y). Elle s’appelle aussi « identité de la médiane », car dans le triangle construit
sur les vecteurs 0, x et y, la médiane joignant 0 au milieu du côté [x, y] est (x + y)/2, et l’on a
donc une formule exprimant (le carré de) la longueur de la médiane en fonction de la longeur des
côtés : ∥∥∥∥

x+ y

2

∥∥∥∥
2

=
‖x‖2
2

+
‖y‖2
2

− ‖x− y‖2
4

.

Enfin, la dernière égalité est appelée « identité de polarisation », car elle exprime en fonction
de la forme quadratique Q(x) = ‖x‖2 le produit scalaire, qui est la forme polaire de Q.

Définition et proposition 16.9 (Isométries vectorielles). — Soient E,F deux espaces eu-
clidiens de même dimension n, notons ( | )E et ‖ · ‖E (resp. ( | )F et ‖ · ‖F ) le produit scalaire et
la norme euclidienne sur E (resp. F ). Soit f : E → F une application linéaire.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f préserve la norme : ∀x ∈ E, ‖x‖E = ‖f(x)‖F
(b) f préserve le produit scalaire : ∀x, y ∈ E, (x | y)E = (f(x) | f(y))F
(c) Pour toute b.o.n. B = (e1, . . . , en) de E, la famille (f(e1), . . . , f(en)) est une b.o.n.

de F .

(d) Il existe une b.o.n. B = (e1, . . . , en) de E telle que (f(e1), . . . , f(en)) soit une b.o.n.
de F .

(2) Sous ces conditions, on dit que f est une isométrie vectorielle de E sur F

(3) Dans ce cas, f est bijective, et son inverse f−1 est aussi une isométrie.

Démonstration. — Supposons que f préserve la norme, et soient x, y ∈ E. Alors ‖x + y‖2E =
‖f(x+ y)‖2F = ‖f(x) + f(y)‖2F , et le premier (resp. dernier) membre égale :

‖x‖2E + ‖y‖2E + 2(x | y)E , resp. ‖f(x)‖2F + ‖f(y)‖2F + 2(f(x) | f(y))F
et comme ‖x‖2E = ‖f(x)‖2F et ‖y‖2E = ‖f(y)‖2F , on obtient que (x | y)E = (f(x) | f(y))F . Ceci
prouve que (a) ⇒ (b).
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Les implications (b) ⇒ (c) ⇒ (d) sont évidentes, montrons que (d) ⇒ (a). Supposons (d)
vérifiée. Pour tout x = x1e1 + · · · + xnen dans E, on a f(x) =

∑
i xif(ei) et, comme (e1, . . . , en)

et (f(e1), . . . , f(en)) sont des b.o.n., on obtient

‖x‖2E =

n∑

i=1

x2i = ‖f(x)‖2F

donc (a) est vérifiée. Ceci prouve l’assertion (1).

Prouvons (3). Soit f : E → F une isométrie, et soit B = (e1, . . . , en) de E. Comme f(B) est
une b.o.n. (donc une base) de F , alors f est bijective. Son inverse f−1 envoie la b.o.n. f(B) =
(f(e1), . . . , f(en)) de F sur la b.o.n. B de E, donc f−1 est une isométrie. Ceci prouve (3). La
proposition est démontrée.

Définition 16.10. — On dit qu’un espace affine réel (E , E) est euclidien si E est de dimension
finie et est muni d’un produit scalaire ( | ). Dans ce cas, E est muni de la distance euclidienne,

définie par d(x, y) = ‖−→xy‖ =
√
(−→xy | −→xy).

Si (E , E) est un espace euclidien, alors tout sous-espace affine (F , F ) est euclidien, car la
restriction à F du produit scalaire de E est un produit scalaire sur F .

Définition 16.11 (Isométries affines). — Soit E un espace affine euclidien. Une isométrie
affine de E est une application affine f : E → E qui conserve les distances, i.e. telle que
d(f(x), f(y)) = d(x, y) pour tout x, y ∈ E . On notera Is(E ) l’ensemble de ces isométries. (2)

Rassemblons quelques propriétés des isométries affines, dont on laisse la démonstration au
lecteur.

Proposition 16.12. — Soit (E , E) un espace affine euclidien.

(i) Une application affine f : E → E est une isométrie ssi sa partie linéaire
−→
f est une isométrie

vectorielle de E. Dans ce cas,
−→
f et f sont bijectives.

(ii) En particulier, toute translation f = t~u est une isométrie affine de E .

(iii) Si f, g : E → E sont des isométries affines alors g ◦ f en est une aussi.

Définition 16.13 (Repères orthonormés). — Soit (E , E) un espace affine euclidien. Un re-
père R = (O,B) de E est dit orthonormé si B est une base orthonormée de E.

Donnons quelques exemples d’isométries affines.

Définition 16.14 (Symétries orthogonales). — Soient F un sev de E et F un sous-
espace affine de E de direction F . La symétrie orthogonale s par rapport à F est
la symétrie par rapport à F de direction F⊥, i.e. s(M) est l’unique point P vérifiant :−−→
MP ∈ F⊥ et le milieu du segment [M,P ] appartient à F .

En effet, soit p(M) le projeté orthogonal de M sur F , i.e. le point d’intersection de

M + F⊥ avec F . Alors, par définition on a s(M) = M + 2
−−−−−→
Mp(M) (cf. 3.12, semaine 1)

d’où
−−−−−→
Ms(M) = 2

−−−−−→
Mp(M) et le milieu de [M, s(M)] est p(M), qui appartient bien à F .

Réciproquement, si un point P vérifie les conditions précédentes alors le milieu I de [M,P ]

appartient à F et
−−→
MI = (1/2)

−−→
MP appartient à F⊥, d’où I = p(M), et donc

−−→
MP =

2
−−−−−→
Mp(M) d’où P = s(M).

Exemple 16.15. — Si F = {0} alors F est un point I et l’on obtient la symétrie

centrale de centre I : pour tout M ∈ E on a
−−−−→
Is(M) = −−−→

IM . Sa partie linéaire est − idE .

(2)En fait, on peut montrer qu’une application f : E → E qui conserve les distances est nécessairement
affine.
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Proposition 16.16 (Symétries hyperplanes). — Soient R = (O,B) un repère or-
thonormé de E , (x1, . . . , xn) les coordonnées dans ce repère, H un hyperplan affine d’équa-
tion a1x1 + · · ·+ anxn = λ, avec a1, . . . , an, λ ∈ R et les ai non tous nuls, et H l’hyperplan
vectoriel direction de H i.e. d’équation

∑n

i=1 aixi = 0. Alors :

(i) Le vecteur u =



a1
...
an


 est un vecteur normal à H (i.e. orthogonal à H) et l’on a

H =
{
(x1, . . . , xn) ∈ E

∣∣ (u | x) = λ
}
.

(ii) Soit s la symétrie orthogonale par rapport à H . Pour tout M = (x1, . . . , xn) ∈ E ,
posant µM =

∑n

i=1 aixi on a :

(†) s(M) = M + 2
λ− µM

(u | u) u = M + 2
λ−∑n

i=1 aixi∑n

i=1 a
2
i

u.

Démonstration. — (i) Par définition, H est l’ensemble des points M = (x1, . . . , xn) de E

tels que λ =
∑n

i=1 aixi = (u | x). Fixons arbitrairement un point M0 = (x0
1, . . . , x

0
n) de H .

Alors pour tout v ∈ H , de coordonnées (y1, . . . , yn) dans la base B le point Mv = M0 + v
appartient à H et a pour coordonnées x′

i = x0
i + yi. On a donc

(u | v) =
n∑

i=1

aiyi =

n∑

i=1

aix
′

i −
n∑

i=1

aix
0
i = λ− λ = 0.

Ceci montre que u appartient à la droite vectorielle D = H⊥, et comme u 6= 0 on aD = Ru.

(ii) Soit M = (x1, . . . , xn) un point arbitraire de E et soit p(M) son projeté orthogonal

sur H . Alors
−−−−−→
Mp(M) égale αu pour un unique α ∈ R, et notant maintenant (x0

1, . . . , x
0
n)

les coordonnées de p(M), on obtient comme plus haut que

α(u | u) = (u | αu) =
n∑

i=1

aixi −
n∑

i=1

aix
0
i = µM − λ,

d’où α =
λ− µM

(u | u) . Et comme
−−−−−→
Ms(M) = 2

−−−−−→
Mp(M) on obtient bien la formule (†).

Exercices 16.17. — (1) Dans R2, soit s la symétrie orthogonale par rapport à la droite D

d’équation x+ 2y = 3. Donner un vecteur normal à D puis pour tout M = (x, y) déterminer les
coordonnées de s(M).

(2) Dans R3, soit σ la symétrie orthogonale par rapport au plan H d’équation x+ y + z = 3.
Donner un vecteur normal à H puis pour toutM = (x, y, z) déterminer les coordonnées de σ(M).

17. Coniques du plan affine euclidien

Si M,N sont des points d’un espace affine euclidien (E , E), on notera MN la longueur

du segment [M,N ], i.e. la norme euclidienne du vecteur
−−→
MN . Pour alléger la notation, le

produit scalaire de deux vecteurs ~u et ~v sera parfois noté ~u · ~v au lieu de (~u | ~v). Dans la
suite, (E , E) désignera un espace affine euclidien de dimension n arbitraire, et P un plan
affine euclidien.
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17.1. Cercles tangents à une, deux ou trois droites. — Soient D1,D2 deux droites
de P, distinctes et sécantes en un point O. On rappelle qu’un cercle C est tangent à D1

et à D2 ssi son centre appartient à l’une des bissectrices de D1 et D2 (il y en a deux,
orthogonales l’un à l’autre) : dans la figure ci-dessous, on a représenté six cercles tangents
à D1 et D2 ; quatre d’entre eux sont centrés sur l’une des bissectrices et les deux autres sur
l’autre bissectrice. (On a aussi indiqué les rayons joignant les centres aux points de tangence.)
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Rappelons une démonstration de ce fait, cf. la figure ci-dessous. Soit C un point de P

hors de D1 ∪D2 et soient A et B ses projections orthogonales sur D1 et D2. Alors C est le
centre d’un cercle tangent à D1 et D2 en A et B ssi CA = CB. Comme les triangles AOC
et BOC sont rectangles en A et B, on a AC = OC sin(α) et BC = OC sin(β) et donc
AC = BC ssi α = β.
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D’autre part, si D1 et D2 sont parallèles, alors les cercles C tangents à D1 et D2 sont
centrés sur la parallèle ∆ à D1 et D2 située « au milieu » (cf. la figure ci-dessous). Donc si
D1,D2,D3 sont trois droites disctinctes, avec D3 sécantes aux deux droites parallèles D1 et
D2, on voit qu’il y a exactement deux cercles tangents à D1, D2 et D3 :
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Enfin, si D1,D2,D3 sont trois droites non concourantes mais deux à deux sécantes, i.e. se
coupant en des points distincts A,B,C, il y a quatre cercles tangents à ces trois droites :
l’un est le cercle inscrit du triangle ABC, les trois autres sont les cercles exinscrits de ce
triangle :
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17.2. Sphères tangentes intérieurement à un cône de révolution. — Soit (E , E)
un espace euclidien de dimension n ≥ 2. Pour tout I ∈ E et r ∈ R∗

+ on note Σ(I, r) la

sphère de centre I et de rayon r ; elle est de « dimension n− 1 ».(3)

Définition 17.1 (Puissance d’un point par rapport à une sphère)
Soit Σ = Σ(I, r) une sphère de E . La puissance d’un point A ∈ E par rapport à Σ est

IA2 − r2, qu’on notera Σ(A). Alors A est un point de Σ (resp. à l’extérieur de Σ, resp. à
l’intérieur) ssi Σ(A) = 0 (resp. > 0, resp. < 0).

Lemme 17.2 (Distance d’un point à un sea). — Soient F un sous-espace affine, M
un point de E et H sa projection orthogonale sur F .

Pour tout P ∈ F , on a MH ≤ MP , avec égalité ssi P = H. Donc MH est la distance

minimale de M à un point de F , et l’on pose MH = d(M,F ).

Démonstration. — Notons F la direction de F . Pour P ∈ F on a
−−→
MP =

−−→
MH+

−−→
HP et les

vecteurs
−−→
MH ∈ F⊥ et

−−→
HP ∈ F sont orthogonaux, donc d’après le théorème de Pythagore :

MP 2 = MH2 +HP 2 ≥ MH2, avec égalité si et seulement si P = H .

Proposition 17.3 (Cône de sommet O tangent à une sphère)
Soient Σ = Σ(I, r) une sphère et O un point de E extérieur à Σ. Notons ∆ la droite

(OI) et soit D une droite quelconque passant par O.

(3)Au sens de la géométrie différentielle (ou de la géométrie algébrique).



8

(i) D coupe Σ en deux points P,Q et l’on a OP · OQ = Σ(O). (P,Q sont confondus si

D est tangente à Σ).

(ii) Supposons D tangente à Σ en un point P . Alors la distance OP égale
√
Σ(A)

donc elle est la même pour toute tangente, de même que l’angle θ ∈ ]0, π/2[ défini par

OP = cos(θ)OI. On appelle OP la distance tangentielle de O à Σ et on la notera d(O,Σ).

On a donc :

−→
OP · −→OI = cos(θ)OI2 et d(O,Σ)2 = OP 2 = cos2(θ)OI2.

Soit H l’hyperplan orthogonal à ∆ passant par P , i.e.

H =
{
M ∈ E | −−→OM · −→OI =

−→
OP · −→OI = cos(θ)OI2

}
.

(iii) L’ensemble des points de tangence est une sphère de H (4) : son centre est le point

C défini par
−→
OC = cos2(θ)OI et son rayon est r′ = r cos(θ).

(iv) Soit R la réunion des tangentes à Σ passant par O : c’est un cône de révolution de
sommet O, d’axe ∆ = (OI) et dont θ est le « demi-angle au sommet ».

(v) Pour tout M ∈ R, notons M∆ (resp. MH ) sa projection orthogonale sur ∆ (resp. sur
H ). Alors on a R = {M ∈ E | OM∆ = cos(θ)OM} et

R = {M ∈ E | MMH = cos(θ)d(M,Σ)}.

Démonstration. — Comme D et ∆ sont sécantes en O elles sont contenues dans un plan
P.(5) Alors Σ∩P est le cercle C de centre I et de rayon r et O est extérieur à C donc la
droite D coupe C en deux points P,Q (confondus si D est tangente à C ).

(i) Soit H la projection orthogonale de I sur D . Si P 6= Q, l’égalité IP = IQ entrâıne
que I est sur la médiatrice du segment [P,Q], donc H est le milieu de [P,Q], cf. la figure
qui suit.

D ✑
✑
✑
✑
✑
✑
✑
✑
✑
I

O P
H

Q
✁
✁
✁
✁
✁
✁

❆
❆
❆
❆
❆
❆

On a donc :
−→
OP · −→OQ = (

−−→
OH +

−−→
HP ) · (−−→OH −−−→

HP ) = OH2−HP 2. D’autre part, comme−→
OP et

−→
OQ sont colinéaires et de même sens, on a OP · OQ =

−→
OP · −→OQ, d’où :

OP · OQ =
−→
OP · −→OQ = OH2 −HP 2 = OI2 − IH2 −HP 2 = OI2 − r2 = Σ(O).

Supposons désormais D tangente à C en P = Q. Alors le rayon IP est orthogonal à D

d’où H = P et l’on a OP 2 = OI2 − r2 = Σ(O). Ceci prouve (i) ainsi que la 1ère assertion
de (ii).

Notons C la projection orthogonale de P sur ∆ et θ l’angle (non orienté) entre les demi-
droites [OP ) et [OI) = [OC) (cf. la figure ci-dessous). Alors d(O,Σ) = OP = OI cos(θ) et

−→
OP · −→OI = OP · OI cos(θ) = cos(θ)OI2.

De plus, cos(θ) = d(O,Σ)/OI est indépendant de la tangente choisie. Ceci achève la preuve

de (ii) et prouve aussi que OC = cos(θ)OP = cos2(θ)OI, d’où
−→
OC = cos2(θ)

−→
OI.

(4)Elle est donc de dimension n− 2 ; si n = 2 elle est formée de deux points.
(5)P est uniquement déterminé si D 6= ∆ ; sinon on peut prendre n’importe quel plan P contenant ∆.
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θθ

C

r❜
❜
❜
❜
❜

✧
✧

✧
✧

✧

∆

P ∩ Hq

qM

MH

θ
qq

DD ′

✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

O

I

C PP ′

Commes les triangles OCP et ICP sont rectangles en C alors P̂CO égale θ =
π

2
− θ

et donc ÎPC = θ, d’où PC = r cos(θ). Comme l’ensemble Σ′ des points de tangence est
obtenu par rotation autour de la droite ∆, on obtient donc que Σ′ est l’ensemble des points
M tels que CM = CP = r cos(θ) ; c’est donc la sphère de H de centre C et de rayon
r′ = r cos(θ). Ceci prouve (iii), et alors (iv) est clair (cf. la figure).

La 1ère assertion de (v) est claire (l’égalité OM∆ = cos(θ)OM est préservée par les homothéties

de centre O, et pour M = P on a P∆ = C). Prouvons la 2ème.
Posant RP = R ∩ P, on a RP = D ∪ D ′, où D ′ est la symétrique de D par rapport à

∆. Soit M ∈ E ; comme l’assertion à prouver est invariante par rotation autour de ∆, on
peut supposer que M ∈ P. Si M appartient à D , on a

MMH = sin(θ)MP = cos(θ)MP = cos(θ)d(M,Σ),

et de même si M ∈ D ′. Il nous reste à montrer la réciproque, i.e. que si MMH =
cos(θ)d(M,Σ) alors M ∈ RP .

Soit (O,~i,~j) un repère orthonormé de P tel que ~j engendre ∆, et soient (x, y) les
coordonnées dans ce repère. Alors RP a pour équation x2 = tan2(θ)y2. D’autre part,
posons b = OI et d = OP = b cos(θ) ; alors b2 − r2 = d2 et OC = d cos(θ). Donc, si
M = (x, y) alors MH = (x, d cos(θ)) et l’on a :

MM2
H =

(
y − d cos(θ)

)2
= y2 − 2d cos(θ)y + cos2(θ)d2 = y2 + cos2(θ)(d2 − 2b)

d(M,Σ)2 = MI2 − r2 = x2 + (y − b)2 − r2 = x2 + y2 − 2by + d2,

d’où cos2(θ)d(M,Σ)2 −MM2
H

= cos2(θ)x2 − sin2(θ)y2. L’égalité MMH = cos(θ)d(M,Σ)

entrâıne donc x2 = tan2(θ)y2 d’où (x, y) ∈ RP . Ceci achève la preuve du point (v).

17.3. Sections coniques et théorème de Dandelin. — Dans ce paragraphe, on se
place dans un espace affine euclidien (E , E) de dimension 3. Soient θ ∈ ]0, π/2[, ∆ une
droite, O un point de ∆ et R le cône de révolution de sommet O et de demi-angle au
sommet θ. En prenant O comme origine, on identifie E à E.

Fixons un vecteur directeur ~k de ∆ de norme 1 et considérons ce vecteur comme « ver-
tical » (cf. les dessins plus bas). Alors l’intersection de R avec chaque plan « horizontal »

{~u ∈ E | ~u · ~k = c} est le cercle de centre (0, 0, c) et de rayon tan(θ)|c|. Donc, pour
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toute b.o.n. (~i,~j) du plan vectoriel (R~k)⊥, notant (x, y, z) les coordonnées dans le repère

orthonormé (O,~i,~j,~k) l’équation de R est :

x2 + y2 = tan2(θ)z2.

On peut dire que R est obtenu en « faisant tourner » autour de l’axe ∆ une droite variable,
formant avec ∆ un angle θ. Les droites ainsi obtenues s’appellent les génératrices du cône.
Pour tout plan F contenant ∆, l’intersection RF = R ∩ F est la réunion de deux de ces
génératrices (voir les figures plus bas).

Soit Π un plan affine ne contenant pas ∆. Pour étudier l’intersection Π∩R, qui est une
courbe C du plan Π, appelée « (section) conique », (6) on va considérer les sphères qui sont
inscrites dans le cône (i.e. qui lui sont tangentes intérieurement) et tangentes au plan Π.
Distinguons deux cas.

Cas « trivial ». Si Π est orthogonal à ∆, la situation est invariante par rotation autour
de ∆ : la section par n’importe quel plan F contenant ∆ donne la figure ci-dessous :

θθ

O

∆
z

Π ∩ Fr
F

✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔ R

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚R

Dans ce cas, C = R ∩ Π est un cercle de centre F . D’autre part, il existe deux sphères
inscrites dans R et tangentes à Π ; elles sont toutes deux tangentes à Π en F .

Cas « général ». Supposons désormais Π non orthogonal à ∆. Alors sa direction
−→
Π coupe

le plan vectoriel (R~k)⊥ selon une droite vectorielle ∆1, et l’on prendra ~j comme générateur
de cette droite.

Si Σ est une sphère inscrite dans R, son centre C appartient à ∆ ; si de plus Σ est tangente

à Π en un point F , alors le vecteur
−→
CF est orthogonal à

−→
Π donc à ~j, donc F appartient

au plan F = (Oxz), et alors Σ ∩ F est un cercle inscrit dans le cône RF = R ∩ F et
tangent en F à la droite affine π = Π ∩ F .

Réciproquement, si Γ est un tel cercle, disons de rayon r, son centre C appartient à ∆
donc la sphère Σ = Σ(C, r) est inscrite dans R et la direction du plan tangent TFΣ contient−→
CF et ~j donc égale

−→
Π, d’où TFΣ = F +

−→
Π = Π. Ceci montre que les sphères inscrites dans

R et tangentes à Π correspondent aux cercles inscrits dans RF et tangents à π.

(6)Ces « sections coniques » ont été étudiées en premier par Ménechme (mathématicien grec, environ -390
à -320) et, à sa suite, par de nombreux mathématiciens grecs : Euclide (-325 à -265), Archimède (-287 à
-212), Apollonius (-262 à -190)... En particulier les noms de parabole, hyperbole et ellipse semblent dus à
Apollonius.
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On voit ainsi qu’il y a deux telles sphères, sauf si π est parallèle à l’une des deux géné-
ratices de R contenues dans F , cf. les figures ci-dessous :

θθ

∆
z

x

r

D α

r

D′

❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜ π

�
�
�
�
�
�
�
�❈

❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈
❈rS

r

S ′
q

q

q

q q

r
F

r

F ′

O

✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔ R

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚R

θθ

∆
z

x
O

r

D α

r
F

rS

❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚ π

✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔ R

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚
❚

❚R

θθ

∆
z

x
O

rF
r

S
r

D

r

D′

rS ′

rF ′

π

α

✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔
✔ R❚

❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚
❚

R

Fixons donc une sphère Σ inscrite dans R et tangente à Π en un point F , et notons P

le plan (orthogonal à ∆) contenant le cercle de tangence et D la droite P ∩ F (dans les
figures ci-dessus, D est orthogonale au plan de la feuille). Enfin, notons α ∈ ]0, π/2[ l’angle
entre Π et P, i.e. l’angle (non orienté) entre les droites π et p = P ∩ F .

Soit M un point de Π ; notons MP (resp. MD) son projeté orthogonal sur P (resp. sur
D). Alors, dans le plan parallèle à F = (Oxz) passant par M , on a la figure suivante :
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r

MD
α

❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜
❜

r

M

MP

r

et donc MMP = sin(α)MMD. D’autre part, la droite (MF ) est contenue dans Π donc

tangente à Σ en F , donc MF égale la distance tangentielle d(M,Σ), cf. le point (ii) de la
proposition 17.3. De plus, d’après le point (v) de cette proposition, M appartient à R si
et seulement si MMP = cos(θ)d(M,Σ).

On en déduit qu’un point M de Π appartient à C = Π ∩ R ssi on a les égalités :

MF = d(M,Σ) =
1

cos(θ)
MMP =

sin(α)

cos(θ)
MMD = e · d(M,D),

où l’on a posé e =
sin(α)

cos(θ)
(c’est un réel > 0). On a donc obtenu :

(⋆) C = Π ∩ R = {M ∈ Π | MF = e · d(M,D)}.
Ceci nous conduit à la définition ci-dessous.

Remarque 17.4. — Anticipant sur ce qui va suivre, remarquons que e = 1 ssi α = θ =
π

2
− θ i.e. ssi π = Π∩F est parallèle à une génératrice. Dans ce cas, on « voit » que C est

une courbe connexe non bornée, et l’on verra plus bas que c’est une parabole.
Le cas 0 < e < 1 correspond à 0 < α < θ ; dans ce cas on « voit » que C est une courbe

connexe bornée, et l’on verra plus bas que c’est une ellipse. (On a déjà vu que c’est un
cercle si α = 0 i.e. si Π est orthogonal à ∆.)

Enfin, le cas e > 1 correspond à α > θ i.e. α + θ > π/2 ; dans ce cas Π coupe les deux
nappes du cône et l’on voit donc que C a deux composantes connexes. On verra plus bas
que c’est une hyperbole.

Définition 17.5 (Définition des coniques par foyer, directrice et excentricité)
On se place dans un plan affine euclidien P.(7) Soient D une droite affine, F un point

de P n’appartenant pas à D , et e un réel strictement positif. La conique C de directrice
D , de foyer F et d’excentricité e est :

C = {M ∈ P | FM = e · d(M,D)}.
Notons K la projection orthogonale de F sur D et h = KF . Soit ∆ la droite (KF ),

i.e. la perpendiculaire à D passant par F . Soit (~i,~j) une base orthonormée de R2, telle que−−→
FK = −h~i, i.e. dans le repère R = (F,~i,~j), K a pour coordonnées (−h, 0). Enfin, on note
σ∆ la symétrie orthogonale par rapport à ∆.

Soit M(x, y) un point arbitraire de P, de coordonnées (x, y) dans R ; sa projection
orthogonale sur D est le point H(−h, y), donc d(M,D) = |x+ h| et M appartient à C si
et seulement si

x2 + y2 = e2(x+ h)2 i.e. y2 + (1− e2)x2 − 2e2hx− e2h2 = 0.

(7)Au lieu du plan noté Π précédemment.



13

Notons que l’équation ci-dessus est inchangée si l’on change y en −y, par conséquent

M(x, y) ∈ C ⇐⇒ M(x,−y) ∈ C

donc σ∆(C ) = C , i.e. ∆ est un axe de symétrie de C .
On pose p = eh > 0 et on l’appelle le paramètre de la conique C . Tous les points M

de la droite d’équation x = 0 (la parallèle à D passant par F ) vérifient d(M,D) = h, donc
les points d’intersection de cette droite avec C sont les deux points de coordonnées (0, p)
et (0,−p).

D’autre part, les points d’intersection de C avec la droite ∆ (d’équation y = 0) sont les
points (λ, 0), où λ est solution de l’équation :

(†) (1− e2)λ2 − 2epλ− p2 = 0.

17.4. Paraboles. — Supposons d’abord e = 1. Dans ce cas, on trouve λ = −p/2 et
l’équation de C est

y2 = 2px+ p2 = 2p
(
x+

p

2

)
.

La valeur minimale possible pour x est x = −p/2. Le point O de coordonnées (−p/2, 0)

dans le repère (F,~i,~j) est appelé le sommet de la parabole ; c’est le milieu du segment

[KF ]. Les nouvelles coordonnées dans le repère R0 = (O,~i,~j) sont X = x+(p/2) et Y = y,
donc l’équation de C devient :

C = {M(X, Y ) ∈ P | Y 2 = 2pX}

et l’on dit que C est une parabole de paramètre p. Dans R0, la directrice D a pour
équation X = −p/2 et le foyer F a pour coordonnées (p/2, 0).

Notons que si x = p/2 alors y2 = p2 donc y = ±p. De plus, posant Q(x, y) = y2 − 2px,
la différentielle de Q en un point P0 = (x0, y0) est 2y0Y − 2pX donc si P0 est un point de
C la tangente à C en P0 est donnée par l’équation

0 = y0(Y − y0)− p(X − x0) = y0Y − pX − y20 + px0 = y0Y − pX − px0.

Pour P0 = (
p

2
, p) on obtient l’équation Y = X +

p

2
, qui est l’équation de la droite joignant

K = (−p/2, 0) à P0. Et de même pour le point P ′
0 = (

p

2
,−p), d’où la figure :

∆q

FK

r

r

D

�
�
�
�
�
�
�
�

❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅

Supposant maintenant e 6= 1, le discriminant réduit du trinôme (†) est e2p2+(1−e2)p2 =
p2 donc les solutions sont :

λ1 =
ep− p

1− e2
=

−p

1 + e
, λ2 =

ep+ p

1− e2
=

p

1− e
et l’on a

∣∣∣∣
λ2 − λ1

2

∣∣∣∣ =
p

|1− e2| .
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Notons A1, A2 les points correspondants de ∆ ∩ C , et O leur milieu. L’abscisse xO de O

dans le repère (F,~i,~j) est xO =
λ1 + λ2

2
=

ep

1− e2
et le trinôme s’écrit :

(1− e2)(x− xO)
2 − e2p2

1− e2
− p2 = (1− e2)(x− xO)

2 − p2

1− e2
.

Notons X = x−xO et Y = y les coordonnées dans le repère R0 = (O,~i,~j), alors l’équation
de C devient

C = {M(X, Y ) | (1− e2)X2 + Y 2 =
p2

1− e2
}.

L’équation est inchangée si l’on change X en −X et l’on voit donc que la droite D0 d’équa-
tion X = 0 est un second axe de symétrie de C (et donc le point O est un centre de
symétrie de C ). Par conséquent, C possède un second couple (foyer, directrice) (F ′,D ′),
symétrique de (F,D) par rapport à la droite D0. On dit alors que la droite ∆, qui contient
les foyers, est l’axe focal.

D’autre part, les points A1, A2 ∈ ∆ sont appelés des sommets de la conique ; dans R0

ils ont pour abscisse :

±a, où a =

∣∣∣∣
λ2 − λ1

2

∣∣∣∣ =
p

|1− e2| .

Posons également b =
p√

|1− e2|
, d’où b2 =

p2

|1− e2| = ε
p2

1− e2
, où ε = signe de 1 − e2.

Alors l’équation de C se récrit :

C = {M(X, Y ) | X
2

a2
+ ε

Y 2

b2
= 1}.

Distinguons maintenant les cas 0 < e < 1 et e > 1.

17.5. Ellipses. — Supposons 0 < e < 1. Dans ce cas, ε = 1, l’équation de C est :

(∗) C = {M(X, Y ) | X
2

a2
+

Y 2

b2
= 1}

et C est une ellipse. Dans le repère R = (F,~i,~j), K = ∆∩D est d’abscisse −h, le sommet
A = A1 est d’abscisse −p/(1 + e) = −h/(e−1 + 1) donc est compris entre K et F , de plus
AF = e · AK < AK, donc A est plus près de F que de K. Le centre de symétrie O est
d’abscisse ep/(1 − e2) > 0, et enfin F ′, A′ = A2 et K ′ sont symétriques de F,A,K par
rapport à O. Ces points sont donc positionnés comme suit :

points K A F O F ′ A′ K ′

abscisses dans R −h
−h

1 + e−1
0

ep

1− e2
· · · · · · · · ·

abscisses dans R0 −h− c −a −c 0 c a h+ c

où a =
p

1− e2
et c =

ep

1− e2
= ea d’où e = c/a. Comme b2 =

p2

1− e2
, on a c2 =

e2p2

(1− e2)2
=

a2 − b2, d’une part, et p = b2/a, d’autre part. Enfin, p = eh donne h = p/e = b2/c, d’où :

c =
√
a2 − b2, e =

c

a
, h =

b2

c
, p =

b2

a
, KO = h+ c =

b2 + c2

c
=

a2

c
=

a

e
.

Par ailleurs, les points B = (0, b) et B′ = (0,−b) sont aussi appelés des sommets de l’ellipse,
et la droite (BB′) = (Oy) est appelée le petit axe.

Dans la figure qui suit, a = 5 et b = 3, de sorte que c = 4 et e = 4/5.
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∆

D

K

D ′

K ′A A′

B

B′

F O F ′

Dans l’équation (∗) de l’ellipse, on peut faire b = a, on obtient alors le cercle de centre
F = O et de rayon a.

Remarque. — Remarquons que b2 = (1− e2)a2 et c =
√
a2 − b2 = ea, d’où h =

b2

c
=

1− e2

e
a. Donc, en

gardant F et a fixés, on obtient le cercle précédent en faisant tendre e vers 0, et dans ce cas la directrice

D , qui est la droite d’équation x = −1− e2

e
a dans le repère R, « tend vers l’infini ». On verra plus bas que

si on prend la définition « bifocale » de l’ellipse, alors le cas du cercle apparâıt de façon naturelle, comme
le cas où les deux foyers sont égaux.

17.6. Hyperboles. — Supposons enfin e > 1. Dans ce cas, ε = −1, l’équation de C est :

C = {M(X, Y ) | X
2

a2
− Y 2

b2
= 1}

et C est une hyperbole. Elle admet pour asymptotes les droites Y =
b

a
X et Y = − b

a
X .

Dans le repère R = (F,~i,~j), K = ∆ ∩ D est d’abscisse −h, le sommet A = A1 est
d’abscisse −p/(1 + e) = −h/(e−1 + 1) donc est compris entre K et F , de plus AF =
e · AK > AK, donc ici A est plus près de K que de F .

Le centre de symétrie O est d’abscisse
ep

1− e2
=

e2h

1− e2
= −h − h

e2 − 1
< −h, et enfin

F ′, A′ = A2 et K ′ sont symétriques de F,A,K par rapport à O. Ces points sont donc
positionnés comme suit :

points F ′ A′ K ′ O K A F

abscisses dans R · · · · · · · · · ep

1− e2
−h

−h

1 + e−1
0

abscisses dans R0 −c −a −(c− h) 0 c− h a c

où a =
p

e2 − 1
et c =

ep

e2 − 1
= ea d’où e = c/a. Comme b2 =

p2

e2 − 1
, on a c2 =

e2p2

(e2 − 1)2
=

a2 + b2, d’une part, et p = b2/a, d’autre part. Enfin, p = eh donne h = p/e = b2/c, d’où :

c =
√
a2 + b2, e =

c

a
, h =

b2

c
, p =

b2

a
, OK = c− h =

c2 − b2

c
=

a2

c
=

a

e
.

Dans la figure suivante, on a pris a = b =
√
2 :
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q

F ′

q
A′

q

D ′

K ′
q

F
q
A

q

D

K

17.7. Définition bifocale de l’ellipse ou de l’hyperbole. — Pour l’ellipse ou l’hy-
perbole, on peut donner une définition géométrique utilisant les deux foyers (et pas de
directrice ni d’excentricité), comme indiqué dans ce qui suit.

Proposition 17.6 (Définition bifocale de l’ellipse). — Soient F, F ′ deux points de

P et O leur milieu. Soit R = (O,~i,~j) un repère orthonormé de P tel que
−−→
OF ′ = c~i avec

c =
1

2
FF ′ ≥ 0 (et donc

−→
OF = −c~i). Notons (x, y) les coordonnées dans ce repère. Soient

a, b ∈ R∗
+ tels que a > c et b2 = a2 − c2. Alors l’ensemble

C = {M(x, y) ∈ P | FM + F ′M = 2a}

est l’ellipse d’équation
x2

a2
+

y2

b2
= 1 si F 6= F ′, et c’est le cercle de centre F et de rayon a

si F ′ = F .

Démonstration. — Comme 2a > 0, l’égalité FM + F ′M = 2a équivaut (en l’élevant au
carré) à :

(0) 2(x2 + y2 + c2) + 2
√

((x− c)2 + y2)((x+ c)2 + y2) = 4a2

qui équivaut à :

x2 + y2 + c2 − 2a2 = −
√

((x− c)2 + y2)((x+ c)2 + y2).

Ceci équivaut à :

(1) x2 + y2 ≤ 2a2 − c2 = a2 + b2 et

(2) (x2 + y2 + c2 − 2a2︸ ︷︷ ︸
β

)2 = ((x− c)2 + y2)((x+ c)2 + y2) = (x2 + c2 + y2︸ ︷︷ ︸
α

)2 − 4c2x2,

puis (2) équivaut à :

4c2x2 = α2 − β2 = 2a2 · 2(x2 + y2 + c2 − a2)

qui équivaut à

(3) (a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2) soit
x2

a2
+

y2

b2
= 1.
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Donc (0) équivaut à :

(†) x2 + y2 ≤ a2 + b2 et
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Mais
x2

a2
+
y2

b2
≥ x2

a2 + b2
+

y2

a2 + b2
, donc si (3) est satisfaite, on a automatiquement x2+y2 ≤

a2 + b2. Par conséquent, (0) et (†) sont équivalents à la seule condition
x2

a2
+

y2

b2
= 1. Ceci

prouve la proposition.

Proposition 17.7 (Définition bifocale de l’hyperbole). — Soient (x, y) les coordon-

nées dans un repère orthonormé R = (O,~i,~j) de P, soient a, b ∈ R∗
+ et soit C l’hyperbole

d’équation
x2

a2
− y2

b2
= 1 .

Ses foyers F et F ′ ont pour coordonnées (−c, 0) et (c, 0), où c =
√
a2 + b2. Alors

C = {M(x, y) ∈ P | |FM − F ′M | = 2a}
et, plus précisément, la branche de l’hyperbole la plus proche de F (resp. F ′) est formée
des points M tels que F ′M − FM = 2a (resp. = −2a).

La démonstration est laissée comme exercice pour le lecteur.

17.8. Équations quadratiques dans un repère orthonormé. — Soit maintenant
R0 = (O, ~u,~v) un repère orthonormé de P. Notons (x, y) les coordonnées dans ce repère,
et étudions la nature géométrique de l’ensemble

C = {M(x, y) | ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0}
où a, b, c, d, e, f sont des réels fixés, avec (a, b, c) 6= (0, 0, 0). En d’autres termes, soit φ la
forme bilinéaire symétrique dont la matrice dans la base B = (~u,~v) est :

S = MatB(φ) =

(
a b
b c

)
i.e. φ

((
x

y

)
,

(
x′

y′

))
= axx′ + b(xy′ + yx′) + cyy′

et soit Q la forme quadratique associée, i.e. Q(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2. Soit L la forme
linéaire sur R2 définie par L(~u) = 2d et L(~v) = 2e, d’où L(x~u+ y~v) = 2dx+ 2ey.

Enfin, soit h : P → R la fonction définie par h(M) = Q(x, y) + L(x, y) + f si
−−→
OM =

x~u+ y~v. On s’intéresse donc à l’ensemble

C = {M(x, y) | h(x, y) = 0}.
Par hypothèse, (a, b, c) 6= (0, 0, 0) i.e. la forme quadratique Q est non nulle, i.e. la matrice
S est non nulle. Donc S est de rang 1 ou 2, selon que son déterminant δ = ac− b2 est nul
ou non. On a le :

Théorème 17.8. — Soit R0 = (O, ~u,~v) un repère orthonormé de P, soient (x, y) les
coordonnées correspondantes, soient a, b, c, d, e, f ∈ R, avec (a, b, c) 6= (0, 0, 0), et soit

C = {M(x, y) | ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0}.
On suppose C 6= ∅. Alors :

(1) Si δ = 0, C est une parabole ou bien la réunion de deux droites parallèles ou « confon-
dues » (i.e. égales).

(2) Si δ = ac− b2 > 0, C est une ellipse ou un point.

(3) Si δ < 0, C est une hyperbole ou bien la réunion de deux droites sécantes.
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Afin de démontrer ceci, rappelons les points suivants. Soit E muni de ( | ) un espace
euclidien, Q une forme quadratique arbitraire sur E, φ sa forme polaire, B0 = (e1, . . . , en)
une base orthonormée de E, A = (aij)

n
i,j=1 = MatB0

(φ), et u l’endomorphisme de E tel que
MatB0

(u) = A, i.e. u(ej) =
∑n

k=1 akjek pour tout j. Alors, pour tout i, j on a :

(ei | u(ej)) = aij = φ(ei, ej) = aji = (u(ei) | ej)
donc, par bilinéarité, on a

∀x, y ∈ E, φ(x, y) = (u(x) | y) = (x | u(y)).
Par conséquent, si l’on montre qu’il existe une base B = (f1, . . . , fn) orthonormée pour
( | ) et formée de vecteurs propres de u, i.e. u(fi) = λifi, on aura pour tout i, j :

φ(fi, fj) = λi(fi | fj) = λj(fi | fj) =
{
0 si i 6= j,

λi si i = j,

donc B sera aussi une base orthogonale pour φ. Donc, notant (x1, . . . , xn) les coordonnées
dans B d’un vecteur x arbitraire, la base B réduit simultanément la forme x 7→ (x | x)
à la forme standard x2

1+· · ·+x2
n, et la forme Q en la somme de carrés λ1x

2
1+· · ·+λnx

2
n ; pour

cette raison, le théorème ci-dessous est appelé « théorème de réduction simultanée ».

Théorème 17.9 (Réduction simultanée). — Soient E muni de ( | ) un espace eucli-
dien, Q une forme quadratique arbitraire sur E, φ sa forme polaire, B0 = (e1, . . . , en) une
base orthonormée de E, et u l’endomorphisme de E tel que MatB0

(u) = MatB0
(φ) = A.

Alors il existe une base B = (f1, . . . , fn) orthonormée pour ( | ) et formée de vecteurs
propres de u, i.e. u(fi) = λifi, et l’on a

MatB(φ) =




λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 λn




et λ1, . . . , λn sont les valeurs propres de u ; plus précisément, la matrice de passage P =
MatB0

(B) est orthogonale, i.e. tP = P−1, donc la matrice ci-dessus égale à la fois tPAP =
MatB(φ) et P

−1AP = MatB(u).

Démonstration. — Pour la démonstration de 17.9 on renvoie à un cours de L2 ou L3.
Démontrons maintenant le théorème 17.8. D’après le théorème 17.9, il existe une base

orthonormée B = (
−→
f1 ,

−→
f2) de R2 telle que, notant (X, Y ) les coordonnées dans le repère

orthonormé R = (O,B), on ait

Q(X, Y ) = λX2 + µY 2, avec λµ = détS = ac− b2 = δ.

D’autre part, si l’on pose 2ρ = L(
−→
f1) et 2σ = L(

−→
f2), alors la forme linéaire L s’exprime,

dans les coordonnées (X, Y ), par L(X, Y ) = 2ρX + 2σY (on n’a pas besoin de calculer
explicitement les coefficients ρ et σ). Donc, avec les coordonnées (X, Y ), on obtient que :

C = {M(X, Y ) | λX2 + µY 2 + 2ρX + 2σY + f = 0}.
Distinguons maintenant les cas suivants.

(1) Si 0 = δ = λµ, on peut supposer, quitte à échanger X et Y (i.e. à remplacer (
−→
f1 ,

−→
f2)

par (
−→
f2 ,

−→
f1)) que λ = 0 6= µ (λ, µ ne sont pas tous deux nuls, puisque la matrice S n’est

pas nulle). Dans ce cas, on obtient l’équation

µ
(
Y +

σ

µ

)2

= −2ρX − f +
σ2

µ
, soit

(
Y +

σ

µ

)2

= −2
ρ

µ
X − fµ− σ2

µ
.
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Si ρ = 0, on obtient ∅ si K = −fµ− σ2

µ
est < 0, et si K ≥ 0 on obtient les droites

parallèles d’équations

Y = −σ

µ
±

√
K ,

celles-ci étant confondues (i.e. égales) si K = 0. Si ρ 6= 0, on obtient l’équation
(
Y +

σ

µ

)2

= −2
ρ

µ

(
X +

fµ− σ2

2ρ

)
.

Soit alors Ω le point de coordonnées
(
− fµ− σ2

2ρ
,−σ

µ

)
. Notons (X̃, Ỹ ) les coordonnées

dans le repère orthonormé (Ω,
−→
f1 ,

−→
f2) et p = −ρ

µ
, alors

C = {M(X̃, Ỹ ) | Ỹ 2 = 2pX̃}
est une parabole d’axe ∆ = Ω + R

−→
f1 , de sommet Ω et de paramètre p.

Supposons δ = λµ 6= 0. Alors l’équation de C est :

λ
(
X +

ρ

λ

)2

+ µ
(
Y +

σ

µ

)2

= −f +
ρ2

λ
+

σ2

µ
.

Soit Ω le point de coordonnées
(
− ρ

λ
,−σ

µ

)
. Notant (X̃, Ỹ ) les coordonnées dans le repère

orthonormé (Ω,
−→
f1 ,

−→
f2), on obtient l’équation

λX̃2 + µỸ 2 = K = −f +
ρ2

λ
+

σ2

µ
.

(2) Si δ = λµ > 0, alors λ et µ sont du même signe. Si K est du signe opposé, alors
C = ∅, tandis que C = {Ω} si K = 0. Enfin, si K est du même signe que λ et µ,

alors K/λ et K/µ sont tous deux > 0 ; quitte à échanger X̃ et Ỹ , on peut supposer que
a2 = K/λ > K/µ = b2, alors

C = {M(X̃, Ỹ ) | X̃
2

a2
+

Ỹ 2

b2
= 1}

est une ellipse, d’axe focal la droite ΩX̃ .

(3) Si δ = λµ < 0, alors λ et µ sont de signe opposé. Posons −λ/µ = t2. Si K = 0, C

est la réunion des droites Ỹ = tX̃ et Ỹ = −tX̃ . Enfin, si K 6= 0, alors

C = {M(X̃, Ỹ ) | X̃2

K/λ
+

Ỹ 2

K/µ
= 1}

est une hyperbole, d’asymptotes les droites précédentes, et d’axe focal ΩX̃ si K/λ > 0 >

K/µ (et d’axe focal ΩỸ si K/λ < 0 < K/µ). Ceci achève la démonstration du théorème
17.8.

On peut énoncer le théorème 17.8 sous une forme un peu plus générale, de la façon suivante. Soit

R′ = (O, ~u′, ~v′) un repère arbitraire de P, i.e. les vecteurs ~u′, ~v′ ne sont pas nécessairement unitaires ni
orthogonaux. Notons (x′, y′) les coordonnées dans ce repère, soient a′, b′, c′, d′, e′, f ′ ∈ R, avec (a′, b′, c′) 6=
(0, 0, 0), et soit

C = {M(x′, y′) | a′x′2 + 2b′x′y′ + c′y′2 + 2d′x′ + 2e′y′ + f ′ = 0}.
Soit φ la forme bilinéaire symétrique dont la matrice dans la base B′ = (~u′, ~v′) est :

A′ = MatB′(φ) =

(
a′ b′

b′ c′

)
i.e. φ

((
x′

1

y′1

)
,

(
x′

2

y′2

))
= a′x′

1x
′

2 + b′(x′

1y
′

2 + y′1x
′

2) + c′y′1y
′

2
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et soit Q la forme quadratique associée, i.e. Q(x′, y′) = a′x′2 + 2b′x′y′ + c′y′2. Soient B0 = (~u,~v) une base
orthonormée, P la matrice de passage MatB′(B0), et (x, y) les coordonnées dans le repère R0 = (O,B0).
La matrice de φ dans B0 est :

A =

(
a b
b c

)
= tPA′P,

donc ac− b2 = détA = (détP )2 ·détA′ = (détP )2 · (a′c′− b′2) a même signe que a′c′− b′2. Par conséquent,
on déduit du théorème 17.8 le :

Corollaire 17.10. — Soit (O, ~u,~v) un repère arbitraire de P, soient (x, y) les coordonnées correspon-
dantes, soient a, b, c, d, e, f ∈ R, avec (a, b, c) 6= (0, 0, 0), et soit

C = {M(x, y) | ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0}.
On suppose C 6= ∅. Alors :

(1) Si δ = 0, C est une parabole ou bien la réunion de deux droites parallèles ou « confondues » (i.e. égales).

(2) Si δ = ac− b2 > 0, C est une ellipse ou un point.

(3) Si δ < 0, C est une hyperbole ou bien la réunion de deux droites sécantes.

17.9. Retour au théorème de Dandelin. — On avait terminé notre étude de la section
C d’un cône de révolution R d’axe ∆ par un plan Π ne contenant pas ∆ et non orthogonal
à celui-ci, par la conclusion que :

C = {M ∈ Π | MF = e · d(M,D)}
où, ayant fixé une sphère Σ inscrite dans R et tangente à Π (il y a au plus deux telles sphères), F
est le point de contact de Σ avec Π, D est la droite intersection de Π avec le plan contenant
le cercle de tangence entre R et Σ, et e = sin(α)/cos(θ) où θ est le demi-angle au sommet
du cône et α est l’angle entre Π et un plan orthogonal à ∆ (il ne dépend donc pas de la
sphère Σ choisie).

D’après ce qui précède, C est donc une conique de Π de foyer F , directrice D et excen-
tricité e. De plus, on a vu que si C est une ellipse ou une hyperbole, il y a deux sphères
tangentes ; pour la seconde sphère Σ′ on obtient ainsi le deuxième couple (foyer, directrice)
= (F ′,D′). Quant à l’excentricité, c’est la même, comme remarqué plus haut. On a donc
obtenu le :

Théorème 17.11 (de Dandelin). — (8) Dans l’espace euclidien E de dimenson 3, soit
R un cône de révolution d’axe ∆ et de demi-angle au sommet θ et soit Π un plan ne
contenant pas ∆ et faisant un angle α 6= 0 avec tout plan orthogonal à ∆. Notons C la
conique R ∩ Π et posons θ = (π/2)− θ.

(i) Si α = θ, il existe une unique sphère Σ inscrite dans R et tangente à Π ; sinon il
existe deux telles sphères Σ et Σ′. Notons F le point de contact de Σ avec Π, Γ son cercle
de tangence avec R et D la droite intersection de Π avec le plan contenant Γ, et définissons
de même F ′ et D′ si Σ′ existe.

(ii) C est la conique de Π de foyer F , de directrice D et d’excentricité e = sin(α)/cos(θ).

(iii) C est une parabole ssi α = θ.

(iv) C est une ellipse (resp. une hyperbole) ssi α < θ (resp. α > θ). Dans ces deux cas,
les deux sphères Σ et Σ′ fournissent les deux couples (foyer,directrice) de C .

(8)Germinal Dandelin, mathématicien français (1794-1847), qui fit carrière en Belgique.


