LM270 UPMC 20112012 Devoir 4

UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE 2011-2012
LM270, Devoir 4 du 11 mai 2012

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de tout appareil électronique de calcul et des télé-
phones portables est interdite. Lorsqu’un calcul est demandé, détaillez les étapes en indiquant les opérations
effectuées ; un résultat final correct mais non justifié par les étapes du calcul qui y ménent, ne donnera qu’une
partie des points. D’autre part, les correcteurs tiendront compte de la qualité de la rédaction et de la précision
des raisonnements. Ce devoir comporte 5 exercices et est noté sur 50
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Exercice 1 (10 pts). Soit A = 3 4 1 2 | eMs;R).
2 2 =2

1) (2 pts) Citer un théoréme du cours assurant que A est diagonalisable.
2) (2 pts) Calculer le polynéme caractéristique P4(X) et déterminer ses racines.
3) (4 pts) Déterminer une base orthonormée de R* formée de vecteurs propres de A.

4) (2 pts) Soit @ la forme quadratique sur R?® définie par Q(x1, 29, 23) = 27 + x5 — 203 + 8x125 + 4w123 + 41073,
et soit ¢ la forme polaire de Q. Ecrire la matrice B de ¢ dans la base canonique de R® puis, en utilisant ce qui
précede et un résultat du cours, déterminer la signature de Q.

Exercice 2 (10 pts). Soit n > 2 et soit B = (ey,...,e,) la base canonique de R™. Soit @ la forme quadratique sur
R"™ définie par : pour tout v = x1e1 + - - + Tpen,

:—221} —|—2 Z H_j.%'i(Ej.

1<i<j<n

1) (1 pt) Soit C la base (fi,..., fa), ot fi = (—1)%;. On note (yi,...,yn) les coordonnées dans la base C. Expri-
mer (x1,...,%,) en fonction de (y1,...,¥yn), puis pour tout v € R™, exprimer Q(v) en fonction des coordonnées
Y, -y Yn- ,

2) (2 pts) Soit ¢ la forme polaire de Q. Ecrire la matrice A = Matc(¢).
3) (1 pt) Ecrire la matrice B = A + 31, et déterminer son rang.
4) (2 pts) Calculer Tr(A). En déduire toutes les valeurs propres de A, comptées avec multiplicité.
5) (2 pts) En citant un résultat du cours, déterminer la signature de @ lorsque n > 4.

6) (2 pts) Méme question lorsque n =3 et n = 2.

Exercice 3 (8 pts). Soit B = (e1,es,e3) la base canonique de R® et soit u I’endomorphisme de R® tel que
0 0 -1

Matp(u)=A=1[1 0 O
01 0

1) (1,5 pt) Montrer que A € O(3) et calculer dét(A).
2) (2 pts) Déterminer un vecteur unitaire f engendrant D = Ker(A + I3).
3) (4,5 pts) Déterminer la nature et les caractéristiques géométriques de u.

Exercice 4 (12 pts). On munit R® du produit scalaire euclidien standard, et 'on note By = (e1, e, e3) la base
canonique.
1) (2 pts) Montrer qu’une base orthonormée B = (u,v, f) est directe si et seulement si la base C = (f,u,v) est

directe.
L (V3
Soit f = 3 0 | € R? et soit R la rotation d’axe engendré et orienté par f et d’angle /6.

1

2) (3 pts) Déterminer deux vecteurs unitaires u et v tels que B = (u, v, f) soit une base orthonormée directe de R3.
3) (3 pts) Déterminer la matrice B = Matg(R).
4) (4 pts) Soit By la base canonique de R®. Déterminer la matrice A = Matz, (R)

Exercice 5 (10 pts). Soient ( | ) le produit scalaire usuel sur R" et B = (ey,...,e,) la base canonique. Soient
E un sous-espace vectoriel de R", 7 la projection orthogonale sur E, C = (v1,...,vp) une base arbitraire de E,
M = Matg(vi,...,vp) € My p(R), et G € M,(R) la matrice (g; j)1<i,j<p, OU pour tout 7,7, on a g; ; = (v; | v;).
1. (2 pts) Montrer que dét(G) # 0.
7 (v | Y)
2. (2 pts) Pour tout Y = | 1 | € R", exprimer le vecteur X = : € RP en fonction de M et Y.

Yn (vp | Y)
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3. (2 pts) D’autre part, on pose 7(Y) = tjv; +---+tpv, et T=| | € RP. Montrer que X = GT.
tp
4. (2 pts) Déduire des questions précédentes une formule exprimant T en fonction de Y, M et G.
1 0
5. (2 pts) Onprend n =4, p =2, v; = } et vg = ; . Ecrire la matrice G et calculer G~ ; puis, prenant
1 3

, déterminer les réels t1, o tels que w(Y) = t1v1 + tovs.
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