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Feuille d’exercices des Chap. 4–5

Les exercices sans (∗) sont des applications directes du cours. Les exercices marqués (∗) sont un peu plus

difficiles, mais quelques exercices de ce genre pourront figurer dans les évaluations.

Exercice 1. Pour chacune des permutations suivantes, déterminer l’écriture comme produit de
cycles de supports disjoints, puis la signature :

τ1 =

(

1 2 3 4 5 6
6 5 4 1 2 3

)

τ2 =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 4 5 6 1 8 9 7

)

τ3 =

(

1 2 3 4 5 6 7 8
8 1 3 6 5 7 4 2

)

τ4 =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 8 9 2 1 4 3 6 7

)

τ5 =

(

1 2 3 4 5 6 7 8
3 6 4 5 1 8 7 2

)

τ6 =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 5 4 1 7 10 2 6 9 8

)

Exercice 2. Soit A = (aij)1≤i,j≤8 ∈M8(R). Dans la formule explicite donnant dét(A), d̂ıtes, en
justifiant votre réponse, quel est le signe correspondant au terme a1,8 a2,7 a3,1 a4,6 a5,3 a6,4 a7,2 a8,5.

Exercice 3 (∗). Soit τ =

(

1 2 3 4 5 6 7 8
6 7 2 1 3 4 8 5

)

∈ S8 et soit A = (aij)1≤i,j≤8 ∈ M8(R)

la matrice telle que aij = 5 si j 6= τ(i) et aiτ(i) = 1 pour tout i. En utilisant la formule explicite
donnant dét(A), montrer que dét(A) est congru modulo 25 à ε(τ). (Remarquer que si σ ∈ S8 et
σ 6= τ , il existe au moins deux indices i 6= j tels que σ(i) 6= τ(i) et σ(j) 6= τ(j).)

Exercice 4 (∗). Dans R
3, soient v =





a

b

c



 un vecteur 6= 0 et D = Rv la droite engendrée par v.

1. On suppose a 6= 0. Donner deux équations linéairement indépendantes définissant D.

2. Soit w =





x

y

z



 ∈ R
3 un vecteur arbitraire. En considérant les mineurs 2× 2 de la matrice

A =





a x

b y

c z



, donner 3 formes linéaires α, β, γ définissant D, i.e. telles que w ∈ D ⇐⇒

α(w) = 0 = β(w) = γ(w). Dı̂tes, sans calcul, pourquoi les formes linéaires α, β, γ ne sont
pas indépendantes.

3. En considérant la matrice B =





a a x

b b y

c c z



, donner explicitement une relation de dépen-

dendance linéaire entre α, β, γ.

Exercice 5. Soit E = R
2. On note x =

(

x1

x2

)

et y =

(

y1

y2

)

. Écrire la matrice dans la base

canonique B = (e1, e2) et déterminer le rang et le noyau des formes bilinéaires symétriques
suivantes :

φ1(x, y) = x1y1 + x2y2, φ2(x, y) = x1y2 + x2y1, φ3(x, y) = x1y1,

φ4(x, y) = (x1 + x2)(y1 + y2), φ5(x, y) = x1y1 −
3

2
x1y2 −

3

2
x2y1 + 6x2y2.
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Exercice 6. Soit φ la forme bilinéaire symétrique sur R
2 définie par φ(x, y) = x1y1−x2y2, pour

x =

(

x1

x2

)

et y =

(

y1

y2

)

.

1. Écrire la matrice S de φ dans la base canonique B = (e1, e2) et montrer que φ est non
dégénérée.

2. Déterminer la forme quadratique Q associée à φ.

3. Pour tout a ∈ R, on note Da la droite d’équation x2 = ax1, engendrée par le vecteur

va =

(

1

a

)

. On note D∞ la droite « verticale » x1 = 0, engendrée par v∞ =

(

0

1

)

. On note

D⊥a (resp. D⊥∞) l’orthogonal de Da pour φ. Calculer D⊥a pour a ∈ R
∗, ainsi que D⊥0 et D⊥∞.

4. Pour a ∈ R
∗, dans quels cas a-t-on R

2 = Da ⊕D
⊥
a ?

Exercice 7. On considère les formes quadratiques suivantes sur R
3 :

q0(x, y, z) = 2x2+6xy−2xz+y2+4yz−3z2, q1(x, y, z) = x2 +y2+xz, q2(x, y, z) = xy+3xz.

1. Pour chacune d’elles, écrire la matrice dans la base canonique de la forme bilinéaire symé-
trique associée, et déterminer son rang et son noyau :

2. Décomposer q0, q1 et q2 en somme de carrés de formes linéaires indépendantes et déterminer
pour chacune la signature et le rang.

Exercice 8. Soient φ1, φ2, φ3 les formes bilinéaires symétriques sur R
3 dont les matrices dans la

base canonique B = (e1, e2, e3) sont les suivantes :

J1 =





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 , J2 =





2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2



 , J3 =





2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2



 .

Pour chacune d’elles, écrivez la forme quadratique associée qi(x1, x2, x3) puis écrivez qi comme
somme de carrés de formes linéaires indépendantes et déterminez la signature et le rang de qi.

Exercice 9 (CC 2010–11). Soit φ la forme bilinéaire symétrique sur R
5 dont la matrice dans la

base canonique B = (e1, . . . , e5) est la suivante :

A =













0 1 0 0 1
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
1 0 0 1 0













1. Soit q la forme quadratique associée. Exprimez q(x1, . . . , x5) en fonction des coordonnées
(x1, . . . , x5) dans la base B.

2. Écrivez q comme somme de carrés de formes linéaires indépendantes.

3. Déterminez la signature et le rang de q.

Exercice 10 (Examen 7/6/11). Soit q la forme quadratique sur R
5 définie par

q(x, y, z, t, u) = x2 + y2 + 4z2 + 4t2 + 2xy + 4xz − 4xt+ 4yz − 4yt− 5zt+ 2zu+ tu.

Écrire q comme somme de carrés de formes linéaires indépendantes et déterminer la signature et
le rang de q.

Exercice 11 (Examen 28/6/11). Idem pour la forme quadratique q sur R
4 définie par

q(x, y, z, t) = x2 + 4z2 + t2 + 4xz − 2xt− 3zt− yz + 2yt.
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