
CHAPITRE 0

RAPPELS : ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINÉAIRES

Ce chapitre 0 est constitué de rappels : espaces vectoriels, familles génératrices, familles libres, bases
et dimension, applications linéaires et matrices, transposée d’une matrice, théorème du rang, formules de
changement de base, matrices équivalentes, matrices semblables. Ces notions ont été introduites en L1 et
ne seront pas traitées en cours, mais le lecteur pourra se reporter, si nécessaire, à ce chapitre 0 pour un
rappel de ces notions ou résultats. On suppose également connue la théorie du pivot pour la résolution des
systèmes linéaires AX = Y ; ceci équivaut à faire des opérations sur les lignes de la matrice A et on verra
dans le chapitre 1 comment faire des opérations sur les colonnes (ce qui est plus pratique pour la recherche
de vecteurs propres).

On a indiqué par des symboles
�

les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des
compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans un appendice à la fin du chapitre ;
ces passages n’interviendront pas dans les évaluations.

0.1. Espaces vectoriels : définition et exemples

0.1.1. Trois exemples importants. — (1) Un exemple d’espace vectoriel sur R est l’espace de dimen-
sion 3

R3 = {(x, y, z) | x, y, z ∈ R}.
Dans ce cas, l’espace vectoriel nous est donné comme un ensemble de n-uplets (ici n = 3) de « coordonnées ».

Deux autres exemples sont les suivants.�
(2) Soient a, b ∈ R ; l’ensemble S (a, b) des suites (un)n∈N de nombres réels vérifiant la relation de

récurrence linéaire

(∗) un+2 = aun+1 + bun

est un R-espace vectoriel, qui est de dimension 2, car toute suite vérifiant (∗) est déterminée par ses termes
initiaux u0 et u1, qui peuvent être choisis arbitrairement.

(3) Soient a, b ∈ R et t0 ∈ R ; l’ensemble S (a, b) des fonctions f : R → R de classe C∞, vérifiant
l’équation différentielle linéaire :

(E) ∀t ∈ R, f ′′(t) = af ′(t) + bf(t)

est un R-espace vectoriel, qui est de dimension 2, car toute solution f de (E) est déterminée par les
« conditions initiales » f(t0) et f ′(t0), qui peuvent être choisies arbitrairement.

Dans ces deux cas, le choix de « coordonnées » sur l’espace S (a, b) n’est pas évident . . . Une des forces de
l’algèbre linéaire est qu’elle permet de décrire simplement tous les éléments de S (a, b), une fois qu’on a
choisi une base appropriée de cet espace . . .

Rappelons que la notion d’espace vectoriel sur un corps k est définie pour tout corps k, par exemple,
k = Q ou C, ou un corps fini Fq à q éléments (q étant une puissance d’un nombre premier p), ou le corps
des fractions rationnelles R(X), etc.
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Définition 0.1.2 (Espaces vectoriels). — Soit k un corps. Un k-espace vectoriel V est un groupe abé-
lien (V,+) (c.-à-d., un ensemble muni d’une loi de groupe + commutative) muni d’une « opération »
(t, v) 7→ t · v de k sur V vérifiant les deux conditions suivantes :

(i) 1 · v = v et t · (t′ · v) = (tt′) · v
(ii) (t+ t′) · v = t · v + t′ · v, t · (v + v′) = t · v + t · v′.
On peut mémoriser la condition (i) en disant que 1 agit par l’identité et que l’opération est « associative »,

et la condition (ii) en disant que l’action de k sur V est « compatible avec l’addition » (dans k et dans V ).

Remarque 0.1.3 (Vecteur nul). — Étant un groupe abélien, V est muni d’un élément zéro, qu’on no-
tera provisoirement 0V ou

−→
0 . Par exemple, dans V = R3, 0V est le vecteur nul

−→
0 = (0, 0, 0).

Notons 0 l’élément zéro du corps k. Alors la condition (ii) entrâıne, pour tout v ∈ V ,

0 · v = (0 + 0) · v = 0 · v + 0 · v, d’où 0 · v = 0V =
−→
0 .

Par conséquent, le vecteur nul 0V =
−→
0 sera noté simplement (par abus de notation) 0. Ainsi, on note {0}

l’espace vectoriel nul. Par exemple, dans R2 l’espace des solutions du système
{
x− y = 0
x+ y = 0

est l’espace vectoriel nul {0} = {(0, 0)}.

Terminologie 0.1.4. — On dira que k est (relativement à V ) le « corps des scalaires », et que les éléments
de k sont les scalaires (ceux de V étant les vecteurs).

Exemples 0.1.5. — 1) Pour tout n ∈ N∗, kn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ k} est un k-espace vectoriel.

2) L’ensemble Mm,n(k) des matrices à m lignes et n colonnes à coefficients dans k est un k-espace�
vectoriel. Lorsque m = n, on le note simplement Mn(k).

3) L’anneau de polynômes k[X] est un k-espace vectoriel.

Définition 0.1.6 (Sous-espaces vectoriels). — Soit V un k-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel
(pour abréger, on dira « sev ») W de V est un sous-ensemble de V qui est un sous-groupe (en particulier,
0 ∈W ) et qui est stable par l’opération de k. Ceci équivaut à dire que W 6= ∅ et que, pour tous w,w′ ∈W
et t ∈ k, on a t · w + w′ ∈W .

Exemples. — (1) Le plan « horizontal »

P = {(x, y, 0) | x, y ∈ R},
donné par l’équation z = 0, est un sous-espace vectoriel de R3.�

(2) L’ensemble des matrices (aij)1≤i,j≤3 ∈M3(k) qui sont triangulaires supérieures, i.e. telles que a21 =
a31 = a32 = 0, est un sous-espace vectoriel de M3(k) .

(3) L’ensemble kn[X] des polynômes en X de degré ≤ n est un sous-espace vectoriel de k[X].

Le lemme suivant permet de construire de nombreux espaces vectoriels de fonctions :

Lemme 0.1.7. — Soient V un k-espace vectoriel et X un ensemble. Alors l’ensemble Hom(X,V ) de
toutes les applications X → V est muni d’une structure de k-espace vectoriel, définie comme suit : si
f, g ∈ Hom(X,V ) et t ∈ k, on définit l’application t · f + g : X → V par :

(t · f + g)(x) = tf(x) + g(x),

pour tout x ∈ X.

Démonstration. Soient f, g ∈ Hom(X,V ) et t, t′ ∈ k ; il faut voir que les conditions (i) et (ii) de 0.1.2
sont vérifiées. Ceci est facile : pour tout x ∈ X, on a (1 · f)(x) = 1f(x) = f(x) donc 1 · f = f , et

(
t · (t′ · f)

)
(x) = t

(
(t′ · f)(x)

)
= t(t′f(x)) = (tt′)f(x) =

(
(tt′) · f)

(x),

donc t · (t′ · f) = (tt′) · f . On vérifie de même la condition (ii).
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Exemples 0.1.7.1. — (1) L’ensemble kN de toutes les suites (un)n∈N d’éléments de k muni de l’addition
et de l’opération de k définies « terme à terme », c.-à-d.,

(un)n∈N + (vn)n∈N = (un + vn)n∈N, t · (un)n∈N = (t · un)n∈N,

est un k-espace vectoriel. En effet, ceci cöıncide avec la structure définie plus haut si on regarde une suite
(un)n∈N d’éléments de k comme l’application N→ k, n 7→ un.

(2) Soit I un intervalle de R. Alors l’ensemble Fonc(I,R) de toutes les fonctions I → R est un R-espace
vectoriel. Pour les applications à l’analyse, il est plus intéressant de constater que si t ∈ R et si f, g : I → R
sont continues, resp. de classe C1, resp. C2, . . ., resp. C∞, alors t · f + g est encore continue (i.e. de classe
C0), resp. C1, . . ., resp. C∞. Par conséquent, pour tout d ∈ N ∪ {∞}, l’ensemble C d(I,R) des fonctions
f : I → R de classe Cd est un R-espace vectoriel.

Définition 0.1.8 (Applications linéaires et endomorphismes). — Soient k un corps, V,W deux k-
espaces vectoriels. On dit qu’une application φ : V →W est une application linéaire (ou « homomorphisme
d’espaces vectoriels ») si elle préserve l’addition et l’opération des scalaires, c.-à-d., si pour tout v, v′ ∈ V
et t ∈ k on a :

φ(v + v′) = φ(v) + φ(v′), φ(t · v) = t · φ(v).

Notons qu’on peut regrouper ces deux conditions en une seule condition :�
(AL) φ(t · v + v′) = t · φ(v) + φ(v′)

et bien sûr cette condition implique (et est impliquée par) la suivante :

φ(t · v + t′ · v′) = t · φ(v) + t′ · φ(v′).

Si W = V , on dit alors que φ est un endomorphisme de V .

Exemples 0.1.9. — a) Soit V = R[X] ; l’application d qui à tout polynôme P = anX
n + · · ·+ a1X + a0

associe le polynôme dérivé P ′ = nanX
n−1 + · · ·+ a1 est une application linéaire de V dans V .

b) Soit V = C 0([0, 1],R) le R-espace vectoriel des fonctions continues f : [0, 1]→ R. Alors l’application

V → R, f 7→
∫ 1

0

f(x)dx

est linéaire. Par contre, l’application f 7→ ∫ 1

0
f2(x)dx ne l’est pas.

Définition 0.1.10 (Isomorphismes). — Soient V,W deux k-espaces vectoriels, et φ : V → W une
application linéaire. Suivant des principes généraux, on dit que φ est un isomorphisme (d’espaces vectoriels)
si elle est bijective et si l’application inverse ψ = φ−1 est linéaire.

En fait, la seconde condition est automatiquement vérifiée. En effet, soient w,w′ ∈W et t ∈ k ; comme
φ est bijective il existe v, v′ ∈ V uniques tels que φ(v) = w et φ(v′) = w′. Alors

φ(t · v + v′) = t · φ(v) + φ(v′) = t · w + w′,

donc appliquant ψ à cette égalité on obtient�
ψ(t · w + w′) = t · v + v′ = t · ψ(v) + ψ(v′).

Donc : toute application linéaire bijective est un isomorphisme.

Exemple 0.1.11. — On rappelle que l’ensemble kN de toutes les suites d’éléments de k est un k-espace
vectoriel (cf. 0.1.7.1). Soient a, b ∈ k et soit S (a, b) le sous-ensemble de kN formé des suites (un)n∈N
vérifiant la relation de récurrence linéaire :

(∗) un+2 = aun+1 + bun.

Alors S (a, b) est un sous-espace vectoriel de kN (le vérifier !). De plus, l’application φ : S (a, b) → k2 qui
à toute suite (un)n∈N associe le couple (u0, u1), est linéaire (le vérifier !) ; elle est surjective (car on peut
choisir arbitrairement u0 et u1), et injective (car les un sont déterminés à partir de u0 et u1 par la formule
(∗)). Donc φ est bijective, donc c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels :

φ : S (a, b) ∼−→ k2.
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Exercices 0.1.12. — 1) Soit k = R. Est-ce que l’ensemble des suites (un)n∈N vérifiant la relation de
récurrence

un+2 = un+1 + u2
n

est un sous-espace vectoriel de RN ?
2) Soient k = C et S (−1,−1) l’espace des suites de nombres complexes (un)n∈N vérifiant la relation de

récurrence linéaire
un+2 = −un+1 − un.

Soit (wn)n∈N l’élément de S (−1,−1) défini par w0 = 2 et w1 = 1. Pouvez-vous calculer w2010 et w2011 ?
(Cf. la Feuille d’exercices 1.)

0.2. Familles génératrices, familles libres, bases et dimension

Définitions 0.2.1 (Sous-espace engendré. Familles génératrices). — Soit V un k-espace vectoriel.

(1) Soit S un sous-ensemble (fini ou infini) de V . On note Vect(S) l’ensemble de toutes les combinaisons
linéaires finies�

σ = t1v1 + · · ·+ trvr, pour r ∈ N∗ (variable), vi ∈ S, ti ∈ k,
c’est un sous-espace vectoriel de V , car si σ′ = t′1v

′
1 + · · · + t′pv

′
p est une autre combinaison linéaire de ce

type et si λ ∈ k, alors
λσ + σ′ = λt1v1 + · · ·+ λtrvr + t′1v

′
1 + · · ·+ t′pv

′
p

est encore une combinaison linéaire du même type. De plus, si E est un sous-espace vectoriel de V conte-
nant S, alors il contient toute combinaison linéaire σ comme ci-dessus, i.e. il contient Vect(S). Donc :
Vect(S) est le plus petit sous-espace vectoriel de V contenant S. On l’appelle le sous-espace vectoriel
engendré par S.

Dans la suite, on utilisera principalement ceci dans le cas où S est une famille finie de vecteurs v1, . . . , vn ;
dans ce cas, on a simplement :

Vect(v1, . . . , vn) = {t1v1 + · · ·+ tnvn | t1, . . . , tn ∈ k}.
(2) On dit que la famille F = (v1, . . . , vn) est une famille génératrice de V si Vect(F ) = V , c.-à-d.,

si tout élément de V s’écrit comme combinaison linéaire de v1, . . . , vn. Dans ce cas, on dit aussi que les
vecteurs v1, . . . , vn engendrent V .

Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.

Exemple 0.2.2. — Pour tout n ∈ N, l’espace kn est engendré par les vecteurs

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), · · · , en = (0, . . . , 0, 1).

Définition 0.2.3 (Familles libres ou liées). — Soient V un k-espace vectoriel et F = (v1, . . . , vn) une�
famille d’éléments de V . On dit que v1, . . . , vn sont linéairement indépendants, et que F est une famille
libre, s’il n’existe pas de relation linéaire non triviale entre les vi, c.-à-d., si la condition suivante est vérifiée :

(FL) pour tous t1, . . . , tn ∈ k, si t1v1 + · · ·+ tnvn = 0, alors t1 = 0 = · · · = tn.

Il résulte de la définition que : toute sous-famille d’une famille libre est libre.
Au contraire, on dit que v1, . . . , vn sont linéairement dépendants, et que F est une famille liée, s’il existe

une relation linéaire non triviale entre les vi, c.-à-d., s’il existe des scalaires non tous nuls t1, . . . , tn, tels
que t1v1 + · · ·+ tnvn = 0. Dans ce cas, si par exemple ti 6= 0, on peut exprimer vi en fonction des vj , pour
j 6= i :

vi = −
∑

j 6=i

tj
ti
vj .

Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille liée est liée.

Exemple 0.2.4. — Dans kn, la famille (e1, . . . , en) (cf. 0.2.2) est libre. En effet, pour tous t1, . . . , tn ∈ k
on a

t1e1 + · · ·+ tnen = (t1, . . . , tn),

donc si la somme de gauche est nulle, alors t1 = 0 = · · · = tn.
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Définition 0.2.5 (Bases). — Soient V un k-espace vectoriel. On dit qu’une famille B = (v1, . . . , vn) est�
une base de V si tout élément v de V s’écrit de façon unique comme combinaison linéaire des vi, c.-à-d.,
si pour tout v ∈ V , il existe un unique n-uplet (t1, . . . , tn) ∈ kn tel que v = t1v1 + · · ·+ tnvn. Ceci équivaut
à dire que la famille B est à la fois génératrice et libre.

Exemples 0.2.6. — 1) Lorsque V = kn, la famille (e1, . . . , en) (cf. 0.2.2) est une base, appelée la base
canonique de kn.�

2) Soit Mm,n(k) le k-espace vectoriel des matrices à m lignes et n colonnes à coefficients dans k. On
note Eij la « matrice élémentaire » dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui d’indice (i, j) (c.-à-d.,
celui situé sur la ligne i et la colonne j), qui vaut 1. Alors, toute matrice A ∈ Mm,n(k) s’écrit de façon
unique comme combinaison linéaire des Eij :

A =
∑

i=1,...,m
j=1,...,n

aij Eij ,

où aij est le coefficient d’indice (i, j) de A. Donc la famille (Eij)i=1,...,m
j=1,...,n

est une base de Mm,n(k).

3) La famille (1, X, . . . ,Xd) est une base de l’espace vectoriel kd[X] des polynômes de degré ≤ d. En
effet, tout polynôme P ∈ kd[X] s’écrit de façon unique

P = a0 + · · ·+ adX
d, avec ai ∈ k.

Définition 0.2.7. — Soit V un k-espace vectoriel. Disons provisoirement que V est finiment engendré
(ou « de type fini », cf. le cours LM 125) s’il est engendré par un nombre fini de vecteurs v1, . . . , vp.

Remarque : il existe des k-espaces vectoriels qui ne sont pas finiment engendrés, par exemple, l’espace
vectoriel k[X] (cf. Exercice 10 de la Feuille 1), mais dans ce cours on s’intéressera à ceux qui le sont.

Rappelons le résultat suivant, déjà vu en LM 125 :

Théorème 0.2.8 (Dimension d’un espace vectoriel). — Soit V un k-espace vectoriel finiment en-�
gendré.

(i) Il existe des bases de V , et toutes ont même cardinal n ; cet entier s’appelle la dimension de V sur
k et se note dimk V ou simplement dimV .

(ii) De toute famille génératrice F on peut extraire une base, en particulier F est de cardinal ≥ n ; de
plus si card(F ) = n alors F est une base de V .

(iii) Toute famille libre est de cardinal ≤ n, et toute famille libre de cardinal n est une base de V .

(iv) « Théorème de la base incomplète » : Toute famille libre peut être complétée en une base de V .

(v) Tout sous-espace W de V est de dimension finie ≤ dimk V ; de plus si dimk W = dimk V , alors
W = V . En d’autres termes, tout sous-espace vectoriel distinct de V est de dimension < dimk V .

Démonstration. Ceci a été vu en L1. Pour être complet, on redonne la démonstration dans un appendice
à la fin de ce chapitre, où on introduira aussi les notions de familles génératrices ou libres dans un espace
vectoriel arbitraire (i.e. qui n’est pas nécessairement finiment engendré).

Terminologie 0.2.9. — En raison du théorème précédent, on dira désormais « k-espace vectoriel de�
dimension finie » au lieu de « k-espace vectoriel finiment engendré », et si n = dimk V , on dira que V est
de dimension n.

D’après les exemples de 0.2.6, kn est de dimension n, Mm,n(k) de dimension mn, et kd[X] de dimension
d+ 1.

Définition 0.2.10 (Coordonnées relativement à une base). — Soit V un k-espace vectoriel de di-�
mension n et soit B = (v1, . . . , vn) une base de V . Alors tout v ∈ V s’écrit de façon unique

v = x1v1 + · · ·+ xnvn;

on dit que (x1, . . . , xn) sont les coordonnées de v par rapport à la base B = (v1, . . . , vn). Donc la donnée
de B fournit un isomorphisme de k-espaces vectoriels

φB : kn ∼−→ V, (x1, . . . , xn) 7→ x1v1 + · · ·+ xnvn.

Remarque 0.2.11. — Remarquons qu’une base de V est un n-uplet ordonné ; par exemple, si B =
(v1, v2) est une base de V , alors C = (v2, v1) est une base de V distincte de B : l’image de (1, 2) ∈ R2 par
φB est le vecteur v1 + 2v2, tandis que son image par φC est le vecteur v2 + 2v1 6= v1 + 2v2.
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Proposition 0.2.12. — Soit f : V →W une application linéaire.

a) Si f est injective et si F = (v1, . . . , vn) est une famille libre de V , alors f(F ) est libre.

b) Si f est surjective et si F = (v1, . . . , vn) est une famille génératrice de V , alors f(F ) engendre W .

c) Si f est bijective et si B = (v1, . . . , vn) est une base de V , alors f(B) est une base de W , d’où
dimW = n = dimV .

Démonstration. a) Supposons f injective et soit F = (v1, . . . , vn) une famille libre de V . Supposons
qu’il existe une relation linéaire dans W :

t1f(v1) + · · ·+ tnf(vn) = 0,

avec ti ∈ k . Alors 0 = f(t1v1 + · · ·+ tnvn) d’où, puisque f est injective, t1v1 + · · ·+ tnvn = 0, donc comme
F est libre, ti = 0 pour i = 1, . . . , n. Ceci montre que f(F ) est libre.

b) Supposons f surjective et soit F = (v1, . . . , vn) une famille génératrice de V . Soit w ∈ W ; comme
f est surjective, il existe v ∈ V tel que f(v) = w. Comme F engendre V , il existe t1, . . . , tn ∈ k tels que
v = t1v1 + · · ·+ tnvn, d’où

w = t1f(v1) + · · ·+ tnf(vn).

Ceci montre que f(F ) engendre W .

c) Supposons f bijective et soit B = (v1, . . . , vn) une base de V . D’après a) et b), f(B) est une famille
libre et génératrice de W , donc une base de W ; alors dimW = n = dimV .

Corollaire 0.2.13. — (i) Tout k-espace vectoriel V de dimension finie est isomorphe (de façon non�
canonique) à kn, pour un unique n, égal à dimk V .

(ii) Deux k-espaces vectoriels de dimension finie V et W sont isomorphes si et seulement si ils ont la
même dimension.

Démonstration. (i) Si V est de dimension n alors, par le choix d’une base, il est isomorphe à kn. (Cet
isomorphisme est « non canonique » car il dépend du choix de la base.) Réciproquement, si V ' km, alors
d’après la proposition précédente, on a dimV = dim km = m, donc m = n. En particulier, km 6' kn si
m 6= n.

(ii) Si V 'W , alors dimk V = dimk W , d’après la proposition précédente. Réciproquement, si dimk V =
dimk W = n, alors V et W sont tous deux isomorphes à kn.

Exemples 0.2.14. — 1) La droite d’équation x1 + x2 = 0 dans R2 admet pour base le vecteur e1 − e2,
mais on peut tout aussi bien choisir le vecteur e2 − e1.

2) Le plan d’équation x1 + x2 + x3 = 0 dans R3 admet pour base (e1 − e2, e2 − e3), mais on peut aussi
choisir (e1 − e3, e1 − e3), ou (e1 − e2, e1 + e2 − 2e3), ou (e1 − (e1 + e2 + e3)/3, e1 + e2 − 2(e1 + e2 + e3)/3),
etc.

Exemple 0.2.15. — Reprenons l’espace S (a, b) des suites (un)n∈N d’éléments de k vérifiant la relation
de récurrence linéaire un+2 = aun+1 + bun. On a vu (cf. 0.1.11) qu’il est isomorphe à k2, par l’application
(un)n∈N 7→ (u0, u1), donc est de dimension 2. Supposons que le polynôme P = X2 − aX − b ait deux
racines distinctes λ 6= µ dans k. Considérons les éléments u = (un)n∈N et v = (vn)n∈N de S (a, b) définis
par

u0 = 1 = v0, u1 = λ, v1 = µ.

Alors la famille (u,v) est libre (car si su + tv = 0, on obtient s + t = 0 = sλ + tµ, donc t = −s et
s(λ − µ) = 0, d’où s = 0), donc est une base de S (a, b). Par conséquent, tout élément w = (wn)n∈N de
S (a, b) s’écrit de façon unique

w = su + tv,

et s, t sont déterminés par les conditions s + t = w0 et sλ + tµ = w1. Ceci permet-il de calculer w2010 et
w2011 dans l’exercice 0.1.12 ?
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0.3. Noyau, image, et théorème du rang

Définition 0.3.1 (Noyau, image et rang). — Soit f : V → W une application linéaire. D’une part,
on définit son noyau

Ker(f) = {v ∈ V | f(v) = 0},
c’est un sous-espace vectoriel de V . Noter que f est injective si et seulement si Ker(f) = {0} : en effet, on
a f(v) = f(v′) ⇐⇒ f(v − v′) = 0.

D’autre part, on définit son image

Im(f) = f(V ) = {f(v) | v ∈ V } ⊆W,
c’est un sous-espace vectoriel de V . Alors f est surjective si et seulement si Im(f) = W .

Lorsque Im(f) est de dimension finie r (ce qui est le cas si W ou V est de dimension finie, cf. ci-dessous),
l’entier r = dim Im(f) est appelé le rang de f et est noté rg(f) ou rang(f).

Théorème 0.3.2 (Théorème du rang). — Soit f : V → W une application linéaire, avec V de di-�
mension finie n. Alors

n = dimV = dim Ker(f) + rg(f).
(En particulier, f est surjective si et seulement si W est de dimension rg(f) = n− dimKer(f).)

Démonstration. Comme V est de dimension finie n, alors Ker(f) est de dimension finie d ≤ n ; soit
K = (e1, . . . , ed) une base de Ker(f).

1ère méthode (la plus courte). Complétons K en une base B = (e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en) de V . Alors
Im(f) = f(V ) est engendré par f(B) (cf. Prop. 0.2.12), donc par f(ed+1), . . . , f(en) puisque f(ei) = 0
pour i ≤ d. Montrons que ces vecteurs sont linéairement indépendants : supposons qu’on ait une relation
de dépendance linéaire

0 = t1f(ed+1) + · · ·+ tn−df(en) = f(t1ed+1 + · · ·+ tn−den)

alors le vecteur t1ed+1 + · · ·+ tn−den appartient à Ker(f), donc est combinaison linéaire de e1, . . . , ed, d’où
une égalité

t1ed+1 + · · ·+ tn−den − s1e1 − · · · − sded = 0.
Comme (e1, . . . , en) est une base de V , ceci implique ti = 0 = sj pour tous i, j. Ceci montre que les vecteurs
f(ed+1), . . . , f(en) sont linéairement indépendants, donc forment une base de f(V ), d’où dim f(V ) = n−d
et donc rg(f) = dim f(V ) = n− dimKer(f).

2ème méthode. Soit toujours K = (e1, . . . , ed) une base de Ker(f), donnons une autre démonstration,
qui sera utile plus loin (cf. 0.5.10). (1) Comme Im(f) = f(V ) est engendré par n éléments (les images d’une
base de V ), Im(f) est de dimension finie r ≤ n. Soit (w1, . . . , wr) une base de Im(f) et pour i = 1, . . . , r,
soit vi un élément de V tel que f(vi) = wi. Alors la famille

B = (e1, . . . , ed, v1, . . . , vr)

est une base de V . En effet, elle est génératrice : soit v ∈ V arbitraire, son image f(v) s’écrit f(v) =
t1w1 + · · ·+ trwr, d’où f(v − t1v1 − · · · − trvr) = 0, donc v − t1v1 − · · · − trvr appartient à Ker(f), donc
s’écrit s1e1 + · · ·+ spep, d’où

v = t1v1 + · · ·+ trvr + s1e1 + · · ·+ spep.

Ceci montre que B est génératrice. Elle est aussi libre : si

0 = t1v1 + · · ·+ trvr + s1e1 + · · ·+ spep

alors 0 = f(0) = t1w1 + · · · + trwr, donc chaque ti est nul (puisque (w1, . . . , wr) est libre), d’où 0 =
s1e1 + · · ·+ spep, donc chaque sj est nul (puisque (e1, . . . , ep) est libre). Ceci montre que B est aussi libre,
donc est une base de V . Donc dimV = d+ r = dimKer(f) + rg(f).

Proposition 0.3.3. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension n et soit u ∈ Endk(V ) ou, plus géné-�
ralement, soit u : V →W une application linéaire, où dimW = n = dimV . Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) u est bijectif ;

(ii) u est injectif ;

(iii) u est surjectif.

(1)Cette démonstration a l’avantage suivant. Elle montre que si une base (w1, . . . , wr) de Im(f) est donnée à l’avance et si
v1, . . . , vr ∈ V vérifient f(vi) = wi pour i = 1, . . . , r, alors (e1, . . . , ed, v1, . . . , vr) est une base de V .



8 CHAPITRE 0. RAPPELS : ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINÉAIRES

En effet, il est clair que (i) implique (ii) et (iii). Réciproquement, si u est injectif, i.e. Ker(u) = {0}
(resp. surjectif, i.e. Im(u) = W ), il résulte du théorème du rang que u est aussi surjectif (resp. injectif),
donc bijectif.

0.4. Applications linéaires et matrices

Définition 0.4.1 (Espaces d’applications linéaires). — Soient V,W deux k-espaces vectoriels. On
note Homk(V,W ) ou L (V,W ) l’ensemble des applications linéaires de V dans W . C’est un k-espace
vectoriel : plus précisément, c’est un sous-espace vectoriel du k-espace vectoriel Fonc(V,W ) de toutes les
fonctions V →W (cf. 0.1.7). Rappelons que si t ∈ k et φ, ψ ∈ Fonc(V,W ) alors les fonctions φ+ ψ et t · φ
sont définies comme suit : pour tout v ∈ V ,

(∗) (φ+ ψ)(v) = φ(v) + ψ(v) et (t · φ)(v) = t · φ(v).

Il s’agit de voir que si φ, ψ : V →W sont des applications linéaires, alors il en est de même de φ+ψ et de
t · φ. Ceci se vérifie facilement : si v, v′ ∈ V et s ∈ k, alors

(φ+ ψ)(s · v + v′) = φ(s · v + v′) + ψ(s · v + v′) (par définition)
= s · φ(v) + φ(v′) + s · ψ(v) + ψ(v′) (car φ, ψ linéaires)
= s · (φ+ ψ)(v) + (φ+ ψ)(v′) (par définition)

et de même

(t · φ)(s · v + v′) = t · φ(s · v + v′) = ts · φ(v) + t · φ(v′) = s · (t · φ)(v) + (t · φ)(v′).

Donc Homk(V,W ) = L (V,W ) est bien un k-espace vectoriel ; on dit que c’est l’espace des applications
linéaires de V dans W .

Supposons V de dimension finie n et soit (e1, . . . , en) une base de V (par exemple, V = kn et (e1, . . . , en)
la base canonique). Soit φ ∈ Homk(V,W ), posons wi = φ(ei) pour i = 1, . . . , n ; alors tout v ∈ V s’écrit de
façon unique v = x1e1 + · · ·+ xnen et l’on a

(∗) φ(v) = x1w1 + · · ·+ xnwn

donc φ est déterminée par la donnée des n vecteurs w1, . . . , wn ∈ W . Réciproquement, pour tout n-uplet
(w1, . . . , wn) ∈Wn, l’application φ : V →W définie par la formule (∗) est linéaire. On a donc obtenu la

Proposition 0.4.2. — Si B = (e1, . . . , en) est une base de V , se donner une application linéaire φ : V →
W « est la même chose » que se donner un n-uplet (w1, . . . , wn) ∈W .

Supposons de plus que W soit de dimension finie m et soit C = (f1, . . . , fm) une base de W . Alors,
chaque wj = φ(ej) s’écrit de façon unique

wj = a1jf1 + · · ·+ amjfm,

ce qu’on représente par le vecteur colonne (d’où le choix de l’indice j pour paramétrer ces colonnes) :

wj =




a1j

a2j

...
amj




et donc φ est déterminée par la matrice suivante :

MatC ,B(φ) = Mat(fi),(ej)(φ) =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 an2 · · · amn




qui exprime les vecteurs φ(ej) (les colonnes) en fonction de f1, . . . , fm. Noter que la dimension n de l’espace
de départ V est le nombre de colonnes, et la dimension m de l’espace d’arrivée W est le nombre de lignes.

Réciproquement, pour toute matrice A comme ci-dessus, ses colonnes définissent de façon unique n
vecteurs w1, . . . , wn de W , à savoir

wj = a1jf1 + · · ·+ amjfm,

et ce n-uplet (w1, . . . , wn) ∈ Wn définit une application linéaire φ : V → W dont la matrice associée est
A. On obtient donc une bijection :

Homk(V,W )←→Mm,n(k).
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De plus, on voit facilement que si A (resp. B) est la matrice associée à φ (resp. ψ), alors tA + B est la
matrice associée à tφ+ ψ, donc la bijection ci-dessus est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Théorème 0.4.3 (Applications linéaires et matrices). — Soient B = (e1, . . . , en) une base de V , et
C = (f1, . . . , fm) une base de W . Si φ est une application linéaire V →W , on note MatC ,B(φ) sa matrice
dans les bases : B « au départ » et C « à l’arrivée ». (2)

(1) L’application φ 7→ MatC ,B(φ) est un isomorphisme d’espaces vectoriels :�
Homk(V,W ) ∼−→Mm,n(k).

Donc le « slogan » à retenir est : « Des bases de V et W étant choisies, une application linéaire V → W
est la même chose qu’une matrice à m lignes et n colonnes » .

(2) Cet isomorphisme transforme la composition des applications linéaires en le produit des matrices :
si U est un k-espace vectoriel de base A = (d1, . . . , dp) et si θ ∈ Homk(U, V ) et φ ∈ Homk(V,W ), on peut
former la composée φ ◦ θ :

U
θ // V

φ // W,

et l’on a :
MatC ,A (φ ◦ θ) = MatC ,B(φ) ·MatB,A (θ).

Démonstration. — On a déjà vu l’assertion (1), montrons l’assertion (2). Notons

A = MatC ,B(φ) = (aij)j=1,...,n
i=1,...,m

B = MatB,A (θ) = (bj`)`=1,...,p
j=1,...,n

alors, pour tout ` = 1, . . . , p, on a :

(φ ◦ θ)(d`) = φ
( n∑

j=1

bj` ej

)
=

n∑

j=1

bj` φ(ej) =
n∑

j=1

m∑

i=1

bj` aijfi =
m∑

i=1

( n∑

j=1

aijbj`

)
fi.

Donc le coefficient d’indice (i, `) de M = Mat(fi),(d`)(φ◦ θ) est
∑n

j=1 aijbj` ; ceci montre que M = AB.

Remarque 0.4.4. — Soit A = (aij) ∈Mm,n(k) et soient (e1, . . . , en) et (f1, . . . , fm) les bases canoniques
de kn et km. Alors par l’isomorphisme précédent, A correspond à l’application linéaire u : kn → km telle
que, pour tout j = 1, . . . , n,

u(ej) =
m∑

i=1

aij fi.

On identifiera, chaque fois que ce sera utile, A à l’application linéaire u : kn → km ainsi définie (i.e. la
i-ième colonne de A est l’image du i-ième vecteur de la base canonique de kn.

Corollaire 0.4.5. — Soient A ∈ Mm,n(k), B ∈ Mn,p(k) et u : kn → km, v : kp → kn les applications
linéaires associées. Alors AB est la matrice de u ◦ v : kp → km.

Remarque 0.4.6. — Soient B ∈ Mm,n(k) et A ∈ Mn,p(k). Si l’on note A1, . . . , Ap ∈ kn les colonnes de
A, alors les colonnes de BA sont les vecteurs BA1, . . . , BAp ∈ km. (3)

En effet, ceci se voit directement sur la formule du produit matriciel : (BA)ij =
∑n

`=1 bi` a`j . Ou bien,
on peut raisonner comme suit : soit (e1, . . . , ep) la base canonique de kp, alors A correspond à l’application
linéaire qui envoie chaque ej sur le vecteur Aej = Aj ∈ kn, et BA correspond à l’application linéaire qui
envoie chaque ej sur le vecteur B(Aej) = BAj ∈ kn.

Remarque 0.4.7. — On ne peut effectuer le produit AB de deux matrices A ∈Mm,n(k) et B ∈Mq,p(k)
que si n = q, c.-à-d., si le nombre de colonnes de A égale le nombre de lignes de B.

En raison de son importance, répétons le théorème 0.4.3 et le corollaire 0.4.5 dans le cas particulier où
l’espace de départ est le même que celui d’arrivée, c.-à-d., le cas où l’on considère des endomorphismes
d’un espace V de dimension finie n, ou des matrices carrées de taille n.

(2)L’ordre est choisi afin d’avoir, pour la composition des appplications, la formule qui figure dans le point (2) du théorème.
(3)Cette remarque sera utile pour la construction du déterminant, voir Chap. 2.
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Proposition 0.4.8 (Endomorphismes de V ' kn). — Le k-espace vectoriel Mn(k) est un anneau (non
commutatif si n ≥ 2), c.-à-d., la multiplication des matrices carrées est associative : A(BC) = (AB)C,
distributive à gauche et à droite par rapport à l’addition : (A+B)C = AC+BC et A(B+C) = AB+AC, et
la matrice identité In est élément neutre. De plus, Mn(k) est une k-algèbre, c.-à-d., (4) pour A,B ∈Mn(k)
et t ∈ k, on a t · (AB) = (t ·A)B = A(t ·B), où · désigne la loi externe.

De même, si V est un k-espace vectoriel de dimension n, l’espace des endomorphismes Endk(V ) est une
k-algèbre (la multiplication étant la composition des endomorphismes). De plus, si l’on choisit une base
B = (e1, . . . , en) de V , l’application

Endk(V )→Mn(k), u 7→ MatB(u)

est un isomorphisme d’anneaux et de k-espaces vectoriels, c.-à-d., un isomorphisme de k-algèbres.

Définition 0.4.9 (Noyau, image et rang d’une matrice). — SoitA ∈Mm,n(k), on définit son noyau�
Ker(A), son image Im(A), et son rang, noté rang(A) ou rg(A), comme le noyau, l’image et le rang de l’ap-
plication linéaire u : kn → km associée. On a rang(u) ≤ n (d’après le théorème du rang), et rang(u) ≤ m
(puisque Im(u) est un sous-espace de km), donc rang(u) ≤ Min(m,n).

Or, l’image de u est le sous-espace de km engendré par les vecteurs colonnes C1, . . . , Cn de A, donc
par définition rang(A) est le nombre maximum de colonnes de A linéairement indépendantes, et l’on a
rang(A) ≤ Min(m,n).

On verra plus bas que rang(A) est aussi le nombre maximum de lignes linéairement indépendantes, et
l’on donnera des moyens algorithmiques pour calculer rang(A).

Définition 0.4.10 (Transposée d’une matrice). — Soit dans Mm,n(k) :�
A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn


 .

Sa transposée, notée tA, est la matrice de Mn,m(k) suivante :

tA =




a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

...
...

. . .
...

a1n a2n · · · amn




c.-à-d., la j-ème colonne de A est devenue la j-ème ligne de tA, c.-à-d., (tA)ji = aij . On a évidemment

(?) t(tA) = A.

Proposition 0.4.11. — L’application A 7→ tA est linéaire : si A,A′ ∈Mm,n(k) et s ∈ k,
t(s ·A+A′) = s · tA+ tA′.

De plus, si B ∈Mn,p(k), alors BA ∈Mm,p(k) et l’on a dans Mp,m(k) l’égalité :�
(??) t(AB) = tB tA.

Démonstration. Écrivons A = (aij) et A′ = (a′ij). Alors sA+ A′ ∈ Mm,n(k) est la matrice (saij + a′ij),
et sa transposée est la matrice C ∈Mn,m(k) telle que, pour tout (j, i),

Cji = (sA+A′)ij = saij + a′ij = s(tA)ji + (tA′)ji,

donc C = s · tA+ tA′. Puis, si l’on pose B = (bj`) ∈Mn,p(k), alors pour tout couple (i, `) on a

(
t(AB)

)
`i

= (AB)i` =
n∑

r=1

airbr` =
n∑

r=1

(tB)`r · (tA)ri =
(
tB tA

)
`i

ce qui montre que t(AB) = tB tA. ¤

(4)cf. Définition 4.2.1 dans le Chap. 3.
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0.5. Changements de base

Définition 0.5.1 (Automorphismes et matrices inversibles). — 1) Soit V un k-espace vectoriel.
On dit qu’un endomorphisme f de V est un automorphisme s’il possède un inverse dans Endk(V ),
i.e. s’il existe un endomorphisme g de V tel que f ◦ g = idV = g ◦ f . Ceci équivaut à dire que f est bijectif,
car on a vu (cf. 0.1.10) que dans ce cas l’application inverse g est automatiquement linéaire.

2) On note GL(V ) l’ensemble des automorphismes de V ; c’est un groupe pour la composition des
endomorphismes : en effet, la composition des endomorphismes est associative, l’application identique est
élément neutre, et si f, g sont inversibles, alors f ◦ g l’est aussi, son inverse étant g−1 ◦ f−1 (puisque
f ◦ g ◦ g−1 ◦ f−1 = idV = g−1 ◦ f−1 ◦ f ◦ g). (5)

3) De même, on dit qu’une matrice A ∈ Mn(k) est inversible s’il existe B ∈ Mn(k) vérifiant AB =
In = BA, où In désigne la matrice identité de taille n ; dans ce cas B est notée A−1. On note GLn(k)
l’ensemble des matrices inversibles.

Comme la correspondance bijective Endk(kn) ←→ Mn(k) transforme la composition des endomor-
phismes en le produit des matrices, on voit qu’une matrice A est inversible si et seulement si l’endomor-
phisme correspondant u de kn est bijectif, et dans ce cas A−1 est la matrice de u−1 ; de plus GLn(k) est un
groupe pour la multiplication des matrices : la matrice In est élément neutre, et si A,B sont inversibles,
alors AB l’est aussi, son inverse étant B−1A−1.

La proposition suivante est importante et très utile :

Proposition 0.5.2. — (i) Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et soient u, v ∈ Endk(V ) tels
que u ◦ v = idV . Alors u et v sont bijectifs et u = v−1.�

(i′) Soient A,B ∈Mn(k) telles que AB = In. Alors on a aussi BA = In et donc A et B sont inversibles
et inverses l’une de l’autre.

(ii) Si A est inversible alors tA est inversible et l’on a (tA)−1 = t(A−1).

Démonstration. (i) Pour tout x ∈ V , on a x = u(v(x)), donc u est surjectif, et v est injectif. Donc,
d’après la proposition 0.3.3, u et v sont bijectifs ; alors en multipliant l’égalité u ◦ v = idV à gauche par
u−1 (ou bien à droite par v−1), on obtient que v = u−1.

(i′) Notons u (resp. v) l’endomorphisme de kn correspondant à A (resp. B). Comme AB = In équivaut
à u ◦ v = idV alors, d’après (i), u et v sont bijectifs et inverses l’un de l’autre, donc il en est de même de
A et B et l’on a B = A−1 et BA = In.

(ii) Supposons A inversible, alors il existe B ∈ Mn(k) telle que AB = In = BA. Prenant la transposée
de ces matrices, on obtient, puisque tIn = In :

tB tA = t(AB) = In = t(BA) = tA tB.

Ceci montre que tA est inversible, d’inverse tB = t(A−1).

Remarque 0.5.3. — 1) Soit V = R[X], soit I l’opérateur « d’intégration », qui envoie chaque monôme
Xn sur Xn+1/(n+ 1), et soit D l’opérateur de dérivation, qui envoie chaque polynôme P sur le polynôme
dérivé P ′. Alors D ◦ I = idV , donc D est surjectif et I injectif, mais D n’est pas injectif car D(1) = 0, et
I n’est pas surjectif car son image est formée des polynômes de terme constant nul.

2) De même, soit V l’espace des suites (un)n∈N et soient I (resp. D) l’opérateur qui envoie toute suite
(un)n∈N sur

(0, u0, u1, u2, . . . ) resp. (u1, u2, u3, . . . ).

Alors D ◦ I = idV , donc D est surjectif et I injectif, mais D n’est pas injectif car D annule la suite telle
que u0 = 1 et ui = 0 pour i ≥ 1, et I n’est pas surjectif car son image est formée des suites de terme u0

nul.

Ces deux exemples montrent que si V est un espace vectoriel qui n’est pas de dimension finie et si
u, v ∈ Endk(V ) vérifient u ◦ v = idV , alors u et v ne sont pas nécessairement bijectifs.

Lemme 0.5.4. — Soient f un endomorphisme d’un espace vectoriel V de dimension finie, B = (v1, . . . , vn)
une base de V , posons wi = f(vi). Si (w1, . . . , wn) est une base de V , alors f est bijective, et son inverse
est l’endomorphisme g de V défini par g(wi) = vi pour i = 1, . . . , n.

(5)Attention ! Noter l’inversion de l’ordre des facteurs : (f ◦ g)−1 égale g−1 ◦ f−1, tandis que f−1 ◦ g−1 = (g ◦ f)−1 !
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Démonstration. On suppose que C = (w1, . . . , wn) est une base de V . Alors f est surjectif, car pour
tout w ∈ V il existe t1, . . . , tn ∈ k tels que

w = t1w1 + · · ·+ tnwn = f(t1v1 + · · ·+ tnvn).

Donc, d’après la proposition 0.3.3, f est bijectif. (On peut aussi voir directement que f est injectif : soit
v ∈ Ker(f), il existe t1, . . . , tn ∈ k tels que v = x1v1 + · · · + xnvn, alors 0 = f(v) = x1w1 + · · · + xnwn

donc, puisque (w1, . . . , wn) est libre, t1 = 0 = · · · = tn, d’où v = 0.)
Soit g l’endomorphisme de V défini par g(wi) = vi, pour i = 1, . . . , n. Alors on a, d’une part, (g◦f)(vi) =

vi pour tout i, d’où g ◦ f = idV , et, d’autre part, (f ◦ g)(wi) = wi pour tout i, d’où f ◦ g = idV .

Définition 0.5.5 (Matrice de passage). — Soient V un espace vectoriel de dimension finie, B =�
(e1, . . . , en) une base de V , et B′ = (v1, . . . , vn) une seconde base de V . Soit P la matrice n × n ex-
primant la seconde base en fonction de la première, c.-à-d., chaque vj s’écrit de façon unique

vj = p1j e1 + · · ·+ pnj en

et l’on forme la matrice

P =




p11 · · · p1j · · · p1n

...
...

...
pi1 · · · pij · · · pin

...
...

...
pn1 · · · pnj · · · pnn




dont les colonnes sont les vecteurs v1, . . . , vn exprimés dans la base (e1, . . . , en). Alors P s’appelle la
matrice de passage de la base B = (e1, . . . , en) à la base B′ = (v1, . . . , vn) et se note MatB(B′).

C’est une matrice inversible : son inverse P−1 est la matrice exprimant e1, . . . , en dans la base
(v1, . . . , vn).

Remarquons que P peut être vue comme la matrice de l’application identité idV , exprimée dans les
bases : B′ = (v1, . . . , vn) au départ, et B = (e1, . . . , en) à l’arrivée, c.-à-d.,

P = MatB,B′(idV ) et de même P−1 = MatB′,B(idV ).

Conservons les notations précédentes. Tout v ∈ V s’écrit alors de façon unique

v = x1e1 + · · ·+ xnen et v = x′1v1 + · · ·+ x′nvn

et les xi (resp. x′i) s’appellent les coordonnées de v relativement à la base B (resp. B′), cf. 0.2.10.
Relativement à la base B (resp. B′), on peut représenter v comme le vecteur colonne

X =



x1

...
xn


 resp. X ′ =



x′1
...
x′n




Proposition 0.5.6 (Changement de coordonnées). — La formule de changement de coordonnées,
pour le changement de base B → B′ donné par la matrice de passage P , est donnée par :�

X = PX ′

(noter que cette formule exprime les anciennes coordonnées X en fonction des nouvelles X ′).

Démonstration. En effet, écrivant vj =
∑n

i=1 pijei puis

v =
n∑

j=1

x′jvj =
n∑

j=1

n∑

i=1

x′jpijei =
n∑

i=1




n∑

j=1

pijx
′
j


 ei

et comparant avec v =
∑n

i=1 xiei, on obtient qu’on a xi =
∑n

j=1 pijx
′
j pour i = 1, . . . , n, d’où X = PX ′.

Soient V,B,B′ et P comme plus haut, et considérons maintenant une application linéaire u : V →W .
Soient C = (f1, . . . , fm) une base de W , et A ∈ Mm,n(k) la matrice de u dans les bases B et C . Alors,
d’après le théorème 0.4.3, on a :

MatC ,B′(u) = MatC ,B(u) ·MatB,B′(idV )

donc la matrice de u dans les bases B′ et C est AP .



0.5. CHANGEMENTS DE BASE 13

Enfin, soit C ′ = (w1, . . . , wm) une seconde base de W et soit Q la matrice de passage de C à C ′ ; alors
Q = MatC ,C ′(idW ) et Q−1 = MatC ′,C (idW ), d’où :

MatC ′,B′(u) = MatC ′,C (idW ) ·MatC ,B′(u) = Q−1AP.

On a donc obtenu le théorème suivant :

Théorème 0.5.7 (Changement de bases pour une application linéaire)
Soit A ∈ Mm,n(k) la matrice d’une application linéaire u : V → W , relativement à des bases B =�

(e1, . . . , en) de V et C = (f1, . . . , fm) de W . Soit B′ = (v1, . . . , vn) (resp. C ′ = (w1, . . . , wm)) une seconde
base de V (resp. de W ) et soit P (resp. Q) la matrice de passage correspondante. Alors la matrice de u
dans les bases B′ et C ′ est :

MatC ′,B′(u) = Q−1AP.

Remarque 0.5.8. — Le théorème précédent est (évidemment) compatible avec la formule de changement
de coordonnées 0.5.6 : si l’on désigne par X (resp. X ′) les coordonnées d’un vecteur v ∈ V relativement à
B (resp. B′), et Y (resp. Y ′) les coordonnées du vecteur u(v) dans la base C (resp. C ′), alors on a :

Y = AX, X = PX ′, Y = QY ′

d’où Y ′ = Q−1Y = Q−1AX = Q−1APX ′. Compte-tenu de cette « compatibilité », on peut utiliser (comme
moyen mnémotechnique) l’une de ces formules pour retrouver l’autre. . .

Remarque 0.5.9. — Même si l’on s’intéresse au départ à une matrice A ∈Mm,n(k), il est souvent utile
de considérer A comme une application linéaire u : kn → km (définie par u(ej) = a1jf1 + · · ·+ amjfm, où
(e1, . . . , en), resp. (f1, . . . , fm), est la base canonique de kn, resp. km). Par exemple, le théorème précédent
donne alors le corollaire suivant :

Corollaire 0.5.10. — Soit A ∈Mm,n(k) et soit r = rang(A).�
1) Il existe des matrices inversibles P ∈ GLn(k) et Q ∈ GLm(k) telles que

Q−1AP =
(

Ir 000r,n−r

000m−r,r 000m−r,n−r

)

où Ir est la matrice identité de taille r et où 000p,q désigne la matrice nulle à p lignes et q colonnes.
2) Réciproquement, s’il existe des matrices inversibles P ∈ GLn(k) et Q ∈ GLm(k) et un entier s ∈ N

tels que

Q−1AP =
(

Is 000s,n−s

000m−s,s 000m−s,n−s

)

alors s = rang(A).

Démonstration. Soient (e1, . . . , en) et (f1, . . . , fm) les bases canoniques de kn et km et soit u l’application
linéaire kn → km correspondant à A. Par définition, r = rang(A) est la dimension de Im(u). Soit donc
(w1, . . . , wr) une base de Im(u), on peut la compléter en une base C = (w1, . . . , wm) de km ; notons Q la
matrice de passage de (f1, . . . , fm) à C .

Soient v1, . . . , vr des éléments de kn tels que u(vj) = wj , pour j = 1, . . . , r, et soit (e1, . . . , ed) une base de
Ker(u). D’après la démonstration (2ème méthode) du théorème du rang 0.3.2, B = (v1, . . . , vr, e1, . . . , ed)
est une base de kn. Alors, la matrice de u dans les bases B et C est

MatC ,B(u) =
(

Ir 000r,n−r

000m−r,r 000m−r,n−r

)
.

Or, si P désigne la matrice de passage de (e1, . . . , en) à B, on a

MatC ,B(u) = Q−1 ·Mat(fi),(ej)(u) · P = Q−1AP,

d’où l’assertion 1) du corollaire.
Réciproquement, supposons qu’il existe des matrices inversibles P ∈ GLn(k) et Q ∈ GLm(k) et un entier

s ∈ N tels que

Q−1AP =
(

Is 000s,n−s

000m−s,s 000m−s,n−s

)
.

Ceci signifie qu’il existe des bases (v1, . . . , vn) de kn et (w1, . . . , wm) de km telles que u(vi) = wi pour
i = 1, . . . , s, et u(vj) = 0 pour j = s + 1, . . . , n. Alors Im(f) = Vect(w1, . . . , ws) est de dimension s, d’où
s = rang(A).

On déduit du corollaire 0.5.10 la proposition suivante.
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Proposition 0.5.11. — Soit A ∈Mm,n(k). Alors�
rang(A) = rang(tA)

par conséquent rang(A) est aussi le nombre maximum de lignes de A qui sont linéairement indépendantes.

Démonstration. D’après ce qui précède, il existe P ∈ GLn(k) et Q ∈ GLm(k) telles que

Q−1AP =
(

Ir 000r,n−r

000m−r,r 000m−r,n−r

)
.

où r = rang(A). Alors
tP tA tQ−1 =

(
Ir 000r,m−r

000n−r,r 000n−r,m−r

)
.

Or, d’après la proposition 0.5.2, tP et tQ−1 sont inversibles, donc l’égalité ci-dessus entrâıne, d’après le
corollaire précédent, que r = rang(tA).

Définition 0.5.12 (Matrices équivalentes). — Soient A,B ∈Mm,n(k) ; on dit que A et B sont équi-�
valentes s’il existe des matrices inversibles P ∈ GLn(k) et Q ∈ GLm(k) telles que Q−1AP = B. (D’après
le corollaire 0.5.10, ceci équivaut à dire que A et B ont même rang).

Cas des endomorphismes. — Le théorème 0.5.7 traite le cas d’une application linéaire u : V →W , où
V,W sont a priori distincts. Dans ce cas, lorsque qu’on s’autorise des changements de bases arbitraires
dans V et dans W , le corollaire 0.5.10 montre que le seul invariant de u est son rang, qui est un entier
compris entre 0 et Min(dimV, dimW ).

Mais, lorsque V = W et qu’on s’intéresse à la nature géométrique d’un endomorphisme u de V , c.-à-d.,
lorsqu’on veut comparer u(x) et x, pour x variant dans V , pour pouvoir faire la comparaison on veut
exprimer x et u(x) dans la même base, et c’est la raison pour laquelle, dans ce cas, on écrit la matrice de
u dans une même base B au départ et à l’arrivée.

(Par exemple, si V = W = k, les automorphismes de k comme k-espace vectoriel sont les homothéties
hλ : x 7→ λx avec λ 6= 0, si on prend {1} comme base de départ et {λ} comme base d’arrivée, la matrice
est (1) donc on a « perdu » le rapport λ de l’homothétie ; mais si on impose de garder la même base au
départ et à l’arrivée, la matrice est (λ). . .)

Alors, le théorème 0.5.7 donne dans ce cas :

Théorème 0.5.13 (Changement de base pour un endomorphisme)
Soit A la matrice d’un endomorphisme u de V relativement à une base B de V . Si B′ est une seconde�

base, et si P est la matrice de passage de B à B′, alors la matrice de u dans la base B′ est :

MatB′(u) = P−1AP .

Définition 0.5.14 (Matrices semblables). — Soit A,B ∈Mn(k) des matrices carrées de taille n. On�
dit que A,B sont semblables s’il existe une matrice inversible P ∈ GLn(k) telle que P−1AP = B. Dans ce
cas, on dit que A,B sont dans la même classe de similitude.

Remarques 0.5.15. — 1) On notera que cette définition ne fait sens que pour des matrices carrées.
2) A et B sont semblables si et seulement si elles représentent, dans des bases différentes, le même

endomorphisme de kn.
3) Si A,B ∈ Mn(k) sont semblables, elles sont évidemment équivalentes, mais la réciproque est loin

d’être vraie : les classes de similitude forment une partition de Mn(k) beaucoup plus raffinée que celle
donnée par le rang (cf. le cas n = 1, et voir plus loin pour le cas n arbitraire).

0.6. Appendice (†) : compléments sur les familles génératrices ou libres

Dans cet appendice, on donne la définition des familles génératrices ou libres éventuellement infinies,
ainsi qu’une démonstration du théorème sur la dimension (0.2.8).

Définitions 0.6.1 (Familles génératrices). — Soit V un k-espace vectoriel.
1) Soit S un sous-ensemble (fini ou infini) de V . L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies

t1v1 + · · ·+ trvr, pour r ∈ N∗ (variable), vi ∈ S, ti ∈ k,
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forme un sous-espace vectoriel de V , et c’est le plus petit sous-espace vectoriel de V contenant S. On
l’appelle le sous-espace engendré par S et on le note Vect(S).

En particulier, si E est un sous-ensemble fini {v1, . . . , vn}, alors Vect(E) est l’ensemble des combinaisons
linéaires

t1v1 + · · ·+ tnvn, où t1, . . . , tn ∈ k.
2) On dit que S est un ensemble de générateurs (ou une famille génératrice) de V si le sous-espace

engendré Vect(S) égale V , c.-à-d., si tout élément de V s’écrit comme combinaison linéaire des éléments
de S.

Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.

Exemple 0.6.2. — Les monômes Xn, pour n ∈ N, engendrent l’espace vectoriel k[X]. En effet, tout
polynôme P ∈ k[X] s’écrit comme une combinaison linéaire finie : P = a0 + a1X + · · ·+ adX

d.

Exercices 0.6.3. — 1) Soit R[[X]] l’espace des séries formelles
∑∞

i=0 aiX
i, avec ai ∈ R. Quel est le

sous-espace de R[[X]] engendré par les monômes Xn, pour n ∈ N ? (Réponse : c’est R[X].)
2) Pouvez-vous montrer que l’espace vectoriel R[X] n’est pas finiment engendré ? (Voir Exercice 10 de

la Feuille 1.)

Définitions 0.6.4 (Familles libres ou liées). — Soit V un k-espace vectoriel et soit S un sous-ensemble
(fini ou infini) de V . On dit que les éléments de S sont linéairement indépendants (ou que S est une famille
libre) s’il n’existe pas de relation linéaire non triviale entre les éléments de S, c.-à-d., si la condition suivante
est vérifiée :

(FL)

{
pour tous r ∈ N∗, v1, . . . , vr ∈ S deux-à-deux distincts, et t1, . . . , tr ∈ k, si l’on a
une relation t1v1 + · · ·+ trvr = 0, alors t1 = 0 = · · · = tr.

(Ceci prend une forme plus simple si S est un ensemble fini {v1, . . . , vn} ; dans ce cas la condition s’écrit
plus simplement : pour tous t1, . . . , tn ∈ k, si t1v1 + · · ·+ tnvn = 0, alors t1 = 0 = · · · = tn.)
Il résulte de la définition que : toute sous-famille d’une famille libre est libre.

Au contraire, on dit que les éléments de S sont linéairement dépendants (ou que S est une famille
liée) s’il existe une relation linéaire non triviale entre les éléments de S, c.-à-d., s’il existe un entier
r ≥ 1, des éléments v1, . . . , vr ∈ S deux-à-deux distincts, et des scalaires t1, . . . , tr, non tous nuls, tels que
t1v1 + · · ·+ trvr = 0.
Il résulte de la définition que : toute famille contenant une famille liée est liée.

Exemple 0.6.5. — Dans k[X], la famille des monômes (Xn)n∈N est libre. En effet, soient i1 < · · · < ir
dans N et soient t1, . . . , tr ∈ k non tous nuls. Alors le polynôme

t1X
i1 + · · ·+ trX

ir

est non nul. Ceci montre que (Xn)n∈N est une famille libre.

Remarque 0.6.6. — Soient V un k-espace vectoriel et S = (vi)i∈I une famille de vecteurs indexée par
un ensemble d’indice I infini. Alors S est libre si et seulement si la condition d’unicité suivante est vérifiée :
(U) « si l’on a une égalité ∑

j∈J

tjvj =
∑

p∈P

spvp tj ∈ k, sp ∈ k,

où J, P sont deux sous-ensembles finis de I, alors {j ∈ J | tj 6= 0} égale {p ∈ P | sp 6= 0} et, notant L cet
ensemble, on a t` = s` pour tout ` ∈ L ».

En effet, supposons cette condition vérifiée ; si l’on a une égalité
∑

j∈J tjvj = 0 (le terme de droite
correspond à P = ∅ : une somme indexée par ∅ vaut 0), alors {j ∈ J | tj 6= 0} égale ∅, i.e. tous les tj sont
nuls ; ceci montre que S est une famille libre.

Réciproquement, supposons que S soit une famille libre, et qu’on ait une égalité
∑

j∈J tjvj =
∑

p∈P spvp

comme plus haut, alors on a :

0 =
∑

j∈J−−−P

tjvj +
∑

i∈J∩P

(ti − si)vi −
∑

p∈P−−−J

spvp

et comme S est libre, ceci entrâıne que tj = 0 = sp pour j ∈ J −−− P et p ∈ P −−− J , et que ti = si pour tout
i ∈ J ∩ P , donc la condition (U) est vérifiée.
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Définition 0.6.7 (Bases). — Soient V un k-espace vectoriel et (vi)i∈I une famille (finie ou infinie) de
vecteurs de V . On dit que B = (vi)i∈I est une base de V si tout élément v de V s’écrit de façon unique
comme combinaison linéaire des vi, c.-à-d., si :

(1) B est une famille génératrice, i.e. pour tout v ∈ V , il existe un sous-ensemble fini J de I (dépendant
de v) et des scalaires tj ∈ k, pour j ∈ J , tels que v =

∑
j∈J tjvj .

(2) B vérifie la condition (U), i.e. si l’on a un second sous-ensemble fini P de I et des scalaires sp, pour
p ∈ P , tels que

v =
∑

j∈J

tjvj =
∑

p∈P

spvp,

alors le sous-ensemble L = {j ∈ J | tj 6= 0} égale {p ∈ P | sp 6= 0} et pour tout ` ∈ L, on a t` = s`.

D’après la remarque précédente, ceci équivaut à dire que B est une famille génératrice et libre.

Exemple 0.6.8. — La famille des monômes (Xn)n∈N est une base de k[X] : en effet, tout polynôme non
nul P ∈ k[X] s’écrit de façon unique

P = a0 + · · ·+ adX
d, où ai ∈ k, ad 6= 0, d = degP .

Définitions 0.6.9. — Soient V un k-espace vectoriel, et F = (vi)i∈I une famille de vecteurs de V .

(i) On dit que F est une famille génératrice minimale si c’est une famille génératrice, et si « on ne
peut pas la rendre plus petite », c.-à-d., si pour tout sous-ensemble I ′ 6= I, la famille (vi)i∈I′ n’est pas
génératrice.

(ii) On dit que F est une famille libre maximale si c’est une famille libre, et si « on ne peut pas la
rendre plus grande », c.-à-d., si pour tout v ∈ V −−−F , la famille F ∪ {v} est liée.

Proposition 0.6.10. — Soient V un k-espace vectoriel, et F = (vi)i∈I une famille non vide de vecteurs
de V . Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) F est une base de V ;

b) F est une famille génératrice minimale ;

c) F est une famille libre maximale.

Démonstration. Supposons que (vi)i∈I soit une base de V , c.-à-d., une famile génératrice et libre. Alors,
pour tout i ∈ I, la famille (vj)j∈I−−−{i} n’est pas génératrice : sinon vi s’exprimerait comme combinaison
linéaire des vj , pour j 6= i, d’où une relation linéaire non triviale vi− (t1vj1 + · · ·+ trvjr ) = 0. Ceci montre
que (vi)i∈I est une famille génératrice minimale.

De plus, tout v ∈ V s’écrit comme combinaison linéaire (d’un nombre fini) des vi, donc si v 6∈ F , la
famille strictement plus grande F ∪ {v} est liée. Ceci montre que F est une famille libre maximale. On a
donc prouvé que a) implique b) et c).

b)⇒ a) Supposons que (vi)i∈I soit une famille génératrice minimale et montrons qu’elle est libre. Sinon,
on aurait une relation linéaire non triviale

t1vi1 + · · ·+ trvir = 0

avec r ≥ 1 et tp 6= 0 pour au moins un indice p ; alors on aurait vip = −t−1
p

∑
q 6=p tq viq et donc la famille

(vi)i∈I−−−{ip} serait déjà génératrice, contredisant la minimalité. Ceci prouve b) ⇒ a).
c) ⇒ a) Supposons que F soit une famille libre maximale et montrons qu’elle est génératrice. Soit

v ∈ V −−−F , alors la famille F ∪ {v} est liée, donc on a une relation linéaire

sv + t1vi1 + · · ·+ trvir = 0

non triviale (c.-à-d., s et les tp non tous nuls). On ne peut avoir s = 0 car sinon, les vi étant linéairement
indépendants, on aurait t1 = 0 = · · · = tr. Donc s 6= 0, d’où v = −s−1(t1vi1 + · · ·+ trvir ). Donc F est une
famille libre et génératrice, donc une base de V . Ceci prouve c) ⇒ a).

Corollaire 0.6.11 (Existence de bases). — Tout k-espace vectoriel finiment engendré V possède une
base. (On convient que l’ensemble vide ∅ est une base de l’espace nul {0}.)

En effet, par hypothèse V est engendré par une famille finie {v1, . . . , vr}. Celle-ci contient une sous-
famille génératrice B de cardinal minimal, donc minimale, et d’après la proposition, B est une base de
V .

On va voir dans un instant (cf. 0.6.13 ci-dessous) que si (v1, . . . , vn) est une base de V , alors toutes les
bases de V ont n éléments. Commençons par le lemme important suivant.
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Lemme 0.6.12. — Soient V un k-espace vectoriel, v1, . . . , vn ∈ V , et soient m > n et u1, . . . , um des
éléments de V qui sont combinaison linéaire de v1, . . . , vn. Alors u1, . . . , um sont liés.

Démonstration. On procède par récurrence sur n ; le résultat est clair si n = 1, supposons donc n ≥ 2
et le résultat établi pour n− 1. Écrivons :





u1 = a11v1 + · · ·+ a1nvn

u2 = a21v1 + · · ·+ a2nvn

...
...

um = am1v1 + · · ·+ amnvn.

Si tous les ui sont combinaison linéaire des n−1 vecteurs v2, . . . , vn, alors les ui sont liés, d’après l’hypothèse
de récurrence. Sinon, quitte à renuméroter les ui, on peut supposer que a11 6= 0. Alors, pour i = 2, . . . ,m,
les m− 1 vecteurs

u′i = ui − ai1a
−1
11 u1

sont combinaison linéaire des n − 1 vecteurs v2, . . . , vn, donc sont liés d’après l’hypothèse de récurrence.
Donc il existe des scalaires non tous nuls t2, . . . , tm tels que

0 = t2u
′
2 + · · ·+ tmu

′
m = t2u2 + · · ·+ tmum −

( m∑

i=2

tiai1a
−1
11

)
u1

et ceci montre que les ui sont liés. Le lemme est démontré.

Le lemme précédent a les conséquences très importantes suivantes. Soit V un k-espace vectoriel engendré
par un nombre fini d’éléments x1, . . . , xN . D’après le corollaire 0.6.11, V possède une base B = (v1, . . . , vn)
formée de n ≤ N éléments. Comme B est une famille libre de V , il résulte du lemme précédent que :

a) toute famille génératrice de V a au moins n éléments ;
b) toute famille génératrice de V ayant n éléments est minimale, donc d’après 0.6.10 est une base de V .

D’autre part, comme B est une famille génératrice de V , il résulte du lemme précédent que :
a′) toute famille libre dans V a au plus n éléments ;
b′) toute famille libre de V ayant n éléments est maximale, donc d’après 0.6.10 est une base de V .

Enfin, en combinant a) et b), on voit que : toute base de V , étant une famille à la fois génératrice et libre,
a exactement n éléments. On obtient donc le théorème fondamental suivant.

Théorème 0.6.13 (Dimension d’un espace vectoriel). — Soit V un k-espace vectoriel finiment en-
gendré.

(i) Il existe des bases de V , et toutes ont même cardinal n ; cet entier s’appelle la dimension de V sur
k et se note dimk V ou simplement dimV .

(ii) De toute famille génératrice F on peut extraire une base, en particulier F est de cardinal ≥ n ; de
plus si card(F ) = n alors F est une base de V .

(iii) Toute famille libre est de cardinal ≤ n, et toute famille libre de cardinal n est une base de V .

(iv) « Théorème de la base incomplète » : Toute famille libre peut être complétée en une base de V .

(v) Tout sous-espace W de V est finiment engendré, et dimk W ≤ dimk V ; de plus si dimk W = dimk V ,
alors W = V . En d’autres termes, tout sous-espace vectoriel distinct de V est de dimension < dimk V .

Démonstration. On a déjà vu les assertions (i), (ii) et (iii). L’assertion (iv) résulte du fait que toute
famille libre peut être agrandie en une famille libre maximale, c.-à-d., en une base de V (cf. la proposition
0.6.10).

Démontrons (v). Soit W un sous-espace vectoriel de V . D’après (iii), toute famille libre d’éléments de
W est de cardinal ≤ n = dimk V , donc W possède une famille libre maximale C , de cardinal m ≤ n. Alors
C est une base de W , d’après la proposition 0.6.10, donc W est finiment engendré, et de dimension m ≤ n.
Si de plus m = n alors, d’après (iii), C est une base de V (donc engendre V ), d’où W = V . Le théorème
est démontré.

Proposition 0.6.14. — Soit f : V →W une application linéaire.
a) Si f est injective et si F est une famille libre de V , alors f(F ) est libre.
b) Si f est surjective et si F est une famille génératrice de V , alors f(F ) engendre W .
c) Si f est bijective et si B est une base de V , alors f(B) est une base de W .
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Démonstration. a) Supposons f injective et soit F une famille libre de V . S’il existe une relation linéaire
dans W :

t1f(x1) + · · ·+ tnf(xn) = 0, ti ∈ k, xi ∈ F ,

alors 0 = f(t1x1 + · · ·+ tnxn), donc comme f est injective t1x1 + · · ·+ tnxn = 0, donc comme F est libre,
ti = 0 pour i = 1, . . . , n. Ceci montre que f(F ) est libre.

b) Supposons f surjective et soit F une famille génératrice de V . Soit w ∈W ; comme f est surjective,
il existe v ∈ V tel que f(v) = w. Comme F engendre V , il existe x1, . . . , xn ∈ F et t1, . . . , tn ∈ k tels que
v = t1x1 + · · ·+ tnxn, d’où w = t1f(x1) + · · ·+ tnf(xn). Ceci montre que f(F ) engendre W .

c) Supposons f bijective et soit B une base de V . Alors, d’après a) et b), f(B) est une famille libre et
génératrice de W , donc une base de W .


