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Exercice 1 (13 pts). Soient t € R et A, = é ttj—lt t2 ttj_lt € M4(R). Déterminer, en fonction du
to2t P4t 3Pt
parametre ¢t € R, le rang de A; et une base de Im(A;) et de Ker(A;).

’Solution : Ecrivons la matrice identité I, au-dessus de Ay, et faisons les mémes opérations sur les colonnes des deux‘
matrices :

1 0 0 0 1 -2 -t =2

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 CosCa2C 0 0 1 0

0 0 0 1 Cy—Cs—tCh 0 0 0 1 Cy—Cy+Co

1 2 t 2t Cy—Cy—2tC 1 0 0 0

t P4t 2 2+t t 2=t 0 —t*+t

0 t—1 2 t—1 0 t—1 2 t—1

t 2t P+t 32—t t 0 t -t
1 -2 —t —2t—2 1 -2 —t t2-3t-2
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 1 1—t¢
0 0 0 1 Ci—Cat(1-1)C3 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0
t tt—1) 0 0 t t2—t 0 0
0 t—1 2 2(t—1) 0 t—1 2 0
t 0 t o tt—1) t t 0

0
1 0 0 0
. . . t] [te—1) t] [o L
Sit(t—1) #0, c-a.-d., sit # 0,1, alors les colonnes ol F 1 =(t—1) 1o sont linéairement
t 0 t
3

0
indépendantes, car échelonnées, donc forment une base de Im(A;); dans ce cas, rang(A;) = 3 et Ker(4;) est de
t?—3t—2
dimension 1, engendré par le vecteur vy = 1 i .
1
Sit =1, on obtient :
1 -2 -1 -4
0o 1 0 1
0 O 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
1 0 0 0
0 0 2 0
1 0 1 o0
1 0 -2 -4
1 0 1 1
donc rang(A;) = 2, les vecteurs ol |2 forment une base de Im(A;), et les vecteurs ol eton=1,
1 1 0 1
une base de Ker(A;). Enfin, si ¢t = 0, on obtient :
1 -2 0 -2 1 -2 -4 -2
0 1 0 1 0 1 2 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 C3—C3+2Cs 0 O 0 1
1 0 0 O 1 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0
0 -1 2 0 0 -1 O 0
0O 0 0 O 0 0 0 0
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1 0 -4 -2

0 2 1
donc rang(Ag) = 2, les vecteurs ol | 21 forment une base de Im(Ay), et les vecteurs 1| etvo=1,

0 0 0 1
une base de Ker(Ay).

1 -1 2 1

. , . 2 -1 3 4 —1 s

Exercice 2 (10 pts). Soit A = 1 _1 3 olF*© My (R). Calculer A7 en effectuant des opérations sur les

-1 2 -1 -2
colonnes ou bien les lignes.

’Solution : Ecrivons la matrice identité I, au-dessus de A, et faisons les mémes opérations sur les colonnes des deux‘
matrices :

1 0 0 0 1 1 -2 -1 1 1 -1 -3
0 1 0 0 0 1 0 0 o 1 1 =2
000 1 0 | cogoe | 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 C3—C3—2C 0 0 O 1 C3—C3+Co 0O 0 O 1
1 -1 2 1 Cy—Cy—C1 1 0 O 0 Cy—Cy—2C5 1 0 0 0
2 -1 3 4 2 1 -1 2 2 1 0 0
1 -1 3 0 1 0 1 -1 1 0 1 -1
-1 2 -1 =2 -1 1 1 -1 -1 1 2 =3
1 1 -1 -4 5 -3 -9 —4 14 -3 -9 4
0o 1 1 -1 1 0o -1 -1 2 0o -1 1
000 1 1 | ocme | -1 1 3 1 4 1 3 -1
Cu—Cy+Cs 0O 0 O 1 Cy—Co4Cy -1 1 2 1 Cy——Cy -3 1 2 -1
1 0 O 0 C1—C1—Cy 1 0 0 0 C1—C1—Cs5 1 0 0 0
2 1 0 0 2 1 0 0 2 1 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0
-1 1 2 -1 0 0 0o -1 0 0 0 1
20 -3 -9 4
2 0o -1 1
-6 1 3 -1 20 -3 -9 4
S _15 (1) (2) _01 . Donc A7 = —26 (1) _31 REE Vérifions ce résultat en calculant :
0 1 0 0 -5 1 2 -1
0 0 1 0
0 0 0 1
20 -3 -9 4 1 -1 2 1 1 0 0 O
2 0o -1 1 2 -1 3 4 |10 1.0 0
-6 1 3 -1 1 -1 3 0 “ 10 0 1 0
-5 1 2 -1 -1 2 -1 =2 0 0 0 1

|

Exercice 3 (10 pts). Soit B = (e, e, e3,¢e4) la base canonique de V = R*, soit V* l'espace dual de V et
B* = (e}, e5, €5, e;) la base duale de B.
1. (3 pts) Soit P le plan de V engendré par les vecteurs v1 = e; + 2es + e3 + e4 et vy = es + e3 + e4. Pour
ai,as,a3,a4 € R, sous quelles conditions la forme linéaire f = aje] + azes5 + ages + aqe) s’annule-t-elle sur
P?

‘Solution : Comme tout élément v de P s’écrit v = \vi + pwvg, on voit d’abord que f s’annule sur P si et seulement‘
si f(v1) =0 et f(vy) = 0. Puis, comme f(v1) = a; + 2as + az + a4 et f(vy) = as + asz + a4, la condition pour que
f s’annule sur P est :

{ a1 +2a9+az3+ags =0

a1 +as =0 . ay = —aq
soit
az +az+as =0 {CM—

ou encore
{a2+a3+a4=0 = —az —az = a; — as.
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2. (4 pts) Déterminer une base (f1, ..., f4) du sous-espace P~ = {f € V* | f(v) =0, VYo € P} de V* (o
d = dim PL). Puis, de fagon équivalente, donner d équations linéaires, linéairement indépendantes, définissant
P.

’Solution : Le systéme linéaire précédent montre que P+ est de dimension 2 (ce qui résulte aussi du cours, §1.3)‘
et qu'une base de P+ est donnée, par exemple, par les formes linéaires suivantes, obtenues pour (a1,a3) = (1,0)
et (a1,a3) = (0,1) : f1 = e] —e5 + e et fo = e —ej. Ceci équivaut & dire que P est défini par les équations
’1‘1—$2+5€4:06t$3—$4:0. ‘

3. (3 pts) Considérons maintenant les formes linéaires ¢ = el + e5 — e5 et ¢ = e] + e}. Déterminer la dimension
et une base du sous-espace E={v eV | ¢(v) =0=1(v)} de V.

‘Solution : Un vecteur v = €1 +xaes + w33+ x4e4 appartient & F si et seulement si 'on a: 0 = ¢(v) = x1 + 22 — 3 ‘
et 0 = (v) = 1 + 24, c-a.-d., si et seulement si x5 = 21 + 22 et 4 = —x1. Donc dim(E) = 2 (ce qui résulte aussi
du §1.3 du cours), et une base de E est donnée par les deux vecteurs suivants, obtenus pour (z1,z2) = (1,0) et
’(Il,xg):(o,l)211)1:614’63764,’[02:624*63. ‘

Exercice 4 (11 pts). Soit E le C-espace vectoriel des suites u = (up )nen de nombres complexes vérifiant la relation
de récurrence linéaire u, 4o + 4up4+1 + 4u, = 0.
1. (4 pts) Montrer que Papplication ¢ : E — C?, (up)nen — (uo, u1) est lindaire, puis montrer que ¢ est injective
et surjective. En déduire la dimension de F.

’Solution :Siu,v e F et AeC,lasuite u+ Av a pour terme général u,, + Av,, d’ou
d(u+ Av) = (ug + Avg, ug + Avy) = (ug, u1) + Mg, v1) = p(u) + Ap(v).

Ceci montre que ¢ est linéaire. D’autre part, Ker(¢) = 0 car si ¢(u) = (0,0), c.-a.-d., si up = 0 = uq, alors la
relation de récurrence donne uy = 0, puis ug = 0, etc. d’ott u = 0. Ceci montre que ¢ est injective. Enfin, ¢ est
surjective, car les deux premiers termes de tout élément de E peuvent étre choisis arbitrairement. Donc ¢ est une
application linéaire bijective, i.e. un isomorphisme, donc dim(F) = dim(C?) = 2. (Et une base de E est donnée par
|les deux suites o et 3 dont les deux premiers termes sont respectivement (1,0) et (0,1).) |

2. (1 pt) Déterminer A € C* tel que la suite géométrique u = (A\"),cn appartienne & E.

’Solution : La suite géométrique u = (A\"), ey appartient & E si et seulement si on a A" T2 4+ 4\" 1 4 4\" =0, pour‘
tout n € N. Mettant en facteur A", qui est # 0 par hypothese, ceci équivaut & 0 = A2 + 4\ +4 = (A +2)?, c.-a.-d.,
A= -2 |

3. (2 pts) Soit v la suite définie par v,, = nA", pour tout n € N. Montrer que v appartient & E.

‘Solution - 11 faut voir que (n 4+ 2)A" T2 + 4(n 4+ 1)A" T + 4n\" = 0, pour tout n € N. Or, on a : ‘
(n+2)N"T2 4 4(n + DA+ 4nd™ = A" (A% 44X +4) + 2072 p 4 T

et 'on sait déja que le ler terme est nul. Le 2eme terme égale 2)\"“()\ + 2), donc est nul puisque A = —2. Donc
’v ckb. ‘

4. (2 pts) Montrer que les suites u et v sont linéairement indépendantes. Que peut-on en déduire ?

‘Solution : Soient x,y € C tels que zu + yv = 0. Alors, prenant les deux premiers termes, on obtient le systeme : ‘

rx14+yx0 =0
rx(=2)+yx(=2) =0

d’ott x = 0 = y. Ceci montre que les suites u et v sont linéairement indépendantes. Comme dim(E) = 2, elles
’forment donc une base de F. ‘

5. (2 pts) Soit w I’élément de E défini par wy = 2 et w; = —2. Exprimer w en fonction de u et v, puis donner
une formule explicite pour la valeur de w,, pour tout n € N.

’Solution : D’apres la question précédente, w s’écrit de fagon unique w = xu + yv, avec z,y € C. Prenant les deux‘
premiers termes, on obtient le systeme :

rx14+yx0 =wy =2
rx (=2)+yx(=2) =w =-2

d’ot z =2 et y = —1. Donc w = 2u — v, d’out w,, = (2 — n)(—2)" pour tout n € N.
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Exercice 5 (6 pts). Pour chacune des permutations suivantes, déterminer 1’écriture comme produit de cycles de
supports disjoints, puis la signature :

’Solution : Ecrivons d’abord ces permutations comme produit de cycles de supports disjoints. Notant ¢ — j pour
signifier que j est I'image de ¢, on a pour o :

1-6—-3—-8—>1 2—-5—-7—2 4—9—4

donc o est le produit du 4-cycle ¢4 = (1638), du 3-cycle c3 = (257), et de la transposition ¢t = (49). Comme la
signature d'un r-cycle est (—1)"~!, on obtient que e(0) = (=1) - 1-(=1) = 1.
Pour 7, on a

1-6—-3—-5—-8—1 2—-4—-9—2 7T—=T7

’ (7 est un point fixe de 7), donc 7 est le produit du 5-cycle ¢5 = (16358) et du 3-cycle (249), et donc e(r) =1-1 = 1.




