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D’abord, un ERRATUM IMPORTANT au Chap. 5 du polycopié. Page 110, dans le Lemme 5.3.17, le coefficient
en bas & droite de la matrice M est 1 (et non —1); par conséquent, la conclusion de 5.3.17 est que le déterminant
détg, (z, Az, v3) est du méme signe que sin(d) (et non du signe opposé...). Et dans le Théoreme 5.3.18, point (2),
ligne 4, remplacer également « de signe opposé » par : « de méme signe ».

Exercice 1 (11 pts). Soit £ I'espace affine euclidien R*, muni du repeére orthonormé canonique Rg = (O, ey, €2, €3),
ot O désigne le point (0,0,0). Soit f la symétrie orthogonale glissée par rapport au plan P d’équation x + 2y + z = 2,
de vecteur de glissement u = e; — e3.

N
1. (2 pts) Déterminer la nature géométrique et les caractéristiques de la partie linéaire f de f.

N
|M : D’apres la définition d’une symétrie orthogonale glissée, la partie linéaire f de f est la symétrie orthogonale
1
s par rapport au plan vectoriel P d’équation & + 2y + z = 0. Notons que P =Ruv, ot v = | 2
1

2. (1 pt) Déterminer un point I € P.

Solution : Le point I = (0, 1,0) appartient & P, ainsi que le point J = (1,0, 1) (par exemple).

3. (2 pts) Si v est un vecteur non nul de R? et si s désigne la symétrie orthogonale par rapport au plan vectoriel
(Rv)™*, rappeler la formule exprimant s(w) en fonction de w et v, pour tout w € R3.

(w]v) |
(wlo)" |

4. (6 pts) Soit g la symétrie orthogonale par rapport au plan P. Pour tout point M = (z,y, z) de &, exprimer le
-

Solution : On a s(w) = w — 2

—_
vecteur Ig(M) puis le vecteur I f(M) en fonction de (z,y, z), puis donner les coordonnées (z’,y, ,2") du point
M' = f(M).

|Solution : D’abord, on a f(M) = g(M) + . Puis, comme g = 7) et g(I)=1,0n a |

—
IM
Ig(M) = g(I)g(M) = s(IM) = IM — 2%1}.
x 1 1
. .2 1 .
Comme IM = |y—1]etv=|2],dou v==1[2], on obtient
. 1 (v]w) 3\
T 1 20 -2y —z+2
— 2y —1 1
IgM)=[y—1 —w 2=z | 20—-—y—22+1
z 1 —x—2y+2z+4+2
1 1 20 -2y —z+2 1 20 — 2y —z+5
Puis If(M)=u+1Ig(M)=1{ 0 —|—§ —2r—y—2z24+1|=-|-2r—y—22+1]. Enfin
-1 —x—2y+2z+42 —xr—2y+2z—-1
. 0 1 [ 22-2y—2+5 1 [ 22-2y—2+5 x:
Of(M)=0I+1If(M)= |1 +§ 2 —y—2z+1|=c|20—y—2z2+4]| =y
—z—2y+22—1 —z—2y+22z—1 2

Exercice 2 (12 pts). Soit R? le plan affine euclidien, muni du repere orthonormé canonique (O, e1,e2), ou O désigne
le point (0,0). Soit e un réel > 0; on considére ensemble C. = {(z,y) € R?* | y* + (1 — e)2? — 2z = 0}.



1. (1,5 pt) Quelle est la nature de C, lorsque e =07

|Soluti0n :Pour e = 0, on a y* + 2% — 2z = y*> + (z — 1) — 1, d’ott I'"équation (z — 1)% + y* = 1, donc Cy est le cercle|
|de rayon 1 et de centre le point Iy = (1,0). |

2. (7,5 pts) Désormais, on suppose ¢ > 0. Donner la forme normale de I’équation de C. et déterminer en fonction
de e la nature de la conique C.. Lorsque C, est une ellipse, déterminer les coordonnées de son centre de symétrie
1. et de ses deux foyers F et Fp'

|Solution : On suppose e > 0. Pour e = 1, on a Péquation y* = 2z, donc C; est une parabole d’axe Oz et de paramétre|
p = 1; son sommet est le point O et elle passe par les deux points (5, +1).

1 |2
1—6) T 1—e

Poure# 1,ona (1 —e)z” —2z=(1—e)(z — et donc I’équation s’écrit

(1—e)’X%+ (1 —e)y? =1,

ou l'on a posé X =z — . Donc on voit que C, est une ellipse pour 0 < e < 1, et une hyperbole pour e > 1. Dans

1—e

1
les deux cas, les droites y = 0 et X =0 (i.e. z = 1—) sont des axes de symétrie de C., et le centre de symétrie de

C. est I'intersection de ces deux droites, i.e. le point I, = (1—, 0).
—e
Supposons que 0 < e < 1 et posons a = 1 et b = v/a, alors ’équation s’écrit
—e
X2 2
Lo
a b

avec 1 < b < a, donc le grand axe est Oz et 'on a vu en cours que les foyers sont les points de Ox a distance ¢ de
e
I, ol ¢ = Va2 —b2. Ici, a®> — b® = a® — a = a(a — 1) égale Ve
1+/e
Ve o).
e

e
m, d’ou ¢ = T et les foyers F, et F. ont pour

— €

coordonnés (

Pour e > 1, posons a = 1 et b = /a, alors I’équation s’écrit
e

X2y
a? b2

+b +1
donc on obtient une hyperbole de grand axe Ox, de centre I, = (—a,0), d’asymptotes y = — (z + a) = T(x + a),
a a

|et dont un sommet est le point O ; le second sommet étant le symétrique de O par rapport a I., i.e. le point (—2a,0). |

1
3. (3 pts) Pour e = 2 1,2, faire un dessin représentant Ce.

Solution : On a ainsi obtenu une famille de coniques de sommet O : d’abord le cercle Cy, puis des ellipses
(tangentes a Cy au point O) qui « grossissent » jusqu'a devenir la parabole C; (toujours tangente a Cp en O),
puis des hyperboles d’abord « trés aplaties » (avec un centre tres loin de O) lorsque e est proche de 1, et qui se
« redressent » (avec un centre qui tend vers O) lorsque e — +oco (posant e = 1 + ¢, les asymptotes y = /e
tendent vers I’horizontale quand € — 04, et vers la verticale quand € — +00). Pour e = 0, > 1,2, on obtient la

figure suivante :



Y
e=2
e=1
1
e = =
2
% % ]
_20 _15 ......... 5 '.. 10 :L.
1 -7 4 -4
Exercice 3 (10 pts). Soit A = 3 4 5 2| e MsR).
-4 -2 5

1. (1,5 pts) Citer un théoréme du cours assurant que A est diagonalisable.

‘ Solution : A est une matrice symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans une base orthonormée. ‘

2. (6,5 pts) Déterminer les valeurs propres de A (pour calculer P4 (X), on pourra faire des opérations sur les colonnes
pour faire apparaitre au moins un zéro), puis une base orthonormée C de R? formée de vecteurs propres de A.

| -7-3X 4 —4 |

Solution : P4(X) = — 4 5—-3X —2 |. Remplacant C5 par C3 4+ Cs, on obtient
27
—4 -2 5—3X
1 —7-3X 4 0 1-X —7-3X 4 0
PA(X):2—7 4 5—3X 3(1_X):T 4 5—-3X 1
—4 -2 3(1-X) —4 -2 1
Puis remplagant Cs par Cy + 2C5 et Cy par C1 + 4C3, on obtient
—7-3X 4 0
1-X 1-X
Pao(X) = —— 8 7-3X 1|=—(9X?-81)=(1—-X)(X?-9)
9 9
0 0 1
0
donc les valeurs propres sont 1,3 et —3. De plus, il résulte du calcul précédent que v; = | 1 | est un vecteur propre
1

pour la valeur propre 1 (puisque Cy + C5 s’annule pour X = 1). Considérons A — 315 ; pour simplifier les calculs, on
peut remplacer A — 313 par 3(A — 3[3), qui a méme noyau. Faisons des opérations sur les colonnes :

—-16 4 —4 —24 12 —4 0 12 —4
4 -4 =2 0 0 -2 0 0 -2
—4 -2 -4 C1—C1+2C3 —-12 6 —4 C1—C142C5 0 6 —4
1 0 0 Ca—Cy—2Cs 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 2 1 0

0 0 1 2 -2 1 -2 -2 1



1

donc vy = | 2 |.Comme les espaces propres sont deux a deux orthogonaux, on sait que le dernier espace propre V_3
-2
T 4
est engendré par un vecteur | y | orthogonal a v1 et a v3, d’'ot1 2 = —yet 0 =42y — 22 =x+4y, doncvg = [ —1
z 1

engendre V_3. Pour vérifier, calculons

LT 4 -4\ (4 —36
As=g |4 5 2 (-1]=5] 9 |=-3u
4 -2 5 1 -9

Wl =

En divisant chaque vecteur par sa norme, on obtient les vecteurs

0 1 ) 4
us3

2 - — (-1
—2 3V2 \ 4

S
—
Wl

|qui forment une base orthonormée de vecteurs propres. |

3. (2 pts) En déduire la signature de la forme quadratique Q(z,y, z) = —72° 4 8zy — 8zz + 5y* — dyz + 52°.

|Solution : Soit ¢ la forme polaire de Q et soit B la base canonique de R?®; on a Matg(¢) = 3A. Posons P = Matg(C). |
Alors P € O(3) et 'on a

30 0
Matc(¢) = 3(*PAP) =3(P~*AP)= [0 9 o0
00 -9

et donc la signature de g est (2,1). On pouvait aussi citer directement le théoréme de diagonalisation simultanée, pour
dire que la signature (p,q) de @ est donnée par : p (resp. q) égale le nombre de valeurs propres de 34 qui sont > 0
| (resp. <0). |

Exercice 4 (18 pts). On munit £ = R? du produit scalaire usuel ( | ), pour lequel la base canonique By = (e, ez, 3)
est orthonormée. Soit E* = Homg(E, R) 'espace dual. Pour tout « € E, soit ¢, € E* I'application w — (z | w).

1. (3 pts) Montrer que lapplication 6 : E — E*, x +— ¢, est linéaire et bijective.

|Solution : D’abord, il résulte de la bilinéarité de ( | ) que lapplication 0 : E — E*, x — ¢, est linéaire. Son noyau est|
Ker(@)={x € E| ¢, =0} ={zxe€E|VyeE, (z|y)=0}

qui est le noyau de ( | ). Or ce noyau est nul, puisque (z | ) = 0 entraine x = 0. Ceci montre que 6 est injective.
|Comme dim E* = dim F = 3, il résulte du théoréme du rang que 6 est aussi surjective, donc bijective. |

2. (2 pts) Pour tout u, v € E, montrer qu’il existe un unique vecteur f(u,v) € E tel que détp, (u, v, w) = (f(u,v) | w)
pour tout w € E.

|Solution s u, v étant fixés, I'application vy, : E — R, w — détp, (u, v, w) est linéaire, i.e. est un élément de E*. Donc, |
d’apres la question précédente, il existe un unique vecteur f(u,v) € E tel que vy, = @f(u,0), i-e. tel que

Yw € E, détp, (u, v, w) = (f(u,v) | w).
3. (3 pts) Montrer que I'application Ex E — E, (u,v) — f(u,v) est bilinéaire, et qu’elle est alternée (i.e. f(u,u) =0
pour tout u € E).

|Solution : Soient u,u’,v,v" € E et t € R. Pour tout w € E, on a |
(tf(u,v) + f(u',0) | w) = t(f(u,v),w) + (f(u',0) | w) = tdétg, (u, v, w) + détg, (v, v, w)
= détg, (tu + v/, v,w) = (f(tu +u',v) | w).

Comme (| ) est non dégénéré (i.e. de noyau nul), ceci entraine ¢ f(u,v) + f(u',v) = f(tu+u',v). On montre de méme
que f(u,tv+v") =tf(u,v) + f(u,v"). Donc lapplication f : E x E — E, (u,v) — f(u,v) est bilinéaire. De plus, pour
|tout u € E, on a 0 = détp, (u, u, f(u,u)) = (f(u,u) | f(u,u)), dou f(u,u) =0, ie. f est alternée.




u1 U1
4. (2 pts) Ecrivant u = [ ua |, v = | v2 | et prenant w = ey, puis w = ey et w = ez, déterminer les coordonnées
us U3

(f1, fa, f3) dans By de f(u,v).

| ul U1 1 |

Solution : On a f1 = (f(u,v) | e1) = détg,(u,v,e1) = |ug v2 0| = usvs — ugve. On montre de méme que fy =
us U3 0

(f(u,v) | e2) = ugvy —urvz et f3 = (f(u,v) | es) = ugve — ugvy. Ceci montre que f(u,v) n’est autre que le produit
vectoriel u A v. |

5. (2 pts) Soient u, v, w € E. Pour toute base orthonormée directe B de E, montrer que détg(u, v, w) = détg, (u, v, w).

|Solution : Soit P = Matp, (B) et soit g 'endomorphisme de R* défini par g(e;) = u, g(e2) = v et g(e3) = w. On a |
Matg, (v, v,w) = Matg, B,(g9) = Matg, 5(id) - Matg z,(g9) = P - Matg(u, v, w)

d’out détp, (u, v, w) = dét(P) - détg(u, v, w). Or par hypothese P € SO(3), d’on dét(P) = 1 et donc détp, (u,v,w) =
|dét3(u,v,w). |

6. (3 pts) Soient u,v € FE deux vecteurs unitaires orthogonaux et soit p € E I'unique vecteur tel que B = (u, v, p)
soit une base orthonormée directe de E. En utilisant la question précédente montrer que, pour tout w € E, on
a (f(u,v) | w) = (p|w). Que peut-on en conclure ?

|Solution : Tout w € F g’écrit de fagon unique w = au + bv + ¢p, avec ¢ = (p | w) (et de méme a = (u | w), etc.) donc |

1 0 a
(f(u,v) [w) = détp(u,v,w) =10 1 b |=(plw).
00 (plw)
Comme ( | ) est non-dégénéré (car défini positif), il en résulte que p = f(u,v). Donc : étant donnés deux vecteurs

unitaires orthogonauz u, v, le produit vectoriel u A v est l'unique p tel que (u,v,p) soit une base orthonormée directe.
Et donc si B’ = (u,v,p’) est une base orthonormée, on a les équivalences :

B’ directe <= p’ = p, B’ indirecte <= p' = —p,
uy v1 th
7. (3pts) Soit A= | ua vy t2 | € O(3). On suppose que t3 # 0. Déduire des questions 4. et 6. que ujve — ugv; =
uz vy 13

+t3 et que A € SO(3) si et seulement si ujvy — ugvr = ts.

|Solution : D’apres la question précédente (et la question 4.), on sait que u A v = £t et qu’on a I’équivalence
AeSOB)<=uAv=t.

|De plus, puisque u A v = £t et que t3 # 0, on at = u A v si et seulement si uyvy — ugvy = ts. |

1 1 0 1 0
1 -1 -1 0 0

Exercice 5 (9 pts). Soit ¢ la f.b.s. sur R® telle que Matz(¢p) = A= |0 —1 1/2 0 0 |,ouB = (eq,...,es5)
1 0 0 3/4 1/2

0 0

0 0 1/2
est la base canonique. Soit ¢ la forme quadratique associée.
1. (1 pt) Exprimez ¢(z1,...,zs) en fonction des coordonnées (x1,...,zs5) dans la base B.
| n ) 3
Solution : D’apres la formule ¢(z1,...,z,) = Z aiw? +2 Z aijzizy, ona q(z1,...,15) = o7 — T3+ 5;3% + in +
i=1 1<i<j<n

| 2r129 + 22114 — 2T2x3 + T4X5. |




2. (6 pts) Ecrivez ¢ comme somme de carrés de formes linéaires indépendantes.

|Solution : En regroupant x% et les termes contenant x; on obtient :
2 2 2 o 1o 35
q(z1,...,x5) = (x1 + T2+ 24)° — x5 — 2y — 22204 — x5 + %3 + Vi 2ToT3 + T4T5

1
= X12 —2x§ — 2xox4 + 5;3% — in — 2x0x3 + X475,

q2(T2,23,24,25)

ou 'on a posé X1 = x1 + x2 + x4. Puis

1 2 1 1 1
qo(x2, T3, T4, T5) = —2(x2 + §(x3 + x4)) + §(x§ + 22324 + xi) + §x§ — in + x5

1
—2X2 + 23 + 314 + in + T4z

—2X2 + X2 4 xy75,

1 1
ou l'on a posé Xo = o + —(x3 + x4) et X3 =23+ 5;54. Enfin, faisant le changement de variable

2
T4+ T5
Xg=—5— 24 = X4+ X5
2 d'ott
X5 = 2= w5 = X4 — X5

on obtient
q(X1, Xo, X35, X4, X5) = X7 — 2X5 + X5 + X7 — X2

3. (2 pts) Déterminez la signature et le rang de g.

Solution : D’apres le résultat de la question 2, la signature de ¢ est (3,2) et 'on a rang(q) =3+ 2 = 5.




