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Exercice 1 (20 pts). On munit R® du produit scalaire usuel. Pour chaque matrice de Mj3(R) ci-dessous,
déterminez une base orthonormée de vecteurs propres, ou bien montrez qu’il n’en existe pas :

3 1 2 1 2 3
A=11 10 -5 B=|0 1 2
2 -5 9 0 01

Solution : La matrice B est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, donc son polynéme carac-
téristique est Pg(X) = (1 — X)? : la seule valeur propre est 1. Si B était diagonalisable, elle serait donc
semblable & la matrice diagonale de termes diagonaux (1,1,1), i.e. & la matrice identité, et donc B serait
la matrice identité, ce qui n’est pas le cas. Donc B n’est pas diagonalisable. De plus, on peut vérifier que
Ker(B — I3) est de dimension 1 (ce qui montre aussi que B n’est pas diagonalisable).

La matrice A est symétrique réelle, donc définit un endomorphisme auto-adjoint v de R* muni du produit
scalaire usuel, donc on sait que A est diagonalisable dans une base orthonormée de R3. Déterminons les
valeurs propres et vecteurs propres de A. Notons (e, ea, e3) la base canonique de R3.

1 1
On remarque d’abord que dans chaque ligne la somme des coefficients vaut 6, dou A [ 1] =6 [ 1 | donc
1 1

v] = e1 +ea + e3 est un vecteur propre pour la valeur propre A\; = 6, et est de norme V3, donc on prendra
vy =) /V3.
Considérons le plan P = R(v})*, d’équation = + y + z = 0. Une base (non orthonormée) de P est
B=(e1 —e3,ea—e3). On a
A(61 — 62) = 261 — 962 —+ 763 = 2(61 — 62) — 7(62 — 63),
A(eg — 63) = —e1 + 1bey — 1de3 = —(61 — 62) + 14(62 — 63)
T N . 2 -1
donc la restriction & P de A a pour matrice dans la base B : M = 714 )
Le polynéme caractéristique de M est X? — 16X 4+ 21, son discriminant réduit est 8% — 21 = 43, et ses

racines
Ay = 841/43, A =8—/43.

Déterminons un vecteur propre associé a Ay : on doit résoudre le systeme de rang 1

2-Ap)z—y=0
—Tr+(14—-Xp)y=0

qui donne y = (2 — Ay )z. Donc un vecteur propre pour Ay est

1
’U/i:1'(61—62)+<2—)\i)(€2—63): 1— )t
Ap — 2

1 1
v, = [ -7—-v43 v = -7+Vv43
6+ V43 6 —v43

D’apres le théoreme de diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints, on sait que les espaces propres
de A sont deux & deux orthogonaux, donc les vecteurs propres v}, UQH v’_ doivent étre deux-a-deux orthogo-
naux ; on vérifie que 'on a bien (vy | v}) = 14+6—7+V43—V43 =0, et (v, [v]) = 1+49-43+36—43 =
86 — 86 = 0.

Enfin, remplacons v/, par le vecteur unitaire vy = v/, /|[v/||. Calculons le carré de la norme de v/, et v’ :

[V} )| =1+ 49 + 43 + 14V/43 + 36 + 43 + 12V/43 = 176 + 261/43
o ||? = 1+ 49 + 43 — 14v/43 + 36 + 43 — 12/43 = 176 — 26143
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donc finalement on trouve la base orthonormée de vecteurs propres :

1 (L 1 1 1 1
v=—|[1 vy = —— | —7—+/43 Vo= | =74+ 43

+
V3 \4 VIT6+26V43 \ ¢4 /23 V176 —26v43 \ ¢ _ /13

Exercice 2 (20 pts). (cf. Feuille 6, exos 2,3,4) Soient Ry = (0,7,7) un repere orthonormé du plan affine
—
euclidien P et (z,y) les coordonnées dans Ry. Soient A le point de coordonnées (1,0), Ry le repere (A, i +
—_ = =
j, 1 — j), et (X,Y) les coordonnées dans R.
1. Exprimer (z,y) en fonction de (X,Y), et (X,Y) en fonction de (z,y).
— — R
Solution : Notons By la base (i, j), et Blabase (i + j, ¢ — j). La matrice de passage est P =

Matg, (B) = (1 _11) , on a donc

()=0)-r()-(575)

) 1 (-1 -1 12 1/2 .
) _ 1 _ - _ )
D’autre part, on a dét(P) = —2 et P~ = — (_1 1 ) = (1/2 _1/2), d’ou

)=m(, 1) =2C0)

2. Soit o la symétrie orthogonale par rapport a la droite affine D; d’équation x — y = 1. Soit M € P
de coordonnées (z,y) dans Rg et (X,Y) dans Ry, déterminer les coordonnées (X', Y’) puis (z,y") de
M' = o(M).

Solution : Notons que D; contient A et a pour direction la droite vectorielle D d’équation x —y = 0,
. - = = = N - = .
ie. D=R(i + j),doncD; =A+R(i + j),et D~ =R(i — j). Dong, si
—
AM =X +)+Y(7-7) alors AM =X +35)-Y(i—-7
et donc (X', Y') = (X,-Y). Puis

() =) (5) =)+ () (G 1) (7))
e G0 ()-C5)

3. Soit t= la translation de vecteur @ = 37 + 7 et soit f =t oo. Déterminer ’ensemble des points I € P

w N N w
tels que If(I) e R(i + 7).
Solution : Notons (z”,4") les coordonnées de M" = f(M) = t(M'), on a (2”,4") = (y + 4,z). Donc,

w

)

—_

o , —= y—xz+4 . R
pour I € P arbitraire, de coordonnées (x,y), on a If(I) = , et ce vecteur appartient a
r—=y

R(7+7) si et seulement si x —y = y—x+4, i.e. 2(x —y) = 4 soit z —y = 2. Donc ’ensemble cherché

— =
est la droite affine Dy d’équation x —y = 2; elle passe par le point B = (2,0) et égale B+R( i + 7).
De plus, d’apres le calcul précédent, on a :

VI €D, 1?(1)’(2) (

4. Montrer que f est une symétrie orthogonale glissée, dont on déterminera 1’axe D et le vecteur de translation
.
N
Solution : Comme la partie linéaire d’une translation est I'identité, la partie linéaire f de f est la méme
— —
que celle de o, c.-a.-d., c’est la symétrie orthogonale par rapport a la droite vectorielle D = R( i + j ).
Donc f est une symétrie orthogonale ou bien une symétrie orthogonale glissée ; dans les deux cas, 1’axe
— - —
D est 'ensemble des points I tels que If(I) € R( ¢ + j ), et le vecteur de translation (éventuellement
nul) est le vecteur w = I f(I) (qui ne dépend pas de I € D). Donc, d’aprés la question précédente, f
est la symétrie orthogonale glissée d’axe la droite Dy d’équation x —y = 2, et de vecteur de translation
— - =
u=2(1+ 7).
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Exercice 3 (16 pts). (cf. Feuille 4, Exos 4,5 et Feuille 5, Exo 9) Soit @ la forme quadratique sur R® définie par
Q(z,y,2) = 2% + 2% + 32° — 22y — 222

1. Montrer que @ est définie positive.

2. Calculer Q(1,1,1).

Solution : Réduisons @ en somme de carrés de formes linéaires indépendantes. On a :
22+ 20° 4322 22y — 2wz = (v —y—2)° — 22+ + 220 = (x —y —2)° + (y — 2)? + 22

donc Q(z,y,2) >0, et si Q(z,y,2z) =0alors z=0,y=2z=0et 2 =y + 2z = 0. Ceci montre que Q
est définie positive. Ona Q(1,1,1)=142+3-2-2=6—-4=2.

3. Soient z,v, z € R tels que Q(x,y, z) < 1. Montrer que (—z +y -+ 22)* < 2; dans quel cas a-t-on (—z +y +
22)? =27

Solution : Notons ¢ la forme polaire de @, i.e. 'unique forme bilinéaire symétrique telle que ¢(u,u) =
Q(u) pour tout u € R®. On a

=z’ + 2yy’ + 322" — (xy + y2') — (x2' + 22")

<
(SIS
ST

et ¢ est un produit scalaire puisque @ est définie positive. Donc ¢ vérifie 'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

Vu,v €R?, (u,v)? < dlu, u)d(v,v) = Qu)Q(v)

avec égalité si et seulement si u et v sont liés.

T 1
Prenonsu= [y | etv=|1], alors ¢(v,v) = Q(v) =2 et
z 1

o(u,v)=x4+2y+3z—(z+y) —(r+2)=—x+y+2z.
D’apres Cauchy-Schwarz et ’hypothese Q(x,y,z) < 1, on a donc :
(—a+y+22)" = d(u,0)* < Q)Q(u) = 2Q(u) < 2.

De plus, (—z+y-+22)% = 2 si et seulement si les deux inégalités ci-dessus sont des égalités. L’inégalité
de Cauchy-Schwarz est une égalité si et seulement si les deux vecteurs sont liés, i.e. s’il existe A € R
tel que u = Av. Alors Q(u) = A2Q(v) = 2\? égale 1 si et seulement si A = £1/+/2. Donc finalement,

T 1

pour Q(z,y,2) <1, on a Pégalité (—z +y + 22)° = 2 si et seulement si |y | = —= [ 1

z V2 1

— - —
Exercice 4 (20pts). (cf. Feuille 5, Exos 14,15,16 et Feuille 6, Exos 3,4,5) Soient R = (O, i, j, k) un repere
orthonormé de l'espace affine euclidien € et (x,y, z) les coordonnées dans R. Soit f : £ — £ Papplication affine
définie par

—2/3 —2/3 1/3\ [z 1
=13 —2/3 —2/3|(y]|+ |1
—2/3 1/3 -2/3) \z 1

f

li\z‘d%@

1. Déterminer la partie linéaire f de f.

—_—
Solution : Notons A la matrice de M3(R) ci-dessus. Si M a pour coordonnées (z, vy, z), alors f(O)f(M)
est le vecteur :

T 1 1 T
Aly |+ (1] -(1]=Aly
z 1 1 z

N
Ceci montre que f est affine, et que sa partie linéaire est ’endomorphisme f de R® dont la matrice

- =
dans la base orthonormée By = (i, j, k) est A .

-
2. Montrer que f est une isométrie vectorielle de R? et déterminer sa nature.
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Solution : On voit que pour chaque colonne de A, le carré de la norme égale (1/9)(1+444) = 1. Vérifions
que les colonnes sont deux a deux orthogonales, on a :

(€11 Co) = 5(4—2-2)=0=(C1| C5) = (2] C)

Ceci montre que A € O(3). Pour déterminer sa nature, on va calculer son déterminant : si c’est 1, on
saura que f est une rotation, si c’est —1, on saura que f est une symétrie orthogonale par rapport a
un plan P, ou bien la composée commutative d’une telle symétrie et d’une rotation d’axe la droite
P+, Dans ce qui suit, on notera (e, ez, e3) au lieu de (7, 7), ?) la base By.

Avant de se lancer dans le calcul de dét(A), remarquons qu'il y a trois coefficients égaux & 1/3, tous
les autres étant —2/3; on se dit que le calcul sera peut-étre plus simple (plus symétrique) si ces
coefficients étaient sur la diagonale, c.-a.-d., si on permutait les lignes de A en envoyant L; a la 3éme
place, et en remontant les deux autres lignes, ce qui revient a multiplier a gauche A par la matrice
de ’endomorphisme u de R? qui envoie e; sur es, es sur eq, et e sur e, :

0 1 0\ /-2/3 —2/3 1/3 1/3 —2/3 -2/3
00 1] 1/3 —2/3 —2/3|=[-2/3 1/3 —2/3]=5.
100/ \-2/3 1/3 —2/3 —2/3 -2/3 1/3

B

Remarquons que la matrice B ci-dessus appartient & O(3), puisque ses colonnes sont de norme 1 et
deux & deux orthogonales. Donc S = BA appartient encore & O(3). De plus, on calcule facilement
que dét(B) = 1, donc dét(A) = dét(S). Remarquons maintenant que

—2/3 —2/3 -2/3
S—I;=|-2/3 —2/3 —2/3
—2/3 —2/3 —2/3

est de rang 1 : les vecteurs e; — ez et ea — e3 appartiennent & Ker(S — I3), i.e. a l'espace fixe de S.
Donc S est une isométrie de R? pour laquelle espace des points fixes est de dimension > 2. D’aprés
la classification des isométries vectorielles de R? (cf. le cours), ceci entraine S = id ou bien S est
une symétrie orthogonale. Comme S # id, on en conclut que S est la symétrie orthogonale op par
rapport au plan P = Vect(e; — ez, e3 — e3) ; en particulier dét(S) = —1 = dét(A).

Reste & déterminer ce qu'est A = B~'S. On a vu plus haut que B € O(3) et dét(B) = 1, donc B
est une rotation # id, de méme que B~!. Comme l'on a Be; = e3, Bey = e, et Bes = ey, alors

0 0 1
B les =e1, B ley = ey et B leg =e3,ie.C =B 1= (1 0 0].En particulier, C' permute
01 0

entre eux les vecteurs ey, es, €3, et donc le vecteur f; = €1 + es + eg vérifie C f; = fi. Donc C est une
rotation d’axe Rfj = Rfs, ott f3 est le vecteur unitaire f4/v/3. De plus, comme Rf} = P*, on voit
que C' et S commutent :

CS(f}) =—fi=SC(f}) et Ve e P, CS(z)=C(x)=SC(z)

donc A = CS = SC est une «rotation gauche » d’axe Rf} et d’angle 6 (= une « symétrie orthogonale
tournée » par rapport au plan P, d’angle 6), pour un angle 6 que nous allons déterminer.

Notons 7 P’endomorphisme de R? défini par C. Pour déterminer ’angle de rotation #, on sait que si
(f1, f2) est une base orthonormée de P, la matrice de 7 dans la base (f1, f2, f3) est de la forme

cosf@ —sinf O
C'=|sinf cosf® O
0 0 1

ou 6 € | — m, | n'est défini qu’au signe pres (car si on remplace la base (f1, f2, f3) par (fe, f1, f3),
on change 6 en —6). Mais cosf (qui détermine 6 au signe pres) est bien déterminé par la matrice
précédente : on a 0 = Tr(C) = Tr(C’') =1+ 2cosf d’out cosf = —1/2 et donc § = +27/3.

Pour fixer le signe de #, on munit R?® de P'orientation définie par la base By et 1’on choisit un vecteur
directeur de 'axe, disons le vecteur unitaire f3. Alors 6 est donné, sans ambiguité de signe, par la
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matrice C ci-dessus, lorsqu’on impose & la base orthonormée (f1, fa, f3) d’étre directe, i.e. telle que
détp, (f1, f2, f3) > 0. Calculons donc 6, ayant orienté ’axe Rf3 par le choix de fs3. Donnons deux
méthodes.

La premiére est plus longue, mais permettra d’expliquer la deuxieme. Le plan P = (R?)L a pour
équation x + y + z = 0, et une base (non-orthonormée) de P est C = (e; — ea,e2 — e3). On la rend
orthonormée en prenant

1 fr=(e2—es) = (filea—es)fr = (e2 —es) + %h — et ea) —es

flzﬁ(ﬁ—@z), \f 5

alors (f5 | f3) = 3/2 et T'on prend fo =
(f1, f2, f3) est directe. Posons

%(el + ea — 2e3). Voyons si la base orthonormée B =
V2 16 1/V3

Q =Matg, (f1, f2. fs) = [ -1/vV2 1/V6 1/V3

0 —2/vV6 1/V3

alors dét(Q) vaut 1/6 fois le déterminant suivant :

1 1 1 1
-1 1 1}=1|0 2 =6
1 0

— N =

11
=0 2
0 0

W N =

donc dét(Q) = 1 donc la base B est bien directe lorsqu’on munit R3 de lorientation définie par

- > 7 . . , .
la base canonique By (ici By = (i, j, k), qui correspond aux coordonnées (z,y, z)). Déterminons
maintenant I’angle de la rotation. Comme Ce; = ey, Ceg = e3 et Ce3 = ey, on a :

%(62 —e3) = ?JE - %

donc la restriction de 7 au plan P a pour matrice dans la base (f1, f2) :

—-1/2 —V3/2
V3/2  —1/2

Ch= fi

1 3
(e2 +e3—2ey) = —§f2 — £f1 puisqu’on sait que la

(il n’est pas nécessaire de calculer C'fy = 5

1
V6
matrice est nécessairement de la forme (z _ab) )-

Donc sinf = \/§/2 et donc @ = 27/3. Il en résulte que 7 est la rotation d’axe orienté par f3 =
- = =

(i + j + k)/V3 et dangle +27/3.

Deuxiéme méthode. Soit = un vecteur # 0 arbitraire dans P, posons p = ||z|| et g1 = x/p. Il existe

dans P deux vecteurs unitaires orthogonaux a gi, et seul 'un d’eux, go, est tel que détg, (g1, 92, f3) =
1. Alors 7 (g1) = (cos ) g1 + (sin ) go (cf. la 1ére méthode), et comme x = pg; on a :

p pcosf O
M = Mat g, g, 1) (@, 7 (), f3) = [ 0 psind 0
0 0 1

et donc dét(M) = p? sin @ est du signe de sin@. Posons alors M’ = Matg, (z, 7 (), f3), on a
MI == MatBo (917927 f3) . Mat(gl,gg,fg)(xa 7)(33), f3) = QMa
ou l'on a posé Q = Matg, (g1, g2, f3). Or on a dét(Q) =1 et donc

dét(M') = dét(Q) dét(M) = p?sin 6 est du signe de sinf.
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De plus, remarquons que si on remplace = # 0 dans P par ' = z + Af3, avec A € R arbitraire, alors

7 (2') = T + Afs et donc la matrice

p pcosf O
Mat(gl,g27.f3)(z7?(x)af3) - 0 psin9 0
A A 1

est encore de déterminant p*sin@. Donc : pour tout z € R® n’appartenant pas 4 I’axe de
rotation Rfs, détg,(z, 7 (), f3) est du signe de sinf. C’est le point & retenir de la 2eme
méthode ; ce qui précede est la justifiation de la méthode.

1 0 1
Appliquant ceci & x = e; —es € P, on trouve la matrice M = [ —-1 1 1| etlona
0o -1 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1
-1 1 1/=0 1 2/=|0 1 2(=3
0o -1 1 0 -1 1 0 0 3
1 0 1
De facon encore plus simple, si 'on prend x = e1, on a Ce; = e et 'on obtient la matrice {0 1 1],
0 0 1

qui est de déterminant 1. Donc siné > 0 et § = 27/3, et 'on conclut comme dans la léere méthode
— = —
que C est la rotation d’axe orienté par fs = (i + j + k)/V3 et d’angle +27/3.

3. Déterminer ’ensemble des points fixes de ¢ et de f.

— —
Solution : Comme f est une rotation gauche d’angle 6 # 0, on sait que Ker( f —id) = {0}. Donc, d’apres
le cours, on sait que f admet un unique point fixe I. Ses coordonnées (zo, Yo, 20) sont solutions du

systeme :
To 1 o 75I0 - 2y0 + 20 = -3
A Yo | + 1] = Yo i.e. o — 5y0 - 220 =-3
20 1 20 —22x0+ Yo — 520 = —3
qui équivaut a
$0—5y0—220:—3 $0—5y0—220:—3
3Yyo + 20 =2 puis Yo+z20=1
Yo+ 20 =1 220 =1
1 7 1
d’ot =-= t =-34+=-=-
ou 2g 5 Yo et To + 5 5

Exercice 5 (24 pts). Soit R = (O, 7, 7) un repere orthonormé du plan affine euclidien P. Si M € P, on écrira
M (z,y) pour indiquer que (z,y) sont les coordonnées de M dans R. On dit qu’une partie C de P est convexe
si elle vérifie : pour tous points A, B € C, le segment

[A,B]={tA+(1-t)B|te]0,1]}
est contenu dans C. Si A # B, on notera |4, B[ le segment ouvert
Lorsque C est convexe, on dit qu'un point P € C est un point extrémal s’il vérifie : pour tous A # B dans C,
P ¢]A, BJ.
1. Soit T ={M(z,y) € P|lx>0, y>0, z+y<1}. Montrer que T est convexe.
2. Faire un dessin représentant T'. Déterminer les points extrémaux de 7.

Solution : T est le triangle de sommets les trois points S; = O, S3(1,0) et S5(0,1). En faisant un dessin,
«on voit bien » que T est convexe, et que ses points extrémaux sont les trois sommets. Démontrons
ceci.

Soient A(a,b) et B(p,q) deux points distincts de T', soit ¢ € [0, 1] et soit P =tA 4+ (1 —t)B. Comme
a,b,p,q > 0et a+b,p+q <1, en multipliant par ¢ ou 1 — ¢ (qui sont > 0) on obtient :

ta >0 et (1-t)p>0 d’ott zp=ta+(1—1t)p>0
th >0 et (1-t)g>0 d’olt yp=tb+(1—-1t)¢g>0
tla+b)<t et (1-t)(p+q<(1—-t) dou  zptyp=tla+d)+(1—-1t)(p+q <1
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Ceci montre que T est convexe. Supposons de plus t € ]0,1[. Alors, si P appartient au c6té = 0 du
triangle, i.e. si xp = ta + (1 — t)p = 0, alors les inégalités ta > 0 et (1 —¢)p > 0 sont des égalités, et
comme t et 1 — ¢ sont > 0, ceci entraine que a = 0 = p, i.e. les points A et B sont aussi sur le coté
x = 0 de T. Le méme argument s’applique & chacun des cotés et 'on obtient donc : si P € |A, B[
appartient & un c6té du triangle, alors A, B appartiennent & ce méme coté.

Ceci entralne que : les sommets du triangle sont des points extrémaux. En effet, soit S un
sommet, et supposons que S € |A, B[, ot A, B sont deux points distincts de T'. D’apres ce qui précede,
A et B appartiennent aux deux cotés qui contiennent S, or ces deux cOtés ne se rencontrent qu’en .S,
donc on aurait A =S = B, contrairement a I’hypothese A # B.

Réciproquement, il est clair que tout point P de T qui n’est pas un sommet, n’est pas extrémal : si
P est sur un c6té (mais pas un sommet), il appartient au segment ouvert défini par ce coté; si P
est & l'intérieur du triangle, la droite (OP) (par exemple) coupe le cdté [Sa, S3] en un point K, et
PelO,K].

2
x
3. Soit C = {M(z,y) | vy + 9% < 1}. Montrer que C est convexe. Faire un dessin représentant C.

4. Soient A(a,b) et B(p,q) deux points distincts de C. Montrer que pour tout P(z,y) € |A, B[, on a (x*/4) +
y? < 1.
5. Déterminer ’ensemble £ des points extrémaux de C. Quelle est la nature géométrique de £ 7

Solution : L’ensemble F = {M(z,y) € P | (z°/4) +y* = 1} est une ellipse, de grand axe Ox et de centre

0O, et C est « l'intérieur » de ’ellipse. En faisant un dessin, « on voit bien » que C est convexe et que
ses points extrémaux sont les points de ’ellipse. Démontrons ceci.

La forme quadratique @ sur R? définie par Q(x,y) = (2*/4) +y? est définie positive, sa forme polaire
! /
¢, définie par ¢ <<x>’ (m,>> = % + yy', est donc un produit scalaire. Alors I’application
Y Y
R? — Ry, u — ||ul| = v/Q(u) est une norme sur R? (I'inégalité triangulaire résultant de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz). Alors C est la boule unité pour cette norme, i.e.
C=B(1)={u=(z,y) € R*| [Ju] <1}

et il en résulte que C est convexe (c’est vrai pour la boule unité B(1) pour n’importe quelle norme
sur un R-espace vectoriel E). En effet, si u,v € B(1) et ¢t € [0,1], on a

l[tu+ (1 =l < [[tull + 1(1 = t)vf| = tlul + (1 =l <t + (1 -1) = 1.

De plus, lellipse F est la sphére unité, i.e. F = S(1) = {u = (z,y) € R? | |ju|| < 1}.

Supposons de plus ¢t € ]0,1[, alors on a |[tu + (1 —t)v|| = 1 si et seulement si |jul| = ||v]] = 1 et si
I'inégalité triangulaire [[tu 4+ (1 — ¢)v|| < |[tul] + [|(1 — t)v|| est une inégalité. Lorsque || - || est une
norme euclidienne, i.e. provient d'un produit scalaire ( | ), on va voir que ceci ne se produit que si
u = v. En effet, d’apres Cauchy-Schwarz, on a

[tu + (1 = t)ol* = [|ull* + (1 = )*[|v]l* + 2¢(1 — t)(u | v)
2
< Pl + @ = 2ol + 26 = )l - ol = (tllull + (1 = )llv])

Si l'inégalité ci-dessus est une égalité alors, comme ¢ € ]0, 1[, on a

(%) (u]v) = lful - ol
et donc, d’aprés Cauchy-Schwarz, u et v sont liés. Comme on suppose de plus ||u|| = ||v]| = 1, ceci
entraine que v = u ou v = —u. Or I'égalité (x) ci-dessus entraine que (u | v) > 0, donc le cas v = —u

est exclu, d’ou finalement v = w.

Revenons au cas de R? muni du produit scalaire ¢ et de la norme |lu|| = /Q(u), et soient A(a,b)
—

et B(p,q) deux points distincts de C, notons u = OA et v = OB. Alors, comme u # v, le calcul
précédent montre que pour tout ¢ € ]0, 1, 'inégalité

i(ta +(1 =)+ (th+ (1 —1t)g)” <1
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est stricte. Ceci répond a la question 4., et montre que les points de F sont des points extrémaux de

C. . .

Réciproquement, si P est un point de C tel que Q(OP) < 1 et P # O, alors la droite ROP coupe
Dellipse (i.e. la spheére unité) en les deux points My tels que m = :i:)\O—]J’, avec A = 1/||O—})3|| >1,
et P € |M_, M,[. Enfin, le point O appartient & n’importe quel « diametre » |M_, M, [ ; par exemple
dans notre cas on peut prendre pour My les deux points de coordonnées (£2,0). Ceci montre que
les points de C — F ne sont pas extrémaux. Donc I'ensemble £ des points extrémaux de C est I'ellipse
F. (De fagon plus générale, ce qui précede montre que, pour une norme euclidienne || - ||, les points
extrémaux de la boule unité B(1) sont les points de la sphere unité S(1). Ceci est faux pour une

norme non-euclidienne, prendre par exemple sur R? la norme définie par || (m) || = max(|z|, |y|), pour
)

laquelle la boule unité est un carré.)



