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Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de tout appareil électronique de calcul et des télé-
phones portables est interdite. Lorsqu’un calcul est demandé, détaillez les étapes en indiquant les opérations
effectuées. Un résultat correct mais non justifié ne donnera qu’une partie des points. Les correcteurs tiendront
compte de la qualité de la rédaction et de la précision des raisonnements. Cet examen comporte 7 exercices et
est noté sur 50. Les exercices 1 a 6 sont indépendants ; I’exercice 7 utilise ’exercice 6.

Exercice 1. (4,5 pts) En utilisant algorithme de Gauss, écrire les formes quadratiques ci-dessous comme « somme
de carrés » de formes linéaires indépendantes et déterminer leur signature.

1. (2,5 pts) ¢ est la forme quadratique sur R® définie par ¢(z,y, 2) = 2zy + 3xz + 5yz.

‘Solution : On choisit deux variable, disons z et y. ‘
lére méthode. On fait le changement de variable x = X + Y, y = X — Y. Alors ¢(X, Y, z) égale :

2
2AXZ V) 4 3(X + V)2 +5(X — V)2 =2X2 +8Xz —2Y2 —2Vz = 2((X +22)2 — 422> - 2<(Y +E2 o i)
—— _2

4
X/
Y/
_ 2X12 _ 2yl2 _ EZQ
2
donc sign(q) = (1,2).

. ) . 5z 3z, 15 5, . . ) , PR
2eme méthode. On écrit ¢(z,y, z) = 2( x4+ > ) ( y+ ?) — ?z , puis on fait le changement de variable ' = X'+Y

x! ’

15
’et y' = X' —Y’. On obtient ¢(X',Y’,2) = 2X"? — 2Y"? — 322, donc sign(q) = (1,2). |

2. (2 pts) Q est la forme quadratique sur R* définie par Q(t, z,vy, z) = t> + 2% +y? 4 2tz + 2ty + 4xy + 3z + Hy=.

’Solution : Prenons le terme t? ainsi que tous les termes contenant t, et écrivons que ‘

24242ty = (t+x +y)? — 22 — % — 2y,
———
T
Alors Q(T,x,y,2) = T? + q(x,y,2), onl ¢ est la forme quadratique de la question 1. Donc sign(Q) = (2,2) car en

’faisant le méme changement de variable que dans la question 1, on a Q(T, X', Y’,2) = T? + 2X"? — 2Y"? — 322. |

Exercice 2. (9,5 pts) Soit (£, E) un espace affine euclidien de dimension 3. On note ( | ) le produit scalaire sur
E. On munit £ d’un repere orthonormé R = (O, B), ou B = (eq, €2, e3), et Uon note (x,y, 2) les coordonnées dans
ce repere. Soit f : & — £ Tapplication affine qui & tout point M(z,y,2) de £ associe le point M’ = f(M) de

z’ 1 —V2y — V22 V2

coordonnées : [y’ | = 3 V2 +y—z|+ [ 2 ], etsoit ?) la partie linéaire de f.
2 V2 —y+z 4
1. (0,5 pt) Déterminer la matrice A = Mat5(7). On notera C1, Co, C3 ses colonnes.

| 0 V2 —V2 |
1 B — —

Solution : A = 3 V2 1 —1 | puisque, pour tout M(z,y,z),on a f(O)f(M)=A =A-OM.

| -2 -1 1 |

2. (1 pt) En calculant explicitement les produits scalaires (C; | C;), pour 1 <14 < j < 3, montrer que A € O(3).

ISIINSIE

’SOlutiOH: (Cl | Ol) = (2+2)/4 =1, (Cg | 02) = (2+1+1)/4 =1= (03 | 03), puis 4(01 | CQ) = *\[2+\/§:‘
0= 4(Cy | Cs) et 4(C3 | C3) =2~ 11 = 0. Done A € O(3). |

3. (1,5 pt) Déterminer la valeur de dét(A).

a1l a2
a1 a2
| qui vaut ici —2/4 = —1/2. Donc dét(A) = —1. ‘

Solution : Comme A € O(3), on sait que le coefficient a3, valant ici 1/2, est égal a dét(A) fois le mineur
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4. (2 pts) Déterminer les caractéristiques géométriques de A.

’Solution : D’apres ce qui précede, A est une rotation gauche # —I3, donc une symétrie tournée d’anti-axe D :‘
Ker(A+1I3) et d’angle 6 & déterminer. On a 1 = Tr(A) = dét(A)+2cos(f) d’ou cos(f) = 1 et donc 6 = 0, donc A est
la symétrie orthogonale par rapport au plan P = D=, (On pouvait aussi voir cela en disant que A est symétrique,
donc est la matrice d’une symétrie orthogonale.) Déterminons D = Ker(A + I3) = Ker(24 4 213). On a :

2 V2 =2 0 -2 0 0 —V2
V2 3 W2 3 —4 02 3

0
0
0

V2

244203\ _ [-v2 -1 3 | a—a+vee | —2v2 -1 4 | c—orvio | —2V2 -1
I3 B 1 0 0 C3—C3—-C> 1 0 0 1 0
( 0 1 0 ) V2 1 -1 V2 11
0 0 1 0 0 1 0 0 1
V2
donc D est engendrée par le vecteur W = | 1 | et donc P = D+ est le plan vectoriel d’équation Vor+ y+2z=0,

1
et A est la symétrie orthogonale par rapport a P. ‘

L
5. (2 pts) Déterminer le vecteur T'= O f(O), puis I'écrire T = v + u, avec u € P = Ker(A — I3) et v € P—.

| NG |

Solution : On a T = | 2 | et sa projection sur P- = D = R7 est donnée par :
4

2V/2
9

(7 | ) 24141 5
-2
Pusu=T—-v= 0 .
| 2 |
6. (2,5 pts) Déterminer I'ensemble P des points fixes de ¢ = t_,, o f, puis déterminer les caractéristiques

géométriques de f.

=
‘Solution : D’abord, comme Ej =1id, alors § = f est la symétrie orthogonale par rapport au plan P. Donnons‘
deux méthodes pour déterminer les points fixes I(x,y, z) de g.

lére méthode. Le vecteur Og(O) =T — u = v appartient & D = Ker(A 4 I3) donc pour tout A € R on a
g(O+ M) =g(0)+AM)=0+v—-IAv=0+ (1 - N,

1 1
et I'on voit que A = 1— X\ lorsque A = 2 donc le point I = O+ 51} = 047 est un point fixe de g. D’apres le cours, on

sait alors que ’ensemble des points fixes de g est le plan affine P = I+ P. De plus, comme ((’)? | )= (" | 7) =4,
on obtient que P est le plan affine d’équation V2z + y+z=4.

x
2éme méthode. Les points fixes I(z,y, z) de g sont les solutions du systeme 0 = Ig(J) = (A—I3) |y | + T — u,
z
x
ie. 2(A—13) |y | =2(u—T) = —2v. On obtient donc le systeme :
z

—22 — 2y —V2z = —42

V2w —y—z=-4

V2 —y—z=-4
dans lequel Lo = L3 et L1 = V2L, donc ce systeme équivaut a 1’équation V2z + y + 2z =4, et 'on trouve bien le
plan affine de direction P, qui passe par le point I(\/i, 1,1) = O + 7 (ou, par exemple, par le point J(\/§, 2,0)).

Enfin, comme u € P, alors f = t, 0 g est la symétrie orthogonale glissée par rapport au plan affine P et de vecteur
de glissement w. ‘
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Exercice 3. (7 pts) Déterminez s'il existe un endomorphisme nilpotent u de R'2 vérifiant les conditions 1. ou 2.
ci-dessous : donnez une justification en cas de réponse négative (2 pts), et en cas de réponse positive, déterminez la
matrice de la forme normale de Jordan de u (4 pts) puis montrez que u vérifie bien les conditions données (1 pt).

1. rang(u) = 9, rang(u?) = 5, rang(u®) = 2, u* = 0.

’Solution : D’apres le théoreme du rang, les dimensions des Ker(ui) sont données par le tableau suivant (on rappelle‘
que u° = id donc Ker(u’) = {0}) :

1 0 1 2 3 4
dimKer(uv') |012-9=3|12-5=7|12—-2=10 12

donc la suite des dimensions des noyaux est (0,3, 7,10, 12) et donc la suite des différences successives est :
(3-0,7—-3,10—-7,12—-10) = (3,4, 3,2).

]Cette suite n’est pas décroissante, i.e. n’est pas une partition, donc un tel u ne peut pas exister. ‘

2. rang(u) = 8, rang(u?) = 5, rang(u®) = 2, rang(u?) = 1, u® = 0.

’Solution : D’apres le théoreme du rang, les dimensions des Ker(ui) sont données par le tableau suivant : ‘

1 0 1 2 3 4 )
dimKer(uv') |0]12—-8=4(12-5=7|12—-2=10|12—-1=11 |12

donc la suite des dimensions des noyaux est (0,4,7,10,11,12) et donc la suite des différences successives est :

(4-0,7—4,10—7,11—10,12 — 11) = (4,3,3,1,1).

Cette suite est décroissante et forme une partition q de 12, dont le diagramme est : . Sa transposée
p = q a pour diagramme , donc p = (5, 3,3,1). Considérons alors la matrice de Jordan :
Js | 010 0
g — 0|Js| O 0
P 0] 0 |Js 0
0]0|0|J1=0
01 0 0O
00100 010
otJs=]|0 0 0 1 0|etJs=|0 0 1], etsoitul’endomorphisme de R'? défini par Jp. D’apres le cours,
00 0 01 0 0 0
0 0 0 0

on sait que la partition associée a la suite des noyaux de u est p = q = (4, 3,3,1,1), donc les dimensions des Ker(ui)
sont données par le tableau suivant :

i 01 2 3 4 5
dimKer(u’) |04 |4+3=7|7+3=10|10+1=11 | 11+ 1 = 12

|et donc u convient, et sa forme normale de Jordan est Jp. |

Exercice 4. (7 pts) Soit (P, R?) un plan affine euclidien, muni d’un repére orthonormé R = (O, B), ott B = (e1, e3)
est la base canonique de R?, qui est orthonormée. On note (z1,22) les coordonnées dans le repere R. Pour tout
A € R, soit C\ = {(z1,22) € P | 23 + (1 — Nz} — 221 = 0}.
1. (0,5 pt) Soit Q la forme quadratique sur R? définie par Q(z1e; 4 xoez) = o3 + (1 — \)z7, et soit ¢ sa forme
polaire. Ecrire la matrice Matg(¢).

|
|

1-X 0

Solution:OnaMatB((b)Z( 0 1

), et son déterminant est A =1 — A.
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2. (1,5 pt) Déterminer en fonction de A la nature de C, (ellipse, parabole ou hyperbole).

’ C) est une hyperbole & A<0 & A>1 ‘
Solution : On sait que : Cy est une parabole < A=0 < A=1
’ Cyn estuneellipse < A>0 & A<l ‘

X2 y?
3. (1,5 pt) Quand Cy est une hyperbole (resp. ellipse), écrire son équation sous la forme —- — i 1 (resp.
a
X2 Y2
— + = 1),ouY =z et X =z —t avec t € R a préciser, et donner dans chaque cas les valeurs de a, b.
a
’Solution : On suppose A # 1. Alors ‘
1 2 1
1— A2 — 22 = (1— A ( —7) -
( )z z1 = ( )z 1 1\
1
et donc, en posant X = x1 — Y et Y = xq, 'équation de Cy se récrit : (1 — )\)X2 +Y2= —v soit :

(1-22X24+(1-NY?=1.
Distinguons maintenant les deux cas. Si Cy est une hyperbole, i.e. si A > 1, on a A — 1 > 0 et I’équation se récrit :

X2 Y?
(Hyperbole) A=1P2X2-(A-1)Y?=1= T — i =1,

A=12  (VA-1)?

1
eta=—— = b2

1
V=1 A—1"

Si Cy est une ellipse, i.e. si A < 1,on a1l — X > 0 et I’équation se récrit :

donc b =

X y?
I =1L

(1=2)2  (V1I-N)?

(Ellipse) (1-A?*X2+(1-NY2=1=

donc b = eta=—— =b?

1
| V1i— ) 1—X ' |

4. (1 pt) Quand C, est une hyperbole, donner, en fonction de X et Y, les équations des deux asymptotes de Cj.

X2 y?

a
PR ie. X = igY, et comme ici a = b?, on obtient
a

Solution : En général, les asymptotes sont données par

1
X=42bY=4—=-Y.
\ VA-1 |
5. (2,5 pts) Quand Cy est une ellipse, déterminer la valeur Ay pour laquelle Cy, est un cercle, dont on donnera
I’équation en fonction de X et Y. Puis, pour A # \g, donner les coordonnées (X,Y") de chacun des 4 sommets
de Pellipse et déterminer quel est le grand axe (axe focal) de Cy (on distinguera les cas A > Ag et A < Ag).

’Solution : Cx est un cercle si et seulement si b = a = b?, et comme b # 0 ceci est le cas si et seulement si b = 1,‘
i.e. si A = 0. Donc, pour \g = 0, on obtient le cercle Cy d’équation X2 +Y? = 1.

Lorsque \ # 0, les 4 sommets de ellipses sont donnés par : X = 0 et Y = +b, d’une part, et Y = 0 et X = +a = +b?,
d’autre part.

Pour déterminer le grand axe (axe focal), il faut voir lequel des deux, entre a et b, est le plus grand, i.e. voir si a/b
est > 1 ou < 1. Ici, a = b donc b/a=1/b=+1— X, et ceci est > 1 si et seulement si 1 — A > 1, i.e. si A < 0= ).
Par conséquent, si 0 < A < 1, le grand axe est ’axe des X, puis pour A = 0 on obtient un cercle, puis pour A < 0
|le grand axe est I'axe des Y. |

Exercice 5. (7,5 pts) Soient ( | ) le produit scalaire standard sur R™, B la base canonique, F un sous-espace vectoriel
de R", 7 la projection orthogonale sur E, C = (v1,...,v,) une base arbitraire de E, M = Matg(v1,...,vp) €
M, »(R). Soient ¢ = (| )g la restriction de (| ) & E et G = Mat¢(¢), ot G = (gi,j)1<i,j<p, avec g;; = (v; | vj).
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1. (1,5 pt) Soient Cy une base orthonormée de E et P = Matc,(C). Exprimer G en fonction de P, et en déduire
que dét(G) > 0.

| Solution : Comme Cy est une base orthonormée de E, on a Matc, (¢) = I, et donc G = Matc(¢) égale ' PI,P ="PP. |
| Comme dét(*P) = dét(P), on a donc dét(G) = dét(P)* > 0. |

7 (v1]Y)
2. (1,5 pt) Atout Y = © | € R" on associe le vecteur X = € R?. En le justifiant, exprimer X
Yn (’UP | Y)
en fonction de M et Y.
’Solution : Pour tout ¢ = 1,...,p, soit V; € R" le vecteur colonne exprimant v; dans la base B. Alors, d’une part,‘

v; | Y) =tV;Y et, d’autre part, M a pour colonnes Vi,...,V,, donc ‘M a pour lignes 'V, ..., V,. On en déduit
P P
’que X ='MY. ‘

tq

P
3. (2 pts) On pose 7(Y) = tyvy +---+tpvp et T = | 1 | € RP. En calculant (v; | thvj), pour i =1,...,p,
tp =1
montrer que X = GT.
’Solution : D’abord, comme 7(Y") est la projection orthogonale de Y sur E, alors pour i = 1,...,pon a (v; | Y) _|
(v; | m(Y')), puisque Y — 7(Y") est orthogonal & E donc aux v;. Donc, pour i =1,...,p, on a

(0i | V) = (v [ 7(Y)) = (vi | D tjv;) = t;(vi|v;) = ngtj

— j=1

| et ceci montre que X = GT. |

4. (1 pt) Déduire des questions précédentes une formule exprimant T en fonction de Y, M et G.

Solution : D’apres la question 1., G est inversible, donc les égalités X = ‘MY = GT entrainent T'= G~ ‘MY

1 0
5. (1,5 pt) Onprend n =4, p=2, v = 1 et vy = ; . Ecrire la matrice G et calculer G~!; puis, prenant
1 3
1
Y = g , déterminer les réels ¢y, to tels que w(Y) = t1v1 + tavs.
2
. 4 6 . ‘
Solution : On a (v1 | v1) =4, (v1 | v2) = 6 et (ve | v2) = 14, donc G = 6 14) dét(G) = 56 — 36 = 20, et
1 (14 -6 /7 =3 1 1 1 1
-1 _ _ -t _ y N . v
G = 20 (6 4 ) 0 <3 9 > On a aussi ‘M (0 1 9 3) et donc, d’apres la question précédente,

N WO
I
—_
O‘H
/l_\
w\]
o |
w
'
TN
o
N~
I
—_
O‘H
N\
[« BN e
N~
I
Ut =
N
w w
N

Explication. Ce qui précéde est utilisé pour faire de la « régression linéaire », c.-a.-d., étant donnés n points
Ai(z;,y;) dans le plan R?, avec z; # x; si i # j, déterminer la droite affine Ag qui approxime le mieux ces points,
au sens suivant. A toute droite affine A d’équation y = ax + b, on associe le réel > 0 ci-dessous :

n

d(A) = (yi — ax; — b)?

i=1
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c.-a.-d., la somme, pour i = 1,...,n, du carré de la distance entre le point donné A;(x;,y;) et le point correspondant
Bi(z;,b+ az;) de A d’abscisse x;. On voit que d(A) est le carré de la norme euclidienne dans R™ (ot n = nombre
de points) du vecteur

Y1 }
Y — bvy — avs, o Y= 9|, wv= 1
Yn 1

Soit E le sous-espace vectoriel de R" engendré par v; et vy et soit m(Y") la projection orthogonale de Y sur E. Pour
toute droite affine A d’équation y = b+ az, correspondant au vecteur bvy + avy de E, le vecteur m(Y) — buy — ave
appartient & E donc est orthogonal & Y — 7(Y") donc, d’apres le théoréme de Pythagore, on a

d(D) = [IY = boy —avs|? = Y = a(Y)|]* + [7(Y) = bor — ava|? > |[Y —=(Y)|,
avec égalité si et seulement si bvy +avy = m(Y). Par conséquent, il existe une unique droite affine Ay telle que d(Ag)
Y1
soit minimum : c’est la droite d’équation y = t1 + tox, ou t1v; + tavs est la projection orthogonale de Y = :
Yn
2
Sous les hypotheses de la question 5.5, on a n = 4 et l'on se donne les 4 points A;(x;,y;), pour i = 1,2,3,4,

t
sur E = Vect(vy, v2), et d’apres la question 5.4, ¢1, to sont donnés par la formule <t1) =G My,

X1 0 Y1 1
N ) 1 Y2 0 . . . . N
ou vy = s =15 et Y = Vs = [ 3] voir la figure ci-dessous. Alors la droite « qui passe le plus pres
T4 3 Ya 2

possible » de ces points est la droite Ay d’équation y = t1 + tox, ot t; = to = 3/5, i.e. by = 3(x + 1)

A3(2,3)
3 °
21 Ay ® 4,(3,2)
Al (07 1)
1le
A>(1,0)
4 0O 1 2 3 4

Exercice 6. (7 pts) Soient A € R et E()) le C-espace vectoriel des suites complexes (uy, )nen qui vérifient la relation

de récurrence linéaire ’ Uy — Mpy1 + Up4o = 0, pour tout n € N.

1. (1,5 pt) Sous quelle condition sur A existe-t-il a # 3 dans C tels que les deux suites géométriques o = (") pen
et B = (8" )nen appartiennent a E())? Déterminer dans ce cas o3 et a + 3.

‘ Solution : Une suite géométrique (2"),en appartient & E()) si et seulement si z est racine du polynéme X2 —AX +1. ‘
Donc E(A) contient deux suites géométriques distinctes si et seulement si ce polynéme a dans C deux racines
distinctes, i.e. si et seulement si son discriminant A = A\? — 4 est non nul, ce qui équivaut & \ # +2. Dans ce cas,

‘la factorisation X? —AX +1= (X —a)(X —3) donne aff =1, dott f=a *, et A = a+ 3. ‘

On suppose la condition précédente vérifiée et 'on fixe un entier N > 2. Pour tout z € C, on rappelle que 2° =1,
et si z=a+ib (ot a,b€R), on note Im(z) = b sa partie imaginaire.

2. (1,5 pt) Montrer que Ep(A) = {(un)nen € E(N) | up = 0} est un C-espace vectoriel de dimension 1, et en
donner un générateur qu'on exprimera en fonction de a et 3.

’Solution : Comme E(A) est de dimension 2 et contient les suites a et 3, qui sont linéairement indépendantes, celles- ‘
ci forment une base de E()). Tout élément u € E()) s’écrit donc de fagon unique u = za 4 2’ 3, avec 2,2’ € C.
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Comme o =1 = °, la condition ug = 0 équivaut & z’ = —z. Par conséquent, Fj (M) est un C-espace vectoriel de
’dimension 1, engendré par la suite u = o — 8 (i.e. up, = @™ — " = ™ —a™", pour tout n € N). ‘

3. (2,5 pts) Sous quelle condition sur « et 8 a~t-on vy11 = 0 pour toute suite v € Eg(\) ? Déterminer dans ce
cas les couples possibles («a, 8), en prenant Zm(«) > 0 > Zm(f), et les valeurs possibles pour A. (On trouvera
N couples (ag, Ok), pour k=1,..., N, donnant N valeurs distinctes A1,...,An).

‘ Solution : Comme Fy(\) est engendré par la suite u introduite a la question précédente, la condition vy+1 = 0 pour ‘
tout v € Ep(\) équivaut 20 = uny; = oM 1 —a V71 e a o>+ — 1. Donc « doit étre une racine 2(N+1)-ieme
de I'unité, donc de la forme exp (2ikm/2(N +1)) = exp (ikm/(N+1)) et alors 3 = o' =@ = exp (—ikr /(N +1)),
a priori pour k = 0,1,...,2(N +1) — 1. Mais k = 0 et k = N + 1 sont exclus car on aurait « = +£1 = 3, qui
est exclu. De plus, la partie imaginaire de exp (ikw/(N + 1)) est sin (kn/(N + 1)), qui est > 0 si et seulement

k k —ik
si0 < Ni—tl < T, le.sik = Lk. .., N. On trouve donc les couples (ag, ;) = (exp (]\ji:l),exp (Nli—kwl)) et les
valeurs A\, = oy, + O, = 2cos (Ni—:l)’ pour k =1,..., N. Comme cos est strictement décroissante sur [0, 7], les A

’sont bien deux a deux distincts. ‘

4. (1,5 pt) On fixe k € {1,..., N} et Pon rappelle que Zm(ag) > 0 > Im(Bk). Soit xr = (Tk.n)nen 'unique

Lk,1
. —
élément de Eo(Ag) tel que a1 = kTﬂk (o1 4% = —1); écrire explicitement le vecteur Xj = : e RV,
i :
Tk,N

)

’Solution : On a x3, = z(ax — B) pour un certain z € C*, et x1 = (ay — fx)/2i donne z = 1/2i. Donc, pour tout n,

sin(N+1)
r_pgr 1 ink ink k sin (2T
Onaxk,nz%2%:2*1-<6XP(§”+W1)_6XP(1\;Z_7;)) :sin(]\?;_fl)etdonconan: ]\fv-ﬁ-l e RV,
., Nkm
SIH(N+1)
0 1 0 0
1 0 1
Exercice 7. (7,5 pts) Soient N un entier >2et A= g 1 .. .. | € My(R), ie. les coefficients juste
: i .0 1
o --- 0 1 0

au-dessus et en-dessous de la diagonale valent 1, et tous les autres sont nuls. Par ailleurs, on note ( | ) le produit
scalaire standard sur R™, défini par (X | Y) =XV

1. (1 pt) Citer un théoréme du cours qui assure que A est diagonalisable dans My (R).

’Solution : A est une matrice symétrique a coefficients réels, donc A est diagonalisable, et ses espaces propres sont‘
’deux & deux orthogonaux pour le produit scalaire standard ( | ) sur RY. ‘

Tk,1
2. (3pts) Pour k=1,..., N, solent \; et X} = : € RY comme dans les questions 6.3 et 6.4. En écrivant
TN
Tk,1
le systeme (A — A\pIn) : = 0 et en utilisant I'exercice 6, montrer que X}, est un vecteur propre de A

LTk,N
pour la valeur propre Ax. En déduire que A a N valeurs propres distinctes A1, ..., Ay que 'on précisera.
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) . Tk,1
1 A 1 . : Th,2
Solution : L’égalité 0 1 0 = 0 équivaut au systeme :
Tp N_
: . — Ak 1 ;’N !
0 - 0 1 =X N
—ApZp1 Tk =0
Tk —ATpo  +Tp3 =0
Tp,N—2 —ATpN—1 FTpn =0
Tp,N-1 —Mxpn =0.
En posant zj,0 = 0 = 2, ny+1, ceci équivaut aux relations xy ; — ApZk,iv1 + Thit2 =0 pour 2 =0,1,..., N — 1, qui
sont vérifiées puisque, par construction, les z;; pour ¢ =0,..., N 4+ 1 sont les N + 2 premiers termes d’une suite

zp = (Tgn)nen vérifiant la relation de récurrence linéaire xy , — AgZk i1 + Th 2 = 0.

km
Ceci montre que X}, est un vecteur propre de A pour la valeur propre Ax. On obtient ainsi que Ay = 2 cos (N n 1)
est valeur propre de A, pour k = 1,..., N. Comme ces N valeurs propres sont deux & deux distinctes, ce sont les

‘seules valeurs propres de A, et chaque espace propre Vy, est de dimension 1, engendré par le vecteur Xj. ‘

N-1
Soit ¢ la forme quadratique sur RY définie par q(z1,...,xN) =2 Z ZTiT;11, €t soit ¢ sa forme polaire.

i=1

3. (0,5 pt) Ecrire la matrice B de ¢ dans la base canonique de RY.

‘Solution :On a B =A. .

4. (1,5 4+ 1,5 = 3pts) En utilisant les questions précédentes déterminer, en le justifiant, la signature de ¢ lorsque
N = 2p est pair, et lorsque N = 2p 4 1 est impair.

’Solution : D’apres le théoreme de diagonalisation simultanée, la signature de ¢ est le couple (r,s), ou 7 (resp. s)‘
est le nombre de valeurs propres de A qui sont > 0 (resp. < 0). Or, sur [0, 7], la fonction cos est > 0 sur [0,7/2[,

Nki 1) est > 0
(resp. < 0) si et seulement si k < (N +1)/2 (resp. k > (N +1)/2), et que A\, = 0 n’est possible que si N est impair
et k = (N 4 1)/2. Par conséquent, si N = 2p (resp. N = 2p + 1), alors (N + 1)/2 égale p + (1/2) (resp. p+ 1), et
I’on obtient que :

s’annule en /2, et est < 0 sur |7/2,7]. Donc, pour k € {1,..., N}, on obtient que A\, = cos(

(a) Si N = 2p, alors Ay,..., A, sont > 0, tandis que Ap11,...Agp sont < 0, donc la signature est (p,p).

(b) Si N =2p+1, alors Aq,...,\, sont > 0, puis App1 = 0, et A\pta, ... Agpy1 sont < 0, donc la signature
’ est encore (p, p). ‘




