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27 Théorie des groupes

Nous rassemblons dans cette section un certain nombre de résultats de
théorie des groupes qui seront utilisés au fur et à mesure, dans la suite
du cours. D’autre part, chacun de ces résultats est important en soi (pour
l’Agrégation, par exemple).

27.1 Ordre d’un élément, théorème de Lagrange

Lemme 27.1.1 (Théorème de Lagrange) 1 Soient G un groupe fini et
H un sous-groupe. L’ordre de H divise celui de G ; plus précisément, on a

|G| = |H| · |(G/H)|.

Démonstration. C’est clair, car G est réunion disjointe des classes à
gauche gH, et chacune est de cardinal |H|. ¤

Définition 27.1.2 (Indice d’un sous-groupe) Le cardinal de G/H s’ap-
pelle l’ indice de H dans G.

Définition et proposition 27.1.3 (Ordre d’un élément) Soient G un
groupe arbitraire et g ∈ G. On note 〈g〉 le sous-groupe engendré par g ; c’est
l’ensemble des gn, pour n ∈ Z.

11736-1813, cf. [ChL, §4.2]
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Si 〈g〉 est fini, son cardinal s’appelle l’ordre de g ; c’est le plus petit
entier d > 0 tel que gd = 1, on a 〈g〉 ∼= Z/dZ et tout n ∈ Z tel que gn = 1
est un multiple de d.

Si 〈g〉 est infini, il est isomorphe à Z, et dans ce cas on dit que g est
d’ordre infini.

Démonstration. L’application Z → 〈g〉, n 7→ gn est un morphisme de
groupes surjectif. S’il est injectif, c’est un isomorphisme de Z sur 〈g〉.

Sinon, son noyau K est un sous-groupe non nul de Z, donc de la forme
dZ, où d est le plus petit élément > 0 de K, et le reste de la proposition en
découle. ¤

Corollaire 27.1.4 Soient G un groupe fini et g ∈ G. Alors g est d’ordre
fini, divisant |G|. En particulier, si n = |G|, alors gn = 1 pour tout g ∈ G.

Définition 27.1.5 SoitG un groupe fini, de cardinal n. Le PPCM des ordres
des éléments de G s’appelle l’ exposant de G. D’après ce qui précède, c’est
un diviseur de |G|.

27.2 Groupes en action

Définition 27.2.1 Soit E un ensemble. L’ensemble Bij(E) des bijections de
E sur E forme un groupe, pour la composition des applications.

Définition 27.2.2 (Action d’un groupe sur un ensemble) SoientG un
groupe et E un ensemble. On dit que G agit sur E si l’on s’est donné un
morphisme de groupes, pas nécessairement injectif, φ : G → Bij(E). Pour
tout g ∈ G, x ∈ E, on écrit g · x, ou simplement gx, au lieu de φ(g)(x).

L’application G × E → E, (g, x) 7→ gx s’appelle l’action de G sur E.
On voit facilement que la condition que φ : G → Bij(E) soit un morphisme
de groupes équivaut aux deux conditions suivantes : pour tout x ∈ E et
g, g′ ∈ G,

(A) 1 · x = x et g · (g′x) = (gg′) · x.
Donc, se donner une action de G sur E équivaut à se donner une application
G×E → E vérifiant les deux conditions ci-dessus.

Définition 27.2.3 (Points fixes) Soit G un groupe opérant sur un en-
semble X. L’ensemble des points fixes est

XG = {x ∈ X | gx = x, ∀g ∈ G}.
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Lemme 27.2.4 Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble X et soit
x ∈ X. Notons O(x) l’orbite de x et Gx son stabilisateur. L’application
φx : G→ O(x) induit une bijection G/Gx

∼→ O(x) et donc l’on a

|G| = |Gx| · |O(x)|.

Démonstration. Posons H = Gx. Pour tout g ∈ G, h ∈ H, on a φx(gh) =
gx = φx(g). Par conséquent, φx induit une application ψx : G/H → O(x),
définie par ψx(gH) = gx. Cette application est clairement surjective. Reste
à voir qu’elle est injective. Pour cela, il faut voir que si ψx(gH) = ψx(g′H)
alors gH = g′H. Mais ceci est clair, car si gx = g′x alors x = g−1g′x et donc
g−1g′ ∈ H, d’où g′ ∈ gH et g′H = gH. Ceci prouve la première assertion, et
la seconde découle alors du lemme 27.1.1. ¤

Définition 27.2.5 Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. On dit
que l’action est transitive si les éléments de X forment une seule orbite
pour l’action de G.

Définition 27.2.6 (Action d’un groupe sur une k-algèbre) Soit k un
anneau et soit A une k-algèbre.

1) Un k-automorphisme de A est un automorphisme d’anneau φ : A ∼→ A
tel que φ(λ) = λ pour tout λ ∈ k. L’ensemble des k-automorphismes de A
forme un groupe, noté Autk(A).

2) Soit G un groupe arbitraire. On dit que G agit sur la k-algèbre A (sous
entendu : par automorphismes d’algèbre) si l’on s’est donné un morphisme
de groupes φ : G → Autk(A). Ceci équivaut à se donner, pour tout g ∈ G,
un automorphisme de k-algèbre φ(g), de telle sorte que φ(gh) = φ(g)φ(h).
Pour a ∈ A et g ∈ G, on notera simplement g(a) au lieu de φ(g)(a).

3) On note AG = {a ∈ A | g(a) = a,∀g ∈ G}. C’est une sous-k-algèbre
de A, appelée la sous-algèbre des invariants de G.

Exemple 27.2.7 Le groupe µn(C) des racines n-èmes de l’unité dans C agit
sur C[X] par ξ ·P (X) = P (ξX), c.-à-d., si P = a0 + a1X + · · ·+ adX

d, alors

ξ · P = a0 + a1ξX + a2ξ
2X2 + · · ·+ adξ

dXd,

pour tout ξ ∈ µn(C). On voit que P est invariant si et seulement si ai = 0
pour i 6∈ nZ. Par conséquent, la sous-algèbre des invariants est C[Xn].
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27.3 Groupes symétriques et théorème de Cayley

Définition 27.3.1 On note Sn le groupe des permutations de {1, . . . , n}, c.-
à-d., des bijections de {1, . . . , n} sur lui-même. C’est un groupe de cardinal
n!, car une permutation σ est déterminée par la donnée de σ(1), pour lequel
il y a n choix, puis de σ(2), pour lequel il reste n− 1 choix, etc.

Notation 27.3.2 On représente en général un élément τ de Sn par son
écriture « à deux lignes » : sur la première ligne, on écrit 1, 2, 3, . . . , n, dans
cet ordre, et sur la seconde on écrit les nombres τ(1), τ(2), τ(3), . . . , τ(n).
Ainsi, par exemple,

τ =
(

123456
356124

)

est un élément de S6. Pour certaines permutations, on utilise une écriture
plus condensée, introduite ci-dessous.

Définition 27.3.3 (Transpositions et cycles) Pour i 6= j, on note (ij)
la permutation qui échange i et j et laisse les autres éléments inchangés.

Plus généralement, pour r ≥ 2, on dit que τ est un r-cycle s’il existe
i1, . . . , ir, deux à deux distincts, tels que τ(j) = j pour j 6∈ {i1, . . . , ir} et

τ(i1) = i2, τ(i2) = i3, · · · , τ(ir−1) = ir, τ(ir) = i1.

Dans ce cas, on note τ = (i1i2 · · · ir), et l’on dit que l’ensemble {i1, . . . , ir}
est le support du cycle τ . Par exemple, dans S6, (253) et (1635) désignent,
respectivement, les permutations suivantes :

(
123456
152436

)
et

(
123456
625413

)
.

Si τ est une transposition, il est clair que τ2 = id. Plus généralement, si c est
un r-cycle, on voit que les éléments id, c, . . . , cr−1 sont deux à deux distincts,
et cr = id. Par conséquent, c est d’ordre r.

Lemme 27.3.4 Soient c = (i1 · · · ir) un r-cycle et τ ∈ Sn. Alors c′ = τcτ−1

est le r-cycle (τ(i1) · · · τ(ir)).

Démonstration. C’est clair car si j 6∈ {τ(i1), . . . , τ(ir)} alors cτ−1(j) =
τ−1(j) et donc c′(j) = j ; d’autre part, pour tout k = 1, . . . , r on a c′(τ(ik)) =
τ(ik+1) (avec la convention ir+1 = i1). ¤
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Remarque 27.3.5 Si E est un ensemble quelconque à n éléments, alors le
groupe Bij(E) est isomorphe à Sn. En effet, on peut identifier E à {1, . . . , n}
en choisissant une numérotation x1, . . . , xn des éléments de E.

Proposition 27.3.6 (Théorème de Cayley) Soit G un groupe fini, de
cardinal n. Alors G est isomorphe à un sous-groupe de Sn.

Démonstration. On fait opérer G sur lui même par translation à gauche ;
c.-à-d., pour g ∈ G, soit τg l’application G→ G, h 7→ gh. C’est une bijection
de G sur lui-même (d’inverse τg−1), et l’application G→ Bij(G), g 7→ τg, est
injective (car g = τg(1)), et est un morphisme de groupes puisque

∀g, g′, h ∈ G, (τg ◦ τg′)(h) = τg(g′h) = gg′h = τgg′(h).

Ceci prouve la proposition. ¤

27.4 Décomposition en cycles, engendrement par les trans-
positions

Remarque 27.4.1 On voit facilement que des cycles de supports disjoints
commutent. Par exemple, si σ = (25) et τ = (1364) alors

στ =
(

123456
356124

)
= τσ.

Théorème 27.4.2 (Décomposition en cycles de supports disjoints)
Tout élément de Sn s’écrit de façon unique comme produit de cycles de sup-
ports disjoints.

Démonstration. Par récurrence sur n. C’est clair si n = 2, car S2 =
{id, (12)}. Supposons le théorème démontré pour Sn−1 et soit σ ∈ Sn. Consi-
dérons l’orbite sous 〈σ〉 de 1 :

E = {σi(1) | i ≥ 1},

et soit r son cardinal. Notons σ1 la restriction de σ à E ; c’est un r-cycle.
Si r = n, alors σ = σ1 est un n-cycle. Sinon, soit σ2 la restriction de σ à
{1, . . . , n} \E. Par hypothèse de récurrence, σ2 s’écrit comme un produit de
cycles de supports disjoints, et donc il en est de même de σ = σ1σ2. Ceci
prouve l’existence. De plus, si

σ = c1 · · · cs = c′1 · · · c′t
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sont deux décompositions de σ en produit de cycles de supports disjoints,
alors, quitte à renuméroter les ci et c′j , on peut supposer que 1 appartient
au support de c1 et c′1. Alors c1 et c′1 sont tous deux égaux au cycle

c = (1σ(1)σ2(1) · · ·σr−1(1)),

où r est le cardinal de l’orbite sous 〈σ〉 de 1. Notons F le complémentaire de
cette orbite dans {1, . . . , n}. Alors

c2 · · · cs = c′2 · · · c′t

sont deux décompositions en produit de cycles de supports disjoints de c−1σ,
considéré comme élément de Bij(F ). Par hypothèse de récurrence, on obtient
que t = s et que ci = c′i pour i = 2, . . . , s (quitte à renuméroter les c′j). Ceci
prouve l’unicité. Le théorème est démontré. ¤

Théorème 27.4.3 (Sn est engendré par les transpositions) Sn est en-
gendré par les transpositions si = (i, i+ 1), pour i = 1, . . . , n− 1.

Démonstration. On procède par récurrence sur n. Le résultat est clair
pour n = 2. Supposons n ≥ 3 et le résultat établi pour n − 1. On identifie
Sn−1 au sous-groupe de Sn formé des permutations τ telles que τ(n) = n.
Posons si = (i, i + 1), pour i = 1, . . . , n − 1, et notons H le sous-groupe de
Sn engendré par les si.

Soit σ ∈ Sn. Si σ(n) = n, alors σ ∈ Sn−1 et donc, par hypothèse de
récurrence, σ appartient au sous-groupe engendré par les si, pour i ≤ n− 2,
donc a fortiori σ ∈ H. On peut donc supposer que σ(n) = i < n. Mais alors,
siσ(n) = i+ 1, et si i+ 1 < n alors si+1siσ(n) = i+ 2, etc. On obtient ainsi
que

sn−1 · · · siσ(n) = n.

Alors, d’après ce qui précède, τ := sn−1 · · · siσ appartient à H et donc σ =
si · · · sn−1τ appartient aussi à H. Ceci prouve le théorème. ¤

Le théorème ci-dessous sera utile plus loin (29.4).

Théorème 27.4.4 Sn est engendré par chacun des sous-ensembles suivants :

1) les transpositions (1, i), pour i = 2, . . . , n ;

2) pour j fixé, les transpositions (ij), avec i 6= j ;

3) une transposition et un n-cycle arbitraires.
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Démonstration. Pour trois éléments distincts i, j, k ∈ {1, . . . , n}, on a

(∗) (jk)(ij)(jk) = (ik).

En particulier, on a (1, i) = (1, i − 1)(i − 1, i)(1, i − 1). On en déduit que
le sous-groupe engendré par les (1, i) contient s1, s2, . . . , sn−1 donc égale Sn.
Ceci prouve 1).

Fixons j arbitraire, et soit Hj le sous-groupe engendré par les (ij), pour
i 6= j. On a vu que H1 = Sn. Pour j 6= 1, on a (ij) = (1j)(1i)(1j) pour tout
i 6= j ; par conséquent Hj est conjugué à H1 donc égale Sn. Ceci prouve 2).

Prouvons 3). Notons H le sous-groupe engendré par τ et c. Traitons
d’abord le cas où τ = (12) et c = (12 · · ·n). Dans ce cas, on a, pour k =
1, . . . , n− 2,

ck =
(

1 2 3 · · · n
k + 1 k + 2 k + 3 · · · k

)
.

Par conséquent, d’après le lemme 27.3.4, ck(12)c−k est la transposition (k+
1, k+2). Donc, H contient les transpositions (i, i+1), pour i = 1, . . . , n− 1,
qui engendrent Sn d’après le théorème 27.4.3. On obtient donc H = Sn dans
ce cas.

Maintenant, soient τ = (ij) et c arbitraires. D’abord, en conjugant si
nécessaire τ et c par la transposition (j, c(i)), on se ramène au cas où j = c(i).

On se ramène ensuite au cas déjà traité comme suit. Lorsque k décrit
0, 1, . . . , n−1, les éléments ck(i) décrivent {1, . . . , n} ; on peut donc considérer
la permutation φ ∈ Sn définie par

φ(r) = cr−1(i), pour r = 0, 1, . . . , n− 1.

(En particulier, φ(1) = i et φ(2) = c(i) = j). Alors, la conjugaison par φ−1

envoie H sur le sous-groupe de Sn engendré par φ−1(ij)φ = (12) et

φ−1(ic(i)c2(i) · · · cn−1(i))φ = (12 · · ·n).

Celui-ci égale Sn, et donc H = Sn. Le théorème est démontré. ¤

27.5 Action sur k[X1, . . . , Xn] et signature

Lemme 27.5.1 Soit k un anneau commutatif. Tout élément σ ∈ Sn induit
un k-automorphisme φσ de la k-algèbre k[X1, . . . , Xn], défini par

(∗) φσ(Xi) = Xσ(i), ∀i = 1, . . . , n.

L’application σ 7→ φσ est un morphisme de groupes injectif ; par consé-
quent, Sn s’identifie à un sous-groupe du groupe des k-automorphismes de
k[X1, . . . , Xn].
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Démonstration. D’après la propriété universelle de A := k[X1, . . . , Xn],
il existe, pour tout σ ∈ Sn, un unique morphisme de k-algèbres φσ : A→ A
vérifiant (∗). De plus, il résulte de (∗) que φid = idA et que φσ◦φτ = φστ . Ceci
entraîne, d’une part, que chaque φσ est un automorphisme de A, d’inverse
φσ−1 , et, d’autre part, que l’application σ 7→ φσ est un morphisme de groupes
de Sn dans Autk(A). Enfin, (∗) montre aussi que φσ = idA ssi σ = id, et
donc σ 7→ φσ est un isomorphisme de Sn sur le sous-groupe {φσ}σ∈Sn de
Autk(A). ¤
Notation 1) Pour tout P ∈ k[X1, . . . , Xn], on écrira simplement σ(P ) au
lieu de φσ(P ).

2) Le groupe à deux éléments est noté {±1} en notation multiplicative.

Théorème 27.5.2 (Signature d’une permutation) Il existe un unique
morphisme de groupes surjectif ε : Sn → {±1} tel que ε(τ) = −1 pour toute
transposition τ = (ij). On l’appelle la signature.

Démonstration. Soit k un corps de caractérisque 6= 2, par exemple k = Q.
Alors 1 6= −1 dans k et donc {1,−1} est un sous-groupe de k×. On a vu que
Sn opère par automorphismes d’algèbre sur A = k[X1, . . . , Xn]. Considérons
le polynôme

Vn =
∏

1≤i<j≤n

(Xi −Xj).

Soit σ ∈ Sn. Alors σ(Vn) =
∏

1≤i<j≤n(Xσ(i) −Xσ(j)) et, pour tout i < j,

σ(Xi −Xj) =
{

Xσ(i) −Xσ(j), si σ(i) < σ(j);
−(Xσ(j) −Xσ(i)), si σ(j) < σ(i).

On en déduit que

(∗) σ(Vn) = (−1)`(σ)Vn,

où
`(σ) = |{i < j | σ(i) > σ(j)}|

est le nombre d’inversions de σ. On définit alors la signature de σ par :

ε(σ) = (−1)`(σ).

C’est un morphisme de groupes Sn → {±1}. En effet, pour σ, τ ∈ Sn on a

ε(στ)Vn = (στ)(Vn) = σ(ε(τ)Vn) = ε(τ)ε(σ)Vn,



Patrick Polo 197

d’où ε(στ) = ε(σ)ε(τ).
D’autre part, pour i < j soit τij la transposition qui échange i et j. On

vérifie facilement que les inversions de τij sont les couples (i, j) et (i, k), (k, j)
pour i < k < j ; leur nombre est 1 + 2(j − i− 1), d’où ε(τij) = −1.

Enfin, puisque les transpositions engendrent Sn, d’après le théorème
27.4.3, ε est uniquement déterminé. Le théorème est démontré. ¤

Définition 27.5.3 1) On dit qu’une permutation σ ∈ Sn est paire, resp.
impaire, si ε(σ) = 1, resp. −1. Ceci équivaut à dire que σ s’écrit comme
produit d’un nombre pair (resp. impair) de transpositions.

2) Ker ε est appelé groupe alterné d’ordre n, et noté An. Il est formé
des permutations paires, et est de cardinal n!/2.

Exemple 27.5.4 Pour n = 2, S2
∼= {±1} et A2 = {1}. Pour n = 3, S3 est

un groupe non-commutatif d’ordre 6, et A3 est isomorphe à Z/3Z et formé
des permutations 1 = id et c, c2 = c−1, où

c =
(

123
231

)
, c2 = c−1 =

(
123
312

)
.

27.6 Conjugaison des cycles, générateurs de An

Théorème 27.6.1 Soit r ≤ n. Tous les r-cycles de Sn sont conjugués, et
sont de signature (−1)r−1.

Démonstration. Soit c = (i1i2 · · · ir) un r-cycle arbitraire et soit c0 le
r-cycle (12 · · · r). Choisissons une bijection de {r+ 1, . . . , n} sur {1, . . . , n} \
{i1, . . . , ir} et soit τ la permutation définie par τ(k) = ik pour k ≤ r et
τ(k) = φ(k) pour k > r. Alors, on vérifie facilement que τc0τ−1 = c. Ceci
prouve la première assertion. En particulier, on a ε(c) = ε(c0). Par consé-
quent, il suffit de calculer ε(c0). Or, on voit facilement que

s1s2 · · · sr−1 = c0,

d’où ε(c0) = (−1)r−1. ¤

Théorème 27.6.2 (Générateurs de An) On a A2 = {1} et, pour n ≥ 3,
An est engendré par les produits de deux transpositions et aussi par les 3-
cycles.
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Démonstration. Il est clair que A2 = {1}. Supposons n ≥ 3 et soit σ ∈ An.
D’après le théorème 27.4.3, on peut écrire σ comme un produit

si1si2 · · · siN (où si = (i, i+ 1)).

Comme ε(si) = −1 pour tout i, l’entier N ci-dessus est pair, disons N = 2m.
Par conséquent,

σ = (si1si2) · · · (si2m−1si2m)

appartient au sous-groupe engendré par les produits de deux transpositions.
Ceci prouve la première assertion.

D’après le théorème 27.6.1, tout 3-cycle appartient à An. Donc, pour
établir la deuxième assertion, il suffit de montrer que tout produit (ij)(pq)
de deux transpositions appartient au sous-groupe de An engendré par les
3-cycles. Trois cas peuvent se produire. Si {i, j} = {p, q}, alors (ij) = (pq)
et le produit est l’identité. Si les ensembles {i, j} et {p, q} ont un élément en
commun, on peut supposer que q = j. Dans ce cas, on voit facilement que
le produit (ij)(jp) envoie p sur i, i sur j, et j sur p, et laisse inchangés les
autres nombres ; c’est donc le 3-cycle (ijp).

Enfin, supposons {i, j} et {p, q} disjoints. Dans ce cas, considérons le
produit de 3-cycles σ := (ijp)(jpq). On vérifie que σ envoie i sur j, j sur i,
p sur q et q sur p, et laisse inchangés les autres nombres. Donc (ijp)(jpq) =
(ij)(pq), et ceci achève la preuve de la deuxième assertion. Le théorème est
démontré. ¤

27.7 Groupes résolubles

Soit G un groupe fini. Si H est un sous-groupe de G, on écrira H CG ou
bien GBH pour signifier que H est un sous-groupe normal de G.

Définition 27.7.1 G est résoluble s’il existe une suite finie de sous-groupes

G = G0 BG1 B · · ·BGr BGr+1 = {1}

telle que le groupe quotient Gi/Gi+1 soit abélien, pour i = 0, . . . , r.

Définition 27.7.2 1) Pour x, y ∈ G, on définit leur commutateur [x, y] :=
xyx−1y−1. On a [x, y] = 1 ssi xy = yx, c.-à-d., ssi x et y commutent.

2) On appelle groupe dérivé de G, et on note D(G), le sous-groupe de
G engendré par les commutateurs [x, y], pour x, y ∈ G. On a D(G) = {1}
ssi G est abélien.
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Pour tout morphisme φ : G→ G′, il est clair que φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)].

Lemme 27.7.3 1) On a D(G) = φ(D(G)) pour tout automorphisme de G.
En particulier, D(G) est un sous-groupe normal de G.

2) Si H est un sous-groupe de G, on a D(H) ⊆ D(G)

3) Si π : G→ G′ est un morphisme surjectif, alors D(G′) = π(D(G)).
4) Soit H CG. Alors G/H abélien ⇔ H ⊇ D(G).

Démonstration. 1) Soit φ un automorphisme de G. Alors φ(D(G)) est le
sous-groupe engendré par les φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)], donc égale D(G).

2) H est le sous-groupe engendré par les [x, y], pour x, y ∈ H, donc est
contenu dans D(G). Il est clair que π(D(G)) ⊆ D(G′). Réciproquement,
D(G′) est engendré par les commutateurs [π(x), π(y)] = π([x, y]), donc est
contenu dans π(D(G)). Ceci prouve 3). Enfin, posons G′ = G/H et notons
π la projection G→ G′. Alors

G′ abélien ⇔ {1} = D(G′) = π(D(G)) ⇔ D(G) ⊆ H.

Ceci prouve 4). ¤

Définition 27.7.4 On pose D0(G) = G, D1(G) = D(G) et pour i ≥ 1 on
définit Di+1(G) = D(Di(G)). D’après ce qui précède, chaque Di+1(G) est
normal dans Di(G) et le quotient Di(G)/Di+1(G) est abélien. La suite

GBD1(G) BD2(G) B · · ·

s’appelle la série dérivée de G, et Di(G) s’appelle le i-ème groupe dérivé
de G.

Proposition 27.7.5 G est résoluble ssi il existe r ≥ 0 tel que Dr(G) = {1}.
Démonstration. Si Dr(G) = {1} alors, comme chaque Di(G)/Di+1(G)

est abélien, il résulte de la définition que G est résoluble. Réciproquement,
supposons G résoluble. Alors il existe une suite finie

G = G0 BG1 B · · ·BGr−1 BGr = {1}

telle que chaque Gi/Gi+1 soit abélien. Alors, on déduit du lemme précédent
(points 4. et 2.) que D(G) ⊆ G1, puis que D(D(G)) ⊆ D(G1) ⊆ G2, etc. On
obtient ainsi, par récurrence, que Di(G) ⊆ Gi pour tout i. Par conséquent,
Dr(G) = {1}. La proposition est démontrée. ¤
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Corollaire 27.7.6 Soient G un groupe, H un sous-groupe arbitraire, N un
sous-groupe normal, et G′ = G/N .

1) Si G est résoluble, H et G′ le sont aussi.
2) Réciproquement, si N et G′ sont résolubles, G l’est aussi.

Démonstration. Notons π la projection G→ G′. En procédant par récur-
rence, on déduit du lemme 27.7.3 (points 2. et 3.) que Di(H) ⊆ Di(G) et
π(Di(G)) = Di(G′) pour tout i ≥ 0. Par conséquent, si G est résoluble, H
et G′ le sont aussi.

Réciproquement, supposons N et G′ résolubles. Alors, il existe r, s ≥ 1
tels que Ds(N) = {1} et {1} = Dr(G′) = π(Dr(G)), d’où Dr(G) ⊆ N . Alors
Dr+s(G) ⊆ Ds(N) = {1}, et ceci montre que G est résoluble. ¤

Exemples 27.7.7 1) Le groupe symétrique S3 est résoluble car A3
∼= Z/3

et S3/A3
∼= {±1}.

2) Exercice : S4 est résoluble. On note (ij) la permutation qui échange
i et j. Montrer que les éléments de A4 d’ordre ≤ 2 sont l’identité et les trois
permutations suivantes : (12)(34), (13)(24) et (14)(23). Montrer que ces 4
éléments forment un groupe isomorphe à (Z/2)× (Z/2), noté V4, et normal
dans A4. En utilisant le fait que |A4| = 12, en déduire que A4/V4

∼= Z/3,
puis en conclure que S4 est résoluble.

27.8 An n’est pas résoluble, pour n ≥ 5

Proposition 27.8.1 Si n ≥ 5, tout 3-cycle appartient à D(An). Par consé-
quent, on a An = D(An) = Di(An), pour tout i ≥ 1.

Démonstration. Soit (abc) un 3-cycle arbitraire. Choisissons deux élé-
ments d, e dans {1, . . . , n} \ {a, b, c} ; ceci est possible puisque n ≥ 5. Consi-
dérons la permutation

σ := (adc)(bec)(acd)(bce).

Comme (acd), resp. (bce), est l’inverse de (adc), resp. (bec), alors σ est le com-
mutateur de (acd) et (bec), donc appartient à D(An). Calculons les images
par σ de a, b, c, d, e. On a :





a→ c→ b
b→ c→ d→ c
c→ e→ c→ a
d→ a→ d
e→ b→ e
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et, bien sûr, σ laisse inchangés les autres nombres. Donc, σ = (abc) !
Comme les 3-cycles engendrentAn, d’après le théorème 27.6.2, ceci montre

que An = D(An), et donc An = Di(An) pour tout i ≥ 1. La proposition est
démontrée. ¤

Corollaire 27.8.2 Pour n ≥ 5, An et Sn ne sont pas résolubles.

Démonstration. Soit n ≥ 5. An n’est pas résoluble, puisque An = Di(An)
pour tout i ≥ 1. Par conséquent, Sn ne l’est pas non plus, d’après le corollaire
27.7.6. Plus précisément, comme tout commutateur est de signature 1, on
a D(Sn) ⊆ An pour tout n, et l’égalité An = D(An) entraîne a fortiori
An = D(Sn). ¤

Remarque 27.8.3 En fait, on a D(Sn) = An pour tout n. C’est clair pour
n = 2, et pour n ≥ 3 il suffit de montrer que tout 3-cycle (ijk) est un
commutateur dans Sn. C’est bien le cas, car (ijk) = (jk)(ij)(jk)(ij).

Définition 27.8.4 On dit qu’un groupe G est simple s’il est non abélien
et si ses seuls sous-groupes distingués sont {1} et G. Dans ce cas, on a néces-
sairement D(G) = G. En particulier, un groupe simple n’est pas résoluble.

Remarque 27.8.5 On peut montrer, en fait, que An est simple pour n ≥ 5.
Voir, par exemple, [Pe1, §I.8] ou [Ja1, Thm. 4.11].

27.9 Groupes abéliens finis

Le théorème fondamental de structure pour les modules de type fini sur
un anneau principal vu au chapitre 5 (21.2.2) donne, en particulier, le théo-
rème ci-dessous, puisqu’un groupe abélien fini est un module de type fini et
de torsion sur l’anneau principal Z !

Théorème 27.9.1 (Structure des groupes abéliens finis)
1) Soit A un A-groupe abélien fini. Alors

A ∼= Z/(a1)⊕ Z/(a2)⊕ · · · ⊕ Z/(ar),

pour des entiers a1, . . . , ar > 0 vérifiant ai | ai+1 pour i = 1, . . . , r − 1, et
uniquement déterminés.

2) Cette décomposition se raffine comme suit. Soit ar = pm1
1 · · · pmn

n la
décomposition de ar en facteurs irréductibles. On a la décomposition primaire

A =
n⊕

i=1

A(pi),
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et chaque A(pi) se décompose en une somme directe

A(pi) =
ti⊕

s=1

Z/(pi)ns(pi),

où la suite 1 ≤ n1(pi) ≤ · · · ≤ nti(pi) est uniquement déterminée. En parti-
culier, nti(pi) = mi et AnnA(pi) = (pmi

i ).

D’autre part, on a le lemme suivant.

Lemme 27.9.2 Pour tout diviseur d de n, le groupe cyclique Z/nZ contient
un élément x d’ordre d.

Démonstration. Écrivons n = dr ; alors l’image r de r dans Z/nZ est
d’ordre n/r = d. Plus généralement, pour m ∈ Z× arbitraire, son image m
dans Z/nZ est d’ordre n/s, où s est le PGCD de m et n.

En effet, écrivons m = m′s et n = n′s ; alors m′ et n′ sont premiers entre
eux. Si `m est un multiple de n, disons kn, alors

`m′s = `m = kn = kn′s,

d’où kn′ = `m′ et donc n′ divise `, d’après le lemme de Gauss. Ceci montre
que l’ordre de m est m′ = n/s. ¤

Corollaire 27.9.3 Soit A un groupe abélien fini de cardinal n et soit m son
exposant, c.-à-d., le PPCM des ordres des éléments de A. Alors, il existe
un élément de A d’ordre m. De plus, pour tout diviseur premier p de n, il
existe un élément de A d’ordre p.

Démonstration. D’après le théorème de structure des groupes abéliens
finis, on a

A ∼= Z/(a1)⊕ Z/(a2)⊕ · · · ⊕ Z/(ar),

pour des entiers a1, . . . , ar > 0 vérifiant ai | ai+1 pour i = 1, . . . , r − 1.
Comme tout élément de Z/(ai) a pour ordre un diviseur de ai, donc de ar,
on voit que l’exposant de A est ar, d’où la première assertion.

D’autre part, n = |A| égale a1 · · · ar donc les diviseurs premiers de n sont
les diviseurs premiers de m. La deuxième assertion découle alors du lemme
précédent. ¤

Remarque 27.9.4 On peut ainsi démontrer le corollaire de façon élémen-
taire, sans invoquer le théorème de structure, cf. un exercice des TD.
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27.10 Centre d’un groupe et équation des classes

Définition 27.10.1 (Centre d’un groupe) Soit G un groupe. On appelle
centre de G, et l’on note Z(G), le sous-ensemble

Z(G) = {h ∈ G | ∀g ∈ G, hg = gh}.

Lemme 27.10.2 Z := Z(G) est un sous-groupe de G, tel que φ(Z) = Z
pour tout automorphisme de G. En particulier, Z(G) est un sous-groupe
distingué.

Démonstration. D’abord, Z(G) contient l’élément 1. Soient z, z′ ∈ Z(G)
et g ∈ G. D’une part, l’égalité gz = zg entraîne z−1g = gz−1. D’autre part,
on a gzz′ = zgz′ = zz′g. Ceci montre que Z(G) est un sous-groupe de G.
Observons aussi que

(†) Z(G) = {z ∈ G | ∀g ∈ G, gzg−1 = z}.
Soit φ un automorphisme de G. Pour tout g ∈ G, on a

φ(z) = φ(g)φ(z)φ(g)−1,

et comme φ(g) parcourt G, ceci montre que φ(z) ∈ Z, c.-à-d., φ(Z) ⊆ Z. De
même, φ−1(Z) ⊆ Z et donc φ(Z) = Z. Ceci prouve le lemme. ¤

Remarque 27.10.3 1) G est abélien ssi G = Z(G).
2) Pour un groupe G 6= {1} arbitraire, on peut avoir Z(G) = {1}. C’est

le cas, par exemple pour G = S3 (exercice !).

Proposition 27.10.4 (Équation des classes) Soit G un groupe fini ; on
le fait opérer sur lui même par conjugaison, c.-à-d., g ·h = ghg−1 pour g, h ∈
G. Les orbites sont appelées classes de conjugaison. Les points fixes sont
exactement les éléments de Z(G) et, si l’on désigne par O(x1), . . . ,O(xr) les
orbites dans G \ Z(G), on a l’équation des classes :

(∗∗) |G| = |Z(G)|+
r∑

i=1

|G|
|CG(xi)| ,

où CG(xi) = {g ∈ G | gxig
−1 = xi} désigne le centralisateur dans G de

xi.

Démonstration. Que les points fixes soient exactement les éléments de
Z(G) est clair. La seconde assertion résulte du fait que G est la réunion dis-
jointe de Z(G) et des orbites O(xi), chacune étant de cardinal |G|/|CG(xi)|
d’après le lemme 27.2.4. ¤
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27.11 p-groupes et théorèmes de Sylow

Définition 27.11.1 (p-groupes finis) Soit p un nombre premier. Un grou-
pe fini G est un p-groupe si |G| est une puissance de p.

Lemme 27.11.2 (Points fixes d’un p-groupe) Soit G un p-groupe fini
agissant sur un ensemble fini X. Alors

|XG| ≡ |X| mod p.

En particulier, si |X| 6∈ pZ, alors XG 6= ∅.
Démonstration. Soit x ∈ X\XG. Alors, le cardinal de l’orbite Gx est > 1,

et divise |G| = pn, donc est divisible par p. Le lemme en découle, puisque X
est la réunion disjointe de XG et des orbites dans X \XG. ¤

Théorème 27.11.3 (Centre d’un p-groupe fini) Soit G un p-groupe fini
6= {1}.

1) Z(G) est 6= {1}, donc contient un élément d’ordre p.
2) G possède au moins un sous-groupe distingué d’indice p.

Démonstration. Z(G) est un groupe abélien, de cardinal divisant |G| =
pn. De plus, d’après l’équation des classes (27.10.4) et le lemme précédent,
Z(G) est 6= {1}, donc son cardinal est divisible par p. Il contient donc au
moins un élément d’ordre p, d’après le corollaire 27.9.3. Ceci prouve 1).

On démontre 2) par récurrence sur |G|. Si G est abélien, il est somme
directe de sous-groupes cycliques

G = Zx1 ⊕ · · · ⊕ Zxr.

Alors le sous-groupe H = Zpx1 ⊕
⊕

i>1 Zxi est d’indice p. On peut donc
supposer G non abélien. Alors G/Z(G) est un p-groupe non trivial, de car-
dinal < |G| d’après 1). Donc, par hypothèse de récurrence, G/Z(G) possède
un sous-groupe normal H d’indice p, et l’image réciproque de H dans G est
un sous-groupe normal d’indice p. Le théorème est démontré. ¤

Définition 27.11.4 Soient G un groupe fini, p un nombre premier divisant
|G|, et pn la plus grande puissance de p divisant |G|. On appelle p-sous-
groupe de Sylow de G tout sous-groupe de G de cardinal pn.

Que de tels sous-groupes existent n’est pas immédiat ; ceci a été établi en
1872 par Sylow, qui a démontré les points 1), 2) et 3) du théorème ci-dessous.
Dans la littérature, ces trois assertions sont parfois appelées les théorèmes I,
II et III de Sylow.
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Théorème 27.11.5 (Théorèmes de Sylow) Soient G un groupe fini, p
un nombre premier divisant |G|, et pn la plus grande puissance de p divisant
|G|. Notons Sp(G) l’ensemble des sous-groupes de G de cardinal pn. Alors :

1) Sp(G) est non-vide, c.-à-d., il existe au moins un sous-groupe de G de
cardinal pn.

2) Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow.
De plus, ces derniers sont tous conjugués, c.-à-d., pour tout H,H ′ ∈ Sp(G),
il existe g ∈ G tel que H ′ = gHg−1.

3) |Sp(G)| divise |G| et est congru à 1 modulo p.

Démonstration. On démontre 1) par récurrence sur |G|. Considérons
l’équation des classes :

(∗∗) |G| = |Z(G)|+
r∑

i=1

|G|
|CG(xi)| ,

où O(x1), . . . ,O(xr) sont les classes de conjugaison dans G \ Z(G). Comme
p divise |G|, de deux choses l’une.

i) Si p ne divise pas |Z(G)|, alors il existe i ∈ {1, . . . , r} tel que p ne divise
pas |G|/|CG(pi)| ; alors pn divise le cardinal de CG(xi), qui est un sous-groupe
propre de G, puisque xi 6∈ Z(G). Donc, par hypothèse de récurrence, CG(xi)
contient un sous-groupe de cardinal pn.

ii) Si p divise Z(G), alors Z(G) contient un élément x d’ordre p, d’après
le corollaire 27.9.3. Comme gxg−1 = x pour tout g ∈ G, le sous-groupe
〈x〉 est normal dans G, et G := G/〈x〉 est de cardinal pn−1s < |G|. Par
hypothèse de récurrence, G contient un sous-groupe H de cardinal pn−1, et
l’image réciproque de H dans G est de cardinal pn. Ceci prouve 1).

Soit maintenant P un p-sous-groupe de Sylow de G et soit Q un p-sous-
groupe arbitraire de G. Alors Q agit par translations à gauche sur X = G/P ,
de cardinal premier à p. Donc, d’après le lemme 27.11.2, XQ est non vide,
c.-à-d., il existe g ∈ G tel que QgP = gP . Alors g−1Qg ⊆ P . Ceci prouve la
première assertion de 2). Si de plus Q est un p-sous-groupe de Sylow, alors
g−1Qg est, comme P , de cardinal pn et donc g−1Qg = P . Ceci prouve 2).
En particulier, Sp(G) est une orbite sous G, donc son cardinal divise celui
de G.

Reste à voir que |Sp(G)| ≡ 1 modulo p. Soit P ∈ Sp(G). Faisons agir P
sur Sp(G) par conjugaison ; alors P est un point fixe, et toute orbite non-
triviale est de cardinal divisible par p (puisque P est un p-groupe). Donc
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il suffit de montrer que P est l’unique point fixe de P dans Sp(G). Soit
Q ∈ Sp(G) un tel point fixe, alors xQx−1 = Q pour tout x ∈ P , c.-à-d., P
normalise Q.

Soit N le sous-groupe de G engendré par P et Q ; son ordre divise celui
de G et, par conséquent, P et Q sont des p-sous-groupes de Sylow de N .
D’une part, Q est normalisé par Q et P , donc est normal dans N . D’autre
part, d’après le point 2) appliqué à N , il existe n ∈ N tel que nQn−1 = P ,
d’où P = Q. Ceci achève la preuve du point 3) et du théorème. ¤

On a utilisé dans la preuve de 3) le corollaire ci-dessous de 2).

Corollaire 27.11.6 Soient G un groupe fini et P un p-sous-groupe de Sylow
de G. Si P est normal, c’est l’unique p-sous-groupe de Sylow de G.

Corollaire 27.11.7 (Théorème de Cauchy) 2 Soient G un groupe fini et
p un diviseur premier de |G|. Alors G contient un élément d’ordre p.

Démonstration. Ceci résulte du premier théorème de Sylow et du théo-
rème 27.11.3. ¤

Exercice 27.11.8 (Une application des théorèmes de Sylow) Soit G
un groupe fini de cardinal 42 ou 84. Montrer que G n’est pas simple (étudier
les 7-sous-groupes de Sylow).

Remarque 27.11.9 La démonstration des points 1) et 2) est tirée de [Se,
§8.4] ; celle du point 3) de [Pe1, §I.5].

28 Polynômes symétriques et groupes de Galois

On va donner dans le paragraphe suivant une démonstration du « théo-
rème fondamental de l’algèbre » (3.1.1) basée sur la théorie de Galois, le
premier théorème de Sylow, et la structure des p-groupes finis 27.11.3. Pour
une autre démonstration, voir [Sa], Appendice au Chap. II.

28.1 Une application de Galois plus Sylow : C est algébri-
quement clos

Lemme 28.1.1 1) Tout nombre complexe z 6= 0 admet n racines n-ièmes
dans C.

2) Tout P ∈ C[X] de degré 2 est scindé.
21789-1857, cf. [ChL, §4.2]



Patrick Polo 207

3) Tout P ∈ R[X] de degré impair admet au moins une racine dans R.

Démonstration. 1) (Ce fait a déjà été utilisé, de façon cruciale, dans la
démonstration d’Argand, cf. 3.2). Posons z = reiθ, avec r > 0 et θ ∈ [0, 2π[,
et soit n

√
r la racine n-ième de r dans R+. Alors, les racines n-èmes de z sont

les nombres complexes

n
√
r ei

θ+2kπ
n , k = 0, . . . , n− 1.

2) On peut supposer P unitaire. Écrivant

P = X2 − 2aX + b = (X − a)2 + b− a2,

on voit que les deux racines de P sont a±√a2 − b.
3) La fonction R → R, x 7→ P (x) est continue. De plus, comme P est

de degré impair, on a limx→±∞ P (x) = ±∞. Donc, d’après le théorème des
valeurs intermédiaires, il existe x0 ∈ R tel que P (x0) = 0. ¤

Démontrons maintenant que C est algébriquement clos. On rappelle qu’en
caractéristique 0, tout polynôme est séparable, (Corollaire 25.2.4).

D’abord, l’extension R ⊂ C est de degré 2 et galoisienne, car C est le
corps de décomposition du polynôme X2 +1. Le groupe de Galois Gal(C/R)
est d’ordre 2, donc isomorphe à Z/2Z ; il est engendré par la conjugaison
complexe τ : z 7→ z, où z = x− iy si z = x+ iy, x, y ∈ R.

Soit P ∈ C[X] un polynôme irréductible et soit K un corps de décom-
position de P sur C. D’après le théorème 26.1.5, l’extension C ⊆ K est
galoisienne. Posons G1 = Gal(K/C) et n = [K : C] = |G1|, et écrivons
n = 2dr, avec r impair. Alors,

[K : R] = [K : C] [C : R] = 2d+1r.

D’après le théorème 24.2.5, l’automorphisme τ de C se prolonge en un auto-
morphisme τ̃ de K. Posons G2 = AutR(K).

Lemme 28.1.2 L’extension R ⊂ K est galoisienne, de groupe G2.

Démonstration. En effet, KG2 ⊆ KG1 ∩Keτ = Cτ = R. ¤
Maintenant, d’après le théorème de Sylow, G possède au moins un sous-

groupe H de cardinal 2d+1. Alors, L := KH est de degré r sur R. Soient
x ∈ L et Q = IrrR(x) son polynôme minimal sur R. Alors degQ = [R(x) : R]
divise [L : R] = r donc est impair.
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Or, on a vu que tout polynôme réel de degré impair a une racine dans
R. Donc, Q étant irréductible, il est de degré 1, d’où x ∈ R. Ceci prouve que
L = R et donc r = 1. Par conséquent,

[K : C] = 2d.

Montrons que d = 0. Supposons, au contraire, d ≥ 1. Dans ce cas, G1 =
Gal(K/C) est un 2-groupe non trivial donc contient un sous-groupe (distin-
gué) H d’indice 2, d’après le théorème 27.11.3. Alors, K ′ = KH est de degré
2 sur C. Soit x ∈ K ′ \ C ; son polynôme minimal IrrC(x) est de degré 2 et
irréductible dans C[X]. Mais ceci est une contradiction, puisque dans C[X],
tout polynôme de degré 2 est scindé ! Cette contradiction montre que d = 0,
d’où [K : C] = 1. Ceci montre que C est algébriquement clos.

28.2 Groupe de Galois d’un polynôme

Théorème 28.2.1 (Gal(P/k) est un sous-groupe de Sn)
Soit k un corps et soit P ∈ k[X] un polynôme, resp. K/k une extension,
séparable de degré n. Soit L un corps de décomposition sur k de P , resp. K̃
une clôture galoisienne de K/k. Alors :

1) Gal(P/k) = Gal(L/k) est isomorphe à un sous-groupe de Sn, donc
son ordre divise n!.

1′) Gal(K̃/k) est isomorphe à un sous-groupe de Sn, donc d’ordre divisant
n!.

2) Si P est irréductible, Gal(P/k) agit transitivement sur les n racines
de P et donc son ordre est divisible par n.

3) Plus généralement, écrivons P = Pm1
1 · · ·Pmr

r , où les Pi sont irréduc-
tibles et deux à deux distincts. Posons di = degPi et Q = P1 · · ·Pr. Alors
Gal(P/k) = Gal(Q/k) est un sous-groupe de

Sd1 × · · · × Sdr .

Démonstration. Soit K/k une extension séparable de degré n. D’après le
théorème de l’élément primitif (26.7.3 ou 25.4.2), K = k[ξ] pour un certain
ξ ∈ K, et Q = Irrk(ξ) est séparable sur k, de degré n. Soit M un corps
de décomposition sur k de P . D’après la preuve du théorème 26.7.1, M est
une clôture galoisienne de K/k. Par conséquent, l’assertion 1′) est un cas
particulier de l’assertion 1), que nous allons établir.

Soient donc P ∈ k[X] un polynôme séparable de degré n, et L un corps
de décomposition de P sur k. L’extension k ⊆ L est galoisienne, d’après
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le deuxième théorème fondamental 26.1.5, et son groupe de Galois est noté
Gal(P/k). Soient x1, . . . , xn les racines de P dans K, et soit g ∈ Gal(P/k).
Comme g(P ) = P , alors g(x1), . . . , g(xn) sont les racines de P dans K ;
par conséquent, g induit une permutation σg ∈ Sn telle que g(xi) = xσg(i)

pour tout i = 1, . . . , n. On voit facilement que l’application g 7→ σg est un
morphisme de groupes. De plus, ce morphisme est injectif puisque les xi

engendrent K sur k. Ceci prouve 1) et 1′).
2) Si P est irréductible, ses racines x1, . . . , xn sont deux à deux distinctes

et forment l’orbite O(x1) de x1 sous G := Gal(P/k), d’après le corollaire
26.1.7. D’après le lemme 27.2.4, posant

H = StabG(x1) = {g ∈ G | g(x1) = x1},
l’on a |G| = |H| · |O(x1)| = n|H|. Ceci prouve 2).

3) Plus généralement, écrivons P = Pm1
1 · · ·Pmr

r et, pour i = 1, . . . , r,
soient di = degPi et αi1, . . . , αidi les racines de Pi dans K. Soit g ∈ G.
Comme g(Pi) = Pi, pour tout i, alors g permute les racines de chaque Pi et
donc induit une permutation

σg = (σg,1, . . . , σg,r) ∈ Sd1 × · · · × Sdr

telle que g(αij) = αiσg,i(j) pour tout i, j. Comme précédemment, l’applica-
tion g 7→ σg est un morphisme de groupes, et est injective puisque les αij

engendrent K sur k. Ceci prouve le point 3). ¤

Remarque 28.2.2 1) Observons aussi que, pour i fixé, les racines αij sont
deux à deux distinctes, puisque Pi est séparable par hypothèse. Par consé-
quent, |Gal(P/k)| est divisible par chaque di et donc par leur ppcm.

2) De plus, le polynôme minimal de αij est Pi. Comme Pi 6= Pi′ pour
i 6= i′, ceci entraîne que les αij sont deux à deux distincts.

28.3 Polynômes symétriques

Dans cette section, sauf mention contraire, k désigne un anneau com-
mutatif arbitraire. On a vu (27.5.1) que Sn s’identifie à un sous-groupe du
groupe des k-automorphismes de la k-algèbre k[X1, . . . , Xn].

Définition 28.3.1 Soit P ∈ k[X1, . . . , Xn]. On dit que P est un polynôme
symétrique si l’on a σ(P ) = P pour tout σ ∈ Sn, c.-à-d., si P est invariant
par toute permutation des variables X1, . . . , Xn. On note

k[X1, . . . , Xn]Sn
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la sous-algèbre des polynômes symétriques. (On voit facilement que c’est une
sous-algèbre.)

Exemple 28.3.2 Soit n = 2. Les polynômes X1 + X2, X1X2, et X2
1X2 +

X2
2X1 sont symétriques. Le polynôme X1 +X2

2 ne l’est pas.

Définition 28.3.3 (Polynômes symétriques élémentaires) On pose :

e1 = X1 + · · ·+Xn,
e2 =

∑
1≤i<j≤nXiXj ,

...
ek =

∑
1≤i1<···<ik≤nXi1 · · ·Xik ,

...
en = X1 · · ·Xn.

Ce sont des polynômes symétriques, appelés les polynômes symétriques
élémentaires.

28.4 Relations entre coefficients et racines d’un polynôme

Soient k un corps et P = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an un polynôme unitaire,

de degré n ≥ 1, à coefficients dans k. Soit K une extension de k dans laquelle
P est scindé. Alors, dans K[X], on a l’égalité

(1) P = (X − x1)(X − x2) · · · (X − xn),

où x1, . . . , xn sont les racines de P dans K, non nécessairement distinctes,
c.-à-d., comptées avec leur multiplicité.

Développons le terme de droite de (1). Le coefficient de Xn est, bien sûr,
1. Celui de Xn−1 est −(x1 + · · · + xn), c.-à-d., −e1(x1, . . . , xn), et celui de
Xn−2 est

∑
i<j xixj = e2(x1, . . . , xn). Plus généralement, le coefficient de

Xn−r est

(−1)r
∑

1≤i1<···<ir≤n

Xi1 · · ·Xir = (−1)rer(x1, . . . , xn).

En particulier, le coefficient constant est (−1)ne(x1, . . . , xn). On a donc ob-
tenu la proposition suivante.

Proposition 28.4.1 (Relation entre coefficients et racines d’un
polynôme)
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Soient k un corps, P = Xn + a1X
n−1 + · · · + an un polynôme unitaire de

degré n ≥ 1, à coefficients dans k, et x1, . . . , xn les racines de P dans une
extension K de k. Pour i = 1, . . . , n, on a

ai = (−1)i ei(x1, . . . , xn).

28.5 Le théorème fondamental des polynômes symétriques

Définition 28.5.1 (Éléments algébriquements indépendants) Soit A
une k-algèbre. Des éléments e1, . . . , en ∈ A sont dits algébriquement in-
dépendants sur s’ils vérifient la propriété suivante.

Soient T1, . . . , Tn des indéterminées et P ∈ k[T1, . . . , Tn].
Si P (e1, . . . , en) = 0, alors P = 0.

Ceci équivaut à dire que le morphisme de k-algèbres k[T1, . . . , Tn] → A défini
par φ(Ti) = ei est un isomorphisme ; ceci entraîne, en particulier, que la sous-
algèbre de A engendrée par e1, . . . , en est isomorphe à k[T1, . . . , Tn].

Théorème 28.5.2 (Théorème fondamental des polynômes symétri-
ques)
La sous-algèbre k[X1, . . . , Xn]Sn des polynômes symétriques est engendrée
sur k par les polynômes symétriques élémentaires e1, . . . , en. De plus, ces
éléments sont algébriquement indépendants sur k. Donc, tout polynôme sy-
métrique S s’écrit de façon unique comme un polynôme P (e1, . . . , en). En
résumé, on a un isomorphisme

k[X1, . . . , Xn]Sn ∼= k[e1, . . . , en],

et le terme de droite est un anneau de polynômes.

Exemple 28.5.3 Pour r ≥ 1, posons Sr = Xr
1 +· · ·+Xr

n. (Les Sr s’appellent
les sommes de Newton). On a S1 = e1, et

(1) e21 =
n∑

i=1

X2
i + 2

∑

i<j

XiXj , d’où S2 = e21 − 2e2.

De même,

e31 =
n∑

i=1

X3
i + 3

∑

i6=j

X2
i Xj + 3!

∑

i<j<k

XiXjXk.
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D’autre part,

e1e2 =

(∑

k

Xk

)
∑

i<j

XiXj


 =

∑

i<j

(X2
i Xj +XiX

2
j ) + 3

∑

i<j<k

XiXjXk.

Posant m21 =
∑

i6=j X
2
i Xj (voir 28.5.4 plus loin), on en déduit que

(2) m21 = e1e2 − 3e3 et S3 = e31 − 3e1e2 + 3e3.

Démonstration. k[X1, . . . , Xn] est un k-module libre, de base les monômes
Xν := Xν1

1 · · ·Xνn
n , pour ν ∈ Nn. (On rappelle que, dans ce paragraphe, k

désigne un anneau commutatif arbitraire.)
Posons I = {1, . . . , n}. On regarde Nn comme l’ensemble des applications

ν : I → N, i 7→ νi = ν(i). On fait agir Sn sur Nn par la formule :

(σν)(i) = ν(σ−1(i)), ∀σ ∈ Sn, ν ∈ Nn, i ∈ I.

On vérifie alors que σ(Xν) = Xσ(ν) pour tout ν.
Soit P ∈ k[X1, . . . , Xn] un polynôme symétrique. Écrivons P =

∑
ν cνX

ν ,
où les cν sont nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux. Comme les Xν sont
linéairement indépendants sur k, l’égalité

∑
ν

cνX
ν = P = σ(P ) =

∑
ν

cνX
σ(ν)

entraîne cν = cσ(ν), pour tout ν ∈ Nn et tout σ ∈ Sn. Par conséquent, P est
combinaison k-linéaire des polynômes symétriques obtenus en additionnant
les monômes dans une même orbite :

M(ν) :=
∑

µ∈Snν

Xµ.

Il est utile, maintenant, de choisir un représentant dans chaque orbite.

Définition 28.5.4 On dit que ν ∈ Nn est dominant s’il vérifie ν1 ≥ ν2 ≥
· · · ≥ νn ≥ 0. On notera Λ l’ensemble des n-uplets dominants. Il est clair
que toute orbite de Sn dans Nn contient exactement un élément de Λ. Pour
λ ∈ Λ, on désignera par mλ l’élément considéré plus haut, c.-à-d.,

mλ =
∑

µ∈Snλ

Xµ.
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Pour démontrer le théorème, on a besoin d’introduire sur Nn l’ordre lexi-
cographique, défini comme suit.

Définition 28.5.5 Soient µ, ν ∈ Nn. On dit que µ ≤ ν si µ = ν ou bien s’il
existe i ∈ {1, . . . , n} tel que µj = νj pour j < i, et µi < νi. C’est un ordre
total, c.-à-d., quelques soient µ, ν ∈ Nn, on a µ ≤ ν ou ν ≤ µ. De plus, ≤
est compatible avec l’addition sur Nn, c.-à-d.,

(†) µ ≤ ν
µ′ ≤ ν ′

}
=⇒ µ+ µ′ ≤ ν + ν ′.

D’autre part, soit λ un n-uplet dominant. On voit facilement que λ est
l’unique élément maximal, pour l’ordre ≤, de l’orbite Snλ. C.-à-d., on a :

(∗) ∀λ ∈ Λ, ∀µ ∈ Snλ, µ ≤ λ.

Le point crucial dans la démonstration du théorème 28.5.2 est le lemme
suivant.

Lemme 28.5.6 (Lemme-clé) Pour tout λ, λ′ ∈ Λ, on a

mλmλ′ = mλ+λ′ +
∑

θ∈Λ
θ<λ+λ′

cθmθ.

Démonstration. D’une part, il résulte de (∗) et (†) que

(1) mλmλ′ = Xλ+λ′ +
∑

µ∈Nn

µ<λ+λ′

cµX
µ.

D’autre part, écrivons

(2) mλmλ′ =
∑

θ∈Λ

aθmθ,

où aθ = 0 sauf pour un nombre fini d’indices. Posons E := {θ ∈ Λ | aθ 6= 0} ;
c’est un ensemble fini non-vide. Comme l’ordre lexicographique ≤ est un
ordre total, E admet un unique élément maximal θ0. On peut donc écrire :

(3) mλmλ′ = aθ0mθ0 +
∑

θ∈Λ
θ<θ0

aθmθ.

Alors, d’après (∗), le monôme Xθ0 n’apparaît que dans mθ0 , et θ0 est un
élément maximal de l’ensemble des µ ∈ Nn tels que Xµ intervienne avec un
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coefficient non nul dans l’écriture de mλmλ′ . Comparant avec (1), on obtient
que θ0 = λ+ λ′ et aθ0 = 1. On obtient donc que

mλmλ′ = mλ+λ′ +
∑

θ∈Λ
θ<λ+λ′

aθmθ.

Ceci prouve le lemme. ¤
On peut maintenant terminer la démonstration du théorème 28.5.2. Com-

me e1, . . . , en sont invariants par Sn, la sous-algèbre qu’ils engendrent, notée
k[e], est contenue dans la sous-algèbre des invariants. Pour montrer l’inclu-
sion réciproque

k[X1, . . . , Xn]Sn ⊆ k[e] := k[e1, . . . , en],

il suffit de montrer que mλ est un polynôme en e1, . . . , en, pour tout λ ∈ Λ.
On va montrer ceci par récurrence sur

N(λ) := λ1 + · · ·+ λn.

Si N(λ) = 0, alors λ = 0 et mλ = 1. Pour i = 1, . . . , n, posons

εi = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0),

où 1 apparaît i fois, et observons que mεi = ei.
Soit maintenant N ≥ 2 et supposons le résultat établi pour tout θ ∈ Λ

tel que N(θ) < N . Soit λ ∈ Λ tel que N(λ) = N . Si λ = (d, . . . , d) = dεn,
alors mλ = edn. Sinon, soit i l’unique entier ≥ 1 tel que

λ1 = · · · = λi > λi+1 ≥ · · ·λn.

Posons λ′ = λ − εi. Alors λ′ est dominant, et est < λ. De plus, d’après le
lemme précédent, l’on a

mλ = eimλ′ −
∑

θ∈Λ
θ<εi+λ′=λ

aθmθ.

Par hypothèse de récurrence, mθ ∈ k[e], pour tout θ < λ, y compris θ =
λ′. L’égalité ci-dessus montre alors que mλ ∈ k[e] Ceci prouve la première
assertion du théorème.

Il reste à voir que e1, . . . , en sont algébriquement indépendants sur k. Soit
P ∈ k[T1, . . . , Tn] non nul. Écrivons

P =
∑

ν∈Nn

cνT
ν ,
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et soit E = {ν | cν 6= 0}. C’est un ensemble fini non vide. Comme, pour
i = 1, . . . , n,

ei = X1X2 · · ·Xi + monômes plus petits,

on déduit de (†) que, pour tout ν ∈ Nn,

eν1
1 · · · eνn

n = Xν1+···+νn
1 Xν2+···+νn

2 · · ·Xνn
n + monômes plus petits.

Ceci conduit à considérer sur Nn l’ordre ¹ suivant. Observons que l’applica-
tion φ : Nn → Nn,

(ν1, . . . , νn) 7→ (
n∑

i=1

νi,
n∑

i=2

νi, . . . , νn)

est injective, car la donnée de φ(ν) permet de retrouver νn, puis νn−1, etc.
On pose alors

ν ¹ ν ′ ⇐⇒ φ(ν) ≤ φ(ν ′);

c’est une relation d’ordre sur Nn. Soit ν0 un élément maximal de E pour ¹.
Alors cν0 6= 0, et P (e1, . . . , en) égale cν0X

ν0 plus une combinaison linéaire
finie de monômes Xµ, avec µ < ν0 pour l’ordre lexicographique. Par consé-
quent, P (e1, . . . , en) 6= 0. Ceci montre que e1, . . . , en sont algébriquement
indépendants sur k. Le théorème est démontré. ¤

28.6 Invariants dans le corps des fractions

Lemme 28.6.1 Soient A un anneau intègre et K son corps des fractions.
Tout automorphisme τ de A se prolonge de façon unique en un automor-
phisme τ̃ de K. De plus, l’application τ 7→ τ̃ est un morphisme injectif de
groupes.

Démonstration. Soit τ ∈ Aut(A) et soient a, b ∈, avec b 6= 0. L’égalité
a = (ab−1)b dans K montre que toute extension τ̃ de τ doit vérifier

(∗) τ̃(ab−1) = τ(a)τ(b)−1.

Réciproquement, on peut définir une application τ̃ : K → K par la for-
mule ci-dessus. Elle est bien définie, car si ab−1 = cd−1 alors ad = bc, d’où
τ(a)τ(d) = τ(b)τ(c).

On vérifie alors sans peine que τ̃ est un automorphisme de K. De plus,
(∗) montre que ĩdA = idK et que σ̃τ = σ̃τ̃ . Donc τ 7→ τ̃ est un morphisme de
groupes, de Aut(A) vers Aut(K). Il est de plus injectif, puisque τ̃(a) = τ(a),
pour tout a ∈ A. ¤
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Proposition 28.6.2 Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions,
et G un groupe fini agissant par automorphismes sur A.

1) Tout élément de K s’écrit sous la forme a/b, où b ∈ AG.
2) Par conséquent, KG = Frac(AG).

Démonstration. 1) Soit x = c/d dans K. Comme G est fini, on peut écrire

x =
c

d
=
c
∏

g 6=1 g(d)∏
g∈G g(d)

,

et ceci prouve 1). D’autre part, il est clair que Frac(AG) = {ab−1 | a, b ∈
AG, b 6= 0} est un sous-corps de KG. Réciproquement, si x ∈ KG, on peut
écrire, d’après 1), x = a/b, avec b ∈ AG. Alors, pour tout g ∈ G, l’égalité
g(x) = x entraîne g(a) = a. Donc a ∈ AG et x ∈ Frac(AG). Ceci prouve la
proposition. ¤

28.7 Fractions rationnelles symétriques

Soit k un corps et soient X1, . . . , Xn des indéterminées. Le groupe symé-
trique Sn opère par automorphismes dans k[X1, . . . , Xn] et donc dans son
corps des fractions k(X1, . . . , Xn). On rappelle que e1, . . . , en désignent les
polynômes symétriques élémentaires.

Théorème 28.7.1 (Théorème des fractions rationnelles symétriques)

1) On a k(X1, . . . , Xn)Sn = k(e1, . . . , en).
2) Par conséquent, l’extension k(e1, . . . , en) ⊂ k(X1, . . . , Xn) est galoi-

sienne, de groupe Sn.

Démonstration. 1) résulte de la proposition précédente et du théorème
fondamental des polynômes symétriques. Le point 2) découle alors du théo-
rème d’Artin. ¤

Remarque 28.7.2 Soit X une autre indéterminée ; considérons le poly-
nôme suivant, à coefficients dans le corps k(e1, . . . , en),

(∗) Q = Xn − e1X
n−1 + · · ·+ (−1)nen.

Dans l’extension k(e1, . . . , en) ⊂ k(X1, . . . , Xn), ce polynôme a pour racines
X1, . . . , Xn, qui sont deux à deux distinctes. Par conséquent, Q est séparable
sur le corps k(e) := k(e1, . . . , en).
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28.8 L’équation générale de degré n

Soient k un corps, a1, . . . , an des indéterminées, K = k(a1, . . . , an) le
corps des fractions rationnelles en ces indéterminées. Soit X une autre indé-
terminée. Considérons le polynôme

(∗∗) P = Xn − a1X
n−1 + · · ·+ (−1)nan.

L’équation P (x) = 0 s’appelle l’équation générale sur k de degré n.
Lorsque car(k) = 0, on voudrait savoir s’il existe une formule « univer-

selle » exprimant les racines de P (dans une extension de K) comme une
fonction des ai obtenue par itération de fonctions polynômiales et de fonc-
tions « extraction de racines d-èmes » (pour tout entier d ≥ 2). Par exemple,
pour n = 2, on sait que les racines de

X2 − aX + b = 0

sont (a±√∆)/2, où ∆ désigne le discriminant a2−4b. On rappelle que cette
formule s’obtient en écrivant

X2 − aX + b = (X − a

2
)2 + b− a2

4
.

On verra plus loin qu’il existe des formules analogues, mais plus compliquées,
pour les équations de degré 3 ou 4, mais qu’il n’existe pas de telles formules
pour l’équation générale de degré n ≥ 5. Commençons par établir le théorème
suivant.

Théorème 28.8.1 (Sn est le groupe de Galois de l’équation générale
de degré n)
Soit L = K(x1, . . . , xn) un corps de décomposition sur K = k(a1, . . . , an) du
polynôme P ci-dessus. Alors l’extension K ⊂ L est galoisienne, de groupe
Sn. En particulier, les xi sont deux à deux distincts et P est séparable sur
K.

Plus précisément, soient X1, . . . , Xn des indéterminées et e1, . . . , en les
polynômes symétriques élémentaires en X1, . . . , Xn. Alors l’isomorphisme
φ : k[e1, . . . , en] ∼→ k[a1, . . . , an] défini par φ(ei) = ai pour i = 1, . . . , n
se prolonge en des isomorphismes

(†)
k(e1, . . . , en) ⊂ k(X1, . . . , Xn)

∼=
y ∼=

y
k(a1, . . . , an) ⊂ k(x1, . . . , xn)
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Démonstration. On a vu que les ei sont algébriquement indépendants
donc engendrent un anneau de polynômes. Par la propriété universelle, il
existe un unique φ comme indiqué, et c’est un isomorphisme puisque les
ai sont algébriquement indépendants. Par conséquent, φ induit un isomor-
phisme des corps de fractions, qu’on désignera encore par φ.

Posons Q = Xn − e1X
n−1 + · · · + (−1)en. Alors, k(Xi) est un corps

de décomposition sur k(ei) de Q. De plus, φ(Q) = P et, par hypothèse,
L = K(xi) est un corps de décomposition de P sur K. Donc, par le premier
théorème fondamental 24.2.5, φ se prolonge en un isomorphisme ψ : k(Xi)

∼→
L.

De plus, ψ induit une bijection entre l’ensemble des racines de Q et de P .
Par conséquent, les xi sont deux à deux distincts et P est séparable sur K.
Donc, d’après le deuxième théorème fondamental 26.1.5, l’extension K ⊂ L
est galoisienne. Déterminons son groupe de Galois Gal(L/K) = AutK(L).

On voit facilement que l’application τ 7→ ψ ◦τ ◦ψ−1 est un isomorphisme
de G = Autk(ei)(k(Xi)), dont l’isomorphisme inverse est par σ 7→ ψ−1◦σ◦ψ.
On obtient donc, en utilisant le théorème 28.7.1, les isomorphismes

Gal(L/K) ∼= Gal(k(X1, . . . , Xn)/k(e1, . . . , en)) ∼= Sn.

Ceci prouve le théorème. ¤

28.9 Discriminant d’un polynôme

Soit A un anneau commutatif. On rappelle que l’opérateur de dériva-
tion D : A[X] → A[X] est l’application A-linéaire définie par D(1) = 0 et
D(Xn) = nXn−1, pour tout n ≥ 1.

Lemme 28.9.1 Soient P1, . . . , Pr ∈ A[X]. On a

D(P1 · · ·Pr) =
r∑

i=1

P1 · · ·D(Pi) · · ·Pr.

Démonstration. Par récurrence sur r. On a déjà vu le cas r = 2 (Lemme
25.2.2). Supposons r ≥ 3 et le résultat établi pour r−1. D’après le cas r = 2,
l’on a

D(P1 · · ·Pr) = D(P1)P2 · · ·Pr + P1D(P2 · · ·Pr),

et le résultat découle alors de l’hypothèse de récurrence. ¤
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Théorème 28.9.2 (Discriminant du polynôme général de degré n)
Soient X1, . . . , Xn des indéterminées, et e1, . . . , en les polynômes symétriques
élémentaires en X1, . . . , Xn. Posons ai = (−1)iei. Soient T1, . . . , Tn d’autres
indéterminées. Il existe un unique polynôme ∆n ∈ Z[T1, . . . , Tn] tel que

(1) ∆n(a1, . . . , an) =
∏

1≤i<j≤n

(Xi −Xj)2.

Ce polynôme ∆n est appelé le discriminant du polynôme

P = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an,

et est aussi noté discP . De plus, on a

(2)
n∏

i=1

P ′(Xi) = (−1)
n(n−1)

2 ∆n(a1, . . . , an).

Démonstration. Posons Π =
∏

1≤i<j≤n(Xi − Xj)2 ; c’est un élément de
Z[X1, . . . , Xn]Sn . Donc, d’après le théorème fondamental des polynômes sy-
métriques 28.5.2, il existe un unique polynôme ∆−

n ∈ Z[T1, . . . , Tn], tel que

∆−
n (e1, . . . , en) = Π.

Soit φ l’automorphisme de Z[T1, . . . , Tn] défini par φ(Ti) = (−1)iTi pour
tout i, et soit ∆n = φ(∆−

n ). Alors, ∆n est l’unique élément de Z[T1, . . . , Tn]
vérifiant

∆n(a1, . . . , an) = ∆−
n (e1, . . . , en) = Π.

Ceci prouve la première assertion. De plus, comme

P = Xn +
n∑

i=1

(−1)ieiX
n−i =

n∏

i=1

(X −Xi),

il résulte du lemme précédent que

P ′ =
n∑

i=1

∏

j 6=i

(X −Xj).

Donc, pour i = 1, . . . , n, on a P ′(Xi) =
∏

j 6=i(Xi −Xj). Par conséquent,

n∏

i=1

P ′(Xi) =
∏

i6=j

(Xi −Xj) = (−1)
n(n−1)

2 Π.

Ceci prouve le théorème. ¤
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Corollaire 28.9.3 (Discriminant d’un polynome P ∈ k[X])
Soient k un corps et P = Xn +

∑n
i=1 aiX

n−i un polynôme unitaire de degré
n à coefficients dans k. Soit L une extension de k dans laquelle P est scindé
et soient x1, . . . , xn les racines de P dans L. Alors

∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)2 = ∆n(a1, . . . , an).

En particulier, P a une racine multiple ssi ∆n(a1, . . . , an) = 0.

Démonstration. Plaçons-nous dans l’anneau R = Z[X1, . . . , Xn] et posons
Vn =

∏
1≤i<j≤n(Xi − Xj) et Ai = (−1)iei pour i = 1, . . . , n. D’après le

théorème précédent, on a dans R l’égalité

(∗) V 2
n = ∆n(A1, . . . , An).

Soit φ l’unique morphisme d’anneaux de R dans L, défini par φ(Xi) = xi.
Pour r = 1, . . . , n, on a

φ(Ar) = (−1)r
∑

i1<···<ir

φ(Xi1 · · ·Xir) = (−1)rer(x1, . . . , xn) = ar.

Par conséquent, appliquant φ à l’égalité (∗), on obtient
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)2 = ∆n(a1, . . . , an).

La dernière assertion est alors claire. Le corollaire est démontré. ¤

Proposition 28.9.4 (Discriminant d’un trinôme Xn + pX + q)
Soient k un corps et p, q ∈ k. Le discriminant du trinôme P = Xn +pX+ q,
noté discP , égale

(−1)n(n−1)/2
(
(1− n)n−1pn + nnqn−1

)
.

En particulier, pour

P = X2 + aX + b, discP = a2 − 4b;
P = X3 + pX + q, discP = −4p3 − 27q2.

Démonstration. Soit L une extension de k dans laquelle P est scindé et
soient x1, . . . , xn les racines de P dans L. D’après l’égalité (2) du théorème
28.9.2, l’égalité à démontrer est équivalente à la suivante :

n∏

i=1

P ′(xi) = (1− n)n−1pn + nnqn−1.



Patrick Polo 221

Or, P ′(X) = nXn−1 + p. Supposons d’abord q 6= 0. Alors, pour i = 1, . . . , n,
l’on a xi 6= 0 et

(1) xn−1
i = −p− q

xi
.

On en déduit que
∏n

i=1 P
′(xi) égale

(∗) (1− n)npn +
(−n)nqn

x1 · · ·xn
+

n−1∑

r=1

(1− n)rpr(−nq)n−ren−r(x−1
1 , . . . , x−1

n ).

Or, x1 · · ·xn = (−1)nq et, d’autre part, on voit facilement que

en−r(x−1
1 , . . . , x−1

n ) =
er(x1, . . . , xn)
x1 · · ·xn

=





0 si 1 ≤ r ≤ n− 2;
−p
q

si r = n− 1.

Par conséquent, on déduit de (∗) que
∏n

i=1 P
′(xi) égale

(∗∗) nnqn−1 + (1− n)n−1pn(1− n+ n) = nnqn−1 + (1− n)n−1pn.

Ceci prouve le résultat voulu, lorsque q 6= 0. Lorsque q = 0, l’argument est
analogue : xn = 0 est racine simple, P ′(0) = p, et pour les autres racines
x1, . . . , xn−1, l’on a P ′(xi) = (1 − n)p. On obtient ainsi que

∏n
i=1 P

′(xi) =
(1− n)n−1pn lorsque q = 0. Ceci démontre la proposition. ¤

28.10 L’extension intermédiaire associée au discriminant

Soient k un corps de caractéristique 6= 2, P ∈ k[X] un polynôme sépa-
rable de degré n, K un corps de décomposition de P sur k, et G = Gal(K/k).
Choisissons une numérotation x1, . . . , xn des racines de P dans K et soit φ
le plongement de G dans Sn défini dans le théorème 28.2.1. Posons

d =
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj).

On a vu que

(∗) g(d) = ε(φ(g))d, ∀g ∈ G.

On notera ε(g) au lieu de ε(φ(g)). (On peut montrer que ε(g) ne dépend que
de g, et pas de la numérotation x1, . . . , xn.)
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Théorème 28.10.1 (L’extension intermédiaire k ⊆ k[d] ⊆ K)

On suppose car(k) 6= 2. Soient P,K, φ et d comme plus haut. On a : d ∈
k ⇔ φ(G) ⊆ An. Lorsque d 6∈ k, l’extension k ⊂ k[d], resp. k[d] ⊆ K, est
galoisienne, de groupe {±1}, resp. φ(G) ∩ An. De plus, φ(G) ∩ An est de
cardinal |G|/2.

Démonstration. Supposons φ(G) ⊆ An. Alors (∗) montre que d est in-
variant par G, donc appartient à k. (Cet argument s’applique également si
car(k) = 2.)

Réciproquement, supposons φ(G) 6⊆ An = ker ε, et soit g ∈ G tel que
φ(g) 6∈ An. Alors g(d) = −d est différent de d donc d 6∈ k. Posons ∆ = d2.
D’après (∗), ∆ est invariant par G donc appartient à k. (Plus précisément,
d’après le corollaire 28.9.3, ∆ est le discriminant de P ). Le polynôme X2−∆
est séparable sur k, car il a deux racines distinctes d et −d. Comme k[d] est le
corps de décomposition sur k de X2−∆, on obtient que l’extension k ⊂ k[d]
est galoisienne, de degré 2, et donc de groupe {±1}.

D’autre part, soit H le fixateur de k[d] dans G. D’après le théorème
principal de la théorie de Galois 26.6.1, l’extension k[d] ⊆ K est galoisienne,
de groupe H. Or, comme k[d] est engendré sur k par d, l’on a

H = {g ∈ G | g(d) = d}.

Alors, comme car(k) 6= 2, on déduit de (∗) que H = {g ∈ G | φ(G) ∈ An},
et donc φ induit un isomorphisme de H sur φ(G)∩An. Enfin, on obtient que
|H| = |G|/2, par exemple car ε ◦ φ induit un isomorphisme G/H ∼= {±1}.
Ou bien, en utilisant le théorème d’Artin et la multiplicativité des degrés,
on peut dire que

|H| = [K : k(d)] =
[K : k]

2
=
|G|
2
.

Ceci prouve le théorème. ¤

Remarque 28.10.2 Dans le théorème précédent, l’hypothèse car(k) 6= 2
est nécessaire. En effet, soit k = F2. Le polynôme P = X2 +X + 1 a deux
racines distinctes dans F4, car son dérivé est P ′ = 1. Par conséquent,

Gal(P/k) = Gal(F4/F2) = {±1} = S2.

Pourtant, l’on a ∆ = 1 et donc d égale 1 et appartient à k.
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28.11 L’équation de degré 3

Soit Y 3 + aY 2 + bY + c un polynôme unitaire de degré 3, à coefficients
dans un sous-corps de C. En faisant le changement de variable X = Y +a/3,
on se ramène à l’équation

(1) 0 = X3 + pX + q,

où p = b − a2/3 et q = 2a3/27 − ba/3 + c. Si p = 0, les racines de (1) sont
les racines cubiques de −q ; on supposera donc dans la suite p 6= 0.

L’équation (1) a été résolue au XVIe siècle, voir par exemple [Ti] pour
une discussion historique. En language moderne, on peut présenter cette
solution comme suit. Cherchons X sous la forme X = y + z, où y, z sont
deux indéterminées auxiliaires. Alors, (1) équivaut à

(2) y3 + z3 + (3yz + p)(y + z) + q = 0.

Par conséquent, si l’on pose z = −p/3y, on obtient l’équation

y3 − p3

27y3
+ q = 0,

d’où, en multipliant par y3, l’équation

(3) y6 + qy3 −
(p

3

)3
= 0.

Par conséquent, y3 est racine de l’équation du second degré

(4) T 2 + qT −
(p

3

)3
= 0.

De façon plus symétrique, on peut dire que si l’on impose yz = −p/3, alors
y3 et z3 sont solutions de

y3z3 = −(p/3)3 et y3 + z3 = −q,

donc sont les racines de l’équation du second degré (4). Quitte à permuter y
et z, on peut donc écrire





y3 = − q
2 + 1

2

√
q2 + 4

(p
3

)3 = − q
2 +

√( q
2

)2 +
(p

3

)3 = A,

z3 = − q
2 ± 1

2

√
q2 + 4

(p
3

)3 = − q
2 −

√( q
2

)2 +
(p

3

)3 = B.
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Observons que AB 6= 0, puisqu’on a supposé p 6= 0. Soit α l’une des racines
cubiques dans C de A ; les deux autres sont jα et j2α, où j = exp(2iπ/3).
Soit β la racine cubique de B déterminée par la condition αβ = −p/3, c.-à-d.,
β = −p/3α. Alors, les racines de l’équation (1) sont

(5)





x1 = α+ β,
x2 = jα+ j2β,
x3 = j2α+ jβ.

Remarque 28.11.1 Posons P = X3 + pX + q. Soit K = Q(p, q) le sous-
corps de C engendré par les coefficients de P et soit L le sous-corps de
C engendré par les racines x1, x2, x3 de P dans C (il contient K puisque
p = x1x2 + x1x3 + x2x3 et q = −x1x2x3). Posons

∆ = −27q2 − 4p3 = −3(3 · 2)2∆′;

c’est le discriminant de P . On a vu précédemment que ∆ = [(x1−x2)(x1−
x3)(x2 − x3)]2 ; par conséquent l’élément

(x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3) ∈ L

est une racine carrée de ∆.
1) Les formules (5) montrent que les racines de P s’écrivent comme

somme de racines cubiques de −q/2 ±
√

∆′. Mais attention, en général ces
racines cubiques n’appartiennent pas à L. Toutefois, on verra plus loin que
ces racines cubiques sont dans L si le sous-corps K[

√
∆] contient i

√
3 ou, de

façon équivalente, j = (−1 + i
√

3)/2.
2) Supposons P irréductible sur K. Alors G := Gal(L/K) est un sous-

groupe de S3 d’ordre divisible par 3. Si d =
√

∆ appartient àK alors, d’après
le théorème 28.10.1,G est contenu dans A3

∼= Z/3Z, et donc G = A3. D’autre
part, si d 6∈ K, alors |G| = [L : K] est divisible par [K[d] : K] = 2, d’où
|G| = 6 et G = S3. Par conséquent, on a, pour P irréductible de degré 3,

{
Gal(P/K) ∼= A3

∼= Z/3Z si
√

∆ ∈ K;
Gal(P/K) ∼= S3 si

√
∆ 6∈ K.

29 Équations résolubles par radicaux

Dans cette section, k est un sous-corps de C. En particulier, k est de
caractéristique 0 et donc toute extension algébrique de k est séparable.
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29.1 Extensions radicales

Définition 29.1.1 Une suite finie d’extensions de corps k = K0 ⊆ K1 ⊆
· · · ⊆ Kr s’appelle une tour d’extensions (ou une tour de corps).

Définition 29.1.2 Soit L une extension algébrique de k contenue dans C.
Nous dirons que l’extension k ⊆ L est :
1) radicale élémentaire s’il existe a ∈ L et n ≥ 1 tels que L = K[a] et
an ∈ K.
2) radicale s’il existe une tour

k = L0 ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Lr = L

telle que chaque extension Li−1 ⊆ Li soit radicale élémentaire. Donc, ceci
équivaut à dire qu’il existe a1, . . . , ar ∈ L et des entiers n1, . . . , nr ≥ 1 tels
que Li = Li−1[ai] et ani

i ∈ Li−1.

Définition 29.1.3 Soit P ∈ k[X] de degré ≥ 1 et soit K le sous-corps de C
engendré par k et les racines de P dans C. On dit que P (ou l’équation P (x) =
0) est résoluble par radicaux sur k s’il existe une extension radicale k ⊆ L
contenant K c.-à-d., telle que k ⊆ K ⊆ L.

Remarque 29.1.4 Comme C est algébriquement clos, P y est scindé, et
donc K est un corps de décomposition de P sur k. De plus, comme P est
séparable, puisque car(k) = 0, l’extension k ⊆ K est galoisienne. On rappelle
que son groupe de Galois est désigné par Gal(P/k).

Le but de ce chapitre est de démontrer le théorème suivant.

Théorème 29.1.5 Si P est résoluble par radicaux, alors le groupe Gal(P/k)
est résoluble.

Remarque 29.1.6 1) Grâce à ce théorème, on pourra donner des exemples
d’équations non résolubles par radicaux, en montrant que le groupe de Galois
correspondant n’est pas résoluble.

2) En fait, on peut aussi montrer que la réciproque est vraie : si Gal(P/k)
est résoluble, alors P est résoluble par radicaux ; mais ceci est un peu plus
difficile. On renvoie pour cela le lecteur intéressé à [Art, §III.C], [ChL, §5.6]
ou [Ti, §14.4].

3) L’idée de la démonstration du théorème est très simple, et peut s’ex-
pliquer comme suit. Avec les notations précédentes, on suppose K contenu
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dans une extension radicale L. Supposons de plus que chaque extension
Li ⊆ Li+1 soit galoisienne, pour i = 0, . . . , r − 1, et que k ⊆ Lr = L le soit
aussi. Soit G = Gal(L/k) et notons Gi le fixateur dans G de Li. Alors, on
peut montrer (voir plus bas) que les hypothèses entraînent que

G = G0 BG1 B · · ·BGr = {1}

et que chaque Gi/Gi+1 est abélien. Donc, G est résoluble. Enfin, k ⊆ K ⊆ L
et l’extension k ⊆ K est galoisienne. Par conséquent, d’après le théorème
26.6.1, Gal(P/k) est un groupe quotient de G, donc est aussi résoluble.

La difficulté technique est que l’extension radicale k ⊂ L donnée par
l’hypothèse du théorème n’est pas nécessairement galoisienne. Ainsi, pour
faire marcher la démonstration, il faut montrer que, partant d’une extension
radicale L contenant K, on peut modifier L pour obtenir une extension radi-
cale vérifiant les hypothèses faites plus haut. Ceci est l’objet des paragraphes
suivants.

29.2 Adjonction de racines de l’unité

Une extension radicale, même élémentaire, n’est pas nécessairement ga-
loisienne. Par exemple, on a vu dans le chapitre 7 que l’extension Q ⊂ Q[ 3

√
2]

n’est pas galoisienne. Mais on n’a pas ce problème si le corps de base contient
suffisamment de racines de l’unité.

On rappelle que, pour tout n ≥ 2, le groupe des racines n-èmes de l’unité
dans C, qu’on note µn(C), est un groupe cyclique d’ordre n. Il est formé des
éléments ei

2kπ
n , pour k = 0, . . . , n − 1. Ses éléments d’ordre exactement n

s’appellent les racines primitives d’ordre n de l’unité ; ce sont les ei
2kπ
n

avec k premier à n. Chaque racine primitive d’ordre n engendre µn(C) ; par
conséquent un sous-groupe de C×, resp. un sous-corps de C, contient µn(C)
ssi il contient une racine primitive de l’unité d’ordre n.

Définition 29.2.1 Soit L une extension algébrique de K contenue dans C.
Nous dirons que l’extension K ⊆ L est radicale élémentaire d’exposant
divisant n s’il existe a ∈ L× et n ≥ 1 tels que L = K[a] et an ∈ K.

Cette définition est justifiée par l’observation suivante. L’ensemble des
m ∈ Z tels que am ∈ K forme un sous-groupe de Z ; il est donc de la forme
dZ, pour un certain d ≥ 1, qui divise n puisque an ∈ K. On appellera d
l’exposant de l’extension ; c’est aussi l’ordre de l’image de a dans le groupe
quotient L×/K×.
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Proposition 29.2.2 Soient K un sous-corps de C et K ⊆ L une extension
radicale élémentaire d’exposant divisant n, c.-à-d., L = K[a], avec an ∈ K.
On suppose que K contient une racine primitive d’ordre n de l’unité ξ. Alors :

1) L’extension K ⊆ K[a] est galoisienne, et son groupe de Galois est
isomorphe à Z/dZ, pour un certain d divisant n.

2) d est le plus petit entier ≥ 1 tel que ad ∈ K, et le polynôme minimal
de a sur K est Xd − ad.

Démonstration. L’hypothèse entraîne que µn(C) est contenu dansK donc
est égal au groupe µn(K) des racines n-èmes de l’unité dans K. Soit P =
IrrK(a) le polynôme minimal de a surK ; par hypothèse, il diviseXn−an. Ce
dernier a toutes ses racines dans K[a] : ce sont les ξja, pour j = 0, . . . , n−1.
Par conséquent, K[a] est un corps de décomposition de P sur K, donc est
galoisien sur K. Notons G son groupe de Galois.

Pour tout g ∈ G, g(a) est une racine de Xn − an donc égale λ(g)a, pour
un certain λ(g) ∈ µn(K). Pour tout g, g′ ∈ G, on a

λ(gg′)a = (g′g)(a) = g′(λ(g)a) = λ(g)g′(a) = λ(g′)λ(g)a.

Par conséquent, l’application λ : G→ µn(K) est un morphisme de groupes.
Elle est de plus injective, car si g(a) = g′(a) alors g = g′, puisque K[a] est
engendré sur K par a. Donc G s’identifie au sous-groupe λ(G) de µn(K).
Comme ce dernier est cyclique, engendré par ξ, alors λ(G) est d’ordre d
divisant n, et est engendré par ξn/d. Ceci prouve déjà le point 1).

D’autre part, P est de degré degK(a) = |G| = d. De plus, pour tout
g ∈ G, on a

g(ad) = (g(a))d = λ(g)dad = ad,

puisque λ(g) a pour ordre un diviseur de d. Par conséquent, ad ∈ K et P
divise Xd − ad. Pour une question de degré, on a l’égalité, et d est le plus
petit entier ≥ 1 tel que ad ∈ K. Ceci prouve la proposition. ¤

La proposition précédente montre l’intérêt d’adjoindre des racines de
l’unité. On est ainsi amené à étudier les extensions K ⊆ K[ξ], où ξ est une
racine primitive de l’unité d’ordre n, appelées extensions cyclotomiques.

Lemme 29.2.3 Soit n un entier ≥ 2. Le groupe des éléments inversibles
de l’anneau commutatif Z/nZ est formé des classes a+ nZ telles que a soit
premier à n. On notera ce groupe (Z/nZ)× ou U(n).

Démonstration. Si pgcd(a, n) = 1 alors, d’après le théorème de Bezout,
il existe b, c tels que ba + cn = 1. Ceci montre que la classe de b modulo n
est l’inverse de celle de a.
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Réciproquement, s’il existe b tel que ba ≡ 1 modulo n, il existe d tel que
ba− 1 = dn, soit ba− dn = 1, et donc a est premier avec n. Ceci prouve le
lemme. ¤

Proposition 29.2.4 (Extensions cyclotomiques) Soient K ⊆ C et ξ
une racine primitive de l’unité d’ordre n. L’extension K ⊆ K[ξ] est galoi-
sienne et son groupe de Galois est isomorphe à un sous-groupe de (Z/nZ)×.

Démonstration. Posons L = K[ξ]. C’est un corps de décomposition du
polynôme Xn− 1, qui est séparable, puisque son dérivé est nXn−1. (Cet ar-
gument vaut aussi en caractéristique p, si p ne divise pas n). Par conséquent,
l’extension K ⊆ L est galoisienne. Notons G son groupe de Galois.

Soit g ∈ G. Comme g est un automorphisme du corps K, alors g(ξ) est
une racine de l’unité de même ordre que ξ, donc une racine primitive d’ordre
n. Par conséquent, comme µn(C) est cyclique, on a g(ξ) = ξa(g), pour un
certain entier a(g) ∈ {1, . . . , n − 1} premier avec n. En effet, si on avait
pgcd(a(g), n) = d > 1, alors ξa(g) serait d’ordre n/d < n. On obtient donc
une application

a : G→ (Z/nZ)×,

qui est injective puisque L est engendré sur K par ξ. De plus, cette applica-
tion est un morphisme de groupes. En effet, pour g, g′ ∈ G, on a

ξa(g′g) = (g′g)(ξ) = g′(ξa(g)) = (g′(ξ))a(g) = ξa(g)a(g′),

d’où a(g′g) = a(g′)a(g). La proposition est démontrée. ¤

Remarque 29.2.5 1) Le groupe G := Gal(K[ξ]/K) dépend du corps K.
Par exemple, si K contient déjà ξ, alors K = K[ξ] et G = {1}.

2) À l’autre extrême, si K = Q, on peut montrer que G := Gal(Q[ξ]/Q)
est isomorphe à (Z/nZ)×. Ceci équivaut au fait que G opère transitivement
sur l’ensemble des racines primitives d’ordre n, et aussi au fait que le po-
lynôme cyclotomique Φn est irréductible dans Q[X]. Pour cela, voir [Esc,
Chap. 9].

Le dernier ingrédient dans la démonstration du théorème 29.1.5 est le
suivant.

Proposition 29.2.6 Considérons des extensions de degré fini k ⊆ K ⊆ L,
avec car(k) = 0. On suppose :

1) il existe a ∈ L et n ≥ 1 tels que L = K[a] et an ∈ K (c.-à-d., K ⊆ L
est radicale élémentaire d’exposant divisant n)
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2) k ⊆ K est galoisienne.

Soit P le polynôme minimal de a sur k et soit Ω un corps de décomposition
de P sur K. Alors :

a) l’extension k ⊆ Ω est galoisienne, et

b) il existe une tour

K = K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kt = Ω,

où chaque extension Ki/Ki−1 est radicale élémentaire d’exposant divisant n.

Démonstration. Posons P = Irrk(a). Rappelons que, puisque car(k) =
0, tout polynôme est séparable. D’autre part, d’après le lemme 25.1.6, K
est un corps de décomposition sur k d’un polynôme (séparable !) Q. Alors,
on voit que Ω est un corps de décomposition sur k du polynôme QP . Par
conséquent, d’après le second théorème fondamental 26.1.5, l’extension k ⊆
Ω est galoisienne. Ceci prouve a).

Montrons que l’extension K ⊆ Ω vérifie b). Soient a = a1, . . . , am les
racines de P dans Ω (c.-à-d., les conjugués sur k de a dans Ω). Posons
K0 = K etKi = Ki−1[ai], pour i = 1, . . . ,m. Montrons que chaque extension
Ki/Ki−1 est radicale élémentaire d’exposant divisant n. Pour i = 1, c’est
l’hypothèse an ∈ K. Fixons i ≥ 2. Il existe, d’après le théorème 24.1.1, un
k-isomorphisme τi : k[a] ∼→ k[ai]. Comme Ω est un corps de décomposition
de QP sur k alors, d’après le premier théorème fondamental 24.2.5, τi se
prolonge en un élément σi de G := Autk(Ω).

Enfin, comme l’extension k ⊆ K est galoisienne, alors g(K) = K, pour
tout g ∈ G, d’après le théorème principal de la théorie de Galois 26.6.1 (point
3.). Par conséquent, on obtient que an

i = σi(an) appartient à K donc, a for-
tiori, à Ki−1. Ceci prouve que l’extension Ki/Ki−1 est radicale élémentaire,
d’exposant divisant n. La proposition est démontrée. ¤

Remarque 29.2.7 Attention ! Si les extensions k ⊆ K et K ⊆ L sont ga-
loisiennes, il n’est pas vrai en général que l’extension k ⊆ L soit galoisienne.
Par exemple,

(1) les extensions Q ⊂ Q[
√

2] et Q[
√

2] ⊂ Q[ 4
√

2] sont galoisiennes,

(2) mais l’extension Q ⊆ Q[ 4
√

2] n’est pas galoisienne !

En effet, si car(K) 6= 2 et a2 ∈ K, l’extension K ⊆ K[a] est galoisienne,
car K[a] est le corps de décomposition du polynôme séparable X2−a2, dont
les racines sont ±a. Ceci prouve (1).



230 Algèbre et théorie de Galois 2005-2006

Posons α = 4
√

2 ; par définition, c’est la racine carrée dans R∗+ de
√

2.
Par conséquent, on a L := Q[α] ⊆ R. D’autre part, le polynôme P = X4− 2
est irréductible sur Q. En effet, il n’a pas de racines dans Q, donc la seule
factorisation possible serait de la forme

X4 − 2 = (X2 + aX + b)(X2 − aX + c),

avec a, b, c ∈ Q. Alors bc = −2, a(c− b) = 0 et b+ c−a2 = 0, et ceci entraîne
a = 0 (sinon b2 = −2, impossible), c = −b, d’où b2 = 2, contradiction. Par
conséquent, P est le polynôme minimal de α sur Q. Or, les racines de P dans
C sont ±α et ±iα, et les deux dernières ne sont pas dans L puisque L ⊆ R.
Ceci montre que l’extension Q ⊆ L n’est pas quasi-galoisienne.

29.3 Démonstration du théorème 29.1.5

Armé des trois propositions précédentes, on peut maintenant démontrer
le théorème 29.1.5. Soient k un sous-corps de C et K le sous-corps engendré
par les racines dans C d’un polynôme P ∈ k[X] de degré ≥ 1. On suppose
l’équation P (x) = 0 résoluble par radicaux, c.-à-d., que K est contenu dans
une extension radicale L de k. Donc, il existe des entiers n1, . . . , nr ≥ 1 et
a1, . . . , ar ∈ L, tels que, posant L0 = k et Li = Li−1[ai], on ait ani

i ∈ Li−1

pour i = 1, . . . , r. De façon plus condensée, on dira que K est contenu dans
la tour

k = L0 ⊆ · · · ⊆ Lr.

En fait, il est commode de s’autoriser aussi l’indice −1 et de poser k = L−1 =
L0. Notons n le ppcm des ni et soit ξ une racine primitive de l’unité d’ordre
n.

Posons L′−1 = k et L′i = Li[ξ] pour i = 0, . . . , r. Alors L′i = L′i−1[ai],
pour i = 1, . . . , r, et l’on a la tour radicale :

k = L′−1 ⊆ L′0 ⊆ L′1 ⊆ · · · ⊆ L′r.

De plus, d’après la proposition 29.2.4, l’extension k ⊆ L′0 = k[ξ] est galoi-
sienne, de groupe de Galois abélien.

Pour tout i = 1, . . . , r, notons Ai l’ensemble des racines de Pi = Irrk(ai)
(le polynôme minimal de ai sur k) dans C, et posons L′′0 = L′0 et L′′i =
L′′i−1[Ai]. Alors, on a les tours

k ⊆ L′0 ⊆ L′1 ⊆ · · · ⊆ L′r
‖ ∩ ∩
L′′0 ⊆ L′′1 ⊆ · · · ⊆ L′′r
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De plus, chaque extension k ⊆ L′′i est galoisienne, car L′′i est un corps de
décomposition sur k du polynôme (Xn − 1)P1 · · ·Pi. Alors, il résulte de la
proposition 29.2.6 que chaque extension L′′i−1 ⊆ L′′i se raffine en une tour
d’extensions radicales élémentaires d’exposant divisant n. En mettant bout
à bout ces tours et en renumérotant, de la façon évidente, tous les corps
apparaissant dans la grande tour ainsi obtenue, on obtient une tour

k = L̃−1 ⊆ L′′0 = L̃0 ⊆ L̃1 ⊆ · · · ⊆ L̃N = L′′r ,

où chaque extension L̃i−1 ⊆ L̃i, pour i = 1, . . . , N est radicale élémentaire
d’exposant divisant n, et donc galoisienne, d’après la proposition 29.2.2,
puisque L′′0 contient µn(C). De plus, l’extension k ⊆ L′′0 = k[ξ] est galoisienne,
de groupe abélien, d’après la proposition 29.2.4.

Enfin, comme on l’a vu plus haut, l’extension k ⊆ L̃N = L′′r est galoi-
sienne. Notons G son groupe de Galois et, pour i = −1, 0, . . . , N , notons Gi

le fixateur de L̃i. Alors,

G = G−1 ⊇ G0 ⊇ · · · ⊇ GN = {1}.

D’après le théorème d’Artin, chaque Gi est le groupe de Galois de L̃N sur
L̃i. De plus, comme l’extension L̃i ⊆ L̃i+1 est galoisienne alors, d’après le
point 3. du théorème principal de la théorie de Galois 26.6.1, Gi+1 est un
sous-groupe normal de Gi et Gi/Gi+1 est isomorphe à Gal(L̃i+1/L̃i), dont
on a vu qu’il était abélien pour i = −1, et cyclique pour i = 0, . . . , N . Par
conséquent, G est résoluble !

Finalement, comme k ⊆ K ⊆ L̃N et l’extension k ⊆ K est galoisienne,
alors, d’après le point 3. du théorème 26.6.1, à nouveau, Gal(K/k) est iso-
morphe au quotient G/H, où H désigne le fixateur dans G de K. Par consé-
quent, d’après le corollaire 27.7.6, Gal(K/k) = Gal(P/k) est résoluble. Ceci
achève la démonstration du théorème 29.1.5.

29.4 Un exemple de polynôme P ∈ Q[X] non résoluble par
radicaux

Proposition 29.4.1 (Critère d’Eisenstein) Soit P ∈ Z[X] un polynôme
unitaire de degré n ≥ 1. Écrivons P = Xn +

∑n−1
i=0 aiX

i. S’il existe un
nombre premier p divisant chaque ai mais tel que p2 ne divise pas a0, alors
P est irréductible dans Z[X] et aussi dans Q[X].

Démonstration. Si P est irréductible dans Z[X], il résulte du Lemme des
contenus de Gauss que P est aussi irréductible dans Q[X] ; on a vu cela
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dans le chapitre 4, Proposition 16.4.7. Il suffit donc de montrer que P est
irréductible dans Z[X].

Supposons P = QR, avec Q,R ∈ Z[X] tous deux non inversibles. Comme
P est unitaire, Q et R sont tous deux de degré ≥ 1 et donc de degré < n.
Réduisons l’égalité P = QR modulo p, c.-à-d., passons à l’anneau quotient
A := Z[X]/(p) ∼= Fp[X]. Comme p divise chaque ai, on obtient

Xn = π(Q)π(R),

où π désigne la projection. Comme A est factoriel et X irréductible, ceci en-
traîne que π(Q) = λXd et π(R) = λ−1Xn−d, pour un certain d ∈ {1, . . . , n}
et λ ∈ F×p . On en déduit que p divise le terme constant de Q et de R, et
alors l’égalité P = QR entraîne que p2 divise a0, une contradiction. Cette
contradiction montre que P est irréductible dans Z[X]. La proposition est
démontrée. ¤

Remarque 29.4.2 Le critère d’Eisenstein s’étend sans difficulté en rempla-
çant Z par un anneau factoriel quelconque.

Théorème 29.4.3 Le polynôme P = X5 − 10X + 5 n’est pas résoluble par
radicaux sur Q.

Démonstration. Soit K le sous-corps de C engendré par les racines de
P et soit G = Gal(K/Q). C’est un sous-groupe de S5, d’après le théorème
28.2.1, et son cardinal égale [K : Q].

D’une part, il résulte du critère d’Eisenstein que P est irréductible dans
Q[X]. Par conséquent, pour toute racine a de P , le sous-corps Q[a] est de
degré 5 sur Q. Donc, d’après la multiplicativité des degrés, |G| = [K : Q]
est divisible par 5. Par conséquent, d’après le théorème de Sylow 27.11.5, G
contient un sous-groupe d’ordre 5. Alors, tout élément 6= id de ce sous-groupe
est un 5-cycle, donc G contient un 5-cycle.

D’autre part, étudions les variations sur R de la fonction x 7→ P (x),
ceci sans calculatrice ! Le polynôme dérivé P ′ égale 5(X4− 2), donc s’annule
exactement deux fois, en α := 4

√
2 > 0 et en −α < 0, et P est croissant

sur ]−∞,−α] et sur [α,+∞[, et décroissant sur [−α, α]. Comme P (−α) >
P (0) = 5, alors P s’annule exactement une fois dans l’intervalle ] − ∞, 0].
Évaluons maintenant P (α). On a 1 < α < 2, donc α5 = 2α < 4 et −10α <
−10, d’où P (α) < −1. Par conséquent, P s’annule une fois entre 0 et α et
une fois entre α et +∞.

Donc P a exactement 3 racines réelles, appelons-les x1, x2, x3, et deux
racines complexes (non-réelles) conjuguées, x4 et x5 = x4. Par conséquent, la
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conjugaison complexe z 7→ z, induit un Q-automorphisme de K, c.-à-d., un
élément de G, dont l’image dans S5 est la transposition τ = (45). Comme on
a vu plus haut que G contient aussi un 5-cycle, il résulte du théorème 27.4.4
que G = S5. Comme S5 n’est pas résoluble, d’après le corollaire 27.8.2, le
théorème 29.1.5 montre que P n’est pas résoluble par radicaux sur Q. ¤

29.5 La réciproque du théorème 29.1.5

Pour établir la réciproque du théorème 29.1.5, on utilise les deux théo-
rèmes suivants, qui sont intéressants en eux-mêmes.

Théorème 29.5.1 Soient k un corps arbitraire, K et L deux extensions de
degré fini de k, contenues dans une extension Ω de k. On note KL le sous-
corps de Ω engendré par K et L ; on l’appelle extension composée de K
et L. On suppose l’extension k ⊆ K galoisienne, et on pose G = Gal(K/k).
Alors l’extension L ⊆ KL est aussi galoisienne, et son groupe de Galois
s’identifie au sous-groupe de G fixant les éléments de K ∩ L.

Pour la démonstration, voir [Art, §II.0, Th.29] ou [ChL, §5.3]. Ce théo-
rème est parfois appelé « théorème des irrationalités naturelles » (en anglais,
“Theorem on Natural irrationalities”), car il généralise un théorème d’Abel
(1826) ainsi appelé. Voir [Ti, §13.3, p.219] pour une discussion historique.

Théorème 29.5.2 (Extensions cycliques) Soient n ≥ 2 et K ⊂ L une
extension galoisienne de degré n. On suppose que K contient une racine
primitive de l’unité d’ordre exactement n, et que Gal(L/K) ∼= Z/nZ. Alors
il existe a ∈ L tel que L = K[a] et an ∈ K, et le polynôme minimal de a sur
K est Xn − an.

Pour la démonstration, voir [Esc, §§10.4, 10.5] ou [ChL, Thm. 5.4.1].

En utilisant les deux théorèmes précédents, on peut établir la réciproque
du théorème 29.1.5, c.-à-d., on obtient le théorème ci-dessous. Pour une dé-
monstration, on renvoie à [Art, §III.C], [ChL, §5.6] ou [Ti, Thm. 14.22]. La
notion de résolubilité par radicaux adoptée dans [Ti] est apparemment plus
restrictive, mais en fait équivalente, voir [Ti, §13.2], en particulier, Proposi-
tions 13.2 et 13.5, et [Esc, §11.5].

Théorème 29.5.3 Soient k un corps de caractéristique 0 et K un corps
de décomposition sur k d’un polynôme non-constant P ∈ k[X]. On pose
G = Gal(P/k) = Gal(K/k). Alors l’équation P (x) = 0 est résoluble par
radicaux ssi G est résoluble.
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