
I. ANNEAUX ET MODULES, LOCALISATION
(SUITE)

Séances des 2, 3 et 9 octobre

4. Idéaux premiers et localisation (suite)

Remarque 4.8. — Lorsque A n’est pas intègre, l’application A → S−1A n’est
pas nécessairement injective. Voici deux exemples.

1) Soit A = Z/6Z et soit p = (2) = {0, 2, 4} ; c’est un idéal maximal de A,
puisque A/p ∼= Z/2Z est un corps. Donc S = A \ p = {1,−1, 3}, est une partie
multiplicative, ce qu’on vérifie directement puisque

3 · 3 = 9 = 3.

Comme 2 3 = 0, alors le noyau de τ : A → S−1A contient 2, donc égale p.
Donc τ se factorise en un morphisme d’anneaux injectif

τ : Z/2Z ↪→ S−1A,

et tout élément de S−1A s’écrit sous la forme τ(s)−1 τ(a), avec a ∈ A, s ∈ S.
Or, les trois éléments de S ont pour image 1 dans Z/2Z ; il en résulte que τ
est surjectif, donc un isomorphisme.

2) Soit A = C[X,Y]/(XY) et soit p l’idéal de A engendré par l’image de Y ;
c’est un idéal premier, puisque A/p ∼= C[X]. Donc S = A \ p est une partie
multiplicative, qui contient X. Comme XY = 0, le noyau I de A → S−1A
contient Y, donc p. On peut montrer que I = p et que l’on a un isomorphisme

C[X,X−1] ∼−→ S−1A.

(0)Version du 11/10/06



24 I. ANNEAUX ET MODULES, LOCALISATION (SUITE)

Théorème 4.9 (Propriété universelle des localisés). —
1) Soient M un A-module, N un S−1A-module et f : M → N un morphisme
de A-modules. Alors, il existe un unique morphisme de S−1A-modules g :
S−1M → N tel que g ◦ τM = f .
2) Soit φ : A → B un morphisme d’anneaux, avec B non nécessairement
commutatif. On suppose que φ(s) est inversible, pour tout s ∈ S. Alors, il
existe un unique morphisme d’anneaux Φ : S−1A → B tel que Φ ◦ τ = φ.

Démonstration. — 1) S’il existe un morphisme de S−1A-modules g : S−1M →
N tel que g ◦ τM = f , alors nécessairement, pour tout m ∈ M, s ∈ S, on doit
avoir :

(∗) g(
m

s
) =

1
s
f(m).

Il faut vérifier que ceci définit g sans ambiguité. Si m′/t = m/s, il existe u ∈ S
tel que umt = um′s, d’où

utf(m) = usf(m′),

et donc (1/s)f(m) = (1/t)f(m′). Ceci montre que g est bien définie, et alors
on vérifie facilement que c’est un morphisme de S−1A-modules. Ceci prouve
le point 1).

2) Remarquons d’abord que, même si B n’est pas commutatif, φ(A) est un
sous-anneau commutatif de B, puisque

φ(a)φ(b) = φ(ab) = φ(ba) = φ(b)φ(a).

De plus, prenant pour b un élément s ∈ S, et multipliant l’égalité ci-dessus à
gauche et à droite par φ(s)−1, on obtient

φ(s)−1φ(a) = φ(a)φ(s)−1.

Donc, le sous-anneau de B engendré par φ(A) et les φ(s)−1 est commutatif.
En d’autres termes, on peut écrire les « dénominateurs » φ(s)−1 à gauche ou
à droite, de façon indifférente.

Ceci étant dit, si Φ existe alors on a, pour tout a ∈ A et s ∈ S, Φ(a/1) = φ(a)
et

φ(a) = Φ(a/1) = Φ(
s

1
a

s
) = φ(s)Φ(

a

s
),

d’où

(1) Φ(
a

s
) = φ(a)φ(s)−1.

Ceci montre que Φ, s’il existe, est nécessairement unique. Réciproquement,
vérifions que la formule (1) définit Φ sans ambiguités. Si a/s = b/t, il existe
u ∈ S tel que (at− bs)u = 0, d’où

φ(a)φ(t)φ(u) = φ(atu) = φ(bsu) = φ(b)φ(s)φ(u).
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Comme φ(s), φ(t) et φ(u) sont inversibles, on obtient φ(a)φ(s)−1 = φ(b)φ(t)−1.
Ceci montre que Φ est bien définie, et alors on voit facilement que c’est un
morphisme d’anneaux. Le théorème est démontré.

Un corollaire standard d’une propriété universelle comme ci-dessus est que
S−1A est unique à isomorphisme unique près. C.-à-d., on a le corollaire suivant.

Corollaire 4.10. — Soit τ ′ : A → A′ un morphisme d’anneaux tel que τ ′(s)
soit inversible pour tout s ∈ S et vérifiant la propriété universelle précédente.
Alors il existe un unique morphisme d’anneaux

Φ : S−1A −→ A′,

tel que Φ ◦ τ = τ ′, et c’est un isomorphisme.

Démonstration. — Par la propriété universelle de S−1A, il existe un unique
morphisme Φ : S−1A → A′ tel que Φ ◦ τ = τ ′. De même, par la propriété
universelle de A′, il existe un unique morphisme Ψ : A′ → S−1A tel que
Ψ ◦ τ ′ = τ .

Alors, Ψ ◦ Φ ◦ τ = Ψ ◦ τ ′ = τ , donc, par la propriété universelle de S−1A,
appliquée à B′ = S−1A et τ ′ = τ , on obtient que Ψ ◦ Φ = idS−1A. On obtient
de même que Φ ◦Ψ = idA′ . Ceci prouve le corollaire.

Remarque 4.11. — On prendra garde au fait que dans la propriété universelle,
l’hypothèse qu’il existe un unique Φ joue un rôle essentiel : on l’a vu dans
la démonstration du corollaire. On peut aussi remarquer que le morphisme
A → S−1A → S−1A[X], vérifie la propriété universelle sans l’unicité, c.-à-d.,
pour tout φ : A → B comme dans le théorème, on peut de façon arbitraire
étendre le morphisme Φ : S−1A → B à S−1A[X], en envoyant X sur un élément
arbitraire de B.

Revenons plus longuement sur le corps des fractions d’un anneau intègre A.
Dans ce cas, on peut prendre comme partie multiplicative S = A \ {0} ; alors
l’anneau S−1A, que nous noterons K, est un corps, puisque tout élément non
nul de K est de la forme as−1, avec a 6= 0, donc admet sa−1 pour inverse. De
plus, le morphisme A → K, a 7→ a/1 est injectif.

On appelle K le corps des fractions de A. D’après le corollaire 4.10, K
est unique à isomorphisme unique près. De plus, on a le théorème suivant :

Théorème 4.12. — Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions, et
φ : A → B un morphisme d’anneaux tel que φ(a) soit inversible pour tout
a 6= 0. (Donc, en particulier, φ est injectif.) Alors φ se prolonge de façon
unique en un morphisme injectif Φ : K ↪→ B tel que Φ(as−1) = φ(a)φ(s)−1,
pour tout a, s ∈ A, s 6= 0.

En particulier, si L est un corps contenant A alors il contient aussi K.
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Démonstration. — D’après le théorème 4.9, φ se prolonge de façon unique en
un morphisme d’anneaux Φ : K ↪→ B tel que Φ(as−1) = φ(a)φ(s)−1, pour tout
a, s ∈ A, s 6= 0. Comme K est un corps, l’idéal KerΦ est nul, c.-à-d., Φ est
injectif. Ceci prouve le théorème.

De plus, pour toute partie multiplicative S de A, le localisé S−1A s’identifie
à un sous-anneau de K contenant A, d’après la proposition suivante.

Proposition 4.13 (Localisés d’un anneau intègre). — Soit A un anneau intègre,
soit K son corps des fractions, et soit S une partie multiplicative de A. Alors,
S−1A s’identifie au sous-anneau suivant de K :

S−1A =
{a
s
∈ K | a ∈ A, s ∈ S

}
.

En particulier, si T est une partie multiplicative contenant S, on a

A ⊆ S−1A ⊆ T−1A ⊆ K.

Démonstration. — D’après la propriété universelle de S−1A (4.9), l’inclusion
A ⊆ K se prolonge de façon unique en un morphisme

Φ : S−1A −→ K, as−1 7→ a

s
,

et ce morphisme est injectif car si a/s = 0 alors a = 0. Ceci prouve la première
assertion, et la deuxième en découle aussitôt.

Remarque 4.14. — Il existe en général des sous-anneaux B de K, contenant A,
qui ne sont pas de la forme S−1A. Voici trois exemples.

1) Soit A = Z[X], son corps des fractions est le corps des fractions ration-
nelles Q(X). Soit B le sous-anneau de Q[X] engendré par les Xi/i!, pour i ∈ N.

2) A = Z[X] et B le sous-anneau de Z[X,X−1] engendré par X et 2/X.
3) Soient k un corps et A = k[X,Y]. Le corps des fractions de A est le

corps des fractions rationnelles k(X, y). Soit B la sous-k-algèbre de k(X,Y)
engendrée par X et Y/X.

Revenons au cas général. Soient A un anneau commutatif et S une partie
multiplicative arbitraire.

Proposition 4.15. — Un S−1A-module est la même chose qu’un A-module M
tel que, pour tout s ∈ S, l’application

ρ(s) : M −→ M, m 7→ sm,

soit inversible. Plus précisément, si M est un A-module vérifiant cette pro-
priété, alors le morphisme

τM : M −→ S−1M, m 7→ m/1

est bijectif et permet d’identifier M à S−1M.
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Démonstration. — Si N est un S−1A-module, c’est aussi, par restriction des
scalaires via A → S−1A, un A-module, et tout s ∈ S agit bijectivement sur N,
puisque s est inversible dans S−1A.

Réciproquement, soit M un A-module vérifiant la propriété de l’énoncé.
Alors le morphisme

τM : M −→ S−1M, m 7→ m/1

est injectif, car si m/1 = 0, il existe s ∈ S tel que sm = 0, et comme s agit
bijectivement, m = 0. De plus, τM est surjectif. En effet, pour tout m ∈ M et
s ∈ S, on a

m

1
= τM(ρ(s)ρ(s)−1m) = sτM(ρ(s)−1m),

d’où m/s = τM(ρ(s)−1m). Ceci montre que τM est surjectif ; c’est donc un
isomorphisme.

4.3. Anneaux d’endomorphismes. —

Définition 4.16. — Soit M un groupe abélien, c.-à-d., un Z-module. L’ensemble
des Z-endomorphismes de M, c.-à-d., des morphismes de groupe abélien
f : M → M, est noté EndZ(M), ou simplement End(M).

Proposition 4.17. — Pour f, g ∈ End(M), on définit f + g par

(f + g)(m) = f(m) + g(m).

Ceci munit End(M) d’une structure de groupe abélien. De plus, End(M) est
un anneau non commutatif, la multiplication étant la composition des endo-
morphismes.

Démonstration. — Il faut d’abord vérifier que f + g est bien un élément de
End(M). Mais ceci est clair, car pour m,n ∈ M, on a

(f + g)(m+ n) = f(m+ n) + g(m+ n) = f(m) + f(n) + g(m) + g(n)
= (f + g)(m) + (f + g)(n).

Ensuite, on voit facilement que l’addition des endomorphismes est associative,
commutative, et admet pour 0 le morphisme nul, et que tout endomorphisme
f admet pour opposé le morphisme −f : m 7→ −f(m).

De plus, la composition des endomorphismes est associative, et admet pour
élément neutre l’application identique idM ∈ End(M). Il reste à vérifier la
distributivité. Soient f, g, h ∈ End(M). L’égalité (g + h) ◦ f = g ◦ f + h ◦ f
résulte de la définition de l’addition. D’autre part, pour tout m ∈ M, on a

(f ◦ (g + h)) (m) = f(g(m) + h(m)) ∗= f(g(m)) + f(h(m)),

où dans l’égalité (∗) on a utilisé le fait que f est un morphisme de groupes
abéliens. Ceci prouve que f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h. La proposition est
démontrée.
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Proposition 4.18. — Soient A un anneau commutatif et M un groupe abélien.
Se donner une structure de A-module

µ : A×M −→ M

équivaut à se donner un morphisme d’anneaux φ : A → End(M).

Démonstration. — Supposons donné µ et définissons φ : A → End(M) par

φ(a)(m) = µ(a,m), ∀ a ∈ A, m ∈ M.

L’axiome de bi-additivité assure que φ est bien à valeurs dans End(M), et est
un morphisme de groupes abéliens. Les deux autres axiomes (associativité et
unité) assurent que φ est un morphisme d’anneaux.

Réciproquement, supposé donné un morphisme d’anneaux φ : A → End(M),
et posons µ(a,m) = φ(a)(m), pour tout a ∈ A, m ∈ M. On vérifie facilement
que ceci fait de M un A-module.

La proposition précédente permet « d’expliquer » le résultat obtenu dans
la proposition 4.15.

Corollaire 4.19. — Soit M un A-module M sur lequel l’action de tout s ∈ S est
inversible. Alors M est un S−1A-module.

Démonstration. — Soit ρ : A → End(M) le morphisme d’anneaux donnant la
structure de A-module. Par hypothèse, ρ(s) est inversible, pour tout s ∈ S.
Donc, d’après le point 2) du théorème 4.9, ρ se factorise à travers S−1A, c.-
à-d., il existe un (unique) morphisme d’anneaux ρ′ : S−1A → End(M) tel que
ρ′ ◦ τA = ρ. Donc M est un S−1A-module.

Remarque 4.20. — C’est précisément en vue de l’application ci-dessus, qu’on
a autorisé, dans le point 2) du théorème 4.9, l’anneau B à être éventuellement
non commutatif.

Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Notons π la projection
A → A/I. Tout A/I-module N est, par « restriction des scalaires » via π, un
A-module, c.-à-d.pour l’action

a · n = π(a)n ∀ a ∈ A, n ∈ N.

Alors, pour tout x ∈ I on a xN = 0 et donc, comme A-module, N est annulé
par I.

Maintenant, soit M un A-module.

Définition 4.21. — On note IM le sous-module de M engendré par les éléments
xm, pour x ∈ I et m ∈ M. C.-à-d., IM est l’ensemble des sommes finies
x1m1 + · · ·+ xnmn, où n ∈ N∗, xi ∈ I, mi ∈ M.
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On peut donc former le A-module quotient M/IM. Il est annulé par I puisque
Im ⊆ IM pour tout m ∈ M.

Théorème 4.22. — L’action de A sur M/IM se factorise en une action de A/I
sur M, telle que

(∗) (a+ I)(m+ IM) = am+ IM, ∀ a ∈ A,m ∈ M.

Démonstration. — D’après la proposition 4.18, la structure de A-module sur
M/IM équivaut à la donnée du morphisme d’anneaux

φ : A −→ End(M)

défini par φ(a)(m) = am. Par hypothèse, ce morphisme est nul sur I. Donc
d’après la propriété universelle de A/I, appliquée à l’anneau non-commutatif
B = End(M), cf. pont 2) du théorème 2.16, φ se factorise en un morphisme
d’anneaux

φ : A/I −→ End(M),
et l’action µ : (A/I)× (M/IM) associée vérifie (∗).
Corollaire 4.23. — Un A-module annulé par I est la même chose qu’un A/I-
module.

Démonstration. — On a déjà vu qu’un A/I-module peut être vu comme un
A-module annulé par I. Réciproquement, si M est un A-module annulé par I,
alors IM = (0) et donc M = M/IM est un A/I-module.

4.4. La localisation est un foncteur additif exact. — Soient A un an-
neau commutatif et S une partie multiplicative de de A.

Théorème 4.24 (Fonctorialité de la localisation). — 1) Pour tout morphisme de
A-modules f : M → N, il existe un unique morphisme de S−1A-modules
S−1f : S−1M → S−1N rendant commutatif le diagramme suivant :

M
f−−−−→ N

τM

y
yτN

S−1M
S−1f−−−−→ S−1N,

c.-à-d., tel que

(∗) (S−1f)(m/s) = f(m)/s, ∀m ∈ M, s ∈ S.

Si g : N → P est un morphisme de A-modules, on a

(1) S−1(g ◦ f) = (S−1g) ◦ (S−1f), et S−1 idM = idS−1M .

Par conséquent, la localisation en S est fonctorielle, c.-à-d., respecte les mor-
phismes. En particulier, si f est un isomorphisme, alors S−1f aussi.
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2) De plus, si f ′ est un second A-morphisme de M vers N, alors

S−1(f + f ′) = (S−1f) + (S−1f ′);

par conséquent, la localisation en S est un foncteur additif.

Démonstration. — τN ◦ f est un A-morphisme de M vers le S−1A-module
S−1N. Donc, d’après la propriété universelle de S−1M (cf. théorème 4.9), il
existe un unique morphisme de S−1A-modules S−1f : S−1M → S−1N tel que
(S−1f) ◦ τM = τN ◦ f , c.-à-d.,

(∗) (S−1f)(m/s) = f(m)/s, ∀m ∈ M, s ∈ S.

On déduit de cette formule que S−1(g ◦ f) = (S−1g) ◦ (S−1f) et S−1 idM =
idS−1M. Ceci signifie que la transformation M 7→ S−1M est un foncteur (de la
catégorie des A-modules vers celle des S−1A-modules). Le point 1) en démon-
tré.

D’autre part, si f ′ est un second A-morphisme de M vers N, alors l’appli-
cation f + f ′ : M → N, définie par (f + f ′)(m) = f(m) + f ′(m), est encore un
morphisme de A-modules, et il résulte de la formule (∗) que l’on a

S−1(f + f ′) = (S−1f) + (S−1f ′).

Ceci signifie que le foncteur M 7→ S−1M est un foncteur additif. Le théorème
est démontré.

Définition 4.25. — 1) On dit qu’un diagramme

N
f−−−−→ M

g−−−−→ P

de morphismes de A-modules est exact en M si Im(f) = Ker(g).

2) On dit qu’une suite de morphismes de A-modules

· · · fn−1−−−−→ Mn−1
fn−−−−→ Mn

fn+1−−−−→ Mn+1
fn+2−−−−→ · · ·

est un complexe si pour tout n on a

fn+1 ◦ fn = 0, c.-à-d., Im(fn) ⊆ Ker(fn+1).

On dit que ce complexe est une suite exacte si le diagramme ci-dessus est
exact en chaque Mn, c.-à-d., si pour tout n on a Im(fn) = Ker(fn+1).

3) On appelle suite exacte courte une suite exacte de la forme suivante :

(∗) 0 −−−−→ N
f−−−−→ M

g−−−−→ P −−−−→ 0.

Donc, dire qu’un diagramme (∗) est une suite exacte courte équivaut à dire
que : f est injectif et g induit un isomorphisme M/f(N) ∼= P.
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Donc, se donner une suite exacte courte (∗) équivaut à se donner : un sous-
module N′ de M, et deux isomorphismes f : N ∼−→ N′ et g : M/N′ ∼−→ P. Ceci
est plus souple que d’exiger que N soit égal à N′, comme le montrent les deux
exemples suivants.

Exemple 4.26. — On a une suite exacte de Z-modules

0 −−−−→ Z 2−−−−→ Z π−−−−→ Z/2Z −−−−→ 0,

où le morphisme 2→ est la multiplication par 2, et π est la projection canonique.

Exemple 4.27. — Soit λ ∈ C et soit φλ : C[X] → C le morphisme de C-algèbres
défini par φλ(X) = λ. Alors on a une suite exacte de C[X]-modules

0 −−−−→ C[X] X−λ−−−−→ C[X]
φλ−−−−→ C −−−−→ 0,

où la seconde flèche désigne la multiplication par X− λ.

Remarque 4.28. — Soit

· · · fn−1−−−−→ Mn−1
fn−−−−→ Mn

fn+1−−−−→ Mn+1
fn+2−−−−→ · · ·

un complexe de A-modules. Pour tout n, posons Kn = Ker(fn) et In = Im(fn).
Alors, on a des suites exactes

0 −→ Kn −→ Mn −→ In −→ 0

et des complexes

(∗n) 0 −→ In−1 −→ Mn −→ In −→ 0,

et le complexe est exact si, et seulement si, chaque (∗n) est une suite exacte
courte.

Théorème 4.29. — 1) Soient N un sous-module de M, et π : M → M/N. Alors
S−1N est un sous-module de S−1M, et S−1π induit un isomorphisme

S−1M/S−1N ∼−→ S−1(M/N).

(Slogan à retenir : « la localisation commute au quotient » ).

2) Plus généralement, si on a une suite exacte courte 0 → K
f→ M

g→ Q → 0,
alors la suite ci-dessous est exacte :

0 −−−−→ S−1K
S−1f−−−−→ M

S−1g−−−−→ Q −−−−→ 0.

(« la localisation préserve les suites exactes ».)
3) Soit I un idéal de A, et soit π : A → A/I. Alors S−1I est un idéal de

S−1A, et S−1π induit un isomorphisme d’anneaux

φ : (S−1A)/(S−1I) ∼= S−1(A/I), s−1a+ S−1I 7→ s−1(a+ I). (†)
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Posons, de plus, S = π(S). C’est une partie multiplicative de A/I (sauf qu’on
peut avoir 0 ∈ S), et l’on a un isomorphisme d’anneaux

(‡) (S−1A)/(S−1I) ∼= S−1(A/I).

(à nouveau, le slogan est : « la localisation commute au quotient » ).
4) Soient M1,M2 des A-modules. Alors

S−1(M1
⊕

M2) ∼= S−1M1
⊕

S−1M2

(« la localisation commute à la somme directe » ).

Démonstration. — 1) et 2). On va montrer le point 2), le point 1) en étant un
cas particulier.

D’abord, S−1f est injectif, car si 0 = (S−1f)(x/s) = f(x)/s, il existe u ∈ S
tel que 0 = uf(x) = f(ux). Comme f est injectif, il vient ux = 0, et donc
x/s = 0 dans S−1K.

Soit y = q/s un élément arbitraire de S−1Q. Comme g est surjectif, il existe
m ∈ M tel que g(m) = q, et donc (S−1g)(m/s) = y. Ceci montre que S−1g est
surjectif.

De plus, (S−1g) ◦ (S−1f) = S−1(g ◦ f) = 0, donc Im(S−1f) ⊆ Ker(S−1g).
Enfin, soit m/s un élément arbitraire de Ker(S−1g). Alors g(m)/s = 0, donc il
existe u ∈ S tel que 0 = ug(m) = g(um), c.-à-d., um ∈ Ker(g). Par hypothèse,
il existe x ∈ K tel que f(x) = um. Alors (S−1f)(x/us) = m/s. Ceci prouve
l’exactitude en S−1M. Le point 2) est démontré, et avec lui, le point 1).

3) D’après ce qui précède, S−1I est un idéal de S−1A et φ est un isomor-
phisme de A-modules. Et, d’après la formule (†), on voit facilement que c’est
un morphisme d’anneaux. Ceci prouve la première assertion.

Il est clair que S contient 1 et est stable par multiplication. Il peut arriver
que 0 ∈ S ; c’est le cas si et seulement si S ∩ I 6= ∅, dans ce cas S−1I = S−1A
et les deux anneaux de (‡) sont l’anneau nul {0}. On peut donc supposer que
0 6∈ S, donc que S est une partie multiplicative.

L’image de tout s ∈ S par le morphisme d’anneaux

A −→ A/I −→ S−1(A/I)

est inversible, donc ce morphisme induit un morphisme d’anneaux

φ : S−1A −→ S−1(A/I) tel que φ(a/s) = π(s)−1π(a), ∀ a ∈ A, s ∈ S.

Ce morphisme est surjectif, puisque tout élément de S−1(A/I) est de la forme
π(s)−1π(a) donc égal à φ(a/s). D’autre part, il est clair que S−1I ⊆ Kerφ.
Réciproquement, si a/s ∈ Kerφ, il existe u ∈ S tel que

0 = π(u)π(a) = π(ua), d’où ua ∈ I
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et donc a/1 ∈ S−1I et a/s ∈ S−1I. Ceci montre que Kerφ = S−1I, et donc φ
induit un isomorphisme d’anneaux

φ :
S−1A
S−1I

∼−→ S−1(A/I), s−1a+ S−1I 7→ π(s)−1π(a).

Ceci achève la preuve du point 3).

Pour démontrer le point 4), posons M = M1⊕M2 et introduisons l’inclusion
τ1 : M1 ↪→ M, x 7→ (x, 0), et la projection π1 : M → M1, (x, y) 7→ x, et
définissons de même τ2 et π2. Alors on a

π1 ◦ τ1 = idM1 , π2 ◦ τ2 = idM2 ;(1)

π2 ◦ τ1 = 0 = π1 ◦ τ2 ;(2)

idM = τ1 ◦ π1 + τ2 ◦ π2 .(3)

Lemme 4.30. — Ces égalités caractérisent la somme directe, c.-à-d., si M1,M2,
et M sont des A-modules arbitraires et si l’on a des A-morphismes

M1

τ1
À
π1

M
τ2
¿
π2

M2

vérifiant ces égalités, alors Mi
∼= τi(Mi) pour i = 1, 2 et l’on a

M = τ1(M1)
⊕
τ2(M2).

Démonstration. — Comme πi ◦ τi = idMi alors chaque τi est injective, donc
un isomorphisme de Mi sur τi(Mi). De plus, (3) entrâıne que

M = τ1(M1) + τ2(M2).

Enfin, d’après (2), la somme est directe car si m ∈ τ1(M1) ∩ τ2(M2), alors

m = τ1(x1) = τ2(x2), avec xi ∈ Mi,

et d’après (2) l’on a x1 = π1(m) = π1(τ2(x2)) = 0, d’où m = 0. Ceci prouve le
lemme.

On peut maintenant achever la preuve du point 4). Comme la localisation
est un foncteur additif (cf. théorème 4.24), les morphismes S−1τi et S−1πi,
pour i = 1, 2, vérifient les égalités (1)–(3), avec Mi et M remplacés par S−1Mi

et S−1M. Par conséquent, il résulte du lemme que

S−1M ∼= S−1M1
⊕

S−1M2.

Le théorème est démontré.
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4.5. Idéaux premiers de S−1A, anneaux locaux. — Réparons d’abord
un oubli. La proposition suivante est extrêmement importante, et aurait dû
être signalée juste après la définition des idéaux premiers, au début de la sec-
tion 4. On rappelle qu’on désigne par Spec(B) l’ensemble des idéaux premiers
d’un anneau B.

Proposition 4.31. — Soit φ : A → B un morphisme d’anneaux commutatifs, et
soit p ∈ Spec(B). Alors φ−1(p) est un idéal premier de A.

Démonstration. — Le noyau du morphisme A
φ−→ B → B/p est l’idéal

φ−1(p) = {a ∈ A | φ(a) ∈ p}.
Donc φ induit un morphisme d’anneaux injectif

A/φ−1(p) ↪→ B/p,

et comme B/p est intègre, A/φ−1(p) l’est aussi. Ceci montre que l’idéal φ−1(p)
est premier.

Remarque 4.32. — Attention ! Si m est un idéal maximal de B, alors φ−1(m)
est premier mais pas nécessairement maximal ! Par exemple, soit φ l’inclusion
Z ↪→ Q ; alors (0) est un (le seul) idéal maximal de Q, et son image inverse est
l’idéal (0) de Z qui est premier mais pas maximal.

Soient A un anneau commutatif, S une partie multiplicative de A, et M un
A-module. Soit τM le morphisme de A-modules M → S−1M, m 7→ m/1.

Pour tout sous-S−1A-module N de S−1M, son image inverse

τ−1
M (N ) = {m ∈ M | m/1 ∈ N }

est un sous-A-module de M ; par abus de notation, on le note N ∩M et on
l’appelle « l’intersection » de N avec M.

Proposition 4.33. — 1) Pour tout sous-S−1A-module N de S−1M, on a

N = S−1(N ∩A).

(on dit que « tout sous-module de S−1M est étendu » ).
2) Si N est un sous-module de M, on a

M ∩ S−1N = {m ∈ M | il existe s ∈ S tel que sm ∈ N}.
En particulier, si I est un idéal de A, on a S−1I = S−1A ⇔ I ∩ S 6= ∅.

Démonstration. — 1) L’inclusion ⊇ est claire. Réciproquement, soit x ∈ N .
Alors x = m/s, avec m ∈ M et s ∈ S, et N contient sx = m/1. Donc
m ∈ N ∩M et x = m/s appartient à S−1(N ∩M).

2) Soit m ∈ M. S’il existe s ∈ S tel que sm ∈ N, alors m/1 = sm/s ∈ S−1N
et donc m ∈ M ∩ S−1N.
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Réciproquement, supposons que m/1 ∈ S−1N. Alors il existe y ∈ N et s ∈ S
tels que m/1 = y/s, donc il existe u ∈ S tel que u(sm−y) = 0. Par conséquent,
usm = uy appartient à N. Ceci prouve l’égalité voulue.

En particulier, si I est un idéal de A, on a

S−1I = S−1A ⇔ 1 ∈ S−1I ⇔ I ∩ S 6= ∅.
La proposition est démontrée.

Remarque 4.34. — Soit I un idéal de A ne rencontrant pas S. On n’a pas
nécessairement l’égalité I = A ∩ S−1I ; mais on va voir ci-dessous que c’est le
cas si I est premier.

Théorème 4.35 (Idéaux premiers de S−1A). — Les idéaux premiers de S−1A
sont exactement les S−1p, pour p idéal premier de A ne rencontrant pas S.

De façon plus précise, l’application p 7→ S−1p est une bijection de {p ∈
Spec(A) | p ∩ S = ∅} sur Spec(S−1A), dont la bijection réciproque est P 7→
P ∩A.

Démonstration. — Posons X = {p ∈ Spec(A) | p ∩ S = ∅}, et soit p ∈ X. Il
résulte du point 2) de la proposition précédente que

(1) A ∩ S−1p = p.

En effet, si x ∈ A ∩ S−1p, il existe s ∈ S tel que sx ∈ p. Comme p est premier
et s 6∈ p (puisque S ∩ p = ∅), ceci entrâıne x ∈ p.

En particulier, (1) montre que S−1p est un idéal propre de S−1A. De plus,
d’après le point 3) du théorème 4.29, on a

S−1A/S−1p ∼= S−1(A/p),

et ceci est un anneau intègre puisque c’est un sous-anneau du corps des frac-
tions de A/p (cf. 4.13). Ceci montre que S−1p est un idéal premier de S−1A.
De plus, (1) montre que l’application

θ : X −→ Spec(S−1A), p 7→ S−1p

est injective.
Elle est aussi surjective. En effet, soit P ∈ Spec(S−1A). D’après la pro-

position 4.31, p := P ∩ A est un idéal premier et, d’après le point 1) de la
proposition 4.33, l’on a P = S−1p. Il en résulte que p ∩ S = ∅, et que θ
est surjective. C’est donc une bijection, dont la réciproque est l’application
P 7→ P ∩A. Le théorème est démontré.

Définition 4.36 (Anneaux locaux). — Un anneau A est dit local s’il ne possède
qu’un seul idéal maximal m. Dans ce cas, on écrit parfois que (A,m) est un
anneau local, et l’on dit que le corps k = A/m est le corps résiduel de A.
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Définition 4.37. — Soit p ∈ Spec(A) et soit M un A-module. On note Ap et
Mp les localisés S−1A et S−1M, où S est la partie multiplicative

A \ p = {a ∈ A | a 6∈ p}.
Proposition 4.38 (Ap est local). — Soit p ∈ Spec(A). Alors Ap est un anneau
local : son unique idéal maximal est l’idéal pAp.

Le corps résiduel Ap/pAp est noté κ(p) et est souvent appelé « corps résiduel
de p ».

Démonstration. — D’après le théorème 4.35, les idéaux premiers de Ap sont
les idéaux qAp, pour q idéal premier de A ne rencontrant pas S = A\p, c.-à-d.,
contenu dans p. Donc, tout idéal premier de Ap est contenu dans pAp ; celui-ci
est donc l’unique idéal maximal de Ap (car un idéal maximal est nécessairement
premier). Ceci prouve la proposition.

5. Modules de type fini, lemme de Zorn, existence d’idéaux maxi-
maux

5.1. Modules de type fini. — Soient A un anneau, M un A-module.

Définition 5.1. — Soit (xi)i∈I (où I est un ensemble fini ou infini) une famille
d’éléments de M. On rappelle (cf. proposition 3.0) que le sous-module engendré
par les xi est l’ensemble des sommes finies

∑

J⊆I
J fini

ajxj , aj ∈ A.

On le note
∑

i∈I Axi, étant entendu que ceci désigne l’ensemble des sommes
finies de termes aixi.

En particulier, lorsque I est un ensemble fini, I = {1, . . . , n}, le sous-module
engendré par x1, . . . , xn ∈ M est

Ax1 + · · ·+ Axn = {a1x1 + · · ·+ anxn | ai ∈ A};
on le note aussi (x1, . . . , xn).

Exemple 5.2. — Soient A = C[X,Y] et M = A. Alors l’idéal engendré par X
et Y est

(X,Y) = {PX + QY | P,Q ∈ A} = AX + AY.

Définition 5.3. — On dit qu’un A-module M est de type fini s’il peut être
engendré par un nombre fini d’éléments, c.-à-d., s’il existe x1, . . . , xn ∈ M tels
que

M = Ax1 + · · ·+ Axn,

c.-à-d., si tout m ∈ M s’écrit m = a1x1 + · · ·+ anxn, avec ai ∈ A.
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Exemples 5.4. — 1) Le A-module A est de type fini : il est engendré par l’élé-
ment 1 puisque a = a1 pour tout a ∈ A.

2) Plus généralement, pour tout n > 1, la somme directe

An = {(a1, . . . , an) | ai ∈ A}
est un A-module de type fini. En effet, introduisons les éléments

e1 = (1, 0, . . . , 0), · · · , en = (0, . . . , 0, 1).

(Si A = k est un corps, alors les ei sont simplement les vecteurs de la base
canonique de kn.) Alors, tout élément a = (a1, . . . , an) de An s’écrit (de façon
unique)

a = a1e1 + · · ·+ anen.

3) Le Z-module Z/nZ est de type fini, puisqu’il est engendré par l’élément
1. Par contre, ici, l’écriture n’est pas unique puisque a1 = b1 si a− b ∈ nZ.

Exercice 5.5. — Soit V un R-espace vectoriel. Montrer que V est de type fini
comme R-module si et seulement si dimRV < ∞. Donc, pour un espace vec-
toriel, type fini = dimension finie.

Proposition 5.6. — Soient M un A-module et N un sous-module.
1) Si M est de type fini, M/N l’est aussi.
2) Si N et M/N sont de type fini, alors M l’est aussi.

Démonstration. — 1) Soit π : M → M/N. Supposons M engendré par des
éléments x1, . . . , xn. Alors tout m ∈ M s’écrit

m = a1x1 + · · ·+ anxn,

et donc π(m) = a1π(x1) + · · ·+ anπ(xn). Ceci montre que M/N est engendré
par π(x1), . . . , π(xn), donc de type fini.

2) On suppose N et M/N de type fini. Soient y1, . . . , ys ∈ N des générateurs
de N et soient x1, . . . , xr ∈ M dont les images engendrent M/N. Soit m ∈ M
arbitraire. Alors, il existe a1, . . . , ar ∈ A tels que

π(m) = a1π(x1) + · · ·+ arπ(xr),

d’où m−∑r
i=1 aixi ∈ N.

Donc, il existe b1, . . . , bs ∈ A tels que

m−
r∑

i=1

aixi = b1y1 + · · ·+ bsys.

Par conséquent, m =
∑r

i=1 aixi +
∑s

j=1 bjyj . Comme m était arbitrairement
choisi dans M, ceci montre que M est engendré par x1, . . . , xr, y1, . . . , ys. La
proposition est démontrée.
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Remarque 5.7. — Attention, un sous-module d’un module de type fini n’est
pas nécessairement de type fini. Voici un exemple. Soit A l’anneau des poly-
nômes sur C en une infinité de variables :

C[X1,X2, . . . ] =
⋃

n>1
C[X1, . . . ,Xn],

et soit m l’idéal de A engendré par les Xi. Bien sûr, A est un A-module de
type fini, engendré par 1, mais on va montrer que le sous-module (l’idéal) m
n’est pas de type fini. On a la suite croissante d’idéaux

(X1) ⊆ (X1,X2) ⊆ (X1,X2,X3) ⊆ · · ·
et m en est la réunion. Supposons que m soit engendré par un nombre fini
d’éléments Q1, . . . ,Qr ; alors, ils sont tous dans un certain (X1, . . . ,Xn) et
donc

m = (X1, . . . ,Xn).
Par conséquent, il existe P1, . . . ,Pn ∈ A tels que

(∗) Xn+1 =
n∑

i=1

PiXi.

Tous les Pi appartiennent à C[X1, . . . ,XN], pour un certain N > n + 1, et
donc l’égalité (∗) ci-dessus a lieu dans l’anneau C[X1, . . . ,XN]. Alors, on peut
évaluer Xn+1 en 1, et les autres Xi, pour i 6 N, i 6= n+ 1, en 0, et (∗) donne
1 = 0, une contradiction ! Ceci montre que l’idéal m n’est pas de type fini.

Toutefois, cette « pathologie » ne se produit pas pour les anneaux et modules
noethériens, qu’on va étudier plus tard.

5.2. Union filtrante de sous-modules. — Soit M un A-module.

Définition 5.8. — Une famille de sous-modules (Mi)i∈I de M est dite filtrante
si elle vérifie la propriété suivante :

(filt) ∀ i, j, ∃ ` tel que Mi + Mj ⊆ M`.

Remarque 5.9. — En particulier, toute suite croissante de sous-modules M0 ⊆
M1 ⊆ · · · est une famille filtrante : il suffit de prendre ` = max{i, j}. Mais on
peut rencontrer des familles filtrantes de sous-modules plus générales.

Le lemme suivant est important et sera utilisé de façon répétée.

Lemme 5.10. — Soit (Mi)i∈I une famille filtrante de sous-A-modules de M.
Alors, la réunion

U :=
⋃
i∈I

Mi

est un sous-A-module de M.
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Démonstration. — Soient a ∈ A et x, y ∈ U. Alors, il existe i, j ∈ I tels que
x ∈ Mi et y ∈ Mj et donc, comme la famille est filtrante, il existe ` ∈ I tel
que x, y ∈ M`. Comme M` est un sous-module, on a x + ay ∈ M`, et donc
x+ ay ∈ U. Ceci prouve le lemme.

Définition 5.11. — Un sous-module propre de M est un sous-module N 6= M.
De même, un idéal propre de A est un idéal 6= A.

Définition 5.12. — Soit N un sous-module de M. On dit que N est un sous-
module maximal s’il n’existe pas de sous-module propre N′ contenant N stric-
tement, c.-à-d., si N est un élément maximal (pour la relation d’inclusion) de
l’ensemble des sous-modules propres.

Lemme 5.13. — Soit M un A-module de type fini et soit (Mi)i∈I une famille
filtrante de sous-modules propres de M. Alors

⋃
i∈I Mi est un sous-module

propre de M.

Démonstration. — Posons U :=
⋃

i∈I Mi ; on a déjà vu que c’est un sous-
module de M (lemme 5.10). Montrons que c’est un sous-module propre. Soient
x1, . . . , xr un système fini de générateurs de M.

Alors, il existe des indices i1, . . . , ir ∈ I tels que x1 ∈ Mi1 , . . ., xr ∈ Mir .
Comme la famille (Mi)i∈I est filtante, il existe ` tel que M` contienne x1, . . . , xr,
et comme ces derniers sont des générateurs de M, ceci entrâıne M` = M,
en contradiction avec l’hypothèse que chaque Mi, i ∈ I, est un sous-module
propre. Cette contradiction montre que U 6= M. Le lemme est démontré.

On veut montrer que tout anneau commutatif non nul A possède au moins
un idéal maximal. Plus généralement, on va montrer, dans le paragraphe sui-
vant, que tout A-module non nul M de type fini possède au moins un sous-
module maximal. L’hypothèse que M soit de type fini est nécessaire, comme
le montre l’exercice suivant.

Exercice 5.14. — Soit A le sous-anneau du corps C(X) formé des fractions
rationnelles définies en 0, c.-à-d.,

A =
{

P
Q

∣∣∣∣ P,Q ∈ C[X], Q(0) 6= 0
}
.

Soit N un sous-A-module de C(X). Montrez que N est engendré par Xn, pour
un certain n ∈ Z. En déduire que le A-module C(X) ne possède pas de sous-
module maximal.
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5.3. Théorème de Zorn et conséquences. — Rappelons d’abord qu’un
ensemble ordonné est un ensemble E muni d’une relation x 6 y qui soit une
relation d’ordre partiel, c.-à-d., qui est

1) réflexive : ∀x ∈ E, x 6 x ;
2) antisymétrique : ∀x, y ∈ E, x 6 y et y 6 x⇒ x = y ;
3) transitive : ∀x, y, z ∈ E, x 6 y et y 6 z ⇒ x = z.

Soient A un anneau commutatif et M un A-module de type fini. L’ensemble
des sous-modules propres de M est ordonné par inclusion et, si (Mi)i∈I est
une famille filtrante de sous-modules propres, alors U =

⋃
i∈I Mi est un sous-

module propre (d’après le lemme 5.13), qui est un majorant de chacun des
Mi, c.-à-d., tel que Mi ⊆ U pour tout i ∈ I.

On peut maintenant énoncer la définition et le théorème suivants.

Définition 5.15. — Soit (E,6) un ensemble ordonné.
1) On dit qu’un sous-ensemble F de E est filtrant s’il vérifie la propriété

suivante : pour tout f, f ′ ∈ F, il existe f ′′ ∈ F tel que f 6 f ′′ et f ′ 6 f ′′.
2) On dit qu’un élément x ∈ E est un élément maximal s’il n’existe pas

d’élément y ∈ E tel que y > x.
3) Soit S un sous-ensemble de E et soit x ∈ E. On dit que x est un majorant

de S si l’on a s 6 x pour tout s ∈ S (on ne demande pas que x appartienne à
S).

Théorème 5.16 (Lemme de Zorn). — Soit E un ensemble ordonné non-vide vé-
rifiant la propriété suivante :

(∗) Tout sous-ensemble filtrant de E admet un majorant dans E.
Alors E possède au moins un élément maximal.

Nous ne démontrerons pas ce théorème, qui appartient au domaine de la
théorie des ensembles, et l’on renvoie le lecteur intéressé à [Dou, Chap.1] ou
[La, Appendix 2].

Dans ces références, il est montré comment le lemme de Zorn se déduit
de l’axiome du choix. Il est aussi montré que le lemme de Zorn entrâıne le
théorème de Zermelo, qui lui-même entrâıne l’axiome du choix. Donc, en fait,
axiome du choix, lemme de Zorn et théorème de Zermelo sont équivalents. ¤

Théorème 5.17. — Soit M un A-module non nul de type fini et soit N un sous-
module propre. Alors M possède au moins un sous-module maximal contenant
N.

Démonstration. — L’ensemble E des sous-modules propres de M contenant N
est non-vide (il contient N) et vérifie la propriété (∗), d’après le lemme 5.13. Il
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possède donc un élément maximal M′, et M′ est un sous-module maximal de
M contenant N.

Corollaire 5.18. — Soient A un anneau commutatif non nul et I un idéal propre
de A. Alors I est contenu dans un idéal maximal m.

Démonstration. — Ceci résulte du théorème 5.17, puisque A = A · 1 est un
A-module de type fini.

5.4. Un exemple d’application. — À titre d’illustration des techniques
introduites jusqu’ici, démontrons la proposition suivante (qui était une ques-
tion dans l’examen de septembre 2006).

Proposition 5.19. — Soient A un anneau commutatif, m un idéal maximal de
A, et S = {a ∈ A | a 6∈ m}. Alors, pour tout n > 1, on a

A/mn = S−1(A/mn).

Démonstration. — Soit s ∈ S. Alors l’idéal J := As+ mn égale A.
En effet, supposons que ce ne soit pas le cas. Alors, d’après le corollaire 5.18,

il existe un idéal maximal n contenant J. Alors n contient mn et, comme n est
premier, il contient m. Or m est maximal, donc nécessairement n = m. Mais
alors m = n contient s, une contradiction. Ceci montre que As+ mn = A.

Donc il existe t ∈ A et x ∈ mn tel que ts+ x = 1, d’où t s = 1 dans A/mn.
Ceci montre que tout s ∈ S est inversible dans A/mn. Le résultat découle alors
de la proposition 4.15.

6. Modules libres

6.1. Définitions et exemples. —

Définition 6.1. — Soit M un A-module et soit (xi)i∈I une famille d’éléments
de M.

1) On dit que (xi)i∈I est une famille libre si les xi sont linéairement
indépendants sur A, c.-à-d., si la propriété suivante est vérifiée :

Pour tout sous-ensemble fini J = {i1, . . . , in} de I, si a1, . . . , an ∈ A et
a1xi1 + · · ·+ anxin = 0, alors ai = 0 pour tout i = 1, . . . , n.
(Noter que, même si I est infini, la condition ci-dessus ne fait intervenir qu’un
nombre fini de xi.)

2) On dit que (xi)i∈I est une base de M si les xi sont linéairement indépen-
dants sur A et engendrent M ; ceci équivaut à dire que tout m ∈ M s’écrit de
façon unique comme une somme finie

m =
∑

i∈I

aixi,
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où les ai sont dans A et sont nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux.
3) On dit que M est un A-module libre s’il possède une base.

Remarque 6.2. — Si l’anneau A n’est pas un corps, il existe des A-modules
qui ne sont pas libres. En effet, soit I un idéal propre non nul de A. Alors le
A-module non nul A/I n’est pas libre. En effet, soit α ∈ I non nul. Pour tout
x ∈ A/I, on a αx = 0 ; par conséquent aucune famille non vide d’éléments de
A/I n’est libre.

Une autre obstruction au fait d’être libre est donnée par la remarque sui-
vante.

Remarque 6.3. — Toute partie libre de A est nécessairement réduite à un seul
élément. En effet, entre deux éléments distincts a, b ∈ A on a toujours la
relation de dépendance linéaire non triviale :

b · a− a · b = 0.

Comme conséquence de cette remarque, on a l’exemple suivant.

Exemple 6.4. — Soient A = C[X,Y] et soit m = (X,Y), l’idéal engendré par X
et Y. Alors, m n’est pas un A-module libre.

En effet, s’il l’était, il aurait, d’après la remarque précédente, une base
formée d’un seul polynôme P 6= 0. Mais alors P, divisant X et Y, devrait être
une constante λ ∈ C∗, absurde puisque m 6= A.

Par contre, voici des exemples de A-modules libres.

Exemples 6.5. — 1) Le A-module A possède la base {1}. Donc A est un A-
module libre.

2) Plus généralement, pour tout n > 1, le A-module

An = {(a1, . . . , an) | ai ∈ A}
est un A-module libre. En effet, il possède la base B = (e1, . . . , en), où :

e1 = (1, 0, . . . , 0), · · · , en = (0, . . . , 0, 1).

3) Soit A[X] l’anneau des polynômes sur A. Alors, comme A-module, A[X]
possède la base {Xn}n>0. Donc A[X] est un A-module libre.

Plus généralement, on va voir dans le paragraphe suivant que pour tout
ensemble I, il existe un A-module libre A(I) ayant une base paramétrée par I.

Remarque 6.6. — Si k est un corps et V un k-espace vectoriel, on sait que les
bases de V sont aussi caractérisées comme étant les parties libres maximales, ou
les parties génératrices minimales. Dans le cas d’un anneau, ces deux propriétés
sont strictement plus faibles que le fait d’être une base, comme le montrent
les deux exemples suivants. Prenons A = Z.
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1) La partie {2} est libre, car si 0 = n · 2 = 2n alors n = 0. (Plus générale-
ment, dans un anneau intègre A, tout singleton {a} avec a 6= 0 est une partie
libre). La partie {2} est libre maximale, d’après la remarque 6.3. Pourtant {2}
n’engendre pas Z : le sous-module engendré est 2Z, l’idéal des entiers pairs.

2) La partie {2, 3} est génératrice, car l’idéal engendré contient 1 = 3 − 2
donc est égal à Z. Comme aucune des sous-parties {2} ou {3} n’engendre Z,
alors X = {2, 3} est une partie génératrice minimale. Mais ce n’est pas une
base, car elle n’est pas libre, d’après la remarque 6.3 : on a 3 · 2− 2 · 3 = 0.

6.2. Les modules libres A(I). — Soit A un anneau et soit I un ensemble
arbitraire.

Définition 6.7. — Soit AI l’ensemble produit, c.-à-d.,

AI = {(ai)i∈I | ai ∈ A}
est l’ensemble des familles paramétrées par I d’éléments de A. C’est un groupe
abélien, l’addition étant définie composante par composante. C’est aussi un
A-module, pour la loi

a · (bi)i∈I = (abi)i∈I.

Pour tout i ∈ I, notons ei la famille (δij)j∈I, où δij est le symbole de Kronecker,
c.-à-d.,

δij =

{
1 si j = i;
0 sinon.

Lemme 6.8. — Les ei, pour i ∈ I, sont linéairement indépendants sur A.

Démonstration. — C’est clair.

Définition 6.9. — On note A(I) le sous-A-module de AI engendré par les élé-
ments ei, pour i ∈ I. Alors, d’après le lemme précédent, (ei)i∈I est une base de
A(I) et, d’après la définition du sous-A-module engendré, A(I) est l’ensemble
de toutes les sommes finies ∑

j∈J

ajej ,

où J est un sous-ensemble fini de I, et aj ∈ A.

Exemple 6.10. — Soit I = N. Alors AN est l’ensembles des suites (a0, a1, . . . )
d’éléments de A, et A(N) est l’ensemble des suites nulles à partir d’un cer-
tain rang. Pour tout i ∈ N, l’élément ei est la suite

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), où 1 est à la i-ème place,
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et si a = (a0, a1, . . . ) est une suite nulle à partir d’un certain rang, c.-à-d., telle
que an = 0 pour tout n > n0, on a bien

a =
∑

i∈N
aiei =

n0∑

i=0

aiei.

Remarque 6.11. — 1) Si I = {1, . . . , n} alors A(I) égale AI et s’identifie au
A-module An déjà considéré, de base (e1, . . . , en).

2) Si I = N, on peut identifier le A-module libre A(N), avec sa base (ei)i∈N,
au A-module libre A[X], avec sa base (Xi)i∈N.

Remarque 6.12. — On peut montrer (ce n’est pas facile) que le Z-module pro-
duit ZN n’est pas un Z-module libre, cf. [BAlg], Chap.VII, §3, Exercice 8.

Afin d’énoncer la propriété universelle du A-module libre A(I), introduisons
la notation suivante. Pour tout ensemble Y, notons Applic(I,Y) l’ensemble des
applications I → Y.

Théorème 6.13 (Propriété universelle du A-module A(I))
Soit P un A-module arbitraire. Pour avoir un morphisme de A-modules

φ : A(I) → P, il suffit d’avoir une application d’ensembles ψ : I → P. De façon
plus précise, l’application

HomA(A(I),P) −→ Applic(I,P), φ 7→ φ|I,
où φ|I désigne l’application i 7→ φ(ei), est une bijection. Son inverse est l’ap-
plication ψ 7→ ψ̃, où ψ̃ est définie, pour tout a =

∑
i∈I aiei, par

(∗) ψ̃

(∑

i∈I

aiei

)
=

∑

i∈I

aiψ(ei).

(Le slogan à retenir est : « un morphisme de source un module libre est uni-
quement déterminé par l’image d’une base ».)

Démonstration. — Observons d’abord que la formule (∗) qui définit ψ̃ fait
sens. En effet, pour chaque a =

∑
i∈I aiei, il n’y a qu’un nombre fini de coef-

ficients ai qui sont 6= 0 et donc la somme de droite dans (∗) est une honnête
somme finie d’éléments de P. Ceci étant vu, il est clair que φ̃|I = φ et ψ̃

∣∣∣
I
= ψ,

c.-à-d., les applications φ 7→ φ|I et ψ 7→ ψ̃ sont inverses l’une de l’autre. Le
théorème est démontré.
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4.5. Idéaux premiers de S−1A, anneaux locaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5. Modules de type fini, lemme de Zorn, existence d’idéaux maximaux 36
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M1), Ellipses, 2004.
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