
V. EXTENSIONS ENTIÈRES
(ET ALGÉBRIQUES/TRANSCENDANTES)

Séances des 7 et 13 novembre

14. Extensions entières d’anneaux

14.1. Éléments entiers. — Soit A un anneau commutatif.

Définition 14.1 (Éléments entiers). — Soit τ : A → B une A-algèbre. Par abus
de notation, pour a ∈ A, b ∈ B, on écrira ab au lieu de τ(a)b. On dit qu’un
élément x ∈ B est entier sur A s’il vérifie une équation de la forme :

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0,

avec ai ∈ A, c.-à-d., si P(x) = 0 pour un certain polynôme unitaire P ∈ A[X].
Une telle équation s’appelle une équation de dépendance intégrale.

Notation 14.2. — Pour tout b ∈ B, on note A[b] la sous-A-algèbre de B en-
gendrée par b. On rappelle que c’est le sous-A-module de B engendré par les
monômes bn, pour n ∈ N.

Proposition 14.3 (Caractérisation des éléments entiers). — Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) b est entier sur A.
(ii) A[b] est un A-module de type fini.
(iii) A[b] est contenu dans un sous-anneau C de B qui est un A-module de

type fini.

Démonstration. — Si l’on a une équation de dépendance intégrale P(b) = 0
de degré n, on obtient (par une récurrence sur le degré, ou bien en utilisant la
division euclidienne dans A[X] par le polynôme unitaire P), que les éléments
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1, b, . . . , bn−1 engendrent A[b] comme A-module. Ceci montre que (i) ⇒ (ii). Il
est clair que (ii) ⇒ (iii).

Supposons (iii) vérifié et soient x1, . . . , xn des générateurs de C comme A-
module. Pour tout i, bxi appartient à C donc il existe des éléments aij ∈ A
tels que

(†) bxi =
n∑

j=1

aijxj , ∀ j = 1, . . . , n.

Désignons par P ∈ Mn(C) la matrice dont le coefficient d’indice (i, j) est
aij − δijb, où δij désigne le symbole de Kronecker (δij = 1 si i = j et = 0
sinon). Alors, les équations (†) se récrivent de façon matricielle :

(1) P



x1
...
xn


 = 0.

(Égalité de matrices à coefficients dans l’anneau C). Notons P̃ la transposée
de la matrice des cofacteurs de P (c.-à-d., (−1)i+jP̃ij égale le déterminant de
la matrice obtenue en supprimant dans P la ligne j et la colonne i). Alors,
d’après la formule de développement d’un déterminant suivant une ligne ou
une colonne, on a l’égalité matricielle :

(2) (dét P)In = P̃P,

où In désigne la matrice unité. Combiné avec l’égalité (1), ceci donne que
l’élément d := dét P de C vérifie dxi = 0 pour i = 1, . . . , n. Donc d annule le A-
module C, et comme C contient l’élément neutre 1 ∈ B, ceci donne dét P = 0.
Or, P = M−bIn, où M désigne la matrice dont les coefficients sont les aij ∈ A.
Donc, en développant dét P, on obtient une égalité

(−1)nbn + α1b
n−1 + · · ·+ αn = 0,

où les α` sont des polynômes en les aij , donc appartiennent à A. Ceci montre
que b est entier sur A. La proposition est démontrée.

14.2. Morphismes entiers. —

Définition 14.4. — Soit τ : A → B une A-algèbre. On dit que B est entier
sur A si tout élément de B est entier sur A. Dans ce cas, on dit aussi que
τ : A → B est un morphisme entier, ou une extension entière.

Définition 14.5. — Soit τ : A → B une A-algèbre.
1) On dit que le morphisme (ou l’extension) A → B est de type fini si

B est une A-algèbre de type fini, c.-à-d., s’il existe x1, . . . , xn ∈ B engen-
drant B comme A-algèbre, c.-à-d., tels que B = A[x1, . . . , xn], c.-à-d., si B est
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engendrée, comme A-module, par tous les monômes

xν1
1 · · ·xνn

n , pour ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Nn.

2) On dit que le morphisme (resp. l’extension) A → B est fini (resp. finie) si
B est un A-module de type fini, c.-à-d., s’il existe m1, . . . ,mr ∈ B engendrant
B comme A-module, c.-à-d., tels que B = Am1 + · · ·+ Amr.

Remarque 14.6. — 1) Il résulte de la définition que toute extension finie est
de type fini, mais la réciproque est fausse. Par exemple, l’extension k ⊂ k[X]
est de type fini, mais n’est pas finie car k[X] n’est pas un k-espace vectoriel de
dimension finie (il admet comme base sur k les monômes Xn, pour n ∈ N).

2) D’après la proposition 14.3, tout morphisme fini est entier.

Remarque 14.7. — Soit A → B une A-algèbre. Par définition, B est entier
sur A si tout b ∈ B est entier sur A. Évidemment, ceci n’est pas commode
à vérifier directement, et donc on a besoin de critères permettant de dire
qu’une extension est entière. En particulier, on a le très important point 1) du
théorème 14.9 ci-dessous, et le point 2) en conséquence.

Lemme 14.8. — Soient A ⊂ B des anneaux et N un B-module de type fini. On
suppose que B est un A-module de type fini. Alors N est un A-module de type
fini.

Démonstration. — Par hypothèse, il existe des éléments x1, . . . , xr dans N
(resp. b1, . . . , bn dans B) qui engendrent N comme B-module (resp. B comme
A-module). Alors

N = Bx1 + · · ·+ Bxr

et chaque Bxj est engendré, comme A-module, par les éléments bixj . Il en
résulte que N est engendré comme A-module par les éléments bixj . Ceci prouve
le lemme.

Théorème 14.9. — 1) (Critère d’intégralité) Soit C = A[x1, . . . , xn] une A-
algèbre de type fini. Si chaque xi est entier sur A, alors C est un A-module de
type fini, donc est entier sur A.

2) (Transitivité des extensions entières) Soient A τ−→ B
φ−→ C, avec φ

entier. Si x ∈ C est entier sur B, alors x est entier sur A. En particulier, si
C est entier sur B, il est entier sur A.

Démonstration. — 1) Par récurrence sur n. Le cas n = 1 a été vu dans la
proposition 14.3. On peut donc supposer n > 2 et le résultat établi pour n−1.
Posons B = A[x1, . . . , xn−1]. Par hypothèse de récurrence, B est fini sur A.
D’autre part, xn étant entier sur A ; il l’est aussi sur B, et donc C = B[xn]
est fini sur B. Donc, d’après le lemme 14.8, appliqué à N = C, on obtient que
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C est un A-module de type fini. Donc tout c ∈ C est entier sur A, d’après le
point (iii) de la proposition 14.3. Ceci prouve le point 1).

2) Par hypothèse, il existe b1, . . . , bn ∈ B tels que

xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn = 0.

Posons B0 := A[b1, . . . , bn]. Alors B0[x] est fini sur B0 et, d’après le point 1),
B0 est un A-module de type fini. Donc, d’après le lemme 14.8, le sous-anneau
B0[x] est un A-module de type fini. D’après la proposition 14.3, ceci entrâıne
que x est entier sur A. Le théorème est démontré.

Remarque 14.10. — Dans le point 1), écrivant que chaque xi vérifie une équa-
tion intégrale sur A de degré di, on peut aussi montrer par un argument direct
que le sous-A-module de C engendré par les monômes

xs1
1 · · ·xsn

n , avec 0 6 si 6 di

est stable par multiplication par chaque xj , donc cöıncide avec C.

14.3. Anneaux intégralement clos. —

Proposition 14.11 (Clôture intégrale de A dans B). — Soient A ⊂ B des an-
neaux, et Ã l’ensemble des b ∈ B qui sont entiers sur A. Alors Ã est un
sous-anneau de B, appelé la clôture intégrale de A dans B.

Démonstration. — D’abord, Ã contient A et donc 1. Soient x, y ∈ Ã. Alors,
d’après le point 1) du théorème 14.9, le sous-anneau A[x, y] est un A-module
de type fini. Il contient x−y et xy et donc, d’après le point 3) de la proposition
14.3, x− y et xy sont entiers sur A. Ceci montre que Ã est un sous-anneau de
B.

Définition 14.12. — 1) Soient A ⊂ B deux anneaux. On dit que A est inté-
gralement fermé dans B si tout élément de b entier sur A appartient à A,
c.-à-d., si A est égal à sa clôture intégrale dans B.

2) On dit qu’un anneau A est intégralement clos s’il est intègre et s’il
est intégralement fermé dans son corps des fractions K, c.-à-d., si tout α ∈ K
entier sur A appartient à A.

Corollaire 14.13. — Soient A ⊂ B deux anneaux et Ã la clôture intégrale de
A dans B. Alors Ã est intégralement fermé dans B. En particulier, si A est
intègre et si Ã est la clôture intégrale de A dans son corps des fractions, alors
Ã est intégralement clos.

Démonstration. — Soit x ∈ B entier sur Ã. D’après le point 2) du théorème
14.9, x est entier sur A, donc appartient à Ã.
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Les anneaux intégralement clos jouent un rôle important en géométrie algé-
brique et en théorie des nombres ; voir par exemple [AM, Chap.9], [Die, §5],
[Sa]. On a d’autre part l’important résultat suivant.

Proposition 14.14. — Soit A factoriel. Alors A est intégralement clos.

Démonstration. — Soient K le corps des fractions de A et α ∈ K \ {0}. On
peut écrire α = b/c, avec b et c sans facteur commun. Supposons α entier sur
A. Alors il existe a1, . . . , an ∈ A tels que

αn + a1α
n−1 + · · ·+ an = 0.

Multipliant cette égalité par cn, on obtient que

(∗) −bn = ca1b
n−1 + · · ·+ cnan

est divisible par c. Ceci entrâıne que c est inversible dans A. En effet, sinon soit
p un élément irréductible divisant c. D’après (∗) il divise bn et donc, d’après le
Lemme d’Euclide (puisque A est factoriel), p divise b, une contradiction. Donc
c est un élément inversible de A et α ∈ A. La proposition est démontrée.

Corollaire 14.15. — Si q ∈ Q est entier sur Z alors q ∈ Z.

Ceci explique la terminologie d’« éléments entiers ».

14.4. Extensions entières et idéaux premiers. —

Proposition 14.16. — Soit A ⊂ B une extension entière.
1) Soient J un idéal propre de B et I = A ∩ J. Alors l’extension A/I ⊆ B/J

est entière.
2) Si S est une partie multiplicative de A, l’extension S−1A ⊆ S−1B est

entière.

Démonstration. — Facile, et laissée au lecteur.

Proposition 14.17. — Soient A ⊆ B deux anneaux commutatifs intègres, avec
B entier sur A. Alors :

A est un corps ⇔ B est un corps.

Démonstration. — Supposons que A soit un corps. Soit b un élément non nul
de B. Considérons une équation de dépendance intégrale de degré minimal :

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0,

avec ai ∈ A. Alors an 6= 0, car sinon, comme B est intègre, on aurait bn−1 +
· · ·+ an−1 = 0, contredisant la minimalité de n. Donc, comme A est un corps,
an est inversible, d’où

−b(bn−1 + · · ·+ an−1)a−1
n = 1.

Ceci montre que b est inversible, et donc B est un corps.
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Réciproquement, supposons que B soit un corps et soit a ∈ A, non nul.
Alors, a admet dans B un inverse b, et b est entier sur A. Donc il existe n ∈ N∗
et c1, . . . , cn ∈ A tels que

bn = c1b
n−1 + · · ·+ cn.

Multipliant cette égalité par an−1, on obtient que b ∈ A. Ceci prouve la pro-
position.

Corollaire 14.18. — Soit φ : A → B un morphisme entier et soient q ∈
Spec(B) et p = φ−1(q). Alors q est maximal si et seulement si p l’est.

Démonstration. — Remplaçant B par B/q et A par A/p, on obtient un mor-
phisme injectif et entier A ↪→ B, et le résultat découle de la proposition pré-
cédente.

Signalons aussi le lemme ci-dessous, qu’il est utile de connâıtre, et qui fournit
une autre démonstration de l’implication ⇒ dans la proposition 14.17.

Lemme 14.19. — Soient k un corps et B une k-algèbre intègre de dimension
finie. Alors B est un corps.

Démonstration. — Soit b 6= 0 dans B. L’application ρb : B → B, x 7→ bx est
k-linéaire, et elle est injective car B est intègre. Puisque B est un k-espace
vectoriel de dimension finie, ρb est donc bijective. Il existe donc x ∈ B tel que
bx = 1, ce qui montre que b est inversible.

15. Extensions de corps

15.1. Généralités sur les extensions de corps. — Commençons par la
remarque suivante, facile mais importante.

Remarque 15.1. — Soient K et K′ deux corps et soit φ : K → K′ un morphisme
d’anneaux. Alors :

a) φ est injectif car Kerφ, étant un idéal propre de K (car φ(1) = 1), est
nécessairement nul.

b) φ est un morphisme de corps, car l’égalité

1 = φ(1) = φ(xx−1) = φ(x)φ(x−1)

entrâıne que φ(x−1) = φ(x)−1 pour tout x ∈ K \ {0}.
Définition 15.2. — On dit que K est une extension de k si l’on s’est donné
un morphisme (nécessairement injectif) k → K. On utilise la notation « K/k »
pour signifier que K est une extension de k (il est sous-entendu que k et K
sont des corps). Parfois, on dira aussi que K est un surcorps de k.
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Si K/k est une extension, une extension intermédiaire L est un corps L
tel que k ⊆ L ⊆ K. Dans ce cas, on dit aussi que L/k est une sous-extension
de K/k.

Lemme 15.3. — Soit K un corps. Si (Ki)i∈I est une famille de sous-corps de
K, alors l’intersection des Ki est un sous-corps de K.

Démonstration. — C’est clair.

Définition 15.4 (Sous-corps engendré). — 1) Soient K un corps et S une partie
de K. L’ensemble des sous-corps de K contenant S est non-vide (car il contient
K) et donc l’intersection de tous ces sous-corps est un sous-corps de K. C’est
le plus petit sous-corps contenant S ; on l’appelle le sous-corps engendré par
S.

2) On appelle sous-corps premier de K le sous-corps de K engendré par
l’élément 1K. Il est contenu dans tout sous-corps de K.

3) Soit K/k une extension de corps et soit S une partie de K. L’ensemble
des sous-corps de K contenant k et S est non-vide (car il contient K) et donc
l’intersection de tous ces sous-corps est un sous-corps de K, qui est le plus
petit sous-corps contenant k et S. On l’appelle le sous-corps engendré par S
sur k et on le note k(S), ou k(x1, . . . , xn) si S = {x1, . . . , xn}.
Définition 15.5 (Extensions de type fini). — 1) On dit que K/k est une exten-
sion de type fini si K est engendré comme surcorps de k par un nombre fini
d’éléments, c.-à-d., s’il existe x1, . . . , xn ∈ K tels que K = k(x1, . . . , xn).

2) On dit que K/k est une extension monogène si K est engendré sur k
par un élément x, c.-à-d., s’il existe x ∈ K tel que K = k(x).

Lemme 15.6. — Soit K un surcorps de k et soient I, J deux parties de K. Alors

k(I ∪ J) = k(I)(J).

Par conséquent, toute extension de type fini k ⊂ k(x1, . . . , xn) est obtenue
comme composée d’extensions monogènes :

k(x1, . . . , xn) = k(x1)(x2, . . . , xn) = k(x1)(x2) · · · (xn).

Démonstration. — k(I)(J) contient I ∪ J et donc k(I ∪ J). Réciproquement,
k(I ∪ J) contient k(I) et J, donc k(I)(J). Ceci prouve le lemme.

Remarque 15.7. — Dans ce cours, on ne considèrera que des extensions de type
fini. Mais les extensions de type infini existent dans la nature. Par exemple,
l’extension Q ⊆ R n’est pas de type fini, car on peut montrer que R est de
degré de transcendance (voir 15.35 plus bas) infini sur Q.
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Définition 15.8. — Soient K et K′ deux extensions de k. On dit que K et K′

sont k-isomorphes s’il existe un isomorphisme φ : K ∼−→ K′ (de corps ou
d’anneaux ; on a vu que c’était la même chose) tel que φ(λ) = λ pour tout
λ ∈ k. Ceci équivaut à dire que φ est un isomorphisme de k-algèbres.

Plus généralement, si, plutôt qu’une inclusion de k dans K et K′, on s’est
donné des morphismes de corps

τ : k ↪→ K et τ ′ : k ↪→ K′,

alors un k-morphisme de K vers K′ est un morphisme φ : K → K′ tel que
φ ◦ τ = τ ′.

15.2. Sous-corps premier et caractéristique. — Il y a deux exemples
fondamentaux de corps. D’une part, le corps des rationnels Q, qui est le corps
des fractions de Z. D’autre part, les corps finis Fp = Z/Zp, où p ∈ Z est un
nombre premier.

Définition 15.9. — Soit p > 2 un nombre premier. On note Fp l’anneau quo-
tient Z/pZ. C’est un corps car l’idéal pZ est maximal, puisque Z est principal
et p irréductible.

De façon équivalente, mais plus concrète, le fait que Z/(p) soit un corps
résulte du théorème de Bezout. En effet, soit a ∈ Z non divisible par p. Comme
l’idéal engendré par a et p est Z, il existe α, β ∈ Z tels que αa+βp = 1. Alors,
les classes de α et a modulo p sont inverses l’une de l’autre.

En pratique, on peut trouver explicitement les « coefficients de Bezout » α et
β (et donc l’inverse α de a modulo p), par la méthode des divisions successives.

Exemples 15.10. — 1) Prenons p = 37 et a = 7. Alors
{

37 = 5× 7 + 2
3× 2 + 1 = 7, d’où

{
3 · 37 = 15× 7 + 3× 2

3× 2 + 1 = 7,

et 16 · 7− 3 · 37 = 1. Donc l’inverse de 7 mod. 37 est 16.

2) Prenons p = 167 et a = 17. Alors




167 = 9× 17 + 14
14 + 3 = 17

14 = 4× 3 + 2
1 + 2 = 3,

d’où





14 + 1 = 5× 3,
6× 14 + 1 = 5× 17,

6× 167 + 1 = (6 · 9 + 5)× 17.

Donc 1 = 59 · 17− 6 · 167 et 59 est l’inverse de 17 modulo 167.

Lemme 15.11. — Soit A un anneau. Il existe un unique morphisme d’anneaux
φ : Z→ A.
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Démonstration. — Comme A est un groupe abélien, c’est un Z-module, pour
l’action définie, pour tout n > 0 et x ∈ A, par n · x = x + · · · + x (n fois), et
(−n)·x = n·(−x). De plus, le morphisme de Z-modules φ : Z→ A, n 7→ n·1 est
un morphisme d’anneaux, puisque la distributivité de la multiplication dans
A entrâıne :

(m · 1)(n · 1) = (1 + · · ·+ 1)(1 + · · ·+ 1) = (mn) · 1.
Ceci prouve l’existence. Réciproquement, si ψ : Z → A est un morphisme
d’anneaux, alors ψ(1) = 1 et ψ(n) = n · 1 pour tout n ∈ Z, donc ψ = φ.

Rappelons la définition suivante, déjà introduite en 15.4

Définition 15.12. — On appelle sous-corps premier de K le sous-corps de K
engendré par l’élément 1K. Il est contenu dans tout sous-corps de K.

Théorème 15.13 (Caractéristique et sous-corps premier)
Soit K un corps. Son sous-corps premier est isomorphe soit à Q, soit à Fp,

pour un nombre premier p > 2 uniquement déterminé. On dit que la carac-
téristique de K est 0 dans le premier cas, et p dans le second cas.

De façon plus précise, la caractéristique de K est le générateur > 0 du noyau
du morphisme Z→ K, n 7→ n · 1K. On la note car(K).

Démonstration. — Soit φ l’unique morphisme d’anneaux Z→ K. Alors Kerφ
est un idéal premier de Z, puisque Z/Kerφ est isomorphe à un sous-anneau
de K, donc intègre. Par conséquent, de deux choses l’une.

1) Si Kerφ = (0), on peut identifier Z à son image Z1K. Comme tout élément
de φ(Z \ {0}) est inversible dans K, alors φ se prolonge en un morphisme
d’anneaux ψ : Q → K, nécessairement injectif puisque Q est un corps. De
plus, tout sous-corps de K contient 1K, les éléments n · 1K et leurs inverses.
Ceci montre que le sous-corps premier de K est ψ(Q), isomorphe à Q. Dans
ce cas, on identifiera Q à son image dans K :

Q = {x ∈ K | ∃n,m ∈ Z, n 6= 0, tels que nx = m1K}.
2) Si Kerφ 6= (0), alors Kerφ = (p), où p est un nombre premier > 2 unique-
ment déterminé. Dans ce cas, φ induit un isomorphisme de Fp sur son image,
qui est formée des éléments n1K pour 0 6 n < p. Ceci montre que, dans ce
cas, le sous-corps premier de K est formé des éléments n1K pour 0 6 n < p ;
on l’identifiera à Fp. Le théorème est démontré.

15.3. L’alternative algébrique/transcendant. — Soit k ⊂ K une exten-
sion de corps et soit α ∈ K. On note k[α] la sous-k-algèbre de K engendrée
par α.

Soit φα : k[X] → K le morphisme de k-algèbres défini par φα(X) = α. Alors
φα(P) = P(α) ∈ K, pour tout P ∈ k[X], et l’image de φα est k[α]. Posons
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Iα = Kerφα. Puisque k[X]/Iα ∼= k[α] est intègre, alors Iα est un idéal premier
de k[X]. Donc, de deux choses l’une : ou bien Iα = (0) ou bien Iα = (P) pour
un polynôme irréductible unitaire uniquement déterminé.

Définition 15.14 (Éléments transcendants ou algébriques)
1) Si Iα = (0), on dit que α est transcendant sur k.
2) Si Iα 6= (0), on dit que α est algébrique sur k. Dans ce cas, Iα = (P), où

P est l’unique polynôme unitaire de degré minimal dans Iα ; par conséquent,
α est entier sur k.

Le polynôme P est appelé polynôme minimal de α sur k ; on le notera
Irrk(α). Son degré s’appelle degré de α sur k et se note degk(α).

Remarque 15.15. — Soit L un corps intermédiaire entre k et K, c.-à-d., k ⊆
L ⊆ K. Si α ∈ k est algébrique sur k, il l’est aussi sur L et Irrk(α) est divisible,
dans L[X], par IrrL(α).

Théorème 15.16 (Extensions monogènes k(x)). — Supposons K = k(x).
1) Si x est algébrique sur k, alors Irrk(x) est irréductible et l’on a

(∗) k[X]/(Irrk(x))
∼−→ k[x] = k(x).

Par conséquent, les éléments 1, x, . . . , xd−1, où d = degk(x), forment une base
de k(x) sur k. En particulier, dimk k(x) = d.

2) Si x est transcendant sur k, alors l’injection φx : k[X] ↪→ K = k(x) induit
un k-isomorphisme k(X) ∼−→ k(x). En particulier, dimk k(x) = +∞.

Démonstration. — 1) k[X]/Ix est intègre car isomorphe à k[x], la sous-k-
algèbre de K engendrée par x. Ainsi, Ix = (Irrk(x)) est premier. D’après le
lemme 15.26, Irrk(x) est irréductible et engendre un idéal maximal de k[X].
Donc, A := k[X]/(Irrk(x)) est un corps. Par conséquent, son image par φx,
qui est k[x], égale le corps k(x) engendré par x. Ceci prouve (∗). Comme les
images de 1, . . . ,Xd−1 forment une base de A sur k, la dernière assertion de 1)
en découle.

2) Supposons x transcendant, c.-à-d., φx : k[X] ↪→ K = k(x) injectif. Alors,
tout élément de φ(k[X] \ {0}) est inversible dans K, et donc φ se prolonge en
un morphisme d’anneaux ψ : k(X) → K ; injectif puisque k(X) est un corps,
et surjectif puisque K est engendré sur k par x. Donc ψ est un isomorphisme
k(X) ∼−→ k(x) = K.

Remarque 15.17. — Écrivons Irrk(x) = xd +a1x
d−1 + · · ·+ad et observons que

ad 6= 0 puisque Irrk(x) est irréductible. Alors l’inverse de x est égal à

(xd + a1x
d−2 + · · ·+ ad−1)a−1

d .

D’autre part, le fait que, dans ce cas, k[x] cöıncide avec k(x) résulte aussi du
lemme 14.19.
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15.4. Extensions algébriques et degré. — On a vu plus haut que si
K = k(x), où x est un élément algébrique sur k, alors dimk K = degk(x). Ceci
explique la terminologie suivante.

Définition 15.18. — Soit K/k une extension ; dimk K s’appelle degré de K
sur k et se note [K : k]. C’est un élément de N∗ ∪ {+∞}.
Proposition 15.19 (Multiplicativité des degrés). — Soient k ⊂ K ⊂ L des ex-
tensions de corps. Alors [L : k] = [L : K] [K : k].

Démonstration. — Montrons d’abord que si l’un des termes de droite égale
+∞, alors [L : k] = +∞. Prenant la contraposée, ceci équivaut à montrer que
si [L : k] est fini, il en est de même de [L : K] et [K : k]. Supposons donc que
[L : k] = N < +∞. Comme K est un sous-k-espace vectoriel de L, on a

[K : k] 6 [L : k] = N.

D’autre part, si (y1, . . . , yN) est une base de L sur k, alors les yi engendrent a
fortiori L comme K-espace vectoriel, et donc [L : K] 6 [L : k] = N.

Pour démontrer la proposition, on peut donc supposer que [L : K] = m et
[K : k] = n, et il s’agit de montrer que

[L : k] = mn.

Donnons deux démonstrations.
1) Comme k-espace vectoriel, K est isomorphe à kn et, comme K-espace vec-

toriel, L est isomorphe à Km. Donc, comme k-espace vectoriel, L est isomorphe
à :

K⊕ · · · ⊕K︸ ︷︷ ︸
m facteurs

∼= kn ⊕ · · · ⊕ kn ∼= kmn,

d’où dimk L = mn, ce qui prouve la proposition.
2) De façon plus concrète, soient (`1, . . . , `m) une base de L sur K et

(x1, . . . , xn) une base de K sur k. Alors, on voit facilement que les produits xi`j
engendrent L comme k-espace vectoriel, cf. la preuve du lemme 14.8. Montrons
que ces éléments sont linéairement indépendants sur k. Supposons qu’on ait
une égalité

0 =
∑

i,j

ai,j xi`j ,

avec les ai,j ∈ k. Alors on a

0 =
∑

16i6m


 ∑

16j6n

ai,j xj


 `i.
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Comme les `i sont linéairement indépendants sur K, on obtient que, pour tout
i = 1, . . . ,m, ∑

16j6n

ai,j xj = 0.

Puis, comme les xj sont linéairement indépendants sur k, on obtient que ai,j =
0 pour tout i, j. Ceci montre que les produits xj`i forment une base de L sur
k, d’où dimk L = mn.

Remarque 15.20. — La même démonstration montre que si A ⊂ B sont deux
anneaux, et si B ∼= An comme A-module, alors, pour tout r > 1, Br est libre
comme A-module, de rang rn.

Définition 15.21. — Soit k ⊂ K une extension de corps. On dit que K/k est
une extension algébrique si tout élément de K est algébrique sur k.

Remarque 15.22. — Soit k un corps. La notion d’élément algébrique sur k
cöıncide avec celle d’élement entier, et donc une extension de corps K/k est
algébrique si et seulement si c’est une extension entière. On peut donc déduire
des résultats sur les extensions entières les résultats suivants.

Théorème 15.23. — Soit K/k une extension de corps.
1) (Critère d’algébricité) Si K = k(x1, . . . , xn) et si chaque xi est al-

gébrique sur k de degré di, alors K = k[x1, . . . , xn], c.-à-d., K est engendré
comme k-algèbre par les xi, et K/k est algébrique et de degré fini ; plus
précisément, on a

[K : k] 6 d1 · · · dn.

2) (Transitivité des extensions algébriques) Si les extensions K/k et
L/K sont algébriques, alors L/k l’est aussi.

Démonstration. — 1) Montrons que K = k[x1, . . . , xn] et [K : k] 6 d1 · · · dn

par récurrence sur n. Si n = 1, c’est le théorème 15.16. On peut donc supposer
n > 2 et l’assertion établie pour n − 1. Posons K′ = k(x1, . . . , xn−1). Alors
K = K′(xn) et xn est algébrique sur K′ de degré 6 dn et donc, par l’hypothèse
de récurrence plus le cas n = 1 appliqué à K′, on obtient :

(∗) K = K′(xn) = K′[xn] = k[x1, . . . xn],

et
[K : k] = [K : K′] [K′ : k] 6 dndn−1 · · · d1.

Ceci achève la récurrence. Donc K est de degré fini sur k, et donc tout élément
de K est algébrique sur k, d’après la proposition 14.3 ou bien le point 2) du
théorème 15.16. Le point 1) est démontré.

Le point 2) découle du point 2) du théorème 14.9.
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Remarque 15.24. — Une autre démonstration du point 1) du théorème 15.23
est la suivante. Soit φ : k[X1, . . . ,Xn] → K le morphisme de k-algèbres défini
par φ(Xi) = xi, pour i = 1, . . . , n ; on a φ(P) = P(x1, . . . , xn) ∈ K pour tout
P ∈ k[X1, . . . ,Xn]. L’image de φ est A := k[x1, . . . , xn], la sous-k-algèbre de
K engendré par les xi. Comme chaque monôme xn

i est combinaison k-linéaire
des monômes xr

i , avec 0 6 r < di, on en déduit que A est engendrée sur k par
les monômes

xr1
1 · · ·xrn

n ,

où ri < di pour tout i. Par conséquent, A est une k-algèbre de dimension finie
6 d1 · · · dn. De plus, A est intègre, puisque contenue dans K. D’après le lemme
14.19, A est un corps, et l’égalité (∗) en résulte. Donc K = A est de dimension
6 d1 · · · dn sur k.

Corollaire 15.25. — Une extension de corps k ⊂ K est de degré fini si et seule-
ment si elle est algébrique et de type fini.

15.5. Un théorème de Zariski. — (1) Commençons par rappeler le lemme
suivant, déjà vu précédemment.

Lemme 15.26. — Soient K un corps et p un idéal premier non nul de K[X].
Alors p = (P), où P est un polynôme irréductible, p est maximal et K[X]/p est
de degré deg P sur K.

Démonstration. — Comme K[X] est principal (11.36), p = (P) pour un certain
polynôme unitaire de degré d > 1. Si on avait P = QR avec deg Q, deg R
< deg P, on aurait Q,R 6∈ p mais QR = P ∈ p, contredisant le fait que p est
premier. Ceci montre que P est irréductible.

Par conséquent, si Q ∈ K[X]\p il existe A,B ∈ K[X] tels que AP+BQ = 1.
Ceci montre que p = (P) est un idéal maximal.

Enfin, soit x l’image de X dans L := K[X]/(P). D’une part, en utilisant
la division euclidienne, on voit que les éléments 1, x, . . . , xd−1 (où d = deg P)
engendrent L comme K-espace vectoriel. D’autre part, ces éléments sont li-
néairement indépendants sur K, car si a0 + a1x + · · · + ad−1x

d−1 = 0, alors
le polynôme a0 + · · ·+ ad−1Xd−1 est divisible par P (de degré d), ce qui n’est
possible que si ai = 0 pour i = 0, . . . , d− 1. Donc {1, x, . . . , xd−1} est une base
de L sur K, et [L : K] = d = deg P. Le lemme est démontré.

Théorème 15.27 (Zariski). — Soient K un corps et m un idéal maximal de
K[X1, . . . ,Xn]. Alors le corps L = K[X1, . . . ,Xn]/m est une extension de degré
fini de K.

(1)Ce paragraphe n’a pas été traité en cours.
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Démonstration. — On procède par récurrence sur n. Si n = 1, alors m = (P),
pour un certain polynôme irréductible de degré d > 1, et K[X]/(P) est de
degré d sur K, d’après le lemme 15.26.

Supposons n > 1 et le théorème démontré pour n − 1, pour tout corps.
Notons xi l’image de Xi dans L et observons que les xi engendrent L comme
K-algèbre, c.-à-d., on a

(†) L = K[x1, . . . , xn].

Soit I := m ∩ K[X1] ; c’est un idéal premier de K[X1]. Montrons d’abord que
I 6= (0).

Supposons le contraire. Alors le morphisme K[X1] → L est injectif,
donc se prolonge en un morphisme de corps K(X1) ↪→ L. D’après (†),
L est a fortiori engendré comme K(X1)-algèbre par x2, . . . , xn, donc égale
K(X1)[X2, . . . ,Xn]/m′, pour un certain idéal maximal m′.

Par hypothèse de récurrence, L est de dimension finie sur K(X1). Donc,
chaque xi est racine d’un polynôme unitaire Pi(T) ∈ k(X1)[T]. Soit f ∈ K[X1]
un dénominateur commun aux coefficients de P2, . . . ,Pn. Alors chaque xi est
entier sur le sous-anneau K[X1][1/f ] de L. Comme

L = (K[X1][1/f ])[x2, . . . , xn],

il résulte du théorème 14.9, que L est entier sur K[X1][1/f ]. Donc, d’après la
proposition 14.17, K[X1][1/f ] est un corps. Mais ceci n’est pas possible. En
effet, si on avait deg f = 0, c.-à-d., f ∈ K, ceci dirait que K[X1] est un corps,
ce qui n’est pas le cas. Donc deg f > 0. Mais alors 1 + f est non nul et n’est
pas inversible dans K[X1][1/f ]. En effet, on aurait sinon (1 + f)P = f r, avec
P ∈ K[X1] et r > 1, et comme K[X] est factoriel (Thm. 11.36) et 1 + f et f r

sont premiers entre eux, f r diviserait P, et donc 1 + f serait inversible dans
K[X1], absurde puisque deg f > 0.

Cette contradiction montre que I est un idéal premier non nul de K[X1].
Donc, d’après le lemme 15.26, c’est un idéal maximal et K′ := K[X1]/I est un
corps de degré fini sur K. De plus, L est un quotient de K′[X2, . . . ,Xn] donc,
par hypothèse de récurrence, L est de degré fini sur K′, et donc aussi sur K
(d’après 15.19). Ceci prouve le théorème.

Définition 15.28 (Les idéaux mx, pour x ∈ kn). — Pour tout x ∈ kn, notons mx

l’idéal engendré par X1−x1, . . . ,Xn−xn. C’est le noyau du morphisme surjectif
de k-algèbres

εx : k[X1, . . . ,Xn] −→ k, P 7→ P(x).
Comme k[X1, . . . ,Xn]/mx

∼= k est un corps, mx est un idéal maximal de
k[X1, . . . ,Xn].

Pour un idéal I arbitraire, on a :

I ⊆ mx ⇔ P(x) = 0, ∀P ∈ I.
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On pose alors

V (I) = {x ∈ kn | P(x) = 0, ∀P ∈ I} = {x ∈ kn | I ⊆ mx};
on l’appelle la variété des zéros de I. Alors, on voit facilement que V (mx) =
{x} ; en particulier, les mx sont deux à deux distincts.

Théorème 15.29 (Théorème des zéros, forme faible). — On suppose k algébri-
quement clos.

1) Soit m un idéal maximal de k[X1, . . . ,Xn]. Alors m = mx, pour un unique
x ∈ kn.

2) Soit J un idéal propre de k[X1, . . . ,Xn]. Alors V (J) 6= ∅.

Démonstration. — 1) Comme k est algébriquement clos, le théorème précé-
dent 15.27 entrâıne que k[X1, . . . ,Xn]/m = k. Notant xi l’image de Xi dans
k et posant x = (x1, . . . , xn), on obtient que m contient l’idéal maximal mx,
d’où m = mx. Ceci prouve 1).

Soit J un idéal propre. Il est contenu dans un idéal maximal mx, et donc
V (J) contient x. Le théorème est démontré.

15.6. Bases de transcendance. — (2) Afin de couvrir les extensions de
type fini K/k arbitraires (c.-à-d., pas nécessairement algébriques), traitons
dans ce paragraphe la notion de base (et degré) de transcendance

Soit K/k une extension de corps, et soient x1, . . . , xn ∈ K.

Définition 15.30. — On dit que x1, . . . , xn sont algébriquement indépen-
dants sur k si le morphisme

φ : k[X1, . . . ,Xn] −→ K, P 7→ P(x1, . . . , xn)

est injectif. Dans ce cas, φ se prolonge en un isomorphisme de k(X1, . . . ,Xn)
sur le sous-corps de K engendré par les xi. En particulier, chaque xi est trans-
cendant sur k.

Remarque 15.31. — Soit K le corps des fractions de l’anneau k[x, y], où x2 =
y3. Alors x et y sont transcendants sur k, mais ne sont pas algébriquement
indépendants sur k, puisqu’on a la relation x2 = y3.

Définition 15.32. — On dit qu’une partie B de K est une base de transcen-
dance sur k si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(i) les éléments de B sont algébriquement indépendants sur k ;
(ii) le corps K est extension algébrique du sous-corps k(B).
Ceci équivaut à dire que B est une partie algébriquement indépendante

maximale.

(2)Ce paragraphe n’a pas été traité en cours.
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Lemme 15.33. — Soit K/k une extension et soit S une partie finie de K telle
que K soit algébrique sur k(S). Alors S contient une base de transcendance B
de K sur k. De plus, [k(S) : k(B)] < ∞ ; en particulier, si K = k(S), alors K
est de degré fini sur k(B).

Démonstration. — Posons S = {x1, . . . , xn}. Quitte à renuméroter les xi, on
peut supposer que x1, . . . , xr sont algébriquement indépendants sur k et que,
pour tout i > r, xi est algébrique sur k(B), où B = {x1, . . . , xr}. Alors, par
transitivité des extensions algébriques (15.23), K est algébrique sur k(B), et
donc B est une base de transcendance de K sur k.

De plus, d’après le théorème 15.23, k(S) est de degré fini sur k(B).

Proposition 15.34. — Soit K/k une extension de corps telle que K possède une
base de transcendance sur k finie.

1) Soit B une base de transcendance de K sur k de cardinal minimum n.
Alors, toute partie B′ algébriquement indépendante sur k est de cardinal 6 n.

2) Par conséquent, toute base de transcendance de K sur k est de cardinal
n.

Démonstration. — On procède par récurrence sur l’entier s(B,B′) := #B −
#(B ∩ B′). Si s = 0, alors B ⊆ B′ donc B′ = B par maximalité de B. On peut
donc supposer s > 1 et l’assertion établie pour s− 1.

Écrivons B = {b1, . . . , bn}. Sans perte de généralité, on peut supposer que

B ∩ B′ = {bs+1, . . . , bn}.
Si B′ ⊆ B, l’assertion est vérifiée, donc on peut supposer qu’il existe b′ ∈ B′
tel que b′ 6∈ B. Alors B ∪ {b′} n’est pas algébriquement indépendante, par
maximalité de B. Donc, il existe P ∈ k[X1, . . . ,Xn,Xn+1] non nul tel que

P(b1, . . . , bn, b′) = 0.

De plus, P 6∈ k[Xs+1, . . . ,Xn+1], puisque les éléments de B′ sont algébrique-
ment indépendants. Donc, sans perte de généralité, on peut supposer que P
contient la variable X1.

Posons alors B1 = {b2, . . . , bn, b′}. Alors b1 est algébrique sur k(B1), et
comme K est algébrique sur k(B1)[b1], il est aussi algébrique sur k(B1).

Comme #B1 = n, la minimalité de n, jointe au lemme 15.33, entrâıne que
B1 est une base de transcendance de K sur k (car sinon, B1 contiendrait une
base de transcendance de K sur k de cardinal < n, contredisant la minimalité
de n). De plus,

#B1 −#(B1 ∩ B′) = s− 1, car B1 ∩ B′ = {bs+1, . . . , bn, b
′}.

Donc, par l’hypothèse de récurrence, appliquée à B1 et B′, on obtient que
#B′ 6 #B1 = n. Ceci prouve 1).
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En particulier, si B′ est une autre base de transcendance de K/k, alors #B′ 6
n, et donc #B′ = n par minimalité de n. La proposition est démontrée.

Théorème 15.35. — Soit k ⊂ K une extension de corps de type fini. Alors :

1) Toutes les bases de transcendance de K ont le même cardinal, appelé
degré de transcendance de K sur k et noté deg trk K. De plus, tout en-
semble d’éléments algébriquement indépendants est contenu dans une base de
transcendance.

2) Soit L/k une sous-extension de K/k (c.-à-d., L est un sous-corps de K
contenant k). Alors L/k est de type fini et l’on a

deg trk L 6 deg trk K.

Démonstration. — D’après le lemme 15.33, il existe une base de transcendance
B0 de K sur k ayant r éléments. Alors, d’après la proposition précédente, toute
base de transcendance de K sur k a r éléments, et toute partie algébriquement
libre est de cardinal 6 r. Par conséquent, toute suite croissante de parties al-
gébriquement indépendantes est stationnaire (après au plus r étapes), et donc
toute partie algébriquement indépendante est contenue dans une partie algé-
briquement indépendante maximale, c.-à-d., dans une base de transcendance
de K sur k. Ceci prouve 1).

Démontrons 2). Comme toute partie de L algébriquement indépendante sur
k est aussi une partie de K algébriquement indépendante sur k, on obtient
que L possède une base de transcendance finie B = {b1, . . . , bt}, qu’on peut
compléter en une base de transcendance

B̃ = B t C = {b1, . . . , bt} t {c1, . . . , cs}
de K sur k (où t + s = r = deg trk K). Montrons que L est de degré fini sur
k(B). Ceci va résulter du lemme suivant.

Lemme 15.36. — C est algébriquement indépendante sur L.

Démonstration. — Sinon, il existe un polynôme P ∈ L[X1, . . . ,Xs] non nul tel
que P(c1, . . . , cs) = 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que Xs ap-
parâıt dans P, et donc que cs est algébrique sur L(C′), où C′ = {c1, . . . , cs−1}.
Or,

L(c1, . . . , cs−1) = k(B ∪ C′)(L)

est algébrique sur k(B∪C′), puisque L est algébrique sur k(B). Donc, d’après
la transitivité des extensions entières (14.9), cs est algébrique sur k(B ∪ C′),
une contradiction. Ceci prouve le lemme.
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On peut maintenant achever la preuve du théorème. Soient `1, . . . , `n des
éléments de L linéairement indépendants sur k(B). Montrons qu’ils sont encore
linéairement indépendants sur k(B̃). Supposons que

(∗) 0 = F1`1 + · · ·+ Fn`n,

avec Fi ∈ k(B̃). En chassant les dénominateurs, on se ramène au cas où Fi ∈
k[B̃]. On peut alors écrire chaque Fi comme une somme finie :

Fi =
∑

ν∈Ns

Pi,ν(b1, . . . , bt)cν1
1 · · · cνs

s .

Alors, (∗) entrâıne, avec des notations évidentes,

0 =
∑

ν∈Ns

(
n∑

i=1

Pi,ν(b)`i

)
cν .

D’après le lemme, on en déduit
∑n

i=1 Pi,ν(b)`i = 0, pour tout ν, et comme les
`i sont linéairement indépendants sur k(B), il vient Pi,ν = 0 pour tout i, ν, et
donc Fi = 0 pour i = 1, . . . , n. Ceci montre que `1, . . . , `n sont linéairement
indépendants sur k(B̃). On en déduit que

[L : k(B)] 6 [K : k(B̃)].

Or, [K : k(B̃)] <∞, d’après le lemme 15.33. Donc L est une extension de degré
fini, et a fortiori de type fini, de k(B), et donc L est une extension de type fini
de k. Ceci achève la preuve du théorème.
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16. Corps de rupture, clôtures algébriques

16.1. Corps de rupture d’un polynôme irréductible. —

Théorème 16.1 (Corps de rupture d’un polynôme irréductible)
Soient k un corps et P ∈ k[X] un polynôme unitaire irréductible de degré

> 2. Alors K := k[X]/(P) est un surcorps de k dans lequel P a au moins une
racine, à savoir l’image x de X. On l’appelle le corps de rupture de P sur
k.

Le couple (K, x) vérifie la propriété universelle suivante : pour toute exten-
sion k ⊂ L telle que P admette dans L une racine α, il existe un unique
k-morphisme ψ : K → L tel que ψ(x) = α ; son image est le sous-corps k[α]
de L. En particulier, ψ est un isomorphisme si L = k[α].

Démonstration. — On a déjà vu que (P) est un idéal maximal, donc K est un
corps. Notant x l’image de X dans K, on a P(x) = 0 et donc x ∈ K est bien
une racine de P.

Soit k ⊂ L une extension telle que P admette dans L une racine α. Alors
Irrk(α), le polynôme minimal de α sur k, divise P, donc lui est égal puisque
P est irréductible et unitaire. Par conséquent, le morphisme de k-algèbres
φ : k[X] → L défini par φ(X) = α induit un morphisme ψ : K → L tel que
ψ(x) = α. De plus, ce morphisme est unique, puisque K = k[x] est engendré
comme k-algèbre par x. Ceci prouve le théorème.

(0)Version du 19/11/06
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Exemple 16.2. — R[X]/(X2 + 1) ∼= C. Plus généralement, montrez que pour
tout binôme P = X2 + bX + c tel que ∆ := b2 − 4c soit < 0, le corps R[X]/(P)
est isomorphe à C.

Remarque 16.3. — L’exercice ci-dessus montre que des polynômes différents
peuvent avoir des corps de rupture isomorphes.

Définition 16.4. — Soit P ∈ k[X] irréductible. Il est commode de dire qu’une
extension K de k est un corps de rupture de P sur k si K ∼= k[X]/(P).

Proposition 16.5. — Soit K = k(α) une extension algébrique monogène et
soient P = Irrk(α) et d = deg P = degk(α). Alors :

1) K est un corps de rupture de P sur k.

2) Pour toute extension L/k, le nombre de k-morphismes K → L est égal
au nombre de racines de P dans L. Par conséquent, on a

#Homk-alg.(K,L) 6 deg P,

avec égalité si et seulement si P a d racines distinctes dans L.

Démonstration. — D’après le théorème, il existe un (unique) isomorphisme
de k[X]/(P) sur le sous-corps de K engendré par α, envoyant X sur α. Ceci
prouve 1).

Pour tout k-morphisme φ : K → L, φ(α) est une racine de P dans L.
Réciproquement, comme K ∼= k[X]/(P), alors toute racine β de P dans L définit
un morphisme de k-algèbres φβ : K → L tel que φβ(α) = β, et évidemment
ces morphismes sont deux à deux distincts. Ceci prouve 2).

Exemple 16.6. — Soient k = Q et P = X3 − 2. Alors P est irréductible sur Q,
car il n’a pas de racine dans Q. Notons 3

√
2 la racine cubique réelle de 2 et

j = exp(2iπ/3), j2 = exp(4iπ/3) les racines primitives de l’unité d’ordre 3 dans
C. Les racines de P dans C sont 3

√
2, j 3

√
2 et j2 3

√
2 et chacun des sous-corps

suivants de C :

Q[ 3
√

2], Q[j 3
√

2], Q[j2 3
√

2]

est un corps de rupture de P. Bien que Q-isomorphes, ces trois sous-corps de C
sont deux à deux distincts. En effet, Q[ 3

√
2] est contenu dans R, donc distinct

des deux autres. Si l’on avait Q[j 3
√

2] = Q[j2 3
√

2], alors ce corps, disons K,
contiendrait j et donc 3

√
2, donc contiendrait Q[ 3

√
2]. Comme ces deux corps

sont de même dimension deg P = 3 sur Q, on aurait Q[ 3
√

2] = K, ce qui n’est
pas le cas.
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16.2. Corps algébriquement clos. —

Définition 16.7 (Polynômes scindés). — Soit K/k une extension de corps et soit
P ∈ k[X] non constant. On dit que P est scindé dans K[X] (ou sur K), si P
se décompose dans K[X] comme produit de facteurs du premier degré, c.-à-d.,

P = c(X− α1) · · · (X− αd),

où d = deg P, c est le coefficient dominant de P, et α1, . . . , αd sont les racines
de P dans K, « comptées avec multiplicité » (par exemple, si P = (X − α)d

alors les racines sont α, . . . , α (d fois)).

Définition 16.8. — Un corps K est dit algébriquement clos si tout P ∈ K[X]
non constant a au moins une racine dans K.

Lemme 16.9. — Si K est algébriquement clos, tout P ∈ K[X] non constant est
scindé.

Démonstration. — Par récurrence sur d = deg P. C’est clair si d = 1. Sup-
posons d > 2 et l’assertion établie en degré < d. Soit P ∈ K[X] de degré d.
Comme K est algébriquement clos, P possède dans K au moins une racine
α, donc se factorise en P = (X − α)Q, avec Q ∈ K[X] de degré d − 1. Par
hypothèse de récurrence, Q est scindé dans K[X], et donc il en est de même
de P.

Définition 16.10. — Soit k ⊆ K une extension de corps. On dit que K est une
clôture algébrique de k s’il vérifie les deux conditions suivantes :

a) K est algébriquement clos ;
b) K est algébrique sur k, c.-à-d., tout élément de K est algébrique sur k.

Remarque 16.11. — On suppose connu du lecteur le fait que C est algébri-
quement clos (on en donnera une démonstration plus bas). Mais attention,
C n’est pas algébrique sur Q car C contient des éléments qui ne sont pas
algébriques sur Q, par exemple π ou e.

Théorème 16.12 (Steinitz). — Tout corps k admet une clôture algébrique,
unique à k-isomorphisme (non-unique) près.

Avant de démontrer ce théorème, établissons la proposition et le corollaire
qui suivent.

Proposition 16.13 (Fermeture algébrique de k dans K). — Soit K/k une exten-
sion de corps. 1) Alors :

Kalg/k = {x ∈ K | x est algébrique sur k}
est un sous-corps de K, appelé la fermeture algébrique de k dans K.
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2) Supposons K algébriquement clos et posons k = Kalg/k. Alors k est une
clôture algébrique de k.

Démonstration. — 1) Posons K′ = Kalg/k. Il est clair que 1 ∈ K′. Soient
x, y ∈ K′. Alors la sous-algèbre k[x] est un corps, de degré d = degk(x) sur k.
Comme y est algébrique sur k, il l’est aussi sur k[x] et donc la sous-algèbre
k[x, y] = k[x][y] est un corps, égal à k(x, y), et de degré f = degk[x](y) sur
k[x]. Donc,

[k(x, y) : k] = [k(x, y) : k(x)] [k(x) : k] = fd <∞.

Comme k(x, y) contient x+ y et xy, ces deux éléments sont algébriques sur k,
c.-à-d., appartiennent à K′. Ceci montre que K′ est un sous-corps de K.

2) D’après le point 1), k est un corps, algébrique sur k. Montrons que k est
algébriquement clos. Soit P = a0 + a1X + · · · + adXd ∈ k[X], non constant.
Comme les ai sont algébriques sur k, le sous-corps K = k[a0, . . . , ad] est de
degré fini sur k, d’après le théorème 15.23.

D’autre part, comme L est algébriquement clos, il existe α ∈ L tel que
P(α) = 0. Alors α est algébrique sur K et donc sur k, d’après le théorème 15.23
à nouveau. Donc α appartient à k. Ceci montre que k est algébriquement clos.
La proposition est démontrée.

Comme C est algébriquement clos, on obtient ainsi le corollaire suivant.

Corollaire 16.14. — Le corps Q := {z ∈ C | z est algébrique sur Q} est une
clôture algébrique de Q.

Démontrons maintenant le théorème de Steinitz. Désignons par

{Pλ | λ ∈ Λ}
l’ensemble des polynômes irréductibles unitaires de k[X], et soit A la k-algèbre
de polynômes en une infinité de variables Xλ, pour λ ∈ Λ. Pour tout λ ∈ Λ,
soit

Pλ(Xλ)

l’image de Pλ dans A par le morphisme k[X] → A qui envoie X sur Xλ ; c.-à-d.,

si Pλ = Xd +
d∑

i=1

ai Xi, alors Pλ(Xλ) = Xd
λ +

d∑

i=1

ai Xi
λ.

Notons I l’idéal de A engendré par les éléments Pλ(Xλ), pour λ ∈ Λ.

Lemme 16.15. — I est un idéal propre de A.
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Démonstration. — En effet, sinon il existerait un sous-ensemble fini Λ0 =
{λ1, . . . , λn} de Λ tel que

1 =
n∑

i=1

QiPλi(Xλi), (∗)

avec Qi ∈ A. Désignons par Λ1 la réunion de Λ0 et des variables Xλ qui
apparaissent dans Q1, . . . ,Qn ; c’est un ensemble fini

Λ1 = {λ1, . . . , λn, λn+1, . . . , λN},
et l’égalité (∗) a lieu dans l’anneau de polynômes B := k[Xλj | j = 1, . . . ,N],
en un nombre fini de variables.

Soit k1 un corps de rupture sur k du polynôme irréductible Pλ1 et soit α1

une racine dans k1 de Pλ1 .
Le polynôme Pλ2 n’est pas nécessairement irréductible sur k1, mais peu

importe : soit P2 un facteur irréductible de Pλ2 dans k1[X] et soit k2 un corps
de rupture sur k1 de P2. Alors

k ⊂ k1 ⊆ k2

et Pλ1 et Pλ2 ont une racine α1, resp. α2, dans k2. Répétant ce processus,
on obtient un surcorps kn de k dans lequel chaque Pλi a une racine αi, pour
i = 1, . . . , n. On peut alors considérer le morphisme

φ : B −→ kn

défini par φ(Xλi) = αi, pour i = 1, . . . , n et φ(Xj) = 0 pour j = n+ 1, . . . ,N,
c.-à-d.,

∀Q ∈ B, φ(Q) = Q(α1, . . . , αn, 0, . . . , 0).

Alors, appliquant φ à l’égalité (∗), on obtient 1 = 0, une contradiction. Cette
contradiction montre que I est un idéal propre de A. Le lemme est démontré.

Donc, puisque I est un idéal propre de A, il est contenu dans un idéal
maximal m. Posons K1 = A/m et K0 = k. Pour tout λ ∈ Λ, notons xλ l’image
de Xλ dans K1 ; c’est une racine du polynôme Pλ.

Proposition 16.16. — 1) Tout polynôme irréductible de k[X] a une racine dans
K1.

2) De plus, K1 est algébrique sur k = K0.

Démonstration. — 1) est immédiat, car les polynômes irréductibles unitaires
de k[X] sont les Pλ, et chacun a une racine xλ dans K1.



160 CORPS DE RUPTURE, CORPS DE DÉCOMPOSITION

2) Soit y ∈ K1. Alors y est l’image dans K1 d’un polynôme Q ∈ A qui,
nécessairement, ne fait intervenir qu’un nombre fini de variables Xλi , pour
i = 1, . . . , s. Donc y appartient à la sous-algèbre

C := k[xλ1 , . . . , xλs ]

de K1, et comme chaque xλi est algébrique sur k (puisque racine du polynôme
Pλi), on a dimk C < ∞ et donc y est algébrique sur k = K0. La proposition
est démontrée.

Si K1 n’est pas algébriquement clos, on peut appliquer à K1 le même pro-
cessus : on obtient ainsi une extension algébrique K1 ⊆ K2 dans laquelle tout
polynôme irréductible de K1[X] a au moins une racine. On construit ainsi une
suite croissante d’extensions algébriques :

k = K0 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ · · ·
telle que tout polynôme irréductible P ∈ Ki[X] a une racine dans Ki+1. Alors

K =
⋃
i>0

Ki

est un corps, algébrique sur k = K0, et algébriquement clos. En effet, tout
polynôme irréductible P ∈ K[X] a tous ses coefficients dans un certain Ki,
donc a une racine dans Ki+1, donc dans K. Ceci montre que k admet une
clôture algébrique. (Cette démonstration est dûe à Emil Artin.)

Il reste à montrer l’unicité, à isomorphisme près. Commençons par le lemme
ci-dessous.

Lemme 16.17. — Soit τ : k ∼−→ k′ un isomorphisme de corps. Il induit un
isomorphisme d’anneaux

φτ : k[X] ∼−→ k′[X],
∑

i

aiXi 7→
∑

i

τ(ai)Xi.

De plus, pour tout P ∈ k[X], φτ induit un isomorphisme d’anneaux

k[X]/(P) ∼−→ k′[X]/(τ(P)).

Démonstration. — L’isomorphisme τ : k ∼−→ k′ munit k′, et donc aussi k′[X],
d’une structure de k-algèbre. D’après la propriété universelle de k[X], il existe
un unique morphisme de k-algèbres φτ : k[X] → k′[X] tel que φτ (X) = X, et
φτ vérifie la formule donnée ci-dessus.

On obtient de même que l’isomorphisme τ−1 : k′ ∼−→ k induit un morphisme

φτ−1 : k′[X] ∼−→ k[X],
∑

i

aiXi 7→
∑

i

τ−1(ai)Xi,

et il est alors clair que φτ et φτ−1 sont inverses l’un de l’autre. Ceci prouve la
première assertion.
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Enfin, pour tout P ∈ k[X], il est clair que φτ et φτ−1 induisent des bijections
réciproques entre les idéaux (P) et (τ(P)), et donc entre les anneaux quotients
k[X]/(P) et k′[X]/(τ(P)). Ceci prouve le lemme.

Théorème 16.18. — Soient K/k une extension algébrique, Ω un corps algébri-
quement clos, et τ : k ↪→ Ω un morphisme de corps. Alors τ se prolonge à K
(de façon non unique en général).

Démonstration. — Soit E l’ensemble des couples (k′, τ ′) où k′/k est une sous-
extension de K/k et où τ ′ est un morphisme k′ → Ω prolongeant τ . Alors E
est non vide, car il contient le couple (k, τ). On munit E de la relation d’ordre
définie par :

(k′, τ ′) 6 (k′′, τ ′′) ⇔ k′ ⊆ k′′ et τ ′′ prolonge τ ′.

Alors E est un ensemble ordonné inductif, i.e. tout sous-ensemble filtrant
admet un majorant dans E. En effet, si (ki, τi)i∈I est une famille filtrante
d’élements de E, alors

k′ =
⋃
i∈I

ki

est un sous-corps de K, et les τi se prolongent en un morphisme τ ′ : k′ → Ω
défini par τ ′(x) = τi(x) si x ∈ ki. Ceci est bien défini, car si x ∈ kj avec j 6= i,
il existe ` ∈ I tel que k` contienne ki et kj et alors

τi(x) = τ`(x) = τj(x).

Ceci montre que E est bien inductif, c.-à-d., vérifie l’hypothèse du théorème
de Zorn (5.17, séances du 2-3 octobre). Donc, d’après le théorème de Zorn, E
possède (au moins) un élément maximal (k0, τ0).

Montrons que k0 = K. Soit x ∈ K. Alors x est algébrique sur k donc a fortiori
sur k0. Soit P ∈ k0[X] son polynôme minimal sur k0. Alors le polynôme τ0(P)
a une racine α dans Ω, puisque Ω est algébriquement clos. Identifiant k0 à son
image dans Ω par τ0, on obtient des isomorphismes

k0[α] ∼= k0[X]/(P) ∼= k0[x].

Par conséquent, τ0 se prolonge en un morphisme

k0[x]
∼−→ k0[α] ↪→ Ω.

Par maximalité de (k0, τ0), ceci entrâıne k0 = k0[x], d’où x ∈ k0. Ceci montre
que k0 = K, et donc τ se prolonge en τ0 : K → Ω. Ceci prouve le théorème
16.18.

Le dernier ingrédient pour achever la preuve du théorème de Steinitz est le
résultat suivant, qui est intéressant en lui-même.
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Lemme 16.19. — Soit L une clôture algébrique de k. Alors k ⊆ L est une
extension algébrique maximale, c.-à-d., si on a une extension

k ⊆ L ⊆ L′ avec L′ algébrique sur k,

alors L′ = L.

Démonstration. — Soit x ∈ L′. Alors x est algébrique sur k donc a fortiori
sur L. Soit P son polynôme minimal sur L. Comme L est algébriquement clos,
P est de degré 1, c.-à-d., x ∈ L.

Corollaire 16.20. — Soient Ω,Ω′ deux clôtures algébriques de k. Alors il existe
un k-isomorphisme φ : Ω ∼−→ Ω′.

Démonstration. — D’après le théorème 16.18 appliqué à K = Ω′, l’injection
τ : k ↪→ Ω se prolonge en une injection

k ↪→ Ω′
τ ′
↪→ Ω.

Alors, comme Ω′ est algébriquement clos et Ω/k algébrique, l’injection τ ′ est
surjective, c.-à-d., c’est un k-isomorphisme Ω′ ∼−→ Ω. Ceci prouve le corollaire
et achève la preuve du théorème de Steinitz 16.12.

16.3. C est algébriquement clos. —

Théorème 16.21. — C est algébriquement clos, c.-à-d., tout polynôme P ∈
C[X], non constant, admet une racine dans C.

Remarque 16.22. — Ce résultat est parfois appelé, surtout dans la littérature
anglaise, « Théorème fondamental de l’algèbre ». Dans la littérature française,
il est souvent appelé « Théorème de d’Alembert ». L’auteur de ces notes n’est
pas compétent quant à la question de savoir si la preuve proposée par d’Alem-
bert était complète dans tous ses détails. Quatre autres preuves ont été pro-
posées par Gauss, dont l’une au moins était tout-à-fait complète (mais longue
et compliquée).

Nous allons donner une démonstration qui n’utilise que des méthodes élé-
mentaires d’analyse ; elle est attribuée à Argand, en 1814 (voir [Esc, p.5]), bien
que la notion de compacité, utilisée pour assurer que le minimum est atteint,
n’ait été dégagée que dans la deuxième moitié du 19e siècle (entre autre, par
Weierstrass). Bref, les premières preuves simples et complètes de ce théorème
datent probablement des années 1850 ou 1860. Pour une autre démonstration,
plus algébrique (et un peu moins élémentaire), voir [Sa, Chap.II, Appendice].
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Voici donc la démonstration d’Argand. Soit P ∈ C[X] un polynôme de de-
gré n > 1. Sans perte de généralité, on peut supposer P unitaire, c.-à-d., de
coefficient dominant égal à 1. Écrivons

P = Xn + a1Xn−1 + · · ·+ an.

Raisonnons par l’absurde et supposons que P ne s’annule pas sur C. Alors, en
particulier, an 6= 0. Notons | · | la norme usuelle sur C, c.-à-d., si z = x + iy
alors

|z| =
√
zz =

√
x2 + y2.

Comme lim|z|→+∞ |P(z)| = +∞, il existe R > 0 tel que

|z| > R ⇒ |P(z)| > |an|.
Explicitement, on peut prendre R = max{1, 2na}, où a = maxn

i=1 |ai|. En effet,
pour |z| > R et d = 1, . . . , n, on a |zd| > |z| > 2na d’où∣∣∣∣∣

n∑

d=1

ad

zd

∣∣∣∣∣ 6
n∑

d=1

|ad|
2na

6 1
2
.

Comme |u+ v| > |u| − |v|, on obtient que, pour |z| > R, on a

|P(z)| = |zn| ·
∣∣∣∣∣1 +

n∑

d=1

ad

zd

∣∣∣∣∣ > 2na(1− 1
2
) = na > n|an|.

Comme le disque D de centre 0 et de rayon R est compact, la fonction continue
f : z 7→ |P(z)| y atteint son minimum r0, et r0 > 0 puisqu’on a supposé que P
ne s’annule pas. Comme de plus

r0 6 |P(0)| = |an| 6 f(z), ∀ z 6∈ D,

alors r0 est le minimum de f sur C tout entier. Soit z0 ∈ D tel que f(z0) = r0.
En remplaçant z par z+z0 et P(z) par Q(z) := P(z0)−1P(z+z0), on se ramène
au cas où z0 = 0 et où Q(0) = 1 est le minimum de g = |Q| sur C.

Observons que Q est, comme P, de degré n. Notons k l’ordre d’annulation
en 0 de Q− 1. On peut alors écrire

Q(X) = 1 + bkXk + · · ·+ bnXn.

avec bkbn 6= 0. Écrivons bk = reiθ, avec r > 0 et θ ∈ [0, 2π[ et, pour ε ∈ R∗+,
posons

zε = εei(π−θ)/k, et q(ε) = Q(zε).
Comme eiπ = −1, alors

q(ε) = 1− rεk + εkh(ε),

où h(ε) =
∑n

j=1 bjz
j
ε . Comme limε→0 h(ε) = 0, il existe ε0 ∈]0, 1[ tel que

∀ ε 6 ε0, |h(ε)| 6 r

2
.



164 CORPS DE RUPTURE, CORPS DE DÉCOMPOSITION

On a alors

|Q(zε0)| = |1− rεk0 + εk0h(ε0)| 6 1− rεk0 +
r

2
εk0 = 1− r

2
εk0 < 1.

Ceci contredit l’hypothèse que 1 = Q(0) était le minimum de g = |Q| sur C.
Cette contradiction montre que l’hypothèse que P ne s’annule pas sur C est
impossible. Ceci achève la démonstration du théorème.

17. Corps de décomposition d’un polynôme

Définition 17.1. — Soit P ∈ k[X] un polynôme non constant. On dit qu’une
extension K de k est un corps de décomposition de P sur k si elle vérifie
les deux conditions suivantes :

1) P a toutes ses racines dans K, c.-à-d., est scindé dans K[X].
2) K est engendré sur k par les racines de P. (Ceci entrâıne que K est de

degré fini sur k, d’après la proposition 15.23.)

Théorème 17.2 (Corps de décomposition d’un polynôme)
Tout P ∈ k[X] non constant admet un corps de décomposition sur k, unique

à k-isomorphisme près.

Démonstration. — Soit Ω une clôture algébrique de k, soient α1, . . . , αn les
racines de P de Ω et soit K0 le sous-corps de Ω engendré par les αi. Il est clair
que K0 est un corps de décomposition de P sur k.

Pour montrer l’unicité à isomorphisme près, on va établir le résultat plus
précis suivant. (Le cas particulier k = k′ et τ = idk fournit l’unicité à isomor-
phisme près du corps de décomposition.) On rappelle le lemme 16.17.

Théorème 17.3 (Unicité du corps de décomposition). — Soient τ : k ∼−→ k′ un
isomorphisme de corps, P ∈ k[X] non constant et K, resp. K′, un corps de
décomposition de P sur k, resp. de τ(P) sur k′. Alors τ se prolonge en un
isomorphisme σ : K ∼−→ K′.

Démonstration. — Posons P′ = τ(P) et soient β1, . . . , βn les racines de P′ dans
K′. Soit Ω une clôture algébrique de k. Traitons d’abord le cas où K = K0 est
le sous-corps de Ω engendré par les racines α1, . . . , αn de P de Ω.

Comme l’extension k
∼−→ k′ ⊆ K′ est algébrique alors, d’après le théorème

16.18, l’injection k ↪→ Ω se prolonge en une injection

φ : K′ ↪→ Ω,

telle que φ(P′) = φ(τ(P)) = P. Par conséquent, les racines βi de P′ dans K′
sont envoyées par φ sur les racines de P dans Ω, et comme K′ est engendré
sur k′ par les βi, alors φ(K′) est engendré sur φ(k′) = k par les αi, et donc
φ(K′) = K0. Ceci prouve le résultat voulu pour K = K0.
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Enfin, pour K arbitraire, le même raisonnement fournit un k-isomorphisme
ψ : K ∼−→ K0. Alors,

φ−1 ◦ ψ : K ∼−→ K′

est un isomorphisme prolongeant τ . Ceci prouve le théorème 17.3 et achève la
preuve du théorème 17.2.

Remarque 17.4. — Voici une autre démonstration des deux théorèmes pré-
cédents, qui est « constructive » et n’utilise pas les résultats portant sur la
clôture algébrique.

1) On va démontrer l’existence d’un corps de décomposition de P sur k
par récurrence sur n = deg P. Si n = 1, alors P = aX− b = a(X− b/a) et k est
un corps de décomposition de P. Supposons n > 2 et le théorème établi pour
tout corps et tout polynôme de degré < n, et soit P ∈ k[X] de degré n.

Soit S un facteur irréductible de P et soit k1 = k(α) un corps de rupture de
S. Alors, dans k1[X], on a P = (X− α)Q, avec Q ∈ k1[X] de degré n− 1. Par
hypothèse de récurrence, il existe une extension K/k1 dans laquelle Q a des
racines α2, . . . , αn et telle que K = k1(α2, . . . , αn). Alors, α, α2, . . . , αn sont les
racines de P dans K, et K est engendré sur k par ces élements. Ceci montre
l’existence d’un corps de décomposition.

Démontrons maintenant l’unicité, sous la forme plus forte donnée dans le
théorème 17.3.

On procède par récurrence sur le nombre m de racines de P qui sont
dans K mais pas dans k. Sans perte de généralité, on peut supposer P
unitaire. Si m = 0, alors

P = (X− λ1) · · · (X− λn),

avec les λi dans k. Dans ce cas, K = k et

τ(P) = (X− τ(λ1)) · · · (X− τ(λn)),

avec τ(λi) ∈ k′, donc K′ = k′ et l’on peut prendre σ = τ .
Supposons m > 0 et le théorème établi pour tout m′ < m. Soit P ∈ k[X]

ayant exactement m racines dans K \ k, et soit

P = P1 · · ·Pr (1)

sa décomposition en facteurs irréductibles dans k[X]. Comme m > 0, l’un au
moins de ces facteurs, disons P1, est de degré > 2 et n’a pas de racines dans
k.

Par hypothèse, P se scinde dans K[X] comme produit de facteurs (irréduc-
tibles !) de degré 1. Comme K[X] est factoriel, l’unicité d’une telle décomposi-
tion entrâıne que chaque Pi est un produit de certains de ces facteurs linéaires.
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En particulier, P1 a toutes ses racines dans K. Soit α l’une d’elles. D’après la
proposition 16.5, on a un k-isomorphisme

ψ : k[X]/(P1)
∼−→ k[α]. (2)

D’autre part,
τ(P) = τ(P1) · · · τ(Pr), (1′)

et, par le même argument que précédemment, chaque τ(Pi) a toutes ses racines
dans K′. Soit β une racine de τ(P1) dans K′. D’après la proposition 16.5, à
nouveau, on a un k′-isomorphisme

ψ′ : k′[X]/(τ(P1))
∼−→ k′[β]. (2′)

De plus, d’après le lemme 16.17, on a un isomorphisme

φτ : k[X]/(P1)
∼−→ k′[X]/(τ(P1))

qui prolonge τ : k ∼−→ k′. Posons k1 = k[α] et k′1 = k′[β]. Alors, τ1 :=
ψ′ ◦ φτ ◦ ψ−1 est un isomorphisme k1

∼−→ k′1 qui prolonge τ . On a donc le
diagramme suivant :

k ⊂ k1 ⊂ K
τ
y ∼= τ1

y ∼=
k′ ⊂ k′1 ⊂ K′.

Maintenant, K (resp. K′) est un corps de décomposition sur k1 (resp. sur
k′1) de notre polynôme P (resp. de τ(P)), et le nombre de racines de P dans
K \ k1 est < m. Donc, par hypothèse de récurrence, il existe un isomorphisme
σ : K ∼−→ K′ tel que σ|k1 = τ1. Par conséquent, σ|k = τ1|k = τ . Ceci achève la
preuve de l’unicité.
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4.1. Idéaux premiers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.2. Anneaux et modules de fractions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

I. Anneaux et modules, localisation
(suite) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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14.4. Extensions entières et idéaux premiers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

15. Extensions de corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
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[Ne04] J. Nekovàř, Théorie de Galois, cours UPMC 2003/4, disponible à
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