
V. EXTENSIONS ALGÉBRIQUES, THÉORÈME
DES ZÉROS

SEMAINE DU 8 OCTOBRE

Le but de ce chapitre est, d’une part, de commencer l’étude des extensions
de corps et, d’autre part, de démontrer le théorème des zéros de Hilbert sur le
corps C des nombres complexes.

10. Extensions de corps

10.1. Généralités sur les extensions de corps. — Commençons par la
remarque suivante, facile mais importante.

Remarque 10.1. — Soient K et K′ deux corps et soit φ : K → K′ un morphisme
d’anneaux. Alors :

a) φ est injectif. En effet, Kerφ, étant un idéal propre de K (puisque
φ(1) = 1), est nécessairement nul.

b) φ est un morphisme de corps, car l’égalité

1 = φ(1) = φ(xx−1) = φ(x)φ(x−1)

entrâıne que φ(x−1) = φ(x)−1 pour tout x ∈ K \ {0}.
Définition 10.2. — 1) On dit que K est une extension de k si l’on s’est donné
un morphisme (nécessairement injectif) k → K. On utilise la notation « K/k »
pour signifier que K est une extension de k (il est sous-entendu que k et K
sont des corps). Parfois, on dira aussi que K est un surcorps de k.

2) Si K/k est une extension, une extension intermédiaire L est un corps L
tel que k ⊆ L ⊆ K. Dans ce cas, on dit aussi que L/k est une sous-extension
de K/k.

Lemme 10.3. — Soit K un corps. Si (Ki)i∈I est une famille de sous-corps de
K, alors l’intersection des Ki est un sous-corps de K.

Démonstration. — Facile, et laissée au lecteur.
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Définition 10.4 (Sous-corps engendré). — 1) Soient K un corps et S une partie
de K. L’ensemble des sous-corps de K contenant S est non-vide (car il contient
K) et donc l’intersection de tous ces sous-corps est un sous-corps de K. C’est
le plus petit sous-corps contenant S ; on l’appelle le sous-corps engendré par
S.

2) On appelle sous-corps premier de K le sous-corps de K engendré par
l’élément 1K. Il est contenu dans tout sous-corps de K.

3) Soit K/k une extension de corps et soit S une partie de K. L’ensemble
des sous-corps de K contenant k et S est non-vide (car il contient K) et donc
l’intersection de tous ces sous-corps est un sous-corps de K, qui est le plus
petit sous-corps contenant k et S. On l’appelle le sous-corps engendré par S
sur k et on le note k(S), ou k(x1, . . . , xn) si S = {x1, . . . , xn}.
Définition 10.5 (Extensions de type fini). — 1) On dit que K/k est une exten-
sion de type fini si K est engendré comme surcorps de k par un nombre fini
d’éléments, c.-à-d., s’il existe x1, . . . , xn ∈ K tels que K = k(x1, . . . , xn).

2) On dit que K/k est une extension monogène si K est engendré sur k
par un élément x, c.-à-d., s’il existe x ∈ K tel que K = k(x).

Lemme 10.6. — Soit K un surcorps de k et soient I, J deux parties de K. Alors

k(I ∪ J) = k(I)(J).

Par conséquent, toute extension de type fini k ⊂ k(x1, . . . , xn) est obtenue
comme composée d’extensions monogènes :

k(x1, . . . , xn) = k(x1)(x2, . . . , xn) = k(x1)(x2) · · · (xn).

Démonstration. — k(I)(J) contient I ∪ J et donc k(I ∪ J). Réciproquement,
k(I ∪ J) contient k(I) et J, donc k(I)(J). Ceci prouve le lemme.

Remarque 10.7. — Dans ce cours, on ne considèrera que des extensions de type
fini. Mais les extensions de type infini existent dans la nature. Par exemple,
on peut montrer que l’extension Q ⊆ R n’est pas de type fini.

Définition 10.8 (Extensions isomorphes). — Soient K et K′ deux extensions de
k. On dit que K et K′ sont k-isomorphes s’il existe un isomorphisme φ :
K ∼−→ K′ (de corps ou d’anneaux ; on a vu que c’était la même chose) tel que
φ(λ) = λ pour tout λ ∈ k. Ceci équivaut à dire que φ est un isomorphisme de
k-algèbres.

Plus généralement, si, plutôt qu’une inclusion de k dans K et K′, on s’est
donné des morphismes de corps

τ : k ↪→ K et τ ′ : k ↪→ K′,

alors un k-morphisme de K vers K′ est un morphisme φ : K → K′ tel que
φ ◦ τ = τ ′.
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10.2. L’alternative algébrique/transcendant. — Soit k ⊂ K une exten-
sion de corps. Soient α ∈ K\{0} et φα : k[X] → K le morphisme de k-algèbres
défini par φα(X) = α. On pose Iα = Kerφα.

Notation 10.9. — On note k[α] la sous-k-algèbre de K engendrée par α. Alors

φα(P) = P(α) ∈ K, ∀P ∈ k[X],

et l’image de φα est k[α].

Puisque k[X]/Iα ∼= k[α] est intègre, alors Iα est un idéal premier de k[X].
Donc, d’après les théorèmes 9.30 et 9.26, de deux choses l’une : ou bien Iα = (0)
ou bien Iα = (P) pour un polynôme irréductible (uniquement déterminé si on
le suppose unitaire). Ceci conduit à l’alternative suivante.

Définition 10.10 (Éléments transcendants ou algébriques)
1) Si Iα = (0), on dit que α est transcendant sur k.
2) Si Iα 6= (0), on dit que α est algébrique sur k. Dans ce cas, Iα = (P),

où P est l’unique polynôme unitaire de degré minimal dans Iα ; il est appelé
polynôme minimal de α sur k. On le notera Irrk(α). Son degré s’appelle
degré de α sur k et se note degk(α).

Théorème 10.11 (Extensions monogènes k(x)). — Supposons K = k(x).
1) Si x est algébrique sur k, alors k(x) cöıncide avec la sous-algèbre k[x].

Plus précisément, Irrk(x) est irréductible et l’on a

(∗) k[X]/(Irrk(x))
∼−→ k[x] = k(x).

Par conséquent, les éléments 1, x, . . . , xd−1, où d = degk(x), forment une base
de k(x) sur k. En particulier, dimk k(x) = d.

2) Si x est transcendant sur k, alors l’injection φx : k[X] ↪→ K = k(x) induit
un k-isomorphisme k(X) ∼−→ k(x). En particulier, dimk k(x) = +∞.

Démonstration. — 1) k[X]/Ix est intègre car isomorphe à k[x], la sous-k-
algèbre de K engendrée par x. Ainsi, Ix = (Irrk(x)) est un idéal premier non
nul. Donc, d’après le théorème 9.26, Irrk(x) est irréductible et engendre un
idéal maximal de k[X]. Donc, A := k[X]/(Irrk(x)) est un corps.

Par conséquent, son image par φx, qui est k[x], égale le corps k(x) engendré
par x. Ceci prouve (∗). Comme les images de 1, . . . ,Xd−1 forment une base de
A sur k, la dernière assertion de 1) en découle.

2) Supposons x transcendant, c.-à-d., φx : k[X] ↪→ K = k(x) injectif. Alors,
tout élément de φx(k[X]\{0}) est inversible dans K. Donc, d’après la propriété
universelle du corps des fractions (Proposition 9.35), φx se prolonge (de façon
unique) en un morphisme d’anneaux ψ : k(X) → K ; injectif puisque k(X)
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est un corps, et surjectif puisque K est engendré sur k par x. Donc ψ est un
isomorphisme k(X) ∼−→ k(x) = K. De plus, on a un diagramme commutatif

k[X]↪→ k(X)

∼=
y

y∼=
k[α] ↪→ k(α)

où les flèches verticales sont des isomorphismes, et les inclusions sont des in-
clusions strictes (car k[X] 6= k(X)). Donc, dans ce cas, on a k[α] 6= k(α).

D’autre part, les monômes Xi, i ∈ N, forment une k-base de k[X], donc
k[X] (et de même k[α], pour α transcendant), est de dimension infinie mais
dénombrable sur k. A fortiori, dimk k(X) = +∞ (et on verra plus loin que
cette dimension est non dénombrable si k est non dénombrable).

Remarques 10.3. — 1) Dans le cas où x est algébrique (et 6= 0), écrivons
Irrk(x) = xd + ad−1x

d−1 + · · ·+ a0. Alors

x(xd−1 + ad−1x
d−2 + · · ·+ a1) = a0

et nécessairement a0 6= 0, puisque le terme de gauche est non nul (car xd−1 +
· · ·+ a1 ne divise pas Irrk(x)). Donc l’inverse de x est égal à

(xd−1 + ad−1x
d−2 + · · ·+ a1)a−1

0 .

2) Dans le cas où x est transcendant et k infini, l’égalité dimk k(x) = +∞
sera précisée plus loin en l’inégalité dimk k(x) > card(k) ; en particulier, si k
est non dénombrable (par exemple k = C), alors k(x) est de dimension non
dénombrable sur k.

Remarque 10.12. — Soit L un corps intermédiaire entre k et K, c.-à-d., k ⊆
L ⊆ K. Si α ∈ k est algébrique sur k, il l’est aussi sur L et Irrk(α) est divisible,
dans L[X], par IrrL(α).

10.4. Extensions algébriques et degré. — On vient de voir que si K =
k(x), où x est un élément algébrique sur k, alors dimk K = degk(x). Ceci
explique la terminologie suivante.

Définition 10.13. — Soit K/k une extension de corps. Alors, K est un k-espace
vectoriel et dimk K s’appelle degré de K sur k et se note [K : k]. C’est un
élément de N∗ ∪ {+∞}.

Proposition 10.14 (Multiplicativité des degrés). — Soient k ⊂ K ⊂ L des ex-
tensions de corps. Alors [L : k] = [L : K] [K : k].
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Démonstration. — Montrons d’abord que si l’un des termes de droite égale
+∞, alors [L : k] = +∞. Prenant la contraposée, ceci équivaut à montrer que
si [L : k] est fini, il en est de même de [L : K] et [K : k]. Supposons donc que
[L : k] = N < +∞. Comme K est un sous-k-espace vectoriel de L, on a

[K : k] 6 [L : k] = N.

D’autre part, si (y1, . . . , yN) est une base de L sur k, alors les yi engendrent a
fortiori L comme K-espace vectoriel, et donc [L : K] 6 [L : k] = N.

Pour démontrer la proposition, on peut donc supposer que [L : K] = m et
[K : k] = n, et il s’agit de montrer que

[L : k] = mn.

Donnons deux démonstrations.

1) Comme k-espace vectoriel, K est isomorphe à kn et, comme K-espace vec-
toriel, L est isomorphe à Km. Donc, comme k-espace vectoriel, L est isomorphe
à :

K⊕ · · · ⊕K︸ ︷︷ ︸
m facteurs

∼= kn ⊕ · · · ⊕ kn
︸ ︷︷ ︸

m facteurs

∼= kmn,

d’où dimk L = mn, ce qui prouve la proposition.

2) De façon plus explicite, soient (`1, . . . , `m) une base de L sur K et
(x1, . . . , xn) une base de K sur k. Alors, on voit facilement que les produits xi`j
engendrent L comme k-espace vectoriel, voir par exemple la preuve du lemme
10.16 qui suit. Montrons que ces éléments sont linéairement indépendants sur
k. Supposons qu’on ait une égalité

0 =
∑

i,j

ai,j xi`j ,

avec les ai,j ∈ k. Alors on a

0 =
∑

16i6m


 ∑

16j6n

ai,j xj


 `i.

Comme les `i sont linéairement indépendants sur K, on obtient que, pour tout
i = 1, . . . ,m, ∑

16j6n

ai,j xj = 0.

Puis, comme les xj sont linéairement indépendants sur k, on obtient que ai,j =
0 pour tout i, j. Ceci montre que les produits xj`i forment une base de L sur
k, d’où dimk L = mn.
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Remarque 10.15. — La même démonstration montre que si A ⊂ B sont deux
anneaux, et si B ∼= An comme A-module, alors, pour tout r > 1, Br est libre
comme A-module, de rang rn. Le lemme cité dans la démonstration est le
suivant.

Lemme 10.16. — Soient A ⊂ B des anneaux et N un B-module de type fini.
On suppose que B est un A-module de type fini. Alors N est un A-module de
type fini.

Démonstration. — Par hypothèse, il existe des éléments x1, . . . , xr dans N
(resp. b1, . . . , bn dans B) qui engendrent N comme B-module (resp. B comme
A-module). Alors

N = Bx1 + · · ·+ Bxr

et chaque Bxj est engendré, comme A-module, par les éléments bixj . Il en
résulte que N est engendré comme A-module par les éléments bixj . Ceci prouve
le lemme.

Définition 10.17. — Soit k ⊂ K une extension de corps. On dit que K/k est
une extension algébrique si tout élément de K est algébrique sur k.

Lemme 10.18. — Pour λ ∈ k, les éléments 1/(X−λ) de k(X) sont linéairement
indépendants.

Démonstration. — Supposons qu’on ait une relation de dépendance linéaire

0 =
n∑

j=1

aj

X− λj
.

Alors, multipliant par
∏n

j=1(X− λj) puis évaluant en X = λi, on trouve

0 = ai

∏

j 6=i

(λi − λj),

d’où ai = 0.

Corollaire 10.19. — Supposons k non dénombrable (par exemple, k = R ou C).
Soit m un idéal maximal de k[X1, . . . ,Xn]. Alors le corps

K = k[X1, . . . ,Xn]/m

est algébrique sur k.

Démonstration. — Comme k-espace vectoriel, A := k[X1, . . . ,Xn] est de di-
mension dénombrable (car il admet la base des monômes Xν , ν ∈ Nn), donc
il en est de même du quotient K = A/m. (Noter que le morphisme composé
φ : k ↪→ A → K est non nul, car φ(1) = 1, donc K est une extension de k.)
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Si K contenait un élément x transcendant sur k, alors dimk K > dimk k(x)
serait non dénombrable, d’après le lemme précédent. Donc K est algébrique
sur k.

10.5. Corps algébriquement clos. —

Définition 10.20. — Soit k ⊆ K une extension de corps et soit P ∈ k[X] non
constant. On dit que P est scindé dans K[X], ou sur K, si P se décompose
dans K[X] comme produit de facteurs du premier degré, c.-à-d., si

P = c(X− α1) · · · (X− αd),

où d = deg P, c est le coefficient dominant de P, et les αi sont dans K (pas
nécessairement distincts).

Définition 10.21. — Un corps k est dit algébriquement clos si tout P ∈ k[X]
non constant a au moins une racine dans K.

Proposition 10.22. — Supposons k algébriquement clos. Alors :

1) Tout P ∈ k[X] non constant est scindé. En particulier, si P est irréduc-
tible, il est de degré 1.

2) Soit K/k une extension algébrique. Alors K = k.

Démonstration. — Montrons 1) par récurrence sur d = deg P. C’est clair si
d = 1. Supposons d > 2 et l’assertion établie en degré < d. Soit P ∈ k[X]
de degré d. Comme k est algébriquement clos, P possède dans k au moins un
racine α, donc se factorise en P = (X−α)Q, avec Q ∈ k[X] de degré d−1. Par
hypothèse de récurrence, Q est scindé dans k[X], et donc il en est de même de
P.

2) Soit K/k une extension algébrique et soit x ∈ K. Le polynôme minimal
Irrk(x) est irréductible (cf. 10.11), donc de degré 1, c.-à-d., de la forme X− a,
avec a ∈ k. Donc x égale a et appartient à k. Ceci prouve 2). La proposition
est démontrée.

Définition 10.23. — Soit k ⊆ K une extension de corps. On dit que K est une
clôture algébrique de k si K est algébriquement clos et si tout élément de
K est algébrique sur k.

10.6. C est algébriquement clos. —

Théorème 10.24. — C est algébriquement clos, c.-à-d., tout polynôme P ∈
C[X], non constant, admet une racine dans C.
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Ce résultat est parfois appelé, surtout dans la littérature anglaise, « Théo-
rème fondamental de l’algèbre ». Dans la littérature française, il est souvent
appelé « Théorème de d’Alembert ». L’auteur de ces notes n’est pas compétent
quant à la question de savoir si la preuve proposée par d’Alembert était com-
plète dans tous ses détails. Quatre autres preuves ont été proposées par Gauss,
dont l’une au moins était tout-à-fait complète (mais longue et compliquée),
voir par exemple le livre de van der Waerden [vdW].

Nous allons donner une démonstration qui n’utilise que des méthodes élé-
mentaires d’analyse ; elle est attribuée à Argand, en 1814 (voir [Esc, p.5]), bien
que la notion de compacité, utilisée pour assurer que le minimum est atteint,
n’ait été dégagée que dans la deuxième moitié du 19e siècle (entre autre, par
Weierstrass). Bref, les premières preuves simples et complètes de ce théorème
datent probablement des années 1850 ou 1860. Pour une autre démonstration,
plus algébrique (et un peu moins élémentaire), voir [Sa, Chap.II, Appendice].

La démonstration d’Argand. — Soit P ∈ C[X] un polynôme de degré n > 1.
Sans perte de généralité, on peut supposer P unitaire, c.-à-d., de coefficient
dominant égal à 1. Écrivons

P = Xn + a1Xn−1 + · · ·+ an.

Raisonnons par l’absurde et supposons que P ne s’annule pas sur C. Alors, en
particulier, an 6= 0. Notons | · | la norme usuelle sur C, c.-à-d., si z = x + iy
alors

|z| =
√
zz =

√
x2 + y2.

Comme lim|z|→+∞ |P(z)| = +∞, il existe R > 0 tel que

(1) |z| > R ⇒ |P(z)| > |an|.
Explicitement, on peut prendre R = max{1, 2na}, où a = maxn

i=1 |ai|. En effet,
pour |z| > R et d = 1, . . . , n, on a |zd| > |z| > 2na d’où∣∣∣∣∣

n∑

d=1

ad

zd

∣∣∣∣∣ 6
n∑

d=1

|ad|
2na

6 1
2
.

Comme |u+ v| > |u| − |v|, on obtient que, pour |z| > R, on a

|P(z)| = |zn| ·
∣∣∣∣∣1 +

n∑

d=1

ad

zd

∣∣∣∣∣ > 2na(1− 1
2
) = na > n|an|.

Comme le disque D de centre 0 et de rayon R est compact, la fonction continue
f : z 7→ |P(z)| y atteint son minimum r0, et r0 > 0 puisqu’on a supposé que P
ne s’annule pas. Comme de plus

(2) r0 6 |P(0)| = |an| 6 f(z), ∀ z 6∈ D,

alors r0 est le minimum de f sur C tout entier.
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Soit z0 ∈ D tel que f(z0) = r0. En remplaçant z par z + z0 et P(z) par
Q(z) := P(z0)−1P(z + z0), on se ramène au cas où z0 = 0 et où Q(0) = 1 est
le minimum de g = |Q| sur C.

Observons que Q est, comme P, de degré n. Notons k l’ordre d’annulation
en 0 de Q− 1. On peut alors écrire

Q(X) = 1 + bkXk + · · ·+ bnXn.

avec bkbn 6= 0. Écrivons bk = reiθ, avec r > 0 et θ ∈ [0, 2π[ et, pour ε ∈ R∗+,
posons

zε = εei(π−θ)/k, et q(ε) = Q(zε).
Comme zk

ε = εk ei(π−θ) et eiπ = −1, alors

q(ε) = 1− rεk + εkh(ε),

où h(ε) =
∑n−k

j=1 bk+jz
j
ε . Comme limε→0 ε

k = 0 et limε→0 h(ε) = 0, il existe
ε0 ∈]0, 1[ tel que

∀ ε 6 ε0, rεk < 1 et |h(ε)| 6 r

2
.

On a alors

|Q(zε0)| = |1− rεk0 + εk0h(ε0)| 6 1− rεk0 +
r

2
εk0 = 1− r

2
εk0 < 1.

Ceci contredit l’hypothèse que 1 = Q(0) était le minimum de g = |Q| sur C.
Cette contradiction montre que l’hypothèse que P ne s’annule pas sur C est
impossible. Ceci achève la démonstration du théorème.

11. Le théorème des zéros de Hilbert

11.1. Idéaux maximaux de C[X1, . . . ,Xn]. — Pour le moment, soit k un
corps arbitraire.

Remarque 11.1. — Un polynôme P =
∑

ν∈Nn aνXν s’annule au point 0 =
(0, . . . , 0) de kn si, et seulement si, son coefficient constant a0 est nul.

Soit x = (x1, . . . , xn) un élément arbitraire de kn. Par le changement de
variable Xi → Xi − xi, on peut écrire tout polynôme P comme une constante
plus une somme de monômes en les Xi − xi de degré > 0, le terme constant
valant dans ce cas P(x).

Définition 11.2 (Les idéaux mx, pour x ∈ kn). — Pour tout x ∈ kn, notons mx

l’idéal engendré par X1−x1, . . . ,Xn−xn. D’après ce qui précède, c’est le noyau
du morphisme surjectif de k-algèbres suivant (évaluation en x) :

εx : k[X1, . . . ,Xn] −→ k, P 7→ P(x).

Comme k[X1, . . . ,Xn]/mx
∼= k est un corps, mx est un idéal maximal de

k[X1, . . . ,Xn].
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Pour I un idéal arbitraire de k[X1, . . . ,Xn], on voit que :

I ⊆ mx ⇔ P(x) = 0, ∀P ∈ I.

On pose

V (I) = {x ∈ kn | P(x) = 0, ∀P ∈ I} = {x ∈ kn | I ⊆ mx};
on l’appelle la variété des zéros de I.

Alors, on voit facilement que V (mx) = {x} ; en particulier, les mx sont deux
à deux distincts.

Théorème 11.3 (Théorème des zéros, forme faible). — On suppose k = C.
1) Soit m un idéal maximal de C[X1, . . . ,Xn]. Alors m = mx, pour un unique

x ∈ Cn.
2) Soit J un idéal propre de C[X1, . . . ,Xn]. Alors V (J) 6= ∅.

Démonstration. — 1) Comme C est non dénombrable et algébriquement clos,
le corollaire 10.19 et la proposition 10.22 entrâınent que

C[X1, . . . ,Xn]/m = C.

Notons π la projection

C[X1, . . . ,Xn] −→ C[X1, . . . ,Xn]/m = C,

et soit xi = π(Xi) l’image de Xi dans C ; alors m contient les polynômes

Xi − xi · 1, ∀ i = 1, . . . , n,

car π(Xi − xi · 1) = xi − xi · 1 = 0. Donc, posant x = (x1, . . . , xn), on obtient
que m contient l’idéal maximal mx, d’où m = mx. Ceci prouve 1).

Soit J un idéal propre. Comme C[X1, . . . ,Xn] est noethérien (Théorème
8.17), J est contenu dans un idéal maximal mx, et donc V (J) contient x. Le
théorème est démontré.

11.2. Sous-variétés algébriques de Cn. — Pour le moment, soit k un
corps arbitraire. On rappelle la définition suivante.

Définition 11.4. — Une sous-variété algébrique fermée de kn est un sous-
ensemble de kn défini par une collection arbitraire d’équations polynomiales,
c.-à-d., un sous-ensemble de la forme :

V (S) = {x ∈ kn | P(x) = 0, ∀P ∈ S},
où S est une partie arbitraire de k[X1, . . . ,Xn]. Si on note I l’idéal engendré
par S, on voit facilement que

V (S) = V (I) = V (
√

I).
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En particulier, comme tout idéal de k[X1, . . . ,Xn] est engendré par un nombre
fini d’éléments (Théorème 8.17), on voit que toute V (S) peut être définie par
un nombre fini d’équations polynomiales.

Réciproquement, à tout sous-ensemble V ⊆ kn on associe l’idéal

I (V) = {ϕ ∈ k[X1, . . . ,Xn] | ϕ(V) = 0}.
C’est un idéal réduit (car si ϕr s’annule sur V, il en est de même de ϕ), et on
voit facilement que V ⊆ V (I (V)).

D’autre part, les applications I 7→ V (I) et V 7→ I (V) sont décroissantes,
c.-à-d., vérifient :

(1)
{

I ⊆ J ⇒ V (I) ⊇ V (J);
V ⊆ W ⇒ I (V) ⊇ I (W).

De ceci, on déduit le lemme suivant.

Lemme 11.5. — V (I (V)) est la plus petite sous-variété algébrique fermée de
kn contenant V. En particulier, V est une sous-variété algébrique fermée de
kn si et seulement si V = V (I (V)).

Démonstration. — En effet, si V ⊆ V (J) alors J est contenu dans I (V), d’où
V ⊆ V (I (V)) ⊆ V (J). Ceci prouve le lemme.

Définition 11.6 (L’algèbre k[V]). — À chaque sous-variété algébrique fermée
V ⊆ kn, on associe la k-algèbre réduite

k[V] = k[X1, . . . ,Xn]/I (V).

On l’appelle l’algèbre des fonctions régulières (ou polynomiales) sur V.

Théorème 11.7 (Théorème des zéros de Hilbert). — On suppose k = C. Soit I
un idéal de C[X1, . . . ,Xn]. Alors I (V (I)) =

√
I.

Démonstration. — Posons V = V (I). Alors I (V) est réduit et contient I,
donc aussi

√
I. Réciproquement, soit f ∈ I (V).

Dans l’anneau de polynômes C[X0,X1, . . . ,Xn] avec une indéterminée sup-
plémentaire X0, considérons l’idéal J engendré par I et le polynôme 1− fX0.
Alors V (J) = ∅. En effet, si x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ V (J), alors g(x) =
g(x1, . . . , xn) = 0 pour tout g ∈ I, donc le point (x1, . . . , xn) appartient à
V (I) ⊆ Cn, et donc

f(x1, . . . , xn) = 0,
puisque f ∈ I (V (I)). On obtient donc

0 = (1− fX0)(x) = 1− f(x)x0 = 1,

une contradiction. Ceci montre que V (J) = ∅.
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Par conséquent, d’après le théorème 11.3, on a J = (1). Il existe donc r > 1
et P1, . . . ,Pr ∈ I, S0, . . . ,Sr ∈ C[X0, . . . ,Xn] = C[X1, . . . ,Xn][X0] tels que

(∗) 1 = S1P1 + · · ·+ SrPr + S0(1− fX0).

Notons di le degré en X0 de Si et d = max{d1, . . . , dr}. Considérons le mor-
phisme de C[X1, . . . ,Xn]-algèbres

φ : C[X1, . . . ,Xn][X0] −→ C(X1, . . . ,Xn)

défini par φ(X0) = 1/f , et appliquons φ à l’égalité (∗). On obtient ainsi, dans
C(X1, . . . ,Xn), une égalité de la forme

1 =
U1

fd
P1 + · · ·+ Ur

fd
Pr,

où chaque Ui = fdSi(1/f,X1, . . . ,Xn) appartient à C[X1, . . . ,Xn] (car d >
di = degX0

Si). Donc, en multipliant par fd on obtient dans C[X1, . . . ,Xn]
l’égalité

fd = U1P1 + · · ·+ UrPr,

qui montre que fd ∈ I. Le théorème est démontré.

On peut maintenant énoncer des conséquences plus géométriques du théo-
rème des zéros. Rappelons la définition et la proposition suivantes, déjà vues
aux § § 9.1 et 9.10.

Définition 11.8. — Une sous-variété algébrique fermée V de Cn est dite irré-
ductible si elle n’est pas réunion de deux fermés algébriques strictement plus
petits, c.-à-d., si la propriété suivante est vérifiée : si I, J sont deux idéaux de
C[X1, . . . ,Xn] tels que V = V(I) ∪V(J), alors V(I) = V ou V(J) = V.

Proposition 11.9. — V est irréductible ⇔ I (V) est premier.

Démonstration. — Posons A = C[X1, . . . ,Xn]. Supposons V irréductible et
soient f, g ∈ A tels que f 6∈ I (V) et fg ∈ I (V). Posant I = I (V)+Af et J =
I (V)+Ag, on a V(I) 6= V (car sinon on aurait f ∈ I (V)) et V = V(I)∪V(J)
(car fg est nulle sur V). Comme V est irréductible, il vient V(J) = V et donc
g ∈ I (V). Ceci montre que I (V) est premier.

Réciproquement, supposons I (V) premier. Si V égale V(I)∪V(J) = V(IJ),
alors IJ est contenu dans I (V) et comme ce dernier est premier, il contient
I ou J, et il en résulte que V est contenue dans, donc égale à, V(I) ou V(J).
Ceci prouve que V est irréductible.

Corollaire 11.10. — Les applications

V 7→ I (V) et I 7→ V (I)
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sont des bijections réciproques entre l’ensemble des sous-variétés algébriques
fermées de Cn et celui des idéaux réduits de C[X1, . . . ,Xn]. Dans cette corres-
pondance, les sous-variétés irréductibles correspondent aux idéaux premiers,
et les points x de Cn aux idéaux maximaux mx.

Démonstration. — On a déjà vu la dernière assertion, ainsi que l’égalité V =
V (I (V)). D’autre part, si I est réduit le théorème des zéros entrâıne que I =
I (V (I)). Ceci prouve que les deux applications sont inverses l’une de l’autre,
et, compte-tenu de la proposition précédente, le corollaire en découle.

Soit V une sous-variété algébrique fermée de Cn. On lui a associé la C-
algèbre réduite C[V] := C[X1, . . . ,Xn]/I (V). Les points x ∈ V correspondent
exactement aux idéaux maximaux mx qui contiennent I (V), c.-à-d., aux
idéaux maximaux de l’algèbre C[V]. De même, d’après les théorèmes 4.5 et
4.13, les idéaux réduits (resp., premiers) de C[V] peuvent être identifiés aux
idéaux réduits (resp. premiers) de C[X1, . . . ,Xn] contenant I (V). On obtient
donc le corollaire suivant.

Corollaire 11.11. — Soit V une sous-variété algébrique fermée de Cn. Les
idéaux maximaux (resp. premiers) de C[V] correspondent, respectivement, aux
points de V et aux sous-variétés algébriques fermées de V.

Remarque 11.12. — Pour d’autres démonstrations du théorème des zéros (va-
lables aussi pour k algébriquement clos dénombrable), ou des compléments,
voir, par exemple, [Elk, §X.4] [BM, Thm.VI.2.19], [Die, (A, 37)], ou [Pe2,
§ I.4].

11.3. Composantes irréductibles. —

Théorème 11.13. — Soient A un anneau noethérien et I un idéal propre ré-
duit de A. Il existe un nombre fini d’idéaux premiers P1, . . . ,Pn tels que :

(∗) I = P1
⋂ · · ·⋂ Pn et Pi 6⊆ Pj si i 6= j.

Tout idéal premier contenant I contient l’un des Pi, de sorte que les Pi sont
exactement les éléments minimaux de l’ensemble

{P ∈ Spec(A) | P ⊇ I};
on les appelle les idéaux premiers minimaux au-dessus de I.

Démonstration. — Notons I l’ensemble des idéaux propres réduits de A qui
ne sont pas intersection finie d’idéaux premiers de A. Il s’agit de montrer
que I = ∅. Supposons, au contraire, I 6= ∅. Alors, comme A est noethérien,
I possède au moins un élément I0 maximal pour l’inclusion.
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Comme I0 6∈ I , alors I0 n’est pas premier, donc il existe des idéaux propres
J,K contenant strictement I0 et tels que :

(†) JK ⊆ I0 ⊆ J ∩K.

En effet, prendre a, b ∈ A \ I0 tels que ab ∈ I0, et J = I0 + Aa, J = I0 + Ab ; ce
sont des idéaux propres car si on avait, par exemple, J = A, on aurait K ⊆ I0
d’où b ∈ I0, contradiction.

D’après le lemme 5.15, (†) entrâıne :
√

J
⋂√

K =
√

I0 = I0.

Alors,
√

J et
√

K sont réduits et propres (car si on avait 1 ∈ √J , on aurait
1 ∈ J et J = A, contradiction), et contiennent strictement I0, donc aucun d’eux
n’appartient à I , par maximalité de I0. Donc, il existe des idéaux premiers
P1, . . . ,Pr et Q1, . . . ,Qs tels que

√
J =

r⋂
i=1

Pi,
√

K =
s⋂

j=1
Qj ,

d’où
I0 = P1

⋂ · · ·⋂ Pr
⋂

Q1
⋂ · · ·⋂Qs,

contredisant l’hypothèse I0 ∈ I . Cette contradiction montre que I = ∅,
et donc tout idéal propre réduit I de A est une intersection finie d’idéaux
premiers. De plus, si l’on a une écriture

I = P1
⋂ · · ·⋂PN,

et s’il existe i 6= j tels que Pi ⊆ Pj , on peut supprimer Pj de l’écriture ci-dessus.
On se ramène ainsi à une écriture vérifiant la condition (∗) du théorème.

Observons que I = P1 ∩ · · · ∩ Pn contient l’idéal produit P1 · · ·Pn. Par
conséquent, si un idéal premier P contient I, il contient au moins l’un des
Pi. Donc si P est minimal, c’est l’un des Pi, et réciproquement chaque Pi est
minimal par l’hypothèse Pi 6⊇ Pj si j 6= i. Le théorème est démontré.

Corollaire 11.14. — Soit V une sous-variété algébrique fermée de CN. Il existe
des sous-variétés fermées irréductibles V1, . . . ,Vn telles que :

V =
n⋃

i=1
Vi et Vi 6⊆ Vj si i 6= j.

Toute sous-variété irréductible de V est contenue dans l’une des Vi, de sorte
que les Vi sont exactement les sous-variétés irréductibles maximales de V. On
les appelle les composantes irréductibles de V.

Démonstration. — Elle découle du théorème ci-dessus, et des résultats du pa-
ragraphe précédent, et est laissé aux lecteurs intéressés.
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11.4. Topologie de Zariski. — (2) Posons A = k[X1, . . . ,Xn].

Définition et proposition 11.15 (Topologie de Zariski). —
a) kn = V ({0}) et ∅ = V ({1}) = V (k[X1, . . . ,Xn]).
b) Soit (Iλ)λ∈Λ une famille quelconque d’idéaux de A, alors

⋂

λ∈Λ

V (Iλ) = V (
∑

λ∈Λ

Iλ).

c) Soient I, J deux idéaux de A. On a V (I) ∪ V (J) = V (I ∩ J) = V (IJ).
Par conséquent, les sous-variétés algébriques fermées de kn sont les fermés
d’une topologie sur kn, appelée la topologie de Zariski.

Démonstration. — Le point a) est clair. Posons Σ =
∑

λ∈Λ Iλ. D’après 1),
V (Σ) est contenu dans chaque V (Iλ) et donc dans leur intersection. Récipro-
quement, soit x ∈ ⋂

λ V (Iλ). Alors tout élément de Σ s’annule sur x, d’où
x ∈ V (Σ). Ceci prouve b).

Enfin, comme IJ ⊆ I ∩ J ⊆ I, J, il résulte de 1) que

V (IJ) ⊇ V (I ∩ J) ⊇ V (I) ∪ V (J).

Soit x ∈ V (IJ) et supposons x 6∈ V (I). Il existe donc P ∈ I tel que P(x) 6= 0.
Alors, pour tout Q ∈ J, l’on a 0 = (PQ)(x) = P(x)Q(x) et donc Q(x) =
0. Ceci montre que x ∈ V(J) et le point c) en découle. La proposition est
démontrée.

Corollaire 11.16. — Tout sous-ensemble fini S ⊂ kn est une sous-variété algé-
brique fermée de kn.

Démonstration. — Tout point x est fermé, car égal à V (mx). Par consé-
quent, tout sous-ensemble fini de kn, étant réunion finie de fermés, est
fermé pour la topologie de Zariski. Explicitement, si X = {x1, . . . , xr} alors
X = V (mx1 · · ·mxr).

(2)Ce paragraphe n’a pas été traité en cours.
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11. Le théorème des zéros de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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