
Chapitre 3

Algèbres, polynômes, algèbres
de type fini

Version du 14 octobre 2004

Dans ce chapitre, tous les anneaux considérés sont commutatifs.

3.1 Algèbres et extension des scalaires

3.1.1 Algèbres

Définition 3.1.1 Soient A,B deux anneaux commutatifs non nuls. On dit
que B est une A-algèbre si l’on s’est donné un morphisme d’anneaux φ :
A→ B.

Dans ce cas, B est aussi un A-module, via

a · b = φ(a)b, ∀a ∈ A, b ∈ B.

De plus, la multiplication B × B → B est A-bilinéaire, donc induit (et est
déterminée par) une application A-linéaire µ : B ⊗A B → B.

Remarque 3.1.1 Si A = k est un corps, tout morphisme k → B est injectif
et donc, dans ce cas, une k-algèbre est un anneau commutatif contenant k
comme sous-anneau.

3.1.2 Extension et restriction des scalaires

Soit B une A-algèbre.
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Proposition 3.1.1 Soit M un A-module. Alors B ⊗A M est un B-module,
appelé le B-module obtenu par extension des scalaires à partir de M . De
plus, l’application

σB : M −→ B ⊗A M, m 7→ 1⊗m,

est un morphisme de A-modules.

Démonstration. Fixons b ∈ B. On vérifie que l’application

B ×M −→ B ⊗A M, (c,m) 7→ bc⊗m,

est A-bilinéaire. Elle induit donc une application

θb : B ⊗A M −→ B ⊗A M,

telle que θb(c ⊗ m) = bc ⊗ m, pour tout c ∈ B, m ∈ M . Ceci définit une
structure de B-module sur B ⊗A M . En effet, il est clair que θ1 = idB⊗AM ,
et il faut vérifier que

θbb′ = θb ◦ θb′

pour tout b, b′ ∈ B. Comme les éléments c ⊗ m engendrent le A-module
B ⊗A M , il suffit de vérifier que

θbb′(c⊗m) = θb (θb′(c⊗m)) ,

pour tout c ∈ B, m ∈ M . Mais ceci est clair, car les deux membres égalent
bb′c⊗m. Ceci prouve la 1ère assertion. La 2ème est facile et laissée au lecteur.
¤

Définition 3.1.2 Réciproquement, tout B-module N est muni, via φ, d’une
structure de A-module définie par

a · n = φ(a)n,

pour tout a ∈ A, n ∈ N . On parle alors de restriction des scalaires. Si l’on
veut spécifier que l’on regarde N comme A-module, on écrira N |A.

Proposition 3.1.2 [Propriété universelle de l’extension des scalaires]
Soient M un A-module et N un B-module. L’application

α : HomA(M,N) −→ HomB(B ⊗A M,N), φ 7→ φ̃

où φ̃ est le B-morphisme tel que φ̃(b⊗m) = bφ(m) pour tout b ∈ B, m ∈M ,
est une bijection. Son inverse est l’application β : ψ 7→ ψ|M , où ψ|M est
définie par ψ|M (m) = ψ(1⊗m), pour tout m ∈M .
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Démonstration. Soit φ ∈ HomA(M,N). On vérifie que l’application

B ×M −→ N, (b,m) 7→ bφ(m)

est A-bilinéaire. Par conséquent, elle induit un morphisme de A-modules
φ̃ : B ⊗A M → N , tel que

φ̃(b⊗m) = bφ(m),

pour tout b ∈ B, m ∈ M . De plus, φ̃ est un morphisme de B-modules, car
pour tout b, c ∈ B et m ∈M , on a

φ̃(b · (c⊗m)) = φ̃(bc⊗m) = bcφ(m) = bφ̃(c⊗m).

Ceci montre que α est bien définie. On voit alors facilement que

(β ◦ α)(φ) = φ et (α ◦ β)(ψ) = ψ,

pour tout φ ∈ HomA(M,N) et ψ ∈ HomB(B ⊗A M,N). Ceci prouve la
proposition. ¤

3.1.3 Localisation de modules

Soit S une partie multiplicative de A et soit M un A-module. De la
même façon qu’on a défini, dans le paragraphe 1.4.2, l’anneau localisé AS ,
noté aussi S−1A, on définit un A-module, noté MS ou S−1M , de la façon
suivante.

On considère l’ensemble C = M × S des couples (m, s), où m ∈ M et
s ∈ S, et sur cet ensemble on considère la relation suivante. On pose

(m, s) ∼ (m′, t)

s’il existe u ∈ S tel que u(tm − sm′) = 0. On vérifie, comme en 1.4.2, que
ceci est une relation d’équivalence.

On note S−1M , ou MS , l’ensemble des classes d’équivalence, et, pour
tout (m, s) ∈ C, on désigne par [m, s] son image dans S−1M . On définit sur
S−1M une addition et une action de S−1A par les formules suivantes. Pour
tout m,m′ ∈M , s, t ∈ S et a ∈ A, on pose :

(∗) [m, s] + [m′, t] = [tm+ sm′, st], [a, s][m, t] = [am, st].

On vérifie, comme en 1.4.2, que ceci est bien défini, et munit S−1M d’une
structure de S−1A-module et donc, a fortiori, de A-module, via l’application
A→ S−1A.

On obtient ainsi les deux premiers points du théorème suivant.
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Théorème 3.1.3 1) S−1M est un S−1A-module, donc a fortiori un A-
module via le morphisme d’anneaux τ : A→ S−1A, et l’application

τM : M → S−1M, m 7→ [m, 1]

est un morphisme de A-modules. Son noyau est

ker τM = {m ∈M | ∃s ∈ S tel que sm = 0}.

Pour tout m ∈M et s ∈ S, l’on a [m, s] = τ(s)−1m.
2) De plus, S−1M vérifie la propriété universelle suivante : pour tout

S−1A-module N et tout morphisme de A-modules φ : M → N , il existe un
unique morphisme de S−1A-modules Φ : S−1M → N tel que Φ ◦ τM = φ.

3) Par conséquent, il existe un unique isomorphisme de S−1A-modules

η : S−1M
∼→ S−1A⊗A M

tel que η([m, 1]) = 1⊗m, pour tout m ∈M .

Démonstration. Les points 1) et 2) se démontrent comme au paragraphe
1.4.2 ; le détail des vérifications est laissé au lecteur. Démontrons le point 3).

D’après la démonstration du corollaire 1.4.2, il suffit de montrer que le
morphisme de A-modules

σ : M −→ S−1A⊗A M, m 7→ 1⊗m

vérifie la propriété universelle énoncée en 2). Mais ceci résulte de la propriété
universelle de l’extension des scalaires (proposition 3.1.2). Ceci prouve le
théorème. ¤

3.1.4 Produit tensoriel de A-algèbres

Proposition 3.1.4 Soient B,C deux A-algèbres. Il existe sur B ⊗ C une
unique structure de A-algèbre telle que

(∗) (b⊗ c) · (b′ ⊗ c′) = bb′ ⊗ cc′,

pour tout b, b ∈ B, c, c′ ∈ C.
Démonstration. Si une telle structure existe, elle est uniquement déter-

minée par (∗), puisque le A-module B ⊗ C est engendré par les éléments
β ⊗ γ, pour β ∈ B et γ ∈ C. Il suffit donc de montrer l’existence.
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On peut démontrer l’existence en introduisant la notion d’application
n-linéaire, et en observant que l’application

B × C ×B × C −→ B ⊗ C, (b, c, b′, c′) 7→ bb′ ⊗ cc′

est 4-linéaire. C’est la méthode adoptée dans les références [AM] et [La]. La
démonstration qui suit est tirée de [Laf] (Chap.IV, §I.9).

Comme B, resp. C, est une A-algèbre, sa multiplication induit une ap-
plication A-linéaire

µB : B ⊗A B −→ B, resp., µC : C ⊗A C −→ C.

Alors, l’application µB×µC : (B⊗B)× (C⊗C) −→ B⊗C est A-bilinéaire,
donc induit une application A-linéaire

µ′ : B ⊗B ⊗ C ⊗ C −→ B ⊗ C,

telle que µ′(b⊗ b′⊗ c⊗ c′) = bb′⊗ cc′, pour tout b, b′ ∈ B et c, c′ ∈ C. Ici, on
a omis les parenthèses car le produit tensoriel est associatif. Comme il est
aussi commutatif, on a un isomorphisme de A-modules

η : B ⊗ C ⊗B ⊗ C
∼→ B ⊗B ⊗ C ⊗ C

tel que η(b⊗b′⊗c⊗c′) = b⊗c⊗b′⊗c′ pour tout b, b′ et c, c′. Alors, µ = µ′ ◦η
est un morphisme de A-modules

B ⊗ C ⊗B ⊗ C −→ B ⊗ C

tel que

(∗) µ(b⊗ c⊗ b′ ⊗ c′) = bb′ ⊗ cc′,

pour tout b, b′ ∈ B et c, c′ ∈ C. Il reste à voir que la multiplication sur B⊗C
ainsi définie est associative et commutative, et admet 1 ⊗ 1 pour élément
neutre. Par bilinéarité, il suffit de vérifier ces propriétés sur des éléments
de la forme b ⊗ c et b′ ⊗ c′, et alors c’est clair d’après (∗). Ceci prouve la
proposition. ¤

3.2 Algèbres de polynômes et algèbres de type fini

3.2.1 Monoïdes et algèbres associées

Définition 3.2.1 Un monoïde est un ensemble S muni d’une loi associative
S×S → S, notée (s, t) 7→ st. On dit que le monoïde est unitaire s’il possède
un élément 1 tel que 1 · s = s = s · 1 pour tout s, et qu’il est commutatif si
la loi est commutative.
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Lemme 3.2.1 Soient X,Y, Z trois ensembles et soit P un A-module. On a
des bijections

HomEns(X × Y, Z) ∼= HomEns(X,HomEns(Y, Z)); (1)
HomA(AX ⊗A AY,P ) ∼= HomEns(X × Y, P ). (2)

Démonstration. Le 1er point est laissé au lecteur. Démontrons le second.
D’après la propriété universelle du produit tensoriel, et celle du A-module
libre associé à un ensmeble, on a des bijections

HomA(AX ⊗A AY,P ) ∼= HomA(AX,HomA(AY,P ))
∼= HomEns(X,HomA(AY,P ))
∼= HomEns(X,HomEns(Y, P )).

Alors, (2) découle du point (1), appliqué à Z = P . Ceci prouve le lemme. ¤

Exercice 3.2.1 Déduire de la démonstration ci-dessus que l’on a un isomor-
phisme de A-modules AX ⊗AY ∼= A(X × Y ).

On peut maintenant démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.2.2 [A-algèbre associée à un monoïde]
Soit S un monoïde commutatif unitaire. Alors l’application A-linéaire

µ : AS ⊗AS −→ AS définie par

µ(es ⊗ et) = est, ∀s, t ∈ S,

fait de AS une A-algèbre commutative.

Démonstration. Il résulte du lemme précédent, appliqué à X = Y = S et
P = AS, qu’il existe une unique application A-linéaire µ : AS ⊗ AS → AS,
telle que

µ(es ⊗ et) = est

pour tout s, t ∈ S. Il reste à montrer que la multiplication ainsi définie est
associative et commutative, et que e1 est élément neutre. Par bilinéarité, il
suffit de vérifier ces propriétés sur des éléments de la forme eu, pour u ∈ S,
et c’est alors clair d’après la formule précédente. Ceci prouve la proposition.
¤
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3.2.2 Algèbres de polynômes

Soit A un anneau commutatif. On suppose connue du lecteur la défini-
tion de l’anneau de polynômes A[X], où X est une “indéterminée”. On va
généraliser cela au cas de n indéterminées, de la façon suivante.

On considère le monoïde

Nn = {(a1, . . . , an) | ai ∈ N},

muni de l’addition coordonnée par coordonnée. C’est un monoïde commutatif
unitaire, dont l’élément neutre est 0 = (0, . . . , 0). Pour tout k = 1, . . . , n,
notons εk l’élément de N dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la
k-ième qui vaut 1 et notons

Xk = eεk

l’élément de ANn qui lui est associé. Pour tout ν = (a1, . . . , an), on a ν =
a1ε1+ · · ·+anεn et donc, d’après la définition de la multiplication dans ANn,

eν = Xa1
1 · · ·Xan

n .

De même, si η = (b1, . . . , bn), on a

(∗∗) Xa1
1 · · ·Xan

n ·Xb1
1 · · ·Xbn

n = eν+η = Xa1+b1
1 · · ·Xa+bn

n .

On désignera ANn par A[X1, . . . , Xn]. On a ainsi obtenu la proposition sui-
vante.

Proposition 3.2.3 A[X1, . . . , Xn] est le A-module libre de base les mo-
nômes

Xν := Xν1
1 · · ·Xνn

n ,

pour tout ν ∈ Nn, muni de la multiplication A-bilinéaire définie par (∗∗).
C’est une A-algèbre, appelée algèbre des polynômes en n indéterminées sur
A.

Pour tout ν ∈ Nn, on pose |ν| = ν1+· · ·+νn et on l’appelle le degré (total)
du monôme Xν . Tout élément P ∈ A[X1, . . . , Xn] est une somme finie de
termes aνX

ν , avec aν ∈ A \ {0}, et le plus grand des degrés |ν| s’appelle le
degré de P et se note degP ; ainsi P peut s’écrire comme somme finie

P =
∑

η∈N,|η|≤deg P

aηX
η.

De plus, A[X1, . . . , Xn] vérifie la propriété universelle suivante.
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Théorème 3.2.4 (Propriété universelle de A[X1, . . . , Xn])
Pour toute A-algèbre commutative B, et tout n-uplet (b1, . . . , bn) d’élé-

ments de B, il existe un unique morphisme de A-algèbres φ : A[X1, . . . , Xn] →
B tel que φ(Xi) = bi, pour i = 1, . . . , n.

Démonstration. Un tel morphisme, s’il existe, doit vérifier, pour tout
ν ∈ Nn,

(∗) φ(Xν) = bν1
1 · · · bνn

n .

Réciproquement, comme A := A[X1, . . . , Xn] est un A-module libre de base
les Xν , pour ν ∈ Nn, on peut définir un morphisme de A-modules φ : A → B
par la formule (∗) ci-dessus. Alors φ(1) = 1 et il reste à vérifier que φ(αβ) =
φ(α)φ(β), pour tout α, β ∈ A. Par bilinéarité, il suffit de le vérifier lorsque
α = Xν et β = Xη sont des monômes. Mais alors c’est clair, car

φ(Xν+η) = bν1+η1
1 · · · bνn+ηn

n = bν1
1 · · · bνn

n · bη1
1 · · · bηn

n .

Ceci prouve le théorème. ¤

Exercice 3.2.2 Montrer que l’on a un isomorphisme de A-algèbres

A[X1, . . . , Xn] ∼= (A[X1, . . . , Xn−1])[Xn].

3.2.3 Algèbres de type fini

Soit B une A-algèbre. (On rappelle que, dans ce chapitre, tous les an-
neaux sont commutatifs).

Définition 3.2.2 On dit que B est une A-algèbre de type fini si elle est
engendrée comme A-algèbre par un nombre fini d’éléments x1, . . . , xn. Ceci
signifie que tout élément de B peut s’écrire (de façon non unique en général)
comme une combinaison A-linéaire finie de monômes xν1

1 · · ·xνn
n .

Proposition 3.2.5 B est une A-algèbre de type fini ⇔ B est isomorphe à
un quotient d’une algèbre de polynômes A[X1, . . . , Xn].

Démonstration. Si B est engendrée comme A-algèbre par x1, . . . , xn, alors
le morphisme de A-algèbres φ : A[X1, . . . , Xn] → B défini par φ(Xi) = xi

est surjectif, donc induit un isomorphisme de A-algèbres

(∗) A[X1, . . . , Xn]/I ∼→ B,

où I = kerφ. Réciproquement, si l’on a un isomorphisme (∗), notons xi

l’image dans B de Xi. Alors les xi engendrent B comme A-algèbre. Ceci
prouve la proposition. ¤
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Chapitre 4

Anneaux et modules
noethériens

Version du 14 octobre 2004

4.1 Modules noethériens

Soit A un anneau et M un A-module à gauche.

Proposition 4.1.1 Les conditions suivantes sont équivalentes.
1) Tout sous-module de M est de type fini ;
2) Toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire, c.-à-d.,

pour toute suite croissante de sous-modules

N0 ⊆ N1 ⊆ N2 ⊆ · · ·

il existe un entier k tel que Nk = Ni pour tout i ≥ k.
3) Toute famille non-vide de sous-modules deM admet un élément maxi-

mal.

Démonstration. 1) ⇒ 2) Supposons 1) vérifiée et soit

(∗) N0 ⊆ N1 ⊆ N2 ⊆ · · ·

une suite croissante de sous-modules. Posons N =
⋃

i≥0Ni. D’après le lemme
2.9.2, N est un sous-module de M . Par hypothèse, il est engendré par
un nombre fini d’éléments x1, . . . , xk. Alors, il existe un entier r tel que
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x1, . . . , xk appartiennent tous à Nr. Donc N = Nr et la suite (∗) est station-
naire à partir du cran r.

2) ⇒ 3) Supposons qu’une famille non-vide F de sous-modules de M
ne possède pas d’élément maximal. Soit N0 un élément de F . Comme il
n’est pas maximal, il est contenu strictement dans un élément N1 de F . Ce
dernier n’étant pas maximal, par hypothèse, il est contenu strictement dans
un élément N2 de F . On construit ainsi une suite strictement croissante

N0 ⊂ N1 ⊂ N2 ⊂ · · ·

de sous-modules de M , en contradiction avec l’hypothèse 2).
3) ⇒ 1) Soit N un sous-module de M et soit F la famille des sous-

modules de type fini de N . Elle est non-vide, car elle contient le sous-module
(0). Donc, elle possède un élément maximal N ′. Soit n ∈ N arbitraire. Alors
N ′+An est un sous-module de N de type fini (car il est engendré par n et un
système de générateurs de N ′). Par maximalité de N ′, on a N ′ = N ′ + An,
d’où n ∈ N ′. Ceci montre que N ′ = N , et donc N est de type fini. La
proposition est démontrée. ¤

Définition 4.1.1 On dit que M est (un module) noethérien s’il vérifie les
conditions équivalentes de la proposition précédente. (Ceci entraîne, en par-
ticulier, que M soit de type fini).

Remarque 4.1.1 (qu’on peut ignorer) Pour être très précis, signalons
que la preuve de l’implication 2) ⇒ 3) utilise une version faible de l’axiome
du choix, appelée Axiome du Choix Dépendant (ACD) (voir [Kri, p.167]).
Essentiellement, ceci équivaut à dire que si pour tout xn on peut trouver
un xn+1, alors on peut trouver une suite infinie (xn)n∈N. Cet argument est
utilisé si fréquemment, par exemple en analyse lorsqu’on invoque l’existence
de suites, et paraît si évident intuitivement, que la plupart du temps on ne
relève pas l’usage de (ACD) et l’on construit des suites sans se poser de
problème. Pour cette raison, on peut donc oublier cette remarque !

Proposition 4.1.2 Soient M un A-module, N un sous-module, et Q =
M/N le module quotient.

1) Si M est noethérien, N et Q le sont aussi.
2) Réciproquement, si N et Q sont noethériens, M l’est aussi.

Démonstration. 1) SupposonsM noethérien et soit N ′, resp. Q′, un sous-
module de N , resp. Q. Comme N ′ est un sous-module de M , il est de type
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fini. D’autre part, Q′ = M ′/N , où M ′ = π−1(Q′) est un sous-module de M .
Par hypothèse,M ′ est de type fini, donc Q′ l’est aussi, d’après la proposition
2.3.2.

2) Supposons N et Q = M/N noethériens. Notons π la projection M →
Q. Soit M ′ un sous-module de M . Par hypothèse, le sous-module π(M) de
Q est de type fini donc il existe x1, . . . , xn ∈M ′ dont les images engendrent
π(M). Ceci entraîne que pour tout m ∈M ′, il existe a1, . . . , an ∈ A tels que

(1) m− (a1x1 + · · ·+ anxn) ∈ N ∩M ′.

D’autre part, le sous-module N ∩M ′ de N est lui aussi de type fini, donc
engendré par des éléments y1, . . . , ys. Donc, il existe b1, . . . , bs ∈ A tels que

(2) m− (a1x1 + · · ·+ anxn) = b1y1 + · · ·+ bsys.

Ceci montre que M ′ est engendré par x1, . . . , xr, y1, . . . , ys. La proposition
est démontrée. ¤

Corollaire 4.1.3 Soit M1, · · · ,Mn un nombre fini de modules noethériens.
Alors M1 ⊕ · · · ⊕Mn est noethérien.

Démonstration. Supposons d’abord n = 2. Alors M1 est un sous-module
de M1 ⊕ M2 et le module quotient (M1 ⊕ M2)/M1 est isomorphe à M2

(exercice : s’en convaincre !). Dans ce cas, le corollaire résulte du point 2) de
la proposition précédente.

Enfin, le cas général s’en déduit par récurrence, puisque pour tout n ≥ 3
l’on a

M1 ⊕ · · · ⊕Mn
∼= (M1 ⊕ · · · ⊕Mn−1)⊕Mn.

Le corollaire est démontré. ¤

4.2 Anneaux noethériens

Soit A un anneau.

Définition 4.2.1 On dit que A est noethérien à gauche (resp. à droite) s’il
est noethérien comme A-module à gauche (resp. à droite). On dira que A est
noethérien s’il est à la fois noethérien à gauche et à droite. Bien sûr, si A est
commutatif ces trois notions coïncident.

Proposition 4.2.1 Supposons A noethérien à gauche et soitM un A-module
à gauche. Alors M est noethérien ⇔ M est de type fini.
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Démonstration. L’implication ⇒ est claire. Réciproquement, dire que M
est de type fini équivaut à dire que c’est un quotient de An, pour un certain
n ≥ 1. Or An est noethérien, d’après le corollaire 4.1.3, et tout module
quotient de An l’est aussi, d’après la proposition 4.1.2. ¤

4.3 Le théorème de transfert de Hilbert

Dans cette section, A est un anneau commutatif.

Théorème 4.3.1 (Théorème de transfert de Hilbert) Si A est noethé-
rien, A[X] l’est aussi.

Démonstration. Soit I un idéal non nul de A[X]. Soit D le sous-ensemble
de A formé de 0 et des coefficients dominants des polynômes appartenant à
I. On voit facilement que D est un idéal de A. Par hypothèse, il est engendré
par des éléments α1, . . . , αr.

Pour tout i = 1, . . . , r, soit Pi un élément de I dont le coefficient dominant
est αi, et soit di = degPi. Soit d le plus grand des di, soitM le sous-A-module
de A[X] engendré par les monômes 1, X, . . . ,Xd−1 et soitN = M∩I. Comme
A est noethérien et M de type fini, alors N est de type fini, donc engendré
comme A-module par des éléments Q1, . . . , Qs. Alors, I est égal à l’idéal J
engendré par

P1, . . . , Pr, Q1, . . . , Qs.

En effet, montrons par récurrence sur n que tout élément P 6= 0 de I, de
degré n, appartient à J . C’est clair si n < d, car dans ce cas P ∈ N donc
est combinaison A-linéaire de Q1, . . . , Qs. Soit donc n ≥ d et supposons
l’assertion établie pour n′ < n. Soit P ∈ I \ {0}, de degré n, et soit α son
coefficient dominant. Alors α ∈ D donc il existe a1, . . . , ar ∈ A tels que

α = a1α1 + · · ·+ arαr.

Alors,
a1α1X

n−d1P1 + · · ·+ arαrX
n−drPr

a pour terme dominant αXn. Par conséquent,

P −
r∑

i=1

aiαiX
n−diPi

est un élément de I de degré < n. Il appartient donc à J , par hypothèse de
récurrence, et donc l’on a aussi P ∈ J . Ceci prouve le théorème. ¤
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Remarque 4.3.1 En anglais, le théorème précédent est appelé “Hilbert’s
Basis Theorem".

Corollaire 4.3.2 Si A est noethérien, toute A-algèbre de type fini l’est aussi.

Démonstration. Ceci résulte du théorème précédent et de la proposition
4.1.2. ¤

4.4 Un résultat d’Artin et Tate

On déduit du théorème précédent la proposition suivante, dûe à Artin et
Tate. Elle sera utilisée plus loin dans la preuve du Théorème des zéros de
Hilbert.

Proposition 4.4.1 Soient A ⊆ B ⊆ C des anneaux commutatifs. On sup-
pose que A est noethérien, que C est une A-algèbre de type fini, et que C est
de type fini comme B-module. Alors, B est une A-algèbre de type fini. En
particulier, B est noethérien.

Démonstration. Soient x1, . . . , xm des générateurs de C commeA-algèbre,
et soient y1, . . . , yn des générateurs de C comme B-module. Alors, on a des
expressions de la forme

xr =
n∑

j=1

brjyj (bij ∈ B); (1)

yiyj =
n∑

k=1

bijkyk (bijk ∈ B). (2)

Soit B0 la sous-A-algèbre de B engendrée par les éléments bri et bijk. C’est
un anneau noethérien, d’après le corollaire précédent.

D’autre part, en procédant par récurrence sur |ν|, on déduit de (1) et (2)
que tout monôme

xν1
1 · · ·xνn

n

s’écrit comme combinaison linéaire β1y1+· · ·+βnyn, avec βk dansB0. Comme
tout c ∈ C est une combinaison A-linéaire finie de ces monômes, on en déduit
que C est engendré comme B0-module par y1, . . . , yn.

Donc, C est un B0-module de type fini. Puisque B0 est noethérien et que
B est un sous-module de C, alors B est engendré comme B0-module par un
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nombre fini d’éléments z1, . . . , zp. Donc, tout élément de B s’écrit comme
une combinaison A-linéaire finie de termes

βtzt,

pour t = 1, . . . , p, où chaque βt est un monôme en les bri et les bijk. Ceci
montre, en particulier, que B est engendrée comme A-algèbre par les bri, les
bijk, et les zt. La proposition en découle. ¤

4.5 Divisibilité, éléments irréductibles

Soit A un anneau commutatif intègre.

Définition 4.5.1 1) Un élément p ∈ A est dit irréductible s’il est non nul,
non inversible, et vérifie la propriété suivante : si p = ab, avec a, b ∈ A, alors
a ou b est inversible.

2) On dit que deux éléments non nuls a, a′ ∈ A sont associés s’il existe
un élément inversible u ∈ A× tel que a′ = ua.

3) On peut donc reformuler la définition 1) en disant que p est irréductible
ssi ses seuls diviseurs sont les éléments qui lui sont associés, et les inversibles.

Définition 4.5.2 Un idéal I de A est principal s’il est engendré par un seul
élément, c.-à-d., si I = (a), pour un certain a ∈ A. Un tel a n’est pas unique
en général ; en effet, on a le lemme suivant.

Lemme 4.5.1 Soient a, b ∈ A \ {0}. Alors a et b sont associés ⇔ ils en-
gendrent le même idéal.

Démonstration.⇒ est clair. Réciproquement, si (a) = (b), il existe α, β ∈
A tels que b = αa et a = βb. Alors, b = αβa et comme A est intègre il vient
αβ = 1. Donc α et β sont inversibles. Ceci prouve le lemme. ¤

Définition 4.5.3 Notons P la famille des idéaux principaux de A distincts
de (0) et A. Si A n’est pas un corps, P est non vide, car elle contient (a)
pour tout a ∈ A non nul et non inversible.

Proposition 4.5.2 Soit I ∈ P. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) I est engendré par un élément irréductible p ;
2) I est un élément maximal de P ;
3) tout générateur p de I est irréductible.
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Démonstration. Supposons p irréductible et (p) contenu dans un idéal
principal (b) 6= A. Alors b n’est pas inversible, et il existe a ∈ A tel que
p = ab. Comme p est irréductible, ceci entraîne que a est inversible, d’où
(b) = (p). Ceci prouve l’implication 1) ⇒ 2).

Montrons que 2) ⇒ 3). Soit (p) maximal parmi les idéaux principaux
6= A. Supposons p = ab. Alors (p) ⊆ (a) et deux cas sont possibles. Si
(a) = A, alors a est inversible et b associé à p. D’autre part, si (a) = (p),
alors p = ua, avec u ∈ A× (d’après le lemme), et donc ab = p = ua, d’où
b = u puisque A est intègre. Ceci montre que p est irréductible. L’implication
2) ⇒ 3) est démontrée.

Enfin, 3) ⇒ 1) est clair, d’où la proposition. ¤
Supposons que A soit intègre et noethérien, et ne soit pas un corps.

Alors, P est non vide, donc admet au moins un élément maximal, d’après
la proposition 4.1.1. Donc, A possède au moins un élément irréductible. En
fait, on a le résultat plus précis suivant.

Théorème 4.5.3 [Existence d’une décomposition en facteurs irréductibles]
Soit A un anneau intègre noethérien. Alors, tout élément de P est un

produit d’éléments maximaux de P. Par conséquent, tout élément non nul et
non inversible de A se décompose en un produit d’éléments irréductibles.

Démonstration. Rappelons que si I1, . . . , In sont des idéaux de A, leur
produit I1 · · · In est l’idéal engendré par les produits x1 · · ·xn, où xk ∈ Ik
pour tout k. Plus précisément, on voit que I1 · · · In est l’ensemble des sommes
finies de tels produits.

Dans le cas où chaque Ik = (ak) est principal, on voit facilement que

(a1) · · · (an) = (a1 · · · an).

Supposons maintenant que la sous-famille P0 formée des éléments de P qui
ne sont pas produits d’éléments maximaux soit non vide. Elle admet alors
un élément maximal (a). Bien sûr, (a) n’est pas un élément maximal de P
(sinon, il ne serait pas dans P0 !). D’après la proposition 4.5.2, a n’est pas
irréductible, donc il existe une décomposition

a = bc

où ni b ni c ne sont inversibles ou associés à a. Ceci entraîne que (a) est
strictement contenu dans (b) et (c). Alors, (b) et (c) n’appartiennent pas à

63



P0, puisque (a) en était un élément maximal. Donc, il existe des éléments
irréductibles p1, . . . , pm et q1, . . . , qn tels que

(b) = (p1) · · · (pm) et (c) = (q1) · · · (qn).

Alors, (a) = (b)(c) est produit d’éléments maximaux de P, contrairement
à l’hypothèse (a) ∈ P0. Cette contradiction montre que P0 est vide. Ceci
prouve la 1ère assertion du théorème.

La 2ème en découle. En effet, soit a ∈ A non nul et non inversible. Alors
(a) appartient à P donc est égal à un produit

(p1) · · · (pm) = (p1 · · · pm),

oùm ≥ 1 et les pk sont des éléments irréductibles. Donc, il existe un inversible
u ∈ A× tel que

a = up1 · · · pm = (up1)p2 · · · pm.

Or, up1 est, comme p1, irréductible. Ceci achève la preuve du théorème. ¤

Remarque 4.5.1 1) En général, on n’a pas unicité de la décomposition en
facteurs irréductibles. Par exemple :

a) Dans Z[i
√

5] = Z[X]/(X2 + 5), on a

(2 + i
√

5)(2− i
√

5) = 9 = 3 · 3,

et l’on peut montrer que 2 + i
√

5, 2− i√5 et 3 sont irréductibles mais deux
à deux non associés (voir [Pe1, p.II.8]).

b) Dans A = C[X,Y ]/(X2−Y 3), notons x et y les images de X et Y . On
a x2 = y3, et l’on peut montrer que x et y sont irréductibles et non associés.

2) Dans les deux cas précédents, il n’est pas si facile de montrer que les
éléments en question sont irréductibles et non associés. Ceci peut se faire,
par exemple, en considérant la norme associée à une extension quadratique,
et en étudiant les factorisations possibles de la norme N(α) d’un élément α.
Voir par exemple [Sa], §§II.5 et IV.5.

3) Les anneaux intègres pour lesquels la décomposition en facteurs irré-
ductibles existe et est unique (aux inversibles près), sont appelés anneaux
factoriels. On les étudiera dans le prochain chapitre.
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