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EXERCICE 1. — Dans leZZ-moduleZZ
4, on considère le sous-moduleE engendré parA1,A2,A3 et F

engendré parA4,A5 où
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1. Déterminer le rang et les facteurs invariants deE etF .

2. Déterminer le rang et les facteurs invariants deE +F.

3. On considère l’homomorphismeφ deZZ
3×ZZ

2 → ZZ
4 défini parφ(X,Y) = (A1A2A3)X+(A4A5)Y. On

considère les deux projectionsp1 : ZZ
3×ZZ

2 → ZZ
3 et p2 : ZZ

3×ZZ
2 → ZZ

2.

(a) Montrer queE∩F = (A1A2A3)◦ p1(Kerφ) = (A4A5)◦ p2(Kerφ).

(b) En déduire une base deE∩F.

(c) Donner une base deE adaptée àE∩F.

(d) Existe-t’il une base deE +F adaptée à la fois àE, àF et àE∩F ?

Rappel. On appelle base adaptée deA à B une basef1, . . . , fm deA telle que il existed1|d2| · · · |dr ∈ ZZ et

d1 f1, . . . ,dr fr soit également une base deB. B est ici un sous-ZZ-module duZZ-moduleA.

EXERCICE 2.— Soit p un nombre premier etζp une racine primitivepièmede l’unité. Quel est le polynôme

minimal deζp sur Q ? Montrer queQ(ζp) est un corps de décomposition pour le polynômeΦp(X) =

1+X + · · ·+Xp−1. Calculer[Q(ζp) : Q]. Calculer[Q(ζp+ζ−1
p ) : Q].

Indication : on pourra effectuer le changement de variableX = Y +1.


