EXPOSE XVII

GROUPES ALGEBRIQUES UNIPOTENTS. EXTENSIONS
ENTRE GROUPES UNIPOTENTS ET GROUPES DE
TYPE MULTIPLICATIF

par M. RAYNAUD (*)

0. Quelques notations

Dans le présent chapitre, nous aurons surtout a considérer des groupes algébriques
définis sur un corps k. Le nombre p > 0 désignera toujours la caractéristique de k, IF),
le corps premier & p éléments si p > 0, k une extension algébriquement close de k, ¢
un nombre premier distinct de p.

Pour tout S-préschéma, (G,)s (resp. (Gy,)s) désigne le groupe additif (resp. le
groupe multiplicatif) au-dessus de S (cf. Exp. I 4.3). Pour tout entier n > 0, (u,)s
(resp. (Z/nZ)s) désigne le groupe des racines n'®™ de I'unité (Exp. I 4.4.4) (resp.
le groupe constant au-dessus de S, associé au groupe abstrait Z/nZ (Exp. I 4.1)). Le
groupe (Z/nZ)s est fini et étale sur S; le groupe (p,)s est plat et fini sur S, et est
étale sur S si et seulement si n est inversible sur S (Exp. VIII 2.1).

Si S est un préschéma de caractéristique p > 0, pour tout entier n > 0, et tout S-
préschéma en groupes G, nous notons gn (G) le sous-S-préschéma en groupes radiciel
de G égal au noyau du n'®™¢ itéré du morphisme de Frobenius relatif &4 G (Exp.
VII4). En particulier, si G = (G,)s nous posons gn (G) = (apn)s, qui est un S-groupe
radiciel, plat et fini sur S, qui représente le foncteur suivant : pour tout S-préschéma
S, (apn)s(S') est 'ensemble des 2’ € T'(S', Og/) tels que 27" = 0.

Le groupe (ppn)s, déja défini, est canoniquement isomorphe a pn (Gy,)s.

Lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur le schéma de base S, nous écrirons simplement
Gas Gy apn, ete. au lieu de (G, )s, (Gn)s, (apn)s, ete.

Si G est un S-préschéma en groupes commutatifs, pour tout entier n > 0, ,G est
le sous-préschéma en groupes de G égal au noyau de 1’élévation a la puissance n'°™°
dans G.

(O version xy du 18/11/08

(*)cf. note & la page 1 de I'exposé XV.
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326 EXPOSE XVII. GROUPES ALGEBRIQUES UNIPOTENTS

Pour la commodité du lecteur, nous avons rassemblé en appendice quelques proprié-
tés des groupes algébriques démontrées dans Exp. VI et VII, ainsi que des propriétés
élémentaires de la cohomologie de Hochschild, qui nous seront utiles dans ce chapitre.

1. Définition des groupes algébriques unipotents

Définition 1.1. — Un groupe algébrique G défini sur un corps k algébriquement clos
est dit unipotent si G admet une suite de composition dont les quotients successifs
sont isomorphes a des sous-groupes algébriques de (G, ).

Proposition 1.2. — Soient k un corps algébriguement clos, K une extension algébrique-
ment close de k, G un groupe algébrique défini sur k. Alors, pour que G soit unipotent,
il faut et il suffit que Gk soit unipotent.

La nécessité de la condition est claire puisqu’une suite de composition donne une
suite de composition par extension de la base.

La démonstration de la suffisance est standard : K est limite inductive de ses sous-
k-algebres de type fini. D’apres Exp. VIg §10, on peut trouver une sous-k-algebre de
type fini A de K, une suite de composition G; de Gg (S = Spec A) et des immersions
u; : H; = G;/Git1 — (Gg)s. Pour prouver que G est unipotent, il suffit alors de faire
une k-extension de la base : A — k, ce qui est possible, car Homy._,1¢(A, k) n’est pas
vide, A étant une k-algebre, non nulle, de type fini sur k algébriquement clos.

Définition 1.3. — Soit G un groupe algébrique défini sur un corps k. Nous dirons que
G est unipotent s’il existe une extension algébriquement close k de k, telle que Gy
soit unipotent (définition 1.1).

D’apres 1.2, la propriété est indépendante de I’extension algébriquement close k
choisie.

Définition 1.4. — Soient G un groupe algébrique défini sur un corps k et H un groupe
algébrique défini sur une extension k' de k. Nous dirons que H est une forme de G

sur k' si les groupes algébriques Gy et Hys deviennent isomorphes sur E (comme plus

haut on voit que la propriété ne dépend pas du choix de I'extension algébriquement
—

close k de k). Nous dirons encore que H est un groupe G « tordu ».

Nous sommes alors en mesure de décrire les sous-groupes algébriques de G,.

Proposition 1.5. — Soit k un corps caractéristique p > 0. Alors un sous-groupe algé-
brigue H de (G,)k est de l'un des types suivants :

(i) H=0.

(ii) H = G,.

(iii) (Sip > 0) H est extension d’un groupe constant tordu (Z/pZ)" par un groupe
radiciel apn (1 et n entiers = 0, 7 +n > 0). Si de plus k est parfait, cette extension
est mnécessairement triviale.
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Démonstration. Si H est de dimension 1, il est clair que H = G,. Sinon H est de
dimension 0 et par suite est extension (") d’un groupe étale H” par sa composante
neutre H' qui est un groupe radiciel. Pour décrire HZ, il suffit de connaitre le groupe

abstrait H”(k), isomorphe & H(k). Or ce dernier est un sous-groupe fini de G,(k),
donc est nul si p = 0 et est de la forme (Z/pZ)" sinon, car annulé par p. Le groupe
H' est fermé dans G, et est défini par une seule équation (I'anneau k[T] de G, est
principal), qui sur k& admet 0 pour seule racine, donc cette équation est de la forme
T™ = 0. La compatibilité avec la loi de groupe entraine que (T + T')"™ appartient a
l'idéal engendré par T™ et T'™ dans 'anneau k[T, T'] donc : si p =0, on an =1 et
H' le groupe unité; sip > 0,on an =p™ et H = apm.

La derniere assertion de 1.5 résulte plus généralement du lemme :

Lemme 1.6. — Si k est un corps parfait, toute extension H d’un groupe algébrique
étale H" par un groupe radiciel H' est triviale. De plus il existe un unique relévement
de H" dans H, a savoir Hyq.

En effet, k étant parfait, le k-schéma réduit H,¢q est un sous-groupe algébrique de
H (Exp. VI4 0.2) géométriquement réduit, donc lisse sur k (Exp. VI4, 1.3.1), donc
étale, H étant de dimension 0. Pour voir que la projection canonique Hpsq — H' est
un isomorphisme, il suffit de le voir apres extension du corps de base k — k, auquel
cas il suffit de montrer que l’on a un isomorphisme sur les points & valeurs dans k,
ce qui est bien clair. La derniére assertion résulte du fait que tout relevement de H”
dans H, étant étale sur k, est réduit, donc est nécessairement contenu dans H¢q.

Notons que ay,» est extension multiple de groupes isomorphes & a,,. On déduit alors
de 1.5 le corollaire :

Corollaire 1.7. — Pour qu’un groupe algébriqgue G défini sur un corps k algébrique-
ment clos soit unipotent, il faut et il suffit qu’il posséde une suite de composition dont
les quotients successifs sont isomorphes & G, sip =0, et 4 l'un des groupes G, Z/pZ,
oy, sip > 0. (Nous appellerons ces groupes, les groupes unipotents élémentaires).

2. Premiéres propriétés des groupes unipotents

Proposition 2.1. — Un groupe algébrique unipotent défini sur un corps k est affine sur

k.

Par descente (fpqc) des morphismes affines, il suffit de prouver 2.1 lorsque k est
algébriquement clos. Dans ce cas, G est, par définition, extension multiple de groupes
algébriques affines, donc est affine, d’aprés Exp. VIg 9.2 (viii) appliqué aux mor-
phismes affines. (2

Proposition 2.2. — i) La propriété pour un groupe algébrique d’étre unipotent est in-

vartante par extension du corps de base.

(UN.D.E. : référence & VIIA ?
(2)N.D.E. : vérifier cette réf.
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ii) Tout sous-groupe algébrique d’un groupe unipotent est unipotent.
iii) Tout groupe algébrique quotient d’un groupe unipotent est unipotent.

iv) Toute extension d’un groupe algébrique unipotent par un groupe algébrique uni-
potent est itou.

Démonstration. 1) résulte immédiatement de 1.3 et 1.2. Pour établir les autres pro-
priétés, nous pouvons supposer le corps k algébriquement clos. Alors iv) est évident
sur la définition 1.3.

Soient donc G un groupe algébrique unipotent, G’ un sous-groupe algébrique de G,
G” un groupe algébrique quotient de G, G; (i = 1,...,n) une suite de composition
de G telle que H; = G;/G;41 soit un groupe unipotent élémentaire (1.7).

Pour prouver ii), considérons la suite de composition de G’ induite par celle de G :
Gj = G;NG’. Le groupe G;}/Gj, s'identifie & un sous-groupe algébrique de H;, donc
est isomorphe & un sous-groupe de G, et par suite G’ est unipotent.

Pour prouver iii), considérons la suite de composition de G” image de celle de G :
Gy = image de G; dans G”. Le groupe G} /G, | est alors un quotient de H; et il suffit
de prouver le lemme :

Lemme 2.3. — Si H est groupe unipotent élémentaire (1.7) défini sur un corps k, tout
groupe algébrique quotient H” de H est nul ou est isomorphe a H sur k.

Démonstration. Si H = G, en caractéristique 0, ou si H = a, ou Z/pZ (p > 0), il
suffit de noter qu’il résulte de 1.5 que H ne possede pas de sous-groupes algébriques
autres que 0 et H (remarquer qu'un sous-groupe algébrique non nul de e, est défini
par une k-algebre de rang sur k au moins égal & p (1.5 iii) donc est égal & ).

Soit maintenant H = G, (p > 0), de sorte que 'on a une suite exacte :

0—N—G, —H'—0.

Si N = G, alors H” = 0. Sinon, procédant par récurrence sur la longueur d’une
suite de composition de N, on peut supposer que N = a,, ou que N est une forme de
(Z/p2)" (15).

a) SiN ~ a,, la démonstration de 1.5 iii) montre que N est nécessairement le noyau
du morphisme de Frobenius F dans G, et on conclut a 'aide de la suite exacte :

OﬂapHGaiGaHO
b) Si N ~ Z/pZ, il est immédiat qu’il existe a € k* tel que N soit le sous-schéma
fermé de G, = Spec k[X], défini par 1’équation X? —aX = 0. On conclut alors a I’aide
de la suite exacte :
0—N—=G, %G, —0,
ou & est le morphisme d’Artin-Schreier : x — zP — ax.
c) Si N est une forme de (Z/pZ)", il existe une extension finie galoisienne k' de k

qui trivialise N. D’apres b) et une récurrence évidente sur r, G, /N est une forme de
G, trivialisée par k’. Il suffit alors d’appliquer le lemme suivant :

Lemme 2.3 bis. — Soit k un corps, G un k-groupe algébrique qui est une forme de G,
trivialisée par une extension finie k', séparable de k. Alors G est isomorphe o G,.
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En effet, le groupe des k’-automorphismes du groupe algébrique (G, ) est le groupe
des homothéties non nulles (k')* (Bible, Exp. 9, Lemme 1) et le groupe de cohomo-
logie galoisienne H!(k’/k,G,,) est nul (on peut supposer que k' est une extension
galoisienne de k), d’apres le théoreme 90 de Hilbert. Le lemme 2.3 bis résulte alors
de la classification des k-formes d’un groupe algébrique (cf. J.-P. Serre, Cohomologie
galoisienne, Chap. III, 1.3).

Ceci acheéve la démonstration de 2.2.

Proposition 2.4. — Soient k un corps, M un k-groupe de type multiplicatif (Exp. VIII)
et de type fini, U un k-groupe algébrique unipotent. Alors :

i) Hom; ., (M,U) =e (a fortiori Homy. g (M, U) = e).
ii) Homyg; (U, M) = e.

Pour démontrer i) nous devons établir que pour tout préschéma S au-dessus de k,
Homg_ g, (Mg, Ug) = e. Mais cela résulte du lemme suivant :

Lemme 2.5. — Soient S un préschéma, M un S-groupe de type multiplicatif et de type
fini sur S, U un S-préschéma en groupes, de présentation finie sur S, a fibres unipo-
tentes, alors Homg o (M, U) = e.

En effet, avec les hypotheses faites, pour qu'un S-morphisme de groupe u: M — U
soit ’homomorphisme unité, il suffit que la restriction de u aux fibres de M au-dessus
des points de S soit le morphisme nul (Exp. IX 5.2). Nous sommes donc ramenés au
cas ou S est le spectre d’un corps, que I’on peut supposer de plus algébriquement clos.
Vu la définition 1.1, on peut se borner a U = G,, auquel cas la propriété a déja été
démontrée (Exp. XII 4.4.1).

Prouvons maintenant 2.4 ii). Soit donc w : U — M un k-morphisme de groupes.
L’image u(U) est représentable par un sous-groupe algébrique U” de M (Exp. VIg
5.4). @ Le groupe U” est unipotent comme quotient d’un groupe unipotent (2.2
iii)) et est de type multiplicatif comme sous-groupe d’un groupe de type multiplicatif
(cf. Bible, Exp. 4, Th.2 cor. 1, ou Exp.IX 6.8), donc U” est le groupe unité d’apres
2.4 ).

Remarque 2.6. — Gardant les notations de 2.4, il n’est plus vrai en général que le
foncteur Hom,, ., (U, M) soit égal a e. Ainsi, prenons un préschéma S tel que I'(S, Os)
contienne un élément non nul € tel que €2 = 0 (par exemple le spectre de I’algebre
des nombres duaux d’un anneau A). Pour tout S’ au-dessus de S, application u —
1+egru définit un homomorphisme, fonctoriel en S’, du groupe additif I'(S’, Os/) dans
le groupe multiplicatif I'(S’, 63;), donc définit un S-morphisme de groupes (G,)s —
(Gm)s, et comme € # 0, ce morphisme n’est pas nul.

Rappelons (Exp. VII5 §3) que lorsque G est un S-préschéma en groupes commu-
tatif, fini et plat sur S, on dispose de la dualité de Cartier, et G est réflexif au sens de
Exp. VIII §1. Plus précisément, le foncteur G — Homg ., (G, G,) est représentable

(3)N.D.E. : vérifier cette réf.
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par un S-préschéma en groupes D(G) commutatif, fini et plat sur S, et le morphisme
canonique G — D(D(Q)) est un isomorphisme. En particulier, on obtient :

(i) D(pn) ~ Z/nZ et par suite D(Z/nZ) ~ py,.
(ii) Si S est de caractéristique p > 0, D(ay,) =~ ).

3. Groupes unipotents opérant sur un espace vectoriel

Rappelons (Exp.1,4.6.1) que si S est un préschéma et M un faisceau de &s-modules,
on note W (M) le S-foncteur : (Sch/S)° — (Ens) défini par la condition W(M)(S'") =
I['(S",M ® Og/) pour tout S-préschéma S’.

Par ailleurs, rappelons que si un S-groupe opeére sur un S-foncteur V, on définit le
S-foncteur VE des invariants de V sous G, comme étant le sous-foncteur de V dont
I’ensemble des points & valeur dans un S” au-dessus de S est ’ensemble des z € V(S')
tels que zg» soit fixe sous G(S”) pour tout S” au-dessus de S'.

Ceci étant, on a le lemme suivant :

Lemme 3.1. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes, affine sur S,
défini par la Og-algébre quasi-cohérente A. Supposons que G opére sur un faisceau
quasi-cohérent de Os-modules M, et soient p: M — A ®p, M le comorphisme dé-
finissant Uaction de G sur M (Exp. 1 4.7.2) et v : M — A ®g, M le morphisme
x— p(x) — 1@z Alors :

i) MY(S) = I' Ker(v).

ii) Si S est le spectre d’un corps k, ME est de la forme W(N), ot N est un sous-
espace vectoriel de M.

iii) Si S est le spectre d’un corps k, tout élément x de M est contenu dans un
sous-espace vectoriel de M, de dimension finie sur k, stable sous l’action de G.
Démonstration. iii) est mis pour mémoire et a déja été démontré dans Exp. VIg 11.2.

i) II est clair que M“(S) contient I'Ker(v). Pour établir la réciproque, on peut
supposer S affine d’anneau B. Soit m € MG(S). Alors pour toute B-algebre B’ et tout
u élément de Homp 15 (A, B’) (u correspond & un élément de G(SpecB’)), on a :

(u® 1y)v(m) = 0 dans B’ ®@p M.
Prenons en particulier B’ = A et u l'identité de A, on trouve bien v(m) = 0.

ii) Soit N le noyau de v, égal a MG(k) d’apres 1). Tout k-préschéma S est plat sur
k, donc on a :

ME(S) = 'Ker(v ®; S) = (N ®}, S).

Donc M© est isomorphe au foncteur W(N).

Proposition 3.2. — Soit G un groupe algébrique unipotent, défini sur un corps k, qui
opére sur un k-espace vectoriel V. Alors si V. #0, on a VS #£ 0.
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Compte tenu de 3.1 ii) et iii), on peut supposer k algébriquement clos et V de
dimension finie sur k.

Soit 0 — G’ — G — G” — 0 une suite exacte de groupes algébriques et supposons
que G opere sur un faisceau V (pour la topologie fpqc). On a bien sir V¢ C v¢
et le préfaisceau quotient G/G’ opere de fagon naturelle sur V&' . Mais V€' est un
faisceau (comme noyau du couple de morphismes bien connu : V = Hom(G’,V)) ; par
suite, le faisceau associé & G/G’, c’est-a-dire G”, opére sur V& et il est immédiat de
vérifier que (VGG = VG = (VvG")G/G",

Cette remarque permet de nous ramener, pour prouver 3.2, au cas ou G est un
groupe unipotent élémentaire (1.7).

a) G = G,, p=0. Il résulte de (BIBLE 4 prop. 4) qu’un morphisme de G, dans le
groupe linéaire GL(V) est donné par une application exponentielle :

ou n est un endomorphisme nilpotent de V. Mais alors V # 0 = Kern # 0, et il est
clair que tout vecteur de V annulé par n est laissé fixe par G.

Supposons maintenant p > 0.

b) G = a,. Le groupe a,, étant un groupe radiciel de hauteur 1 (Exp. VII5 §7), se
donner une représentation de o, dans V revient a se donner une représentation de la
p-algebre de Lie e, dans gl(V) (App. IT 2.2), c’est-a-dire ici, & se donner un élément
X de End(V) tel que XP =0 (App. IT 2.1). Mais alors V # 0 = W = Ker(X) # 0, et
toujours d’apres (App. II 2.2), on a W = Vr,

c) G = Z/pZ. Une représentation de G dans V équivaut a la donnée d’un élément
x de Aut(V) tel que 2P = 1, i.e. (1 — 2)? = 0, donc z est de la forme 1 + n, avec n
nilpotent et W = Kern est laissé fixe par z.

d) G = G,. Soit Gy, ¢ € I, la famille filtrante croissante des sous-groupes al-
gébriques étales de G,, donc isomorphes & (Z/pZ)" (prop. 1.5) et soit V; = V&,
Comme V est de dimension finie non nulle, et que V; est non nul d’apres c), la famille
filtrante décroissante des V; est stationnaire, et W = ﬂiel V; #0. Or on a le lemme :
Lemme 3.3. — La famille des sous-groupes étales de (G,)s (S-préschéma de caracté-
ristique p > 0) est schématiquement dense dans G (Exp. IX 4.1).

D’apres Exp. IX 4.4, il suffit de prouver le lemme lorsque S est le spectre du corps
premier F,,. Dans ce cas, il suffit de considérer la famille de sous-groupes étales G,, (n >
1) d’équation XP" — X = 0, qui est schématiquement dense dans (Ga)r, puisqu’elle
contient tout point fermé.

Ceci étant, revenons & la démonstration de 3.2 d). Si w € W, son stabilisateur dans
G est un sous-groupe algébrique de G, qui majore G; pour tout ¢ € I, donc est égal
a G, (3.3) et par suite W = VC.

On déduit immédiatement de 3.2 le
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Corollaire 3.4. — Soient k un corps, G un k-groupe algébrique unipotent qui opére sur
un k-espace vectoriel V de dimension finie. Alors V posséde une suite de sous-espaces
vectoriels V;, définis sur k, stables par G,

0=VygCcV,ycC...CcV,=V,

tels que G opére trivialement sur V;y1/V;. On peut de plus supposer V,11/V; de
dimenston 1.

Nous allons maintenant résumer et compléter les propriétés déja démontrées des
groupes unipotents dans le théoreme suivant :

Théoreme 3.5. — Soit G un groupe algébrique défini sur un corps k. Il y a équivalence
entre les propriétés suivantes :

i) G est unipotent.

ii) G posséde une suite de composition, définie sur k, dont les quotients successifs
sont isomorphes ¢ G4 si p =0 (resp. & ayp, Gg, ou (Z/pZ)" tordu (1.4) sip > 0).
iii) Comme dans ii), mais on suppose de plus la suite de composition centrale.

iv) G posséde une suite de composition caractéristique (Exp. VIg) définie sur k,
dont les quotients successifs sont isomorphes a (G,)" si p =0 (resp. a (ap)", (Go)®
tordu ou (Z/pZ)* tordu, pris dans cet ordre, si p > 0).

v) G est isomorphe a un sous-groupe algébrique du groupe Trigstr(n)y des matrices
triangulaires supérieures strictes du groupe linéaire GL(n)g, pour un entier n > 0
convenable.

vi) G est affine et pour toute représentation linéaire de G dans un k espace vectoriel
V, de dimension finie, non nul, on a VS # 0.

Démonstration.

i) = vi) d’apres 2.1 et 3.2.

vi) = v). Le groupe algébrique G étant affine, G est un sous-groupe algébrique d’un
groupe linéaire convenable GL(V) (Exp. VIg 11.3). Appliquons 3.4 & la représentation
de G dans V définie par ce plongement, on trouve v).

v) = iii). On sait que le groupe algébrique Trigstr(n) possede une suite de composi-
tion centrale, a quotients successifs isomorphes & G,. La suite de composition induite
sur G donne la propriété iii), compte tenu de 1.5.

ili) = ii) = 1) et iv) = i) est clair.

Nous démontrerons i) = iv) dans un instant, mais notons déja quelques consé-
quences de ce qui a été démontré.

Définition 3.6. — Nous dirons qu’une p-algeébre de Lie g (p > 0) (cf. Exp. VII §5)
est unipotente si Papplication z — x(P) est nilpotente, c.-a-d. si pour tout z € g, il
existe un entier n > 0, tel que ") = 0.

Corollaire 3.7. — Un groupe algébrique G unipotent est nilpotent (Exp. VIg §8) ; son
algébre de Lie g est nilpotente (Bourbaki, Groupes et algébres de Lie, Chap. 1 §4) et
est isomorphe a une algébre de Lie d’endomorphismes nilpotents d’un espace vectoriel
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de dimension finie. En caractéristique p > 0, g est une p-algébre de Lie unipotente
(3.6).

Comme i) = v), il suffit de prouver 3.7 lorsque G = Trigstr(n). Nous avons déja
utilisé le fait que Trigstr(n) est un groupe algébrique nilpotent. Par ailleurs 1’algebre
de Lie h de Trigstr(n) est formée des endomorphismes de V triangulaires supérieurs
qui ont des zéros sur la diagonale principale. Ils sont donc nilpotents et par suite b
est nilpotente (Bourbaki, loc. cit. Chap.1 §4. cor. 3). Si p > 0, comme la puissance
p'®me dans la p-algebre de Lie gl(V) = End(V) coincide avec la puissance p'®™¢ des
endomorphismes de V (Exp. VII5 6.4.4), on voit que b est unipotente.

Corollaire 3.8. — Soit k un corps algébriquement clos et soit G un groupe algébrique
lisse et affine sur k. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) G est unipotent.
ii) G(k) est formé d’éléments unipotents (BIBLE 4 prop. 4 cor. 1), c’est-a-dire G
est unipotent au sens de BIBLE.

i) = ii) car G est isomorphe & un sous-groupe algébrique d’un groupe Trigstr(n)
d’apres 3.2 i) = v).

ii) = ). Soit donc G un groupe algébrique unipotent au sens de BIBLE et notons G°
sa composante neutre. Les tores maximaux de G® étant formés d’éléments unipotents
sont triviaux, donc GO est égal & ses sous-groupes de Cartan. Par suite, G° est résoluble
(BIBLE 6 Th. 6), donc est triangularisable (BIBLE 6. Th. 1). Bref, G est un sous-
groupe algébrique d’un groupe Trigstr(n), il est donc unipotent au sens de cet exposé.

Le groupe (G/G)(k) est un groupe fini formé d’éléments unipotents ; il est donc
nul si p = 0 et égal & un p-groupe fini si p > 0 (BIBLE 4 prop. 4). Mais alors G/G°
est unipotent au sens de cet exposé comme extension multiple de groupes isomorphes
a Z/pZ. Ceci prouve que G est unipotent.

Fin de la démonstration de 3.5. Prouvons que i) = iv).

a) p > 0. Considérons la suite croissante de sous-groupes algébriques de G :
{e} Cp(G) Cp2(G) C---Cpe(G) Cc G’ CG.

On obtient ainsi une suite de composition caractéristique de G (App. II 1) et pour n
assez grand, G/ - (G) est lisse (App. II 3.1) de sorte que les quotients successifs sont,
dans l'ordre :

(1) des groupes radiciels de hauteur 1,

(2) un groupe lisse et connexe,

(3) un groupe étale.

Pour prouver i) = iv) il nous suffit donc de prouver le :

Lemme 3.9. — Soit G un groupe algébrique unipotent défini sur un corps k de carac-
téristique p > 0. Alors G posséde une suite de composition caractéristique, définie sur
k, dont les quotients successifs sont isomorphes a :

i) (o))" st G est radiciel.
i) (G,)" tordu si G est lisse et conneze.
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iti) (Z/pZ)" tordu si G est étale.

Démonstration. 1) Le groupe G est radiciel. Filtrant G par les gn(G), on se raméne
au cas ou G est radiciel de hauteur 1. Comme G est nilpotent (3.5 i) = iii)) et que le
centre d’un groupe algébrique est représentable (Exp. VIII 6.5 €)), on peut considérer
la suite centrale ascendante de G, évidemment caractéristique dans G, ce qui nous
ramene au cas ou G est de plus commutatif.

Soit g = Lie(G). Le morphisme 7 de puissance pi®™¢ est donc additif dans g (Exp.
VIIA); nous allons nous ramener au cas ol elle est nulle. Pour tout préschéma S au-
dessus de k, posons gs = g ®x Os et soit hg le sous-faisceau de groupes abéliens de
gs, image de gs par 7s. Enfin soit by le sous-faisceau de Og-modules de gg engendré
par hs. Il est clair que hg = b @1 Os et que bg (1) est une sous-p-algebre de Lie

caractéristique de gs (c’est-a-dire est stable par le S-foncteur Aut,, 1;.(g)). Il résulte

alors de App. II 2.2 que b, est I'algebre de Lie d’un sous-groupe algébrique H de G
caractéristique dans G.

De plus, compte tenu de 3.7 et du lemme 3.9 bis ci-apres, si G # {e}, H est distinct
de G, car b, est distinct de g. Par ailleurs, si G/H = G”, on a LieG” = g/b,, (App. I
2.2), et par suite, la puissance p'®™°¢ est nulle dans Lie G”. Procédant par récurrence
sur dim Lie G, on est donc ramené au cas ou Lie G est une p-algebre de Lie dans
laquelle la puissance pi®™° est nulle. Mais alors Lie G” est isomorphe & Lie(ap)” pour
un entier r > 0 convenable (App. IT 2.1) et par suite (App. IT 2.2), G’ est isomorphe
a (ap)". Il reste & prouver le

Lemme 3.9 bis. — Soient k un corps de caractéristique p > 0, g une p-algébre de Lie,
commutative, unipotente (3.6), de dimension finie sur k, et b la sous-p-algébre de Lie
de g engendrée par limage de la puissance p*®™ dans g. Alors si g#0, on a b # g.

En effet, comme g est commutative, h est simplement le sous-k-espace vectoriel
de g engendré par les X(?) (X e g). Si g est # 0 et est unipotente, il existe X € g,
X # 0, tel que X = 0. Soit Xi,...,X, une base d’'un supplémentaire dans g de la
droite kX. L’algebre de Lie b est alors le sous-k-espace vectoriel de g engendré par
Xgp), ..,XP) donc est de dimension au plus n = dimg — 1.

Démonstration de 3.9 ii) G est lisse et connexe. Dans ce cas, la suite centrale des-
cendante de G est représentable par des sous-groupes algébriques G; lisses et connexes
caractéristiques (Exp. VIg 8.3 et 7.4) et G; = 0 pour i assez grand, puisque G est
nilpotent (3.5 i) = iii)). Il suffit de prouver 3.9 pour les groupes G;/G;t1, ce qui
nous ramene au cas ou de plus G est commutatif. Pour tout entier n > 0, soit G,, le
sous-groupe algébrique de G image de G par le morphisme d’élévation a la puissance
p"-ieme. Le groupe G,, est donc lisse, connexe et caractéristique, et il résulte de la
définition 1.1 des groupes unipotents que G, = 0 pour n assez grand. Remplacant G
par G,,/G,,+1, on peut supposer de plus que G est annulé par 1’élévation a la puissance
p. Mais alors, d’apres (J.-P. Serre, Groupes algébriques et corps de classeq, chap. VII,
prop. 11) G est une forme de (G,)", pour un entier r convenable.

(4)N.D.E. : on a changé b en b.
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Démonstration de 3.9 iil) G est étale. Procédant comme dans ii), on se rameéne
au cas ou G est commutatif, puis au cas ou G est annulé par p, mais alors Gy est
isomorphe a (Z/pZ)".

Démonstration de 3.5 1) = iv) dans le cas b) p = 0. Le groupe G est alors lisse

et connexe, et procédant comme dans 3.9 ii), on se rameéne au cas ou G est de plus
commutatif. On a alors le résultat plus précis suivant :

Lemme 3.9 ter. — Soient k un corps de caractéristique 0, G un-k-groupe algébrique
unipotent, commutatif, g = Lie G. Alors il existe un isomorphisme canonique :

exp: W(g) — G

Le morphisme exp est l'unique homomorphisme W(g) — G qui induit I’identité sur
les algébres de Lie.

Comme G est unipotent, G se réalise comme sous-groupe algébrique de Trigstr(n)
pour un entier n convenable (3.5 i) = v)). Le choix d’un tel plongement permet
d’identifier g & une sous-algebre de Lie de gl(n) formée d’endomorphismes nilpotents.
D’ott un k-morphisme :

exp : W(g) — GL(n), Tr— Z T’Z

i>0

Comme G est commutatif, le morphisme exp est un homomorphisme. Soit G’ le groupe
algébrique image de W(g) par le morphisme exp. Si 'on identifie canoniquement
Lie W(g) a g, Papplication linéaire tangente & exp est simplement U'injection g — gl(n).
Par suite Lie(GNG’) = gnNg = g. Comme GN G’ est lisse (Exp. VIg 1.6.1) et G
connexe (car extension multiple de groupes G, (3.5 i) = ii)), on a nécessairement
G = G’. Le noyau Ker(exp) est un groupe unipotent étale, donc est le groupe unité
et par suite exp est un isomorphisme de W(g) sur G.

Si h: W(g) — G est un autre homomorphisme tel que Lie(h) soit ’application
identique de g, le morphisme h — exp est un homomorphisme (G est commutatif)
donc ’application linéaire tangente est nulle. Comme k est de caractéristique 0 et
W(g) connexe, il résulte encore du théoréme de Cartier que 'on a nécessairement
h = exp.

Proposition 3.10. — Soit G un groupe algébrique défini sur un corps k algébriqguement
clos. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Tout morphisme d’un groupe de type multiplicatif M dans G est le morphisme nul.
i bis) G ne posséde pas de sous-groupes de type multiplicatif non nuls.
ii)a) sip=0: G(k) ne contient pas de points d’ordre fini autres que e ;

b) sip#0 : pour tout nombre premier ¢ # p, x € G(k) et 1 = e implique
T =e,

pour tout X € g = Lie G tel que X®?) =X, on a X = 0.
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ii bis) a) sip=0: comme ii)a);
b) sip#0: tout sous-groupe fini de G(k) est un p-groupe,
pour tout X € g = Lie G tel que X?) =X, on a X = 0.

Démonstration.

i) < 1 bis), puisque "image d’un groupe de type multiplicatif est de type multipli-
catif (Exp. IX 2.7).

ii) < ii bis). Car si un groupe fini ordinaire H a un ordre qui n’est pas une puissance
de p, il existe un nombre premier g # p, et un élément x de H distinct de e, tel que
x? = e (théoréme de Sylow, cf. J.-P. Serre, Corps locauz, chap. IX §2).

i) = ii) résulte du lemme suivant :

Lemme 3.11. — Soit G un groupe algébrique défini sur un corps k.

a) Si k contient les racines n'*™* de l'unité, n entier premier a p, on a :
Homy g, (n, G) ~ Homy o (Z/1Z, G) ~ ,,G(k)

(points d’ordre n de G(k)).
b) Sip >0, Homy g (g, G) ~ {X € g = Lie G, tels que XP) = X}.

En effet, pour démontrer a) on note que p,, est alors isomorphe sur k a (Z/nZ), et
b) est conséquence de App. II 2.1.

ii) = i bis). D’apres le lemme 3.11, ii) équivaut au fait que quelque soit le nombre
premier r, G ne contient pas de sous-groupes .., ce qui entraine i bis) en raison du :

Lemme 3.12. — Soit G un S-groupe diagonalisable, de type fini sur S et distinct du
groupe unité. Alors il existe un nombre premier r et un sous-groupe de G isomorphe

a (pr)s.

Soit G = Dg(M), ot M est un groupe abélien de type fini, donc extension d’un
groupe libre M” par un groupe fini M’. Si M” # 0, il est clair que M admet des
quotients isomorphes & Z/rZ pour tout entier r. Si M” = 0, M’ admet un quotient
isomorphe & Z/rZ pour tout nombre premier r divisant l'ordre de M. On en déduit
le lemme par dualité.

Nous avons vu (prop. 2.4) qu'un groupe unipotent satisfait aux conditions équiva-
lentes de 3.10. Le but du paragraphe suivant est de démontrer la réciproque.

4. Une caractérisation des groupes unipotents

Comme annoncé, nous allons montrer qu'un groupe algébrique G défini sur un
corps k algébriquement clos, qui ne contient pas de sous-groupe de type multiplicatif
non nul, est unipotent. En fait, il suffit qu’il ne contienne pas de sous-groupes de type
multiplicatif « élémentaires » bien particuliers, qui dépendent des hypotheses faites sur
G. Avant d’énoncer le théoreme général, étudions en détail quelques cas particuliers.
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4.1. Groupes algébriques lisses, connexes et affines. —

Proposition 4.1.1. — Soient k un corps, G un k-groupe algébrique, lisse, conneze et
affine, g = Lie G. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) G est unipotent.

i) G posséde une suite de composition centrale, dont les quotients successifs sont
des formes de G,.

iii) G posséde une suite de composition centrale, caractéristique, dont les quotients
successifs sont des formes de (Gg)".

iv) Il existe un entier n > 1, tel que Gy ne contienne pas de sous-groupe isomorphe
G oy -
v) Tout tore mazimal de G est le groupe unité.

Supposons de plus que G soit un sous-groupe algébrique d’un groupe linéaire GL(n).
Alors les conditions précédentes sont encore équivalentes a :

vi) g C gl(n) est formée d’endomorphismes nilpotents.

vii) g est nilpotente et son centre ne contient pas d’endomorphisme semi-simple
non nul.

Démonstration. ii) = 1) est clair et i) = iii) a été vu dans 3.9. L’implication iii) = ii)
va résulter du lemme suivant :

Lemme 4.1.2. — Soient k un corps, G un k-groupe algébrique qui est une forme de
(Go)". Alors :

a) G se réalise comme sous-groupe algébrique du groupe (G,)"™ pour un entier n
convenable.

b) G possede une suite de composition dont les quotients successifs sont des formes
de Gg.

En effet, par hypothése, il existe une extension k' de k telle que Gy soit isomorphe &
(Ga, x)". D’apres le principe de extension finie (EGA IV 9.1.1), on peut supposer que
k' est une extension finie de k. Mais alors, pour a), il suffit de considérer 'immersion
fermée canonique (EGA V () :

G — [[(Gr)/E == (Ga )™ (avec n =rdeg(k'/k)).
k' /k

Pour prouver b), compte tenu de a), on peut supposer que G est un sous-groupe fermé
de G’ = (G,)™. Si G #£ 0, il existe un hyperplan h de g’ = Lie G’ qui ne contient pas
g. Soit H le sous-groupe vectoriel W(h) de W(g’) = G’. Comme H est défini par une
équation dans G’, HN G est défini par une équation dans G et on a les inégalités :

dim G — 1 < dim(G N H)
< dimLie(GNH) =dimg(gNh) =dimg(g) —1 =dimG -1
D’ott dim(GNH) = dim Lie(GNH) et par suite GNH est lisse. Le groupe G; = (GNH)°

(5)N.D.E. : donner ici une autre référence. . .
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est un sous-groupe algébrique de G, lisse et connexe, tel que G/G; soit lisse, connexe,
de dimension 1, donc est une forme de G, (4.1 i) = iii)). On termine par récurrence
sur la dimension de G.

Avant de poursuivre la démonstration de 4.1, notons que 1’équivalence i) < ii) et
2.3 bis entraine le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.3. — Si k est un corps parfait, un k-groupe algébrique lisse et connexe
est unipotent si et seulement si il posséde une suite de composition a quotients suc-
cessifs isomorphes a Gg.

Suite de la démonstration de 4.1.

i) = iv) d’apres 2.4 i).

iv) = v). D’apres Exp. XIV 4.1, G posseéde un tore maximal T défini sur k. Or si
r=dimT, (,T); est isomorphe a (p,,)". Donc r = 0.

v) = i) comme on l’a remarqué dans la démonstration de 3.8.

i) = vi). D’apres 3.4, G est en fait contenu dans un sous-groupe algébrique de
GL(n) isomorphe a Trigstr(n), donc g est formé d’endomorphismes nilpotents.

vi) = vii). En effet, g est nilpotente d’apres le théoréme d’Engel (Bourbaki, Groupes
et algébres de Lie, chap.1 §4 cor. 3).

vii) = v). Soit T un sous-tore maximal de G (Exp. XIV 1.1), t son algebre de Lie. Le
plongement de G dans GL(n) définit une représentation de T qui est nécessairement
semi-simple (cela se voit sur une cloture algébrique k& de k et on applique Exp. I
4.7.3). Donc si X € t, X est un endomorphisme semi-simple dans gl(n). On voit
immédiatement que cela entraine que 'application :

adX:Y — [X,Y]

est un endomorphisme semi-simple de gl(n) donc de g. Comme par ailleurs cet endo-
morphisme est nilpotent, g étant nilpotente, ad X est nul, donc X est central. Mais
alors t est centrale et formée d’endomorphismes semi-simples, donc est nulle par hy-
pothese ; a fortiori, T est le groupe unité.

Remarque 4.1.4. — a) Nous donnerons plus loin (4.3.1) une caractérisation infinité-
simale des groupes unipotents en caractéristique p > 0, qui est indépendante d’un
plongement dans GL(n).

b) Lorsque k est parfait les conditions ii) et iii) de 4.1.1 se simplifient en raison du
lemme suivant :

Lemme 4.1.5. — Si k est un corps parfait, tout k-groupe algébrique G qui est une
T

forme de (G,)" est isomorphe a (G,)".

Le lemme résulte de 3.9 ter si la caractéristique p de k est nulle, et de 2.3 bis si
r = 1. Dans le cas général (p > 0), réalisons G comme sous-groupe algébrique de
(G,)™ pour un entier n convenable (4.1.2) et raisonnons par récurrence sur ’entier
n—r.Sir=mnona bien G = (G,)". Sinon le groupe quotient G?/G est un groupe
unipotent lisse connexe, non nul, qui, compte tenu de 4.1.1 i) = ii) et de 2.3 bis,
possede une suite de composition a quotients isomorphes a G,. On en déduit qu’il
existe un sous-groupe algébrique G; de (G,)™, lisse et connexe, contenant G, tel que
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G" /Gy = G,. Par récurrence il suffit de montrer que G est isomorphe a (G,)" 1. Or
il est immédiat de vérifier qu'un homomorphisme de Spec k[Xy,...,X,] = G7 dans
G, = Speck[T] est défini par un polyndéme additif de la forme :

J
Z am-Xf .
4,J

Comme G est lisse, la partie linéaire de ce polynéome n’est pas nulle. Quitte a faire

un changement linéaire sur les coordonnées X;, nous pouvons supposer que G est un
sous-groupe algébrique de (G,)™ défini par I’équation :

q )
() PX)=-Xi+ > a;X0 +Q(Xa,....X,) =0,

j=1
j
avec Q(Xa,...,Xn)=> b ;XU
i>1
j7>0
Procédons alors par récurrence sur le degré de P. Si deg P = 1, il est clair que

G; — G"~!. Sinon, comme k est parfait, on a Q(X) = Q;(X)? et nous pouvons
définir un endomorphisme v de G par les formules :

q
i1
X;i=X; pouri>1,  Xi= > al/PXET 4+ Qu(X).
j=1
Il est clair que v induit un isomorphisme sur G et que v(Gy) a pour équation dans
Gl -

q
1 J

()1 P1(X) = ~X1+ > a)/" XV + Qi(Xa,..., Xp) = 0.

j=1
Distinguons alors deux cas :
1" cas. deg(Q) = deg P > p?. Alors on a degP; < degP et on gagne par hypothese
de récurrence.
2¢me cas. deg P = p? (ay # 0). On a alors deg P1 = deg P = p? et deg Q1 < p?. (On ne
peut pas avoir Q = 0, sinon G ne serait pas connexe). Si le polynéme Q; ne posseéde
pas de partie linéaire, on peut réitérer la transformation précédente. Continuant le
processus, on obtient finalement une équation de la forme :

g i .
(+)s Po(X) = X1+ ) 0" XY+ Qu(X),
j=1
ott Qs(X) = Q(Xa,...,X,)?" est un polynéme additif ayant une partie linéaire non

nulle, et de plus deg Qs < p?. Supposons par exemple que le coefficient de X5 dans Q;
ne soit pas nul, et soit —L la partie linéaire de P4(X). Quitte & faire un changement
linéaire de coordonnées, I’équation de G devient :

q )
P/(X) =L+ a/"' X0 +Q(L,Xs,...,Xy),

j=1
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ol Q' est un polynome additif, sans partie linéaire, et deg(Q’) < p?. Mais alors nous
sommes ramenés au premier cas (¢).

4.2. Groupes radiciels. —

Proposition 4.2.1. — Soit G un groupe algébrique radiciel défini sur un corps k de
caractéristique p > 0. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) G est unipotent.

ii) G posséde une suite de composition centrale, a quotients successifs isomorphes
a oy

iii) G possede une suite de composition centrale et caractéristique & quotients suc-
cessifs isomorphes a (o).

iv) G ne contient pas de sous-groupe isomorphe  p,.

v) g = Lie G est une p-algébre de Lie unipotente (3.6).

Démonstration. iil) = ii) = i) est clair, 1) = iii) est 3.9 i), et i) = iv) d’apres 2.4 i).
Nous aurons besoin du lemme suivant sur les p-algebres de Lie abéliennes :

Lemme 4.2.2. — Soit g une p-algébre de Lie, abélienne, de dimension finie sur un
corps k parfait. Alors g s’écrit de maniére unique comme somme directe d’une sous-
p-algébre de Lie v sur laquelle la puissance p'®™¢ est bijective et d’une sous-p-algébre
de Lie u, unipotente (3.6). (L’algébre v sera appelée la partie réductive de g et u la

partie unipotente.) La formation de t et u est compatible avec lextension du corps k.
(p)

Si de plus k est algébriquement clos, v admet une base e; telle que e;”’ = e;.

La démonstration de ce lemme est facile et laissée au soin du lecteur (cf. Bourbaki,
Groupes et algébres de Lie, chap.1 §1 exercice 23). Disons simplement que u est le
noyau d’un itéré convenable de Papplication X — X®) et que t est I'image du méme
itéré.

Ceci étant, prouvons iv) = v). Quitte a faire une extension du corps de base, on
peut supposer k algébriquement clos.

Soit alors X un élément de g et h la sous-p-algebre de Lie engendrée par X dans
g. L’algebre h est évidemment commutative et sa partie réductive (4.2.2) est nulle,
sinon d’aprés loc. cit., b contiendrait un élément Y # 0, tel que Y®) =Y et par suite
(App. II 2.1 et 2.2) G contiendrait un sous-groupe isomorphe & g, contrairement &
I’hypothese. Donc §, et par suite g, est une p-algebre de Lie unipotente.

v) = i). C’est 'implication la moins triviale de 4.2.1.

a) Cas ou G est de hauteur 1 (Exp. VII5 4.1.3). Comme G est radiciel, il est affine,
donc isomorphe & un sous-groupe algébrique d’un groupe linéaire GL(V) (Exp. VIg
§11). Ce plongement identifie g & une sous-p-algebre de Lie de End(V), la puissance
p'®™e de X dans g coincidant avec la puissance p'®™® de I’endomorphisme X (Exp.
VIIA 6.4.4). Comme g est unipotente par hypothese, g est donc une algébre d’endo-
morphismes nilpotents de V et d’aprés le théoréme d’Engel (Bourbaki, Groupes et

(6)N.D.E. : en remplacant X; par L.
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algebres de Lie, chap.I §4 th. 1) est une sous-algebre de Lie de 1’algeébre de Lie h du
groupe des matrices triangulaires supérieures strictes Trigstr(n) par rapport & une
base convenable de V. Comme G est de hauteur 1, on déduit alors de App. II 2.2 que
G lui-méme est un sous-groupe algébrique de Trigstr(n), donc est unipotent (3.5 v)
= 1i)).

b) Cas général. Procédons par récurrence sur la hauteur h de G ). Le cas h =1
vient d’étre traité. Supposons h > 1, posons G’ = G et G” = G/G’. Le groupe G’ est
de hauteur 1 et Lie G’ = Lie G est unipotente, donc G’ est unipotent d’aprés a). Pour
montrer que G est unipotent, il suffit donc de prouver que G” est unipotent (2.2).
Mais G” est de hauteur h — 1, done, par hypothese de récurrence, il suffit de montrer
que Lie G” est unipotente. Comme iv) = v), il suffit de montrer que G%’ ne contient
pas de groupes isomorphes & p,. Soit donc un sous-groupe de G% isomorphe a p,, H
son image réciproque dans Gy. Le groupe G’ étant unipotent, nous prouverons au §5
que l'extension :

e — G —H-—p, —e
est nécessairement triviale (la démonstration donnée de ce fait est indépendante des
résultats du présent paragraphe). Bref le groupe p, se releve dans H, mais étant de

hauteur 1 il est nécessairement contenu dans GIE = pGy, d’olt une contradiction, G’
étant unipotent.

4.3. Groupes affines connexes en caractéristique p > 0. —

Proposition 4.3.1. — Soit G un groupe algébrique affine connexe sur un corps k de
caractéristique p > 0. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) G est unipotent.

ii) G posséde une suite de composition & quotients successifs isomorphes a o et
Gq (pris dans cet ordre).

iii) G admet une suite de composition, caractéristique, & quotients successifs iso-
morphes a (a,)" et (Gq)° (pris dans cet ordre).

iv) Gi ne contient pas de sous-groupe isomorphe a f,.
v) g = Lie G est unipotente (3.6).
vi) g est nilpotente, et la partie réductive du centre de g (4.2.2) est triviale.

vi bis) g est nilpotente, et tout sous-groupe de type multiplicatif de la composante
neutre du centre de G est nul.

vi ter) G est nilpotent, et tout sous-groupe de type multiplicatif de la composante
neutre du centre de G est nul.

Démonstration. Il est clair que iii) = ii) = i). Pour établir i) = iii), nous aurons
besoin du lemme suivant :

(")i.e. le plus entier tel que F* = idq, cf. App. II 1.
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Lemme 4.3.2. — Soient k un corps de caractéristique p > 0, n € N, k' une extension
radicielle de k telle que (K')P" soit contenu dans k ; pour tout k-préschéma X (resp.
tout k'-préschéma X') notons XP") (resp. X',) le k-préschéma déduit de X (resp. X')
par le changement de base :

n

F":k—k, ax—a2?", (resp. @:k' —k, o —a?).
Alors, pour tout k-préschéma X, il existe un isomorphisme fonctoriel :
(Xpr)p — x(®")

Par suite, si X et Y sont deuxr k-préschémas tels qu’il existe un k'-isomorphisme
v X —= Yy, alors il existe un k-isomorphisme v : X®") =5 Y®") | §i de plus
X et Y sont munis de structures de k-préschémas en groupes et si u' est un k'-
homomorphisme, alors v est un k-homomorphisme.

Le lemme résulte simplement de la transitivité des changements de base et du fait
que le morphisme composé : k — k' 2, k est égal a F".

Suite de la démonstration de 4.3.1.

i) = iii). Procédons par récurrence sur dim G. Si dim G = 0, comme G est connexe,
il est radiciel et on applique 3.9 i). Si dim G > 0, il existe un entier m > 0 tel que le
quotient G/pm G soit un groupe lisse (App. I 3.1), évidemment connexe et non nul.
Appliquant 4.1.1 i) = iii) & ce dernier, on voit qu’il existe un sous-groupe algébrique
G’ de G qui est caractéristique et connexe et tel que le quotient G” = G/G’ soit
une forme de G, (r > 0). D’aprés 4.1.5, si K est une cléture parfaite de k, on a
Gy = (G, k)". Comme G” est de type fini sur k, il existe une extension radicielle
finie k" de k telle que GY, — (G4 &) (Exp. VI §10). Soit n > 0 tel que (k')?" C k.
Gardant les notations de 4.3.2, on en déduit qu’il existe un k-isomorphisme de groupes
algébriques :

(Ga,k)r = (Ga,k'); - (G//)(pn)-
Considérons alors ’homomorphisme de Frobenius relatif & G” (Exp. VII5 §4)
F":G" — (G")(pn).

Comme G” (donc aussi (G”)(P")) est lisse sur k, et que F” est radiciel, F” est un
épimorphisme pour la topologie fpqc, de sorte que (G”)®") g’identifie & G /gn (G”).
Finalement nous avons montré que G”/pn(G”) était isomorphe, comme groupe al-
gébrique, & (G,)". L’image réciproque G/, de p»(G”) dans G est un sous-groupe de
G, connexe, caractéristique, de dimension strictement inférieure a celle de G, auquel
nous pouvons appliquer ’hypothese de récurrence.

i) = iv) d’apres 2.4 i).

iv) = 1). Considérons G comme extension d'un groupe lisse et connexe G” par un
groupe radiciel G’ (App. I 3.1). Le groupe G’ est unipotent (4.2.1 iv) < 1i)). Il suffit
de voir que G” est unipotent et pour cela il suffit de montrer que G% ne contient pas
de sous-groupe isomorphe & g, (4.1.1 i) & iv)). Or si G% contenait un sous-groupe
My, celui-ci se releverait dans Gy, d’apres le résultat (5.1) déja utilisé démontré dans
§5, d’ott une contradiction avec iv).
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i) = v) d’apres 3.7.

v) = vi). En effet comme (ad X)P" = ad (X)) (VII4 5.2), ad X est nilpotent si g
est unipotente, donc g est nilpotente d’apres le théoréme d’Engel (Bourbaki, Groupes
et algebres de Lie chap.I §4). D’autre part, si g est unipotente, il en est évidemment
de méme de son centre, dont la partie réductive est alors triviale (4.2.2).

vi) = iv). En effet, si Gy contient un sous-groupe isomorphe a p,, il existe un
élément X # 0 de son algebre de Lie tel que X(®) = X (App. IT 2.1), donc X?") = X
pour tout r > 0. Comme ad X est nilpotent puisque g est nilpotente et que (ad X)P" =
ad X(P") | nécessairement ad X = 0, donc X appartient & la partie réductive du centre
g7, d’ol une contradiction avec vi).

i) = vi ter) résulte de 2.4 i) et de 3.5 i) = iii).

vi ter) = vi bis). En effet, si G est nilpotent, il en est de méme de son sous-groupe
rG. Il résulte d’autre part de App. II 2.2 que G est nilpotent si et seulement si
LiepG = Lie G (Exp. VII,) est nilpotente.

vi bis) = vi). Soit Z la composante neutre du centre de G et soit v la composante
réductive du centre de g. Nous devons montrer que v = 0. Or il est immédiat que t est
une sous-p-algebre de Lie caractéristique de g = Lie pG (c.-a-d. stable par le foncteur
Aut, 1;,(g)) ; donc v est I'algebre de Lie d'un sous-groupe radiciel caractéristique R de
rG (App. II 2.2). D’autre part, il résulte de la derniére assertion contenue dans 4.2.2
et de App. II 2.1, que R est une forme de (p,)". Le groupe R étant caractéristique
dans pG qui est lui-méme un sous-groupe caractéristique de G (App. IT 1), R est a
fortiori invariant dans G, donc est central, G étant connexe (Exp. IX 5.5). Donc par
I’hypothese vi bis) R est nul, et il en est donc de méme de t.

4.4. Groupes étales. — La proposition suivante est une conséquence facile des
théorémes de Sylow et de la structure des g-groupes finis (cf. J.-P. Serre, Corps locauz,
chap.IX §1).

Proposition 4.4.1. — Soient G un groupe algébrique fini étale défini sur un corps k
algébriquement clos. Alors pour que G soit unipotent, il faut et il suffit que pour tout
nombre premier q distinct de la caractéristique p de k, G ne contienne pas de sous-
groupe isomorphe a fiq.

4.5. Variétés abéliennes. — Soit G une variété abélienne définie sur un corps k
algébriquement clos. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) G est unipotent.

i) G=0.

iii) Il existe un entier n, premier a la caractéristique p de k, tel que G ne contienne
pas de sous-groupe isomorphe & p,,.

En effet, si G est une variété abélienne de dimension d, on sait (cf. S. Lang, Abelian
varieties, chap. IV § 3. th. 6.) que le groupe ,G(k) (n entier premier & p) est isomorphe
4 (Z/nZ)??, donc est isomorphe & (i,,)2¢. D’ou iii) = ii), et ii) = i) = iii) sont évidents.
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4.6. Cas général. — Si G et H sont deux groupes algébriques définis sur un corps
k algébriquement clos, nous noterons P(G, H) la propriété : « il n’existe pas de sous-
groupe algébrique de G isomorphe & H». On obtient alors les caractérisations suivantes
des groupes unipotents :

Théoréme 4.6.1. — Soit G un groupe algébrique défini sur un corps k algébriguement
clos de caractéristique p. Alors :

i) Si G est lisse, affine et connezxe :
G est unipotent <= In > 1 tel que P(G, uy,) soit vraie <= P(G, G,,)est vraie.
ii) Si G est lisse et conneze :
G est unipotent <= In premier a p tel que P(G, p,) soit vraie.
iii) Si G est lisse :
G est unipotent <= pour tout nombre premier n # p, P(G, p,)est vraie.

iv) G est affine conneze et p >0 : G unipotent <= P(G, p,) est vraie.

v) G est connexe et p >0 :
G unipotent <= In premier a p tel que P(G, py,) soit vraie et P(G, p,) est vraie.
vi) G groupe algébrique quelconque :
G est unipotent <= pour tout nombre premier n, P(G, u,) est vraie.

Démonstration. 1) résulte de 4.1.1, et iv) de 4.3.1. Nous allons prouver vi); ii), iii), v)
se démontrent de facon analogue et sont laissées au soin du lecteur.

Soit donc G un groupe algébrique. Si G est unipotent, P(G, u,,) est vraie pour tout
n > 1 (2.4 1)). Réciproquement, supposons P(G, u,,) vraie pour tout nombre premier
n et montrons que G est unipotent. Soit G° la composante neutre de G. Si G est
lisse, il résulte d’un théoréme classique de Chevalley () que G° est extension d’une
variété abélienne A par un groupe affine, connexe, lisse, L. Si G n’est pas lisse, ce qui
suppose p > 0 (Exp. VIg 1.6.1), il existe un entier n > 0 tel que G” = G°/p. (G) soit
lisse (App. IT 3.1). Donc G” est extension d’une variété abélienne A par un groupe
linéaire lisse et connexe L. Notons L I'image réciproque de L” dans G°, qui est encore
affine et connexe, puisque - (G) est radiciel. Dans tous les cas, G posseéde donc une
suite de composition :

0cLcG'caG

telle que L soit affine et connexe, G°/L = A soit une variété abélienne, et G/G° un
groupe étale.

Si P(G, ) est vraie, a fortiori P(L, u,,) est vraie, donc L est unipotent (4.1.1 et
4.3.1). Si A n’est pas nul, il existe un nombre premier n, et un sous-groupe de A
isomorphe & p, (4.5); d’aprés 5.1 ci-apres, ce sous-groupe se releve dans G, ce qui
contredit 'hypothese P(G, u,,); donc A = 0. Enfin si G/G® n’est pas unipotent, il
existe un entier ¢ et un sous-groupe de G/G® isomorphe & p, (4.4.1). On en déduit

(*)Sém. Bourbaki n°145, 1956/57.
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comme ci-dessus que P(G, p,) n’est pas vraie; donc G/ GO est unipotent, et par suite
il en est de méme de G.

5. Extension d’un groupe de type multiplicatif par un groupe unipotent

5.1. Enoncé du théoréeme. —

Définition 5.1.0. — Soient k un corps, G un k-groupe algébrique. Suivant la ter-
minologie introduite par Rosenlicht (Questions of rationality for solvable algebraic
groups over non perfect fields, Annali di Math. 61 (1963)), nous dirons que G est
« k-résoluble » il satisfait aux conditions équivalentes suivantes :

i) G possede une suite de composition a quotients successifs isomorphes a G,.

ii) G posseéde une suite de composition caractéristique (G;), telle que les quotients
successifs G;/G;41 solent commutatifs et posseédent une suite de composition & quo-
tients successifs isomorphes a G,.

Le fait que i) = ii) est prouvé dans loc. cit.. En fait, on peut prendre pour suite de
composition (G;), la suite de composition introduite dans la démonstration de 3.9 ii).

Théoréme 5.1.1. — Soient k un corps, U un k-groupe algébrique unipotent, H un k-
groupe de type multiplicatif, E un k-groupe algébrique extension de H par U, de sorte
que l'on a la suite exacte :

1—U—E—H—1.

Alors :
i) L’extension E est triviale dans chacun des cas suivants :
a) k est algébriquement clos.
b) k est parfait et l'un des groupes U ou H est connere.
¢) U est k-résoluble.
d) U est lisse et H est conneze.

i) Si H' et H” sont deux relévements de H dans E, alors H' et H' sont conjugués
par un élément de U(k) dans chacun des cas suivants :

a) k est algébriquement clos et H est lisse.

b) k est algébriqguement clos et U est lisse.

(Nous signalons en cours de démonstration, d’autres cas ou la conclusion de ii) est
vraie sans supposer k algébriquement clos).

Si U est un groupe algébrique (resp. un groupe algébrique commutatif) défini sur un
corps k, nous notons H!(k, U) (resp. H'(k, U), i > 0) I'ensemble pointé (resp. le 5:¢me
groupe) de cohomologie galoisienne de k & valeurs dans U (cf. J.-P. Serre, Cohomologie
Galoisienne, Lecture Notes Maths. n°5, Springer).
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Si S est un préschéma, H un S-préschéma en groupes commutatifs, G un S-
préschéma en groupes qui opeére sur H, nous notons H*(G, H) () le §®™me groupe de
cohomologie de Hochschild de G & valeurs dans H (App. I 1).

Pour prouver 5.1.1, nous procéderons en plusieurs étapes.

5.2. Démonstration de 5.1.1 i) et ii) dans le cas U lisse et H étale. —

Lemme 5.2.1. — Awvec les notations de 5.1.1, si H est étale, le morphisme canonique
E — H posséde une section s : H — E, définie sur k, dans les cas suivants :

a) k est algébriquement clos.
b) k est parfait et U est lisse et conneze.
c) U est « k-résoluble ».

a) résulte simplement du fait que E(k) — H(k) est surjectif. On a b) = ¢) d’apres
4.1.2. b) et 2.3 (bis). Il suffit donc de traiter le cas c¢). Or soit « un point de H, z est
donc une partie a la fois ouverte et fermée de H, et le sous-schéma induit est isomorphe
a Spec K, ou K est une extension finie séparable de k. Soit X I'image réciproque dans
E du schéma z. Le K-schéma X est un K-espace principal homogene sous le groupe
Uk. Mais Uk possede une suite de composition a quotients successifs isomorphes a
(G4)x, donc HY (K, Uk) = 0 (J.-P. Serre, Cohomologie Galoisienne, chap. 111, prop. 6)
et par suite X est trivial, donc possede un point rationnel sur K. On obtient ainsi une
k-section de E — H au-dessus de z, pour tout point x de H, d’ou 'existence d’une
section H — E.

Lemme 5.2.3. — ®) Avec les notations de 5.1.1, supposons H étale. Alors :
i) L’extension E est triviale dans chacun des cas suivants :

a) U est commutatif et E — H posséde une section.
b) k est algébriqguement clos.
¢) k est parfait et U est conneze.
d) U est « k-résoluble ».
De plus, dans chacun des cas ci-dessus, deux relevements H' et H' de H dans E
sont conjugués par un élément de U(k).

ii) Soit R le k-foncteur : (Sch/k)° — Ens tel que, pour tout k-préschéma S, R(S)
soit l’ensemble des relevements de Hg dans Eg. Alors si U est commutatif, R est re-
présentable par un k-schéma affine, non vide. Le groupe U opére par automorphismes
intérieurs sur R, et cette opération fait de R un espace homogéne sous U (pour la
topologie fpqc (cf. Exp. IV)).

Démonstration de i). Nous allons ramener les cas b), ¢) et d) au cas a).
Cas b) Comme U possede une suite de composition caractéristique, & quotients
successifs commutatifs (3.5 1) < iv)), on se raméne immédiatement au cas ou U est

(WN.D.E. : on a remplacé H(Z) par H?, pour se mettre en accord avec les notations de App.I et de
Exp. L.
(8))N.D.E. : il n’y a pas de numéro 5.2.2.
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commutatif. De plus E — H possede une section d’aprés 5.2.1 a) et nous sommes
ramenés au cas a).

Cas d) On procede de méme en utilisant 5.1.0 ii) et 5.2.1 ¢).

Cas c) Soit Eygq le sous-groupe réduit associé a E. Comme H est lisse, E,¢q est
extension de H par U’ = U N E4q, et on peut remplacer E par E¢q. Mais U, donc
aussi U’, est connexe, et il est clair que U’ est la composante neutre de E,¢q, donc est
lisse. Mais alors U’ est lisse et connexe, k est parfait, donc U’ est k-résoluble (4.1.4
b)) et nous sommes ramenés au cas d).

Les réductions précédentes montrent que dans les cas b), ¢) et d) on peut supposer
que U possede une suite de composition (U;), caractéristique, telle que U;/U;11 soit
commutatif et telle que les applications U; (k) — (U;/U;41)(k) soient surjectives (dans
les cas c) et d), ce dernier point provient de H!(k,G,) = 0). Un dévissage immédiat
montre alors qu’il suffit de prouver la conjugaison de deux relevements H' et H” dans
E lorsque U est commutatif. Bref, il suffit de prouver i) a). Dans ce cas, la trivialité
de 'extension E est assurée si H2(H,U) = 0 (App. I 3.1) et la conjugaison de H' et
H” Test si H!(H, U) = 0. Or nous avons le lemme suivant :

Lemme 5.2.4. — Soient S un préschéma, U un S-préschéma en groupes commutatif,
H un S-préschéma en groupes, étale, fini, de rang n, qui opére sur U. Alors les groupes
H'(H,U) (i > 0) sont annulés par n dans les deuz cas suivants :

a) H est un S-groupe constant (Exp. I 4.1).

b) S est le spectre d’un corps.

Démonstration de a). Le groupe H est par hypothése le groupe constant associé & un
groupe ordinaire {H} d’ordre n. Il est clair® alors que H?(H, U) est isomorphe au
i®™¢ groupe de cohomologie H?({H}, U(S)) du groupe {H}, & valeurs dans le groupe
ordinaire U(S), et il est classique que ces groupes sont annulés par n (J.-P. Serre,
Corps locauz, Chap. VIII, prop. 4 cor. 1).

Démonstration de b). Soit x € H'(H,U) (i > 0) que I'on représente par un i-cocycle
f:HO — U (ot H® désigne le produit, sur k, de i copies de H). Si K est une
extension finie galoisienne de k qui décompose H, il résulte de a) que nfx est un
cobord. Plus précisément, un calcul facile montre que si on définit le K-morphisme
Fg: H;_l) — Uk par la formule :

Fic(hy, ... hic1) = Y fx(ha,... hiyh),
heH(K)
on a au signe pres :
d(Fk) =nfx (d opérateur cobord).

Or un argument galoisien immédiat, montre que Fx provient d’un k-morphisme F :
HG-D — U, et par suite, on a d(F) = nf.

ON.DE.: Il s’agit de la proposition 111.6.4.2 du livre de M. Demazure et P. Gabriel, Groupes algé-
brigues I, Masson & North-Holland (1970).
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Corollaire 5.2.4 bis. — Avec les notations de 5.2.4, supposons de plus que U est plat
et de présentation finie sur S, a fibres unipotentes, et que n est premier auz caracté-
ristiques résiduelles de S. Alors, dans les cas a) et b) ci-dessus, on a H (H,U) = 0
pour ¢ > 0.

Il suffit de montrer que 1’élévation a la puissance n dans U est un isomorphisme, car
cela entrainera que la multiplication par n dans H?(H, U) sera & la fois un isomorphisme
et le morphisme nul, donc H*(H, U) = 0. Or, avec les hypotheses faites sur U, il suffit
de vérifier que Pélévation & la puissance n'®™® est un isomorphisme sur les fibres de
U (EGA TV 17.9.5) ce qui nous raméne au cas ol S est le spectre d’un corps k de
caractéristique p. Comme (n,p) = 1, ’élévation & la puissance ni*™¢ dans U est un
morphisme étale (Exp. VII), et ¢’est un monomorphisme (2.4 1)), donc une immersion
ouverte (EGA IV 17.9.1). Cela prouve déja que la restriction a la composante neutre
UY est un isomorphisme ; comme U/U® est un p-groupe fini, on a terminé.

Ceci acheéve de prouver 5.2.3 i) a), puisque H, étant un groupe de type multiplicatif

étale, est d’ordre premier a p.
Démonstration de 5.2.3 ii). Il est clair que R est un faisceau pour la topologie fpqc.
Par ailleurs, compte tenu de la descente des schémas affines, les assertions de 5.2.3
ii) sont locales pour la topologie fpqc. Nous pouvons donc supposer k algébriquement
clos. Le groupe H est alors décomposé et 'extension E est triviale (i b)) ; soit H un
relevement de H dans E. Pour tout k-préschéma S, et tout relevement H” de Hg dans
Es, H§ et H” sont conjugués par un élément de U(S) puisque H!(Hs, Ug) = 0 (5.2.4
bis). Soit alors UM’ Je faisceau des invariants de U sous H’, qui est représentable par un
sous-groupe algébrique de U (Exp. VIII 6.5 d)). Il résulte des remarques précédentes
que le k-morphisme :

U — R, u— int(u)H  (u € U(S))

définit un k-isomorphisme U/ U" = R. Ceci prouve la représentabilité de R et le
fait que R est affine (2.1).

Remarque 5.2.5. — On peut montrer que les assertions de 5.2.3 ii) sont encore vraies
lorsque U n’est pas commutatif, mais nous n’en aurons pas besoin pour prouver 5.1.1.

5.3. Etude du cas H lisse. —

Proposition 5.3.1. Les assertions contenues dans 5.2.3 1) restent vraies lorsque l’on
remplace U’hypothése « H étale » par « H lisse ».

Procédant comme dans la démonstration de 5.2.3 i), on se rameéne au cas ou de
plus U est commutatif.

Soit N’ I’ensemble des entiers > 0, premiers & p, ordonné par la relation de divi-
sibilité. Pour tout n € N, ,H" est un groupe étale et la famille des ,H' (n € N') est
schématiquement dense dans H, puisque H est lisse (Exp. IX 4.10). Notons E,, 'image
réciproque de , H dans E, de sorte que E,, est une extension de ,,H par U, enfin soit R,
le k-foncteur des relevements de ,H dans E,, (cf. 5.2.3 ii)). Si n divise m, il est clair
que l'on a un k-morphisme naturel R,,, — R,,, de sorte que les R,, forment un systéme
projectif de k-foncteurs. Comme R,, est représentable par un k-schéma affine non
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vide (5.2.3 ii)), et qu’une limite inductive filtrante d’anneaux non nuls est non nulle,
le foncteur R = @Rn est représentable par un k-schéma affine non vide (EGA IV 8
et 1.9.1). Il existe donc une extension K de k et un point u € R(K). L’image w,, de u
dans R, (K) correspond & un relevement H), de (,H)x dans (E,,)x. Par construction,
H/, = ,(H.,) si n divise m. Posons U,, = (Ug)"». Le choix de H/, permet d’identifier
(Rn)k & Uk/U,. Mais la famille des H/, est filtrante croissante, donc la famille des
U, est filtrante décroissante et par suite est stationnaire pour n assez grand (Uk est
noethérien). Il en résulte que la famille des (R, )k est stationnaire, et par suite il en
est de méme de la famille des R,,. Bref, on a R,, = R pour n assez grand.

Avec les hypotheses faites, il résulte de 5.2.3 i) que R, (k) n’est pas vide. On peut
donc trouver un systéme cohérent de relevements H, de ,,H pour n € N'. Notons H’
le plus petit sous-schéma fermé de E qui majore H), pour tout n (Exp. VIg §7). Le
raisonnement fait dans Exp. XV 4.6 montre que H' est un groupe algébrique lisse,
commutatif, dont la formation commute a I’extension du corps de base. Pour montrer
que H’ est un relevement de H dans E, nous pouvons donc supposer k algébrique-
ment clos. D’apres BIBLE 4 th. 4, H' est alors le produit direct d’un groupe de type
multiplicatif M (lisse) par un groupe unipotent V. Les groupes H/, sont alors néces-
sairement contenus dans M (2.4) et vu la définition de H' cela entraine H' = M. Donc
H’ est de type multiplicatif et par suite H N U = 0. Le morphisme H — H est donc
un monomorphisme, par ailleurs il résulte du théoréme de densité (Exp. IX 4.10) que
c’est un épimorphisme, c’est donc bien un isomorphisme.

Soient maintenant H' et H” deux relevements de H dans E. Pour tout n € N, notons
T,, = Transp(,H', ,H") le transporteur de ,H' dans ,H”, qui est représentable par
un sous-schéma fermé de U (Exp. VIII 6.5 €)). Les T,, forment une famille filtrante
décroissante de sous-schémas fermés de U, non vides d’apres 5.2.3 i a). Soit T la
valeur stationnaire. Sous les hypotheéses de 5.2.3 i), T, (k) n’est pas vide. Il existe
donc un élément u de U(k) tel que ,H” = int(u),H pour tout n € N’. Mais alors
H” = int(u)H (Exp. IX 4.8 b).

5.4. BEtude du cas U radiciel. —

Proposition 5.4.1. — Si k est un corps parfait de caractéristigue p > 0, et si U est
radiciel, l’extension E de 5.1.1 est triviale.

Utilisant une suite de composition caractéristique de U, nous pouvons nous limiter
au cas ou U est égal a (ap)” (3.9).
Il résulte de App. II 2.2 et 2.1 que 'on a des isomorphismes de k-foncteurs :

Auty (@) <> Aut, 15, (Lie(a,)") —> GL(Lie(a,)").

P
Considérons alors un k-espace vectoriel V de rang r, le k-schéma en groupes vec-
toriel W(V) (Exp. I 4.6), et identifions (a,)” & V. Les remarques qui précedent
montrent alors que l'action de H sur gV, définie par I’extension E, provient d’une
représentation linéaire v de H dans V. Considérons alors la suite exacte :

(+) 0—pV— VISV o,
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ou F est le morphisme de Frobenius. Alors (%) est une suite exacte de H-groupes,
& condition de faire opérer H sur le facteur V(P grace & la représentation linéaire
H % GL(V) &5 GL(V®).

Comme le corps k est parfait, le morphisme F : V — V() induit une application
surjective V(k) — V®) (k). Tl résulte alors de App. I 2.1 que la suite exacte (x) définit
une suite exacte :

(%) H! (H,V(p)) — Extae (H, V) — Extae(H, V).

Montrons que Extai (H, V) = 0. Soit donc E’ un groupe algébrique extension de H
par V :

IHVHE/LHHL

Le schéma E’ est un torseur de base H est de groupe G, donc définit un élément de
H!(H, 0};) (au sens de la cohomologie des faisceaux cohérents). Comme H est affine,
on a HY(H, 0%) = 0 (EGA III §1). C’est dire que E' — H posséde une section. Par
suite, le groupe Extae(H, V) est isomorphe & H*(H, V) (App. I 3.1). Or H/(H, V) =
H'(H,W(V)) = 0 pour i > 0 (Exp. IX 3.1). On conclut alors, par la suite exacte (+x),
que Extaq(H,7V) = 0, donc que E est une extension triviale.

5.5. Démonstration de 5.1.1 i). — Si k est de caractéristique 0, U est k-résoluble
(4.1.3) et H est lisse; le fait que E soit une extension triviale résulte donc de 5.3.1 et
de 5.2.3 d). On prouve de méme que deux relevements de H, dans E, sont conjugués
par un élément de U(k).

Désormais, nous supposons donc que k est un corps de caractéristique p > 0.

Démonstration de i) b) : Cas k parfait, U conneze.

Nous allons nous ramener au cas ot U est radiciel. Pour cela notons que k étant
parfait, Hy4q est lisse; soit E’ son image réciproque dans E. Il résulte alors de 5.3.1 et
de 5.2.3 1) ¢) que l’extension :

1—>U—>E/—>Hréd—>1

est triviale. Soit H; un relevement de H,¢q dans E. D’aprés App. II 3.1, il existe un
entier n > 0 tel que E(™) = E/pa(E) soit lisse; soit E” le sous-groupe algébrique de
E engendré par Hy et gn (E) (c.-a-d. 'image réciproque dans E de I'image de H; dans
E(™). Notons H” I'image de E” dans H. Alors je dis que H” = H. En effet, notons R
I'image de g (E) dans H, de sorte que H” est engendré par R et Hyq. Le groupe H/R
est un quotient de E(™) donc est lisse ; par suite le morphisme canonique

Hréd — H/R

est un épimorphisme, donc H est engendré par R et H,sq, donc est égal & H”. On
obtient ainsi une suite exacte :

) 1—U'"=UNE" —E' —H-—1.

Mais E” a méme espace sous-jacent que H; donc U” est radiciel. Par ailleurs, il est
clair qu’il suffit de prouver que 'extension (}) est triviale, ce qui résulte de 5.4.1.

Démonstration de i) b) : Cas k parfait, H conneze.
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Le groupe U est extension d’un groupe étale par sa composante neutre U°. Le cas
U connexe venant d’étre traité, il suffit d’examiner le cas U étale. On a alors le lemme
plus précis :

Lemme 5.5.1. — Avec les notations de 5.1.1, supposons de plus U étale. Alors :

i) Si H est conneze, il existe un unique relévement de H dans E, d savoir la com-
posante neutre E° de E.

i) Si k est algébriguement clos, E est triviale, et deuzx relévements de H dans E
sont conjugués par un élément de U(k).

i) La formation de la composante neutre commutant & l'extension du corps de
base, nous pouvons nous limiter au cas k algébriquement clos. Si H est un tore, E est
triviale (5.3.1 et 5.2.3 i b)), et il est clair que E® est 'unique relévement de H. Ceci
prouve déja que dans le cas général, E°NU est radiciel ; comme par ailleurs il est étale
(U étant étale), il est nul. Le morphisme E° — H est donc un monomorphisme, plat
(car EY est ouvert dans E) et surjectif (H est connexe), donc est un isomorphisme. Si
maintenant H’ est un autre relevement de H, H’ est connexe, donc contenu dans E°
et par suite est égal a E°.

ii) Soit H® la composante neutre de H. D’apres i), EY est 'unique relévement de
H° dans E. Posons E' = E/E°, H' = H/HC, de sorte que 'on a l’extension :

1—U—F —H — 1.

H’ étant étale, cette extension est triviale (5.2.3 i b)). Si H) est un relevement de H’
dans E’, H; son image réciproque dans E, il est clair que H; releve H dans E. Si Hs
est un deuxieéme reléevement de H dans E, il contient E°; d’apreés 5.2.3 i b), 'image
de Hy dans E’ est conjuguée de H] par un élément u de U(k), d’on immédiatement
H2 = 1nt(u)H1

Remarque 5.5.2. — Sous les hypotheses de 5.5.1 1), il est facile de voir que E° centralise
U.

Démonstration de 5.1.1 i) a). Utilisant la suite de composition
1—U" —U—U/Uu—1,
i) a) résulte de la conjonction de i) b) et de 5.5.1 ii).
Avant de prouver 5.1.1 ¢) et d), nous allons d’abord établir 5.1.1 ii).

Démonstration de 5.5.1 ii) a). Faute de disposer d’un énoncé général satisfaisant, nous
allons décrire un certain nombre de cas ou, lorsque H est lisse, deux relevements de
H dans E sont conjugués :

Proposition 5.6.1. — Avec les notations de 5.1.1, supposons de plus H lisse, et soient
H' et H" deux relévements de H dans E. Alors H' et H” sont conjugués par un élément
de U(k) dans chacun des cas suivants :

a) k est algébriquement clos.
b) U est commutatif.
c) k est parfait et U est conneze.
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d) U est k-résoluble.
e) Le centralisateur de H' dans U est k-résoluble.

) Le groupe de type multiplicatif H est trivialisé par une extension finie galoisienne
K de k de degré premier a p.

Démonstration. a), b), ¢), d) résultent de 5.3.1.

e) Soient Z le centralisateur de H' dans U, T le transporteur de H dans H”. D’apres
a), T n’est pas vide, donc T est un espace principal homogene sous Z, et I’hypothese
faite sur Z entraine qu’il est trivial.

f) Procédant comme dans 5.3.1, on voit qu’il suffit de considérer le cas H étale. Sup-
posons d’abord H diagonalisable, défini par le groupe ordinaire M, d’ordre m premier
a p. La donnée des deux relevements H' et H” définit un 1-cocycle de M & valeurs dans
U(k), c’est-a-dire une application h de M dans U(k) telle que h(mn) = h(m) ™h(n)
pour tout couple m,n d’éléments de M. Les groupes H’' et H” sont conjugués par un
élément de U(k) si et seulement si il existe a € U(k) tel que

h(m) =a" ' (™a).

Or le groupe abstrait U(k) possede une suite de composition a quotients successifs
commutatifs et annulés par une puissance de p (il est loisible de supposer p > 0 compte
tenu de 5.6.1 ¢)). On en déduit immédiatement dans ce cas que h est un cobord.

Examinons maintenant le cas général. Notons encore Z le centralisateur de H' dans
U et T le transporteur de H dans H” qui est un torseur sous Z. Par hypothese, il
existe une extension galoisienne finie K de k, de groupe de Galois G, d’ordre premier
a p, qui trivialise H. D’aprés I'étude faite plus haut, Hf et Hj, sont conjugués par
un élément de U(K), donc Tk est trivial. Par suite T est défini par un élément de
H!(G,Z). Pour les mémes raisons que plus haut, I’hypothese faite sur G entraine que
HY(G,Z) = e, donc T est trivial.

5.7. Démonstration de 5.1.1 ii) b). —

Lemme 5.7.1. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes, séparé et lisse
sur S, H un S-groupe de type multiplicatif qui opére sur G. Alors le S-foncteur Z = GH
des invariants de G sous H est représentable par un sous-S-préschéma en groupes de
G, fermé et lisse sur S.

Le fait que GH soit représentable par un sous-préschéma en groupes fermé de G
résulte de Exp. VIII 6.5 d). Considérons alors le produit semi-direct K = G xg H. Le
centralisateur de H dans K est alors égal a Z xg H. Pour prouver que Z est lisse, nous
devons vérifier que si S est affine, si Sy est un sous-schéma fermé de S défini par un
idéal de carré nul, et si ug est un élément de Z(Sy), alors il existe un élément u de Z(S)
qui releve ug. Or comme G est lisse sur S, il existe un élément u de G(S) qui releve
ug. Soit ¢ 'immersion canonique de H dans K et considérons les deux S-morphismes
de groupes

H=K, i et int(u)i=j.
Comme ug appartient & Z(Sgp), on a is, = js,. D’aprés Exp. IX 3.2, il existe v € K(S)
qui releve la section unité de K(Sp), et qui est tel que
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i = int(v)j = int(vu)i.
Donc vu = (v/,v") appartient & (Z xs H)(S). Donc w’ appartient & Z(S) et releve ug.

Lemme 5.7.2. — Soient k un corps, H un k-groupe algébrique et soit P(H) la propriété
suivante :

« pour tout k-groupe lisse et unipotent U, et pour toute extension E de H
par U, deuz relévements de H dans E sont conjugués par un élément de
U(k) ».

Alors si H est un groupe algébrique extension d’un groupe de type multiplicatif H” par
un groupe de type multiplicatif H' et si P(H') et P(H"”) sont vraies, P(H) est vraie.

En effet, soit U un k-groupe unipotent lisse, E une extension de H par U, H; et
Hy deux reléevements de H dans E, H) et Hf les reléevements correspondants de H'.
Comme P(H') est vraie, il existe u € U(k) tel que H, = int(u)H]. Quitte & remplacer
H; par int(u)H;, nous pouvons supposer H] = HY, que nous nous permettons de noter
simplement H’. Soit E/ = Centrp H’, qui est égal &

UM H, =UY H, .
D’apres 5.6.1, UH' = U’ est lisse. Considérons alors I'extension
1—U —E —H—1.

Par construction H' est central dans E’, donc invariant. Par passage au quotient,
on obtient la suite exacte :

1—U  —E—H —1.

Comme U’ est lisse, et comme P(H”) est vraie, les deux images de H; et de Hy
dans E” sont conjuguées par un élément v de U’(k), mais alors Hy = int(u)Ha.

Pour démontrer 5.1.1 ii) b) notons alors que, k étant algébriquement clos, H possede
une suite de composition dont les quotients successifs sont lisses ou isomorphes a p,
lorsque p > 0. Par utilisation répétée de 5.7.2, nous sommes ramenés au cas ou H
est lisse ou égal & p,. Dans le premier cas, il suffit d’appliquer 5.1.1 ii) a). Reste le
cas H = p,,. Comme U est lisse, U possede une suite de composition caractéristique
a quotients successifs étales ou isomorphes & (G,)" (3.9). Si U est étale, on applique
5.5.1. Il reste finalement le cas H = p,, U = GJ,.

Nous devons montrer que H'(p,, U) = 0. La méthode utilisée dans 5.4.1 ne s’ap-
plique plus ici, car g, n’opere pas en général linéairement sur (G,)". Fixons les no-
tations : H' désigne un relévement de H dans E, ¢ = LieE, u = LieU, §h = LieH,
b’ = LieH’. Soit X un élément non nul de b tel que X®) = X (App. II 3.1) et soit X’
son relévement dans b'.

Comme p,, est un groupe radiciel de hauteur 1, il y a correspondance biunivoque
entre I'ensemble des relevements de H dans E, et 'ensemble A des Y € e, tels que
Y® =Y, qui se projettent sur X (App. II 2.2). De méme si Y € A correspond au
relevement H” de H dans E, et si u € U(k), alors int(u)H = H” si et seulement
si Ad(u)X = Y. Soit donc B le sous-ensemble des Y € ¢, de la forme Ad(u)X, ou
u € U(k). On a évidemment B C A, et tout revient & montrer que A = B si k est
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algébriquement clos.

a) Etude de A. Comme u est commutative et normalisée par b, la formule de
Jacobson (Exp. VIIA 5.2) donne simplement ici, pour u € u :

(X' +u)®) = X'® 4 4P 4 (ad X )P (u) = X' 4 (ad X' )P (),

de sorte que X' +u € A & u = (ad X")P~1(u).
Or soit u = [T, oz Jpz, Un la décomposition canonique de u sous ’action de H’, que
I’on peut encore écrire :
u=1uy® H Uy.

n€(Z/pZ)*
Siu € up, onaadX(u) =0.5ueu, (n€ (Z/pZ)*), on a (adX )P~ (u) = u.
Finalement, Y = X’ +u est un élément de A si et seulement si u € Hne(Z/pZ)x u,. Re-
tenons que A est I’ensemble des points rationnels sur k d’un sous-schéma irréductible
de W(e), de dimension égale & rgu — rgug = rgu — rg Centr, (X’).

b) Etude de B. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 5.7.3. — (Rosenlicht). Soit U un groupe algébrique unipotent sur un corps k
qui opére sur un k-schéma quasi-affine X. Alors Uorbite de tout point x € X(k) est
fermée dans X (par orbite de x nous entendons le sous-ensemble de ens(X) image de
G par le morphisme g — g - x).

Par fonctorialité, G opére sur I'enveloppe affine de X (c’est-a-dire Spec I'(X, 0x)),
ce qui nous permet de supposer X affine. On peut ensuite supposer k algébriquement
clos, X réduit et U lisse (noter que U,eq opere sur X,¢q si k est parfait). Soit Y I'image
schématique de G (EGA 19.5.1) par le morphisme g — ¢ - x, qui est un sous-schéma
fermé et réduit de X sur lequel G opere. Il résulte facilement de EGA IV 1.8.6 que
I’orbite de x est une partie ouverte Z de Y, dense dans Y. Nous devons montrer que
Z = ens(Y). Soit F le sous-schéma fermé réduit de Y ayant Y \ Z pour espace sous-
jacent. On a donc F = V(J), ot J est un idéal non nul de I'(Y, Oy). Comme G est
lisse, G opere sur F, donc sur J et par suite (3.2) J& # 0. Si a est un élément non
nul de JC, a est nécessairement constante sur 'orbite Z, donc est constante sur Y, Z
étant dense dans Y. Mais alors 'idéal J contient k et F = &.

Ceci étant, appliquons le lemme précédent au groupe U opérant sur 1’espace affine
W(e) par l'intermédiaire de la représentation adjointe. On obtient que l'orbite de
X’ est ensemble sous-jacent & un sous-préschéma fermé de W(e). Par ailleurs, le
stabilisateur Z de X’ est le centralisateur de X’ dans U, et l'on a une immersion
fermée :

U/Z — W(e).

Retenons que 'orbite de X’ est ’espace sous-jacent & un sous-schéma fermé de W(e)
de dimension égale & dim U — dim Z.

c) fin de la démonstration de 5.1.1 ii) b). Lorsque k est algébriquement clos, I’ap-
plication canonique U(k) — (U/Z)(k) est surjective, de sorte que d’apres le point b)
précédent, B est ’ensemble des points rationnels d’un sous-schéma fermé de W(e) de
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dimension dim U — dim Z. Compte tenu du point a), pour prouver que A = B, il suffit
alors de montrer que l’on a :

rgu — rg Centr, (X') < dim U — dim Centr (X').
Or U étant lisse, on a dim U = rgu. D’autre part, on a (Exp. II 5.3.3) :
dim Centr(;(X") < rg Centr, (X'),

d’otr le résultat (notons que l'on a en fait dim Centry(X’') = rg Centr,(X'), ce qui
redémontre que Z est lisse (5.7.1).

5.8. Fin de la démonstration de 5.1.1 i). — Il nous reste & prouver i) c) et i)
d).

Démonstration de 5.1.1 i) d) (U lisse, H connexe). Nous aurons besoin du lemme
suivant :

Lemme 5.8.1. — Avec les notations de 5.1.1, supposons U lisse et H radiciel, et soit
Hy un sous-groupe algébrique de H qui posséde un relévement H} dans E. Alors H
posséde un relévement H' dans E qui majore H.

Par récurrence sur la hauteur de H/Hy, on peut supposer H/H; de hauteur 1. Soit
C" = Centry(H)). Je dis que le morphisme canonique C' — H est un épimorphisme.
Pour établir ce point, nous pouvons supposer k algébriquement clos ; mais alors, 1'ex-
tension E est triviale (5.1.1 1 a)); soient H” un relevement de H dans E, H{ 'image
réciproque de Hy dans H”. Les groupes H] et H/ sont deux relévements de H; dans
E, donc sont conjugués par un élément de U(k), puisque k est algébriquement clos et
U lisse (5.1.1 ii b)). Il est clair alors que pour prouver l’assertion sur C’, il suffit de
la prouver pour C” = Centrg(HY). Mais dans ce cas, C"” majore H”, et la propriété
est claire. Par ailleurs il résulte de 5.7.1 que CN U est lisse. Il est clair alors que nous
pouvons remplacer E par C, donc supposer H} central. Mais alors, quitte & passer au
quotient par H}, nous pouvons supposer H; = 0 et H de hauteur 1.

Comme U est lisse, on a la suite exacte de p-algebres de Lie : (App. IT 3.2) :
() 0 — LieU — LieE — LieH — 0.

Compte tenu de App. IT 2.2, dire que E est triviale équivaut a dire que (*) est une
extension triviale de p-algebres de Lie. Supposons H # 0 (donc Lie H # 0) et supposons
avoir trouvé une sous-p-algebre de Lie h; de h = Lie H qui soit non nulle et qui se releve
en une sous-p-algebre de Lie ] de Lie E. D’apres loc. cit., il existe un sous-groupe Hy
de H, tel que LieH; = by, et un relevement H} de H; dans E tel que LieH] = b].
Appliquant a nouveau la réduction décrite plus haut, on se ramene au méme probleme,
ou l’on a remplacé H par H/H;. Comme H est de hauteur 1, Lie(H/H;) = Lie H/ Lie Hy
(loc. cit.), donc rgLie(H/H;) < rgLie(H) — 1. Bref, procédant par récurrence sur le
rang de Lie H, on voit qu’il suffit, lorsque h # 0, de trouver une sous-algebre de Lie
non nulle de Lie H qui se releve dans Lie E. Or on a le lemme suivant :

Lemme 5.8.2. — Soient k un corps de caractéristique p > 0, et ¢ un morphisme sur-
jectif de p-k-algébres de Lie de rang fini g — h. Alors :
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i) Si by est réductive (4.2.2) et # 0, il existe une sous-algébre de Lie réductive b,
de g, dont l'image dans b est non nulle.

ii) Si k est parfait et si u est un élément unipotent de b (i.e. il existe n tel que
uP") = 0), alors u se reléve en un élément unipotent de g.

Prenons pour X un élément # 0 de h dans le cas i) et u dans le cas ii), et soit X'
un relévement de X dans g. La sous-p-algebre de Lie de g engendrée par X’ est une
p-algebre de Lie abélienne (Exp.VII) by'.

Cas 1). 1l est clair sur la description donnée dans 4.2.2 que la partie réductive
(loc. cit.) de b, est déja définie sur k, notons-la v/. Je dis que I'image de v’ dans b
est non nulle. Pour établir ce point nous pouvons supposer k algébriquement clos,
de sorte que h’ = v/ & v’ (V' partie unipotente de h’). Si 'image de v/ dans f était
nulle, 'image de b’ dans h serait unipotente, donc serait nulle puisque b est réductive
(cf. 2.4 ii)), or par construction elle contient X.

Cas ii). On proceéde de méme, en échangeant les roles de v/ et de v'.

Fin de la démonstration de 5.8.1. Supposant H # 0, il existe d’aprés 5.8.2 une sous-
algebre de Lie réductive non nulle h] de LieE. Comme LieU est unipotente (4.3
i)), on a nécessairement (LieU) Nh} = 0, de sorte que b} est un relevement d’une
sous-p-algebre de Lie de Lie H.

Fin de la démonstration de 5.1.1 i d). D’apres 5.8.1, il existe une famille de sous-
groupes algébriques H), (n € N) de E, telle que H],,; majore Hj, et telle que Hj,
releve pnH. La suite décroissante de sous-groupes Centry(H!) est stationnaire, soit
C la valeur stationnaire. Le centre Z de C majore H/ pour tout n, donc I'image de
Z dans H majore g~ (H) pour tout n, et par suite, est un sous-groupe ouvert de H
(Exp. VIIo §4), donc est égale & H puisque H est connexe. Pour prouver que E est
triviale, on peut donc remplacer E par Z, donc supposer E commutatif. Nous verrons
alors dans 7.2.1 que E contient un sous-groupe de type multiplicatif maximal M, dont
la formation commute a I’extension du corps de base. Comme Er est une extension
triviale (5.1.1 1) a)) et que U est unipotent, il est clair que M est 'unique relevement
de H dans E.

Démonstration de 5.1.1 i) ¢) (U k-résoluble). Comme (H/H)%(k) est d’ordre premier
a p, il est immédiat par dualité qu’il existe un entier n tel que ,H soit un sous-groupe
étale et tel que le morphisme canonique ,H — H/HP soit un épimorphisme, de sorte
que H/,H est connexe. D’apres 5.2.3 d), il existe un relevement H' de ,,H dans E. On
montre, comme dans le début de la démonstration de 5.8.1, que C = Centrg(H') est
un sous-groupe de E tel que C — H soit un épimorphisme et tel que C N U soit lisse.
Remplacant E par C et passant au quotient par H’, on est ramené au cas ou U est
lisse et H connexe, c’est-a-dire au cas i) d).

Ceci acheve la démonstration de 5.1.1.

5.9. Contre-exemples. — Indiquons d’abord un procédé pour obtenir des exten-
sions non triviales d'un k-groupe de type multiplicatif H par un k-groupe unipotent
U. Supposons donnée une action de H sur U, et soit E le produit semi-direct E = U-H.
Soit d’autre part un élément de H'(k, U) représenté par un 1-cocycle a. Le groupe U
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opere par automorphismes intérieurs sur E. La donnée de a définit donc une k-forme
de E notée E,. Supposons de plus que U soit commutatif, alors U opere trivialement
sur U et sur le quotient E/U = H, de sorte que E, est encore une extension de H par
U. Supposons, pour simplifier, que H soit un groupe étale diagonalisable, de sorte que
le groupe de Galois ¢ de k/k opere trivialement sur H(k) ; I'action de ¢ sur les points

de E, (k) est alors donnée par la formule :

I(u, h) = (Yu+ a(g) — "a(g), h) (9 €9, uecUKk), hecHk)).
Si h est un point de H(k), X son image réciproque dans E,, X est donc un torseur
sous U défini par la classe du 1-cocycle de ¢ & valeur dans U, g — a(g) — "a(g). Il
en résulte que 8'il existe un point h de H(k) tel que le 1-cocycle précédent ne soit pas
trivial, extension E, n’est pas triviale. Nous allons appliquer cette construction dans
deux cas particuliers :

a) FExtension non triviale d’un groupe étale diagonalisable H par Z/pZ.

Prenons pour H le groupe (Z/pZ)* que l'on fait opérer par multiplication sur
U = Z/pZ. Soient d’autre part k un corps de caractéristique p, K une extension de
k de groupe de Galois ¢ isomorphe & Z/pZ, a un élément non nul de HY(¥4,U) =
Hom(%,U). Le groupe E, répond alors & la question.

b) Ezemple d’une extension non triviale d’un groupe étale diagonalisable H, par un
groupe unipotent lisse et connezxe U.

Prenons pour corps k un corps non parfait tel qu’il existe une k-forme U de G,
telle que H!(k,U) # 0. Par exemple (cf. J.-P. Serre, Cohomologie Galoisienne), on
peut prendre pour k le corps des fractions d’un anneau de valuation discrete d’égale
caractéristique p > 0, et pour U le sous-groupe algébrique de G, xj G,, d’équation
XP + X +tYP = 0, ou t désigne une uniformisante de k. En effet, supposant pour
simplifier que k contient les racines (p — 1)m° de 1'unité, on a une suite exacte de
groupes algébriques :

0—Z/pZ — U —G,—0
(,y) — vy ;

donc une suite exacte de cohomologie :
Ga(k) L H' (k,Z/pZ) — H' (k,U) — 0,
ou d fait correspondre & = 1’espace homogeéne sous Z/pZ d’équation
XP+ X +tzP =0.

Par ailleurs, on sait que H!(k,Z/pZ) est isomorphe & k/P(k) (ot P(x) = 2P + x),
donc H!(k, U) est isomorphe & k/(B(k) + tkP). Supposons de plus p # 2, il est alors
clair que t? est un élément de k qui n’appartient pas a B (k) + tkP, donc H!(k, U) # 0.
D’autre part p,—; opere sur U par la formule :
(h,z,y) — (hx, hy).
Notons ¥ le groupe de Galois de I'extension K définie par I’équation

XP 4+ X +1* =0,
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et soit a € H(¢,U) I’élément non nul décrit plus haut. On vérifie immédiatement
que E, est alors une extension non triviale de p,_; par U.

c) Extension non triviale de G, par a,.

D’aprés 5.1.1 i) b), une telle extension ne peut exister que sur un corps k non
parfait. Soit donc k un corps non parfait, G le produit semi-direct de U = G, par
H = G,,, G,, opérant sur G, par homothéties. Comme U est invariant dans G, alors
rU lest aussi. Soit G’ = G/rU. Le groupe G’ est isomorphe a G, - G,,, ou G, opere
sur G, par la formule :

(h,u) — hP u.
Le foncteur J¢ (resp. Jir) des sous-tores de G (resp. G”) (cf. Exp. XV) est isomorphe
a Gg,, et le morphisme 95 — Jq» déduit du morphisme G — G” s’identifie au
morphisme u — u?. Il en résulte que si T” est un sous-tore de G” qui correspond
A un point x de k ~ G, (k) tel que z'/? ne soit pas dans k, 'image réciproque E
de T” dans G sera extension d’un tore T” par U = oy, ne possedera pas de tores
maximaux définis sur k, donc ne sera pas triviale. On trouve pour E le sous-groupe
de G = Spec[U, T, T~!] d’équation U? = x — 2T?.

Remarque 5.9.1. — Ce dernier exemple montre qu'un groupe algébrique non lisse,
défini sur un corps non parfait, ne possede pas nécessairement de tores maximaux et
répond ainsi & la question posée dans Exp. XIV 1.5 b).

d) Donnons maintenant un ezemple d’extension triviale E d’un groupe de type mul-
tiplicatif H par un groupe unipotent U, et de deuz relévements H' et H” de H qui ne
soient pas conjugués par un élément de U(k).

Prenons pour E le produit semi-direct de U = G, par p, = Speck[T]/(T? — 1),
laction de p, sur G, = Spec k[U], étant définie par le comorphisme :

U (U+UP)T — UP.

Le centralisateur de p,, dans U est alors le groupe étale Z d’équation U + U? = 0.
Il en résulte que si k n’est pas algébriquement clos, 'application canonique U(k) —
(U/Z)(k) n’est pas en général surjective, donc, compte tenu de 5.1.1 ii) b), deux
relevements de u, dans E ne sont pas nécessairement conjugués par un élément de
U(k).
Voici un autre exemple, avec k algébriquement clos de caractéristique p > 0. Soit
G le groupe radiciel produit semi-direct de p,, par ay,, ott p, opere sur a,, par « homo-
théties ». On a alors une suite exacte de groupes algébriques, a groupes d’opérateurs
Bp
0—a,—>G,— G4, —0
T +— xP ,
ou p, opere par homothéties sur le premier terme G, et trivialement sur le second.
La suite exacte de cohomologie (App. I, prop. 11) fournit ici la suite exacte :

0 — Ga(k) — H'(np, ap) — H' (), Go).

Comme le dernier terme est nul (I 5.3.3), on voit que H!(u,, @) est non nul, donc
deux relevements de pu, dans G ne sont pas nécessairement conjugués.
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6. Extension d’un groupe unipotent par un groupe de type multiplicatif
602

6.1. Enoncé du théoreme. —

Théoreme 6.1.1. — Soient k un corps, U un k-groupe algébrique unipotent, H un
k-groupe de type multiplicatif, E un k-groupe algébrique extension de U par H, de
sorte que l’on a la suite exacte

l1—H—E—U-—1.
Alors lextension E est triviale et il existe un unique relévement de U dans E dans
chacun des cas suivants :
A) Le groupe U est lisse et l'une des conditions suivantes est réalisée :

i) U est connezxe et le morphisme canonique E — U posséde une section.
ii) U posséde une suite de composition a quotients successifs isomorphes 4 G, .
iii) H est étale.
iv) k est parfait.
B) U=a, etk est parfait.
C) E est commutatif et k est parfait.

6.2. Démonstration de 6.1.1 A). — Etablissons d’abord trois lemmes.

Lemme 6.2.1. Soient S un préschéma, E un S-préschéma en groupes, ertension 603
d’un S-préschéma en groupes U, a fibres connexes, par un S-groupe de type multipli-

catif et de type fini H (c.-a-d. U est le quotient de E par H pour la topologie fpqc).
Alors E est une extension centrale.

En effet, comme H est commutatif, le groupe U opeére par automorphismes intérieurs
sur H, par I'intermédiaire d’'un S-morphisme de groupes

u:U— Autg,, (H).

Le foncteur Autg ,, (H) est représentable par un S-schéma étale (Exp. X 5.10) et par
suite la section unité est une immersion a la fois ouverte et fermée. Comme U est a
fibres connexes, on en déduit que u est le morphisme unité.

Lemme 6.2.2. — Avec les notations de 6.1.1, si E est triviale, il existe un unique
relevement de U dans E.

Soient donc U’ et U” deux relevements de U dans E. Pour montrer que U’ = U”,
nous pouvons supposer k algébriquement clos et il suffit de montrer que H'(U, H) = 0.
Si U est connexe, U centralise H (6.2.1), donc

H'(U,H) = Homy ¢ (U, H) =0

d’aprés 2.4 ii). Dans le cas général, notons U I'unique relévement dans E de la com-
posante connexe UY de U, et soit N = Normp(UY). Si g € E(k), int(g)U est un
relevement de UY donc est égal & UY et par suite N(k) D E(k). Par ailleurs, N majore
H (6.2.1) et U}, d’ott immédiatement le fait que N = E. Passant au quotient par U} on 604
est ramené au cas ou U est étale. Dans ce cas, k étant algébriquement clos, H* (U, H)
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s’identifie au groupe de cohomologie ordinaire H* (U(k), H(k)) (1°) et par suite est nul,
puisque U(k) est un p-groupe fini et que H(k) est uniquement p-divisible.

Corollaire 6.2.3. — Pour prouver que E est triviale, il suffit de montrer que E de-
vient triviale aprés extension finie séparable du corps de base, en particulier, on peut
supposer H diagonalisable.

Lemme 6.2.4. — Pour que toute extension centrale E de U par un k-groupe diagona-
lisable H soit triviale, il suffit que toute extension centrale de U par G, soit triviale.

En effet, par récurrence sur r, on note d’abord que I'’hypothese faite entraine que
E est triviale si H = GJ,. Dans le cas général, H se plonge dans G],, pour un entier r
convenable (c’est immédiat par dualité) ; soit H” = G, /H. On obtient la suite exacte
(App.12.1) :

Z'(U,H") — Extalg(U,H) — Exta,(U,G,) =0

(ot U opere trivialement sur H, H”, G’,). Mais Z'(U,H"”) = Homy_,(U,H”) =0 (2.4
ii)), donc Extae (U, H) = 0.
Démonstration de 6.1.1 A) i). Comme E — U possede une section, E définit un
élément f de H?(U,H) (App. I 3.1). Nous devons montrer que f est nulle, et pour

cela, il suffit de montrer qu’un 2-cocycle f : U x; U — H est un morphisme constant,
ce qui va résulter du lemme suivant :

Lemme 6.2.5. — Soient U un k-groupe algébrique unipotent lisse et connexe, H un
k-groupe de type multiplicatif; alors tout k-morphisme (de préschémas) :
f:U—H

est constant.

Pour démontrer ce lemme, nous pouvons supposer k algébriquement clos. Nous
procédons par récurrence croissante sur dim U. Si dim U > 0, U possede une suite de
composition (cf. 3.9) :

1-U->sUSU">1
avec U ~ G, et dimU” < dimU. Il suffit de montrer que f se factorise & travers
U”. Comme le graphe de la relation d’équivalence définie par 7 est lisse sur k, donc
réduit, il suffit de montrer que si z,y € U(k) ont méme image z dans U”(k), alors
f(z) = f(y). Or 7 1(2) est isomorphe & G,, donc la restriction de f & 771(2) se
factorise a travers une composante irréductible réduite de H, donc a travers un k-
schéma isomorphe & (G,,)". Il suffit alors de noter que tout morphisme de G, dans
(G,)" est constant, puisque toute fonction réguliere inversible sur G, est constante.

Démonstration de 6.1.1 A) ii). Grace a 6.2.1, 6.2.3 et 6.2.4, nous pouvons supposer
que H = G,,. Par hypothese, U possede une suite de composition U D U; D .-,
telle que U; /U, 41 soit isomorphe & G,. Soit E; I'image réciproque de U; dans E. Par
récurrence sur dim U, on peut supposer que l'extension E; est triviale ; soit U} 'unique

(19ON.D.E. : voir, par exemple, la proposition I11.6.4.2 du livre de M. Demazure et P. Gabriel, Groupes
algébriques 1, Masson & North-Holland (1970.
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relevement de U;. Procédant comme dans la démonstration de 6.2.4, on montre que
U/ est invariant dans E. Apreés passage au quotient par U}, on est ramené au cas ou
U = G,. Le S-schéma E (ou S = U) est alors un torseur sous le S-groupe G, X S,
donc possede une section, puisque Pic(S) = 0 (Exp. VIII 4.3). L’extension E est alors
triviale d’apres A) i).

Démonstration de 6.1.1 A) iii) (U lisse, H étale). Supposons d’abord U connexe. Le
groupe Uy possede alors une suite de composition a quotients successifs isomorphes
a G, donc E est triviale d’apres A) ii). Comme H est étale, il est clair que I'unique
relevement de U dans Ef est la composante connexe de Er, donc ce relevement est
déja défini sur k. Dans le cas général, quitte a passer au quotient par la composante
connexe de E, on est ramené au cas ou E est étale, puis au cas o E est completement
décomposé (6.2.3). Comme U(k) est un p-groupe et que H(k) est d’ordre premier a p,
on peut prendre pour relevement de U(k) le p-groupe de Sylow de E(k).

Démonstration de 6.1.1 A) iv) (U lisse, k parfait). Si U est connexe, U possede une
suite de composition & quotients successifs isomorphes & G, (4.1.2 b)) et on applique
A) ii). Dans le cas général, ce qui précede permet de nous ramener au cas ot U est étale,
puis au cas ou U est completement décomposé et H diagonalisable (6.2.3). Utilisant
maintenant une suite de composition caractéristique de H (H D H® D o (H) D 0), on
se ramene au cas ou H est de I'un des trois types suivants :

a) H est étale.

b) H=G],.

c) H est radiciel.

Dans le cas a), on applique A) iii) ; dans le cas c), on applique 1.6. Enfin dans le cas
b), on remarque qu’en vertu du théoréeme 90 de Hilbert, E — U possede une section,
de sorte qu’il suffit de montrer que H*(U,G”,) = H?(U(k), G, (k)) = 0. Or U(k) est
un p-groupe fini, tandis que G7, (k) est uniquement p-divisible (car k est parfait).

6.3. Démonstration de 6.1.1 B) et C). — Gréce & 6.2.1, 6.2.3, 6.2.4, on voit
qu’il suffit de démontrer B) lorsque H = G,,,. On a donc une suite exacte :

1—G,, —E—a, —1
Comme G, est lisse, on en déduit une suite exacte de p-algebres de Lie (App. 11 3.2) :
() 0 — LieG,, — LieE — Liea,, — 0.

Le groupe a), étant de hauteur 1, 'extension E est triviale si et seulement si (App.
IT 2.2) la suite exacte () de p-algebres de Lie est scindée. On sait que Liea, est
engendrée par un élément X # 0 tel que X = 0 (App. IT 2.1); il suffit donc de
montrer que X se releve en un élément Z de LieE, tel que Z(") = 0. Or d’apres 5.8.2
ii), il existe un élément unipotent Z de Lie E qui releve X. Comme la partie unipotente
de LieE est clairement au plus de dimension 1, on a nécessairement Z(®) = 0.

Démonstration de 6.1.1 C). Si U] est un relevement dans E d’un sous-groupe algé-
brique U; de U, U] est invariant dans E, puisque E est supposé commutatif, et nous
pouvons passer au quotient par Uj. Utilisant une suite de composition de U (3.5 ii)),
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la remarque précédente permet de nous ramener au cas ou U est lisse ou égal & a,.
Mais alors E est triviale d’apres A) iv) et B).

6.4. Exemples d’extensions d’un groupe unipotent U par un groupe de
type multiplicatif H qui ne sont pas triviales. —
Vu 6.1.1 A) iv), le probléme ne se pose qu’en caractéristique p > 0.

a) H = G,,, U est une forme non triviale de G, (cf. App. 111, §5).

Soit k un corps non parfait de caractéristique 2, u un élément de k tel que u
n’appartienne pas & k. Considérons le groupe affine E, d’anneau k[X, Y, (X2 +uY?)71],
ou la multiplication est donnée par le comorphisme :

1/2

(X,Y) — (XX 4+ uYY, XY’ + YX').

Le groupe E est lisse, connexe, commutatif, de dimension 2; le sous-schéma Y = 0
définit un sous-groupe H ~ G,,,. Le noyau K de I’élévation & la puissance 2°™¢ dans
E a pour équation :

X? +uY? =1,

donc est de dimension 1. Le groupe K contient le radical unipotent de E (défini sur
k) mais aussi la contribution de H qui est isomorphe & po. Comme K est réduit sur
k, le radical unipotent de E n’est pas défini sur k et U = E/H ne se releve pas
dans E. (On vérifie immédiatement que U est la forme de G, ayant pour anneau
k[V,W]/(V + uV? + W?), le morphisme E — U correspondant au comorphisme :
Vi Y2/(X2+Y2), W XY/(X% + YZ2u)).

b) H = G,,, U=Z/2Z, k non parfait de caractéristique 2.

Choisissant k et u comme dans a), considérons le sous-groupe E de GLy engendré
par 1’élément X tel que :

01 ul/2 0 0 w /2
X= w0) —\ 0 w/2) /2 o ’

Le groupe E est extension de Z/27Z par G,,, mais cette extension n’est pas triviale
car la partie unipotente de X n’est pas définie sur k.

c) H=p,, U=a,, knon parfait.

Soit e la p-algebre de Lie commutative engendrée par deux éléments X et Y tels
que XP) =X et YP) = gX. D’aprés App. 11 2.2, ¢ est la p-algébre de Lie d’un groupe
algébrique E extension de ay, par p,, mais cette extension est triviale si et seulement
si, il existe b € k tel que b? = a (car on a alors (bX + Y)®) = 0).

d) H = ps, U=as X as, E non commutative, k corps de caractéristique 2.

Considérons le groupe spécial linéaire SLq i, et soit E = g(SLa ). Le groupe E est
un groupe radiciel de hauteur 1, dont ’algebre de Lie est engendrée par trois éléments
X, Y, Z vérifiant les relations suivantes :

X.Y]=2, [X,Z]=[Y,Z]=0
X =y® =, 7®) = 7.
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Par suite, E est extension centrale de U ~ ay X as par ps. Chaque facteur ay de U
se releve de maniere unique dans E, mais U lui-méme ne se releve pas dans E, car

[X,Y] # 0.

7. Groupes algébriques affines nilpotents
7.1. Extensions de groupes de type multiplicatif. —

Proposition 7.1.1. — Soient S un préschéma, H et K deux S-préschémas en groupes
de type multiplicatif et de type fini, E un préschéma en groupes extension de K par
H (c.-a-d. K est le quotient de E par H pour la topologie fpqc). Alors E est de type
multiplicatif dans les deuz cas suivants :

a) E est commutatif.

b) Les fibres de K sont connexes.

Démonstration. 1) Cas ot S est le spectre d’un corps k.

L’assertion a démontrer est locale pour la topologie fpqc, ce qui nous permet de
supposer k algébriquement clos, donc H et K diagonalisables. Notons que K opere
trivialement sur H par automorphismes intérieurs : c’est clair dans le cas a) et cela
résulte de 6.2.1 dans le cas b). Par récurrence sur la longueur d’une suite de composi-
tion convenable de K, on est ramené au cas ou K est de I'un des trois types suivants :
a) K= G,,, b) K= p,, ¢) K= p, avec (¢,p) =1 et, dans ce cas, E est commutatif.
Utilisant maintenant un plongement de H dans GJ,, on en déduit que E se plonge
dans une extension de K par GJ,. On peut donc supposer que H = G7J,,.

a) Si K = Gy, E est un groupe algébrique lisse, connexe, affine (Exp. VIg 9.2) de
rang unipotent nul, c’est donc un tore.

b) K = p,. Dans ce cas E est une extension triviale. En effet, comme H est lisse, le
morphisme canonique Lie E — Lie p,, est surjectif (App. II 3.2) et il suffit d’appliquer
5.8.2 i), compte tenu de App. II 2.2.

c) K = pgy, avec (¢,p) = 1 et E commutative. La encore extension E est triviale.
En effet, soit = € E(k) un relevement d’un générateur = de p,(k). L’élément x9 est un
élément de H(k) donc est de la forme y?, y € H(k) (noter que G}, (k) est g-divisible).
Comme E est commutatif, y 'z est un relévement de x qui est d’ordre gq.

ii) Cas général. Les groupes H et K sont plats, affines et de présentation finie sur
S (Exp. IX 2.1) et par suite il en est de méme de E (Exp. VIg 9.2). Utilisant alors la
technique générale de VIg §10, nous nous ramenons au cas ou S est noethérien. Pour
montrer que E est de type multiplicatif, il suffit alors de prouver que E est commutatif
et que ,E est fini sur S pour tout n (Exp. X 4.8 b).

a) E est commutatif. On doit vérifier que le morphisme :

ExsE—E, (2,y)~ [z,y]=ayz"'y"

se factorise a travers la section unité de E, et il suffit de le vérifier lorsque S est le
spectre d’un anneau local artinien. Mais alors E est de type multiplicatif d’apres i) et
Exp. X 2.3.
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b) ,E est fini sur S. En effet, on a la suite exacte :
0—,H—-,E—,K5H,

(ot H,, est le conoyau de 1’élévation & la puissance n dans H). On sait que H,, est
de type multiplicatif (Exp. IX 2.7) donc séparé, et que ,H et ,K sont finis sur S;
Ker u est un sous-groupe fermé de ,, K, donc est fini sur S, et ,E est fini sur S, comme
extension d’un groupe fini par un groupe fini (Exp. VIg 9.2).

7.2. Structure des groupes algébriques affines commutatifs. —

Théoreme 7.2.1. — Soient k un corps, G un k-groupe algébrique affine commutatif.
Alors :

a) G contient un plus grand sous-groupe de type multiplicatif M. Le groupe M est
caractéristique dans G et G/M est unipotent, et sa formation commute & l'extension
du corps k.

b) Si k est parfait, G est le produit direct de M et d’un sous-groupe algébrique
unipotent U, et ceci de maniere unique.

Démonstration. 1) k algébriquement clos.

Lorsque G est lisse, 7.2.1 b) est bien connu (BIBLE §4 Th. 4). Si G est radiciel
de hauteur 1, a la décomposition de Lie G décrite dans 4.2.2 correspond, compte tenu
de 4.3.1 v) et de App. IT 2.2, une décomposition de G du type 7.2.1 b). Dans le cas
général, G admet une suite de composition dont les quotients successifs sont lisses ou
radiciels de hauteur 1 (App. II 3.1). Pour prouver 7.2.1 b), il suffit alors de noter que
si 'on a une suite exacte de groupes algébriques commutatifs :

0—G —G—G"—0,

ou G’ (resp. G”) est produit d’un groupe de type multiplicatif par un groupe unipotent
G =M U’ (resp. G" = M"-U"), alors il en est de méme de G. En effet, considérons
la suite exacte :
0— G/U —G/U —G" —0.

D’aprés 7.1.1 a), 'image réciproque dans G/U’ de M” est un sous-groupe de type
multiplicatif M;. Le groupe M; se releéve en un sous-groupe M de G (5.1.1 i) a)). De
méme, utilisant cette fois 6.1.1 C), on prouve qu’il existe un sous-groupe unipotent U
de G extension de U” par U’. 1l est clair que G = M - U.

ii) k£ quelconque. D’apres i), Gy est produit direct d’un groupe de type multiplicatif
My, par un groupe unipotent Uz. Posons S = k x .k et soient M et My les deux images
inverses de My par les deux projections S = k. Le groupe Gs/Ms = (G/Mg)s a ses
fibres unipotentes, donc I'image de M; dans Gg/Mj est nulle (2.4 i)) et My majore
M;. De méme M; majore My, et finalement M; = My. Par descente fpqc, il en
résulte que My provient d'un sous-groupe algébrique M de G. Il est clair que M est de
type multiplicatif, que G/M est unipotent et que la formation de M est compatible
avec toute extension du corps k. Pour tout k-préschéma S, tout sous-groupe de type
multiplicatif H de Gg est contenu dans Mg. En effet, d’apres 2.5, son image dans
le groupe a fibres unipotentes (G/M)s = Gg/Mg est nulle. Prenant en particulier
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pour H le transformé de Mg par un automorphisme de Gg, on en déduit que M est
caractéristique dans G.

Enfin si &k est parfait, G/M se releve dans G en un groupe unipotent, et ce de
maniére unique d’apres 6.1.1 C).

Remarque 7.2.2. — i) Si k n’est pas parfait, la composante unipotente de Gy n’est pas
nécessairement définie sur k, comme le montre 'exemple 6.4 a).

ii) Contrairement a ce qui se passe pour la composante de type multiplicatif M, la
composante unipotente U n’est pas en général caractéristique dans G (et ceci quelle
que soit la caractéristique de k). Bien siir, 'unicité de la décomposition 7.2.1 b)
entraine que U est invariant par tout k-automorphisme de G. Mais si U et M sont tels
qu’il existe un k-préschéma S et un S-homomorphisme non nul i : Us — Mg (cf. 2.6),
on en déduit un S-automorphisme de Gg, (u,m) — (u, h(u) +m), qui ne laisse pas
Ug invariant.

iii) Si G est fini sur k, G/M correspond par la dualité de Cartier (2.6) & la compo-
sante connexe du dual D(G) de G.

7.3. Structure des groupes algébriques affines nilpotents. —

Théoréeme 7.3.1. — Soient k un corps, G un k-groupe algébrique nilpotent (Exp. VIg
§8), affine, connexe. Alors G posséde un plus grand sous-groupe de type multiplica-
tif M. Le groupe M est central et caractéristique, et G/M est un groupe algébrique
unipotent.

Soit Z le centre de G, M le plus grand sous-groupe de type multiplicatif de Z (7.2.1).
Comme Z est caractéristique dans G et M caractéristique dans Z, M est caractéristique
dans G. Il suffit de montrer que G/M est unipotent. Par récurrence sur la longueur
de la suite centrale ascendante de G, ceci va résulter plus généralement du lemme
suivant :

Lemme 7.3.2. — (Rosenlicht). Soit G un k-groupe algébrique connexe, Z son centre.
Alors le centre Z' de G' = G/Z est unipotent.

Démonstration. Nous pouvons supposer k algébriquement clos. Il suffit alors de mon-
trer que Z’ ne contient pas de sous-groupe isomorphe & g, pour tout nombre premier
£ (4.6.1 vi)). Soit donc gy un sous-groupe de Z’, N son image réciproque dans G.
Comme py est central dans G’, N est invariant dans G.

i) Cas ou (¢,p) = 1. On peut trouver un élément = de N(k) et un entier n possédant
les propriétés suivantes :

a) x releve un générateur T de py.

b) 2" € Z°(k);

(il suffit de choisir un relévement de Z dont 1'image dans N/Z%(k) appartienne au
{-sous-groupe de Sylow).

L’élévation & la puissance £°™¢ dans le groupe commutatif Z° est un morphisme
étale, donc Z°(k) est ¢-divisible. Par suite, quitte & multiplier x par un élément de
Z°(k), on peut supposer que " = 0. Le groupe N est alors engendré par deux groupes

615

616



617

618

619

366 EXPOSE XVII. GROUPES ALGEBRIQUES UNIPOTENTS

commutatifs qui commutent (Z et le groupe engendré par x), donc est commutatif. Le
groupe ¢n N est un groupe de type multiplicatif, caractéristique dans N, donc invariant
dans G, et par suite central, G étant connexe (Exp. IX 5.5). Donc ¢»N est contenu
dans Z, ce qui contredit le fait que son image dans G’ contient .

ii) £ = p. Il existe alors un entier n, tel que "image de p»N dans G’ contienne p,,
de sorte que l'on a la suite exacte :

(%) l1—K-—@mN-—p, — 1L

Le groupe K est contenu dans Z, donc est commutatif; il résulte alors de 7.2.1 et de
7.1.1 b) et 5.5.1 qu'il existe un sous-groupe de type multiplicatif contenu dans g N
dont l'image dans le quotient par K est p,. On en déduit comme dans i) que p»N est
commutatif. La composante de type multiplicatif de =N (7.2.1) est caractéristique
dans g-» N, donc invariante dans G, donc centrale (Exp. IX 5.5); comme son image
dans G’ contient g, on obtient une contradiction.

A. Appendice I. Cohomologie de Hochschild et extensions de groupes al-
gébriques

A.1. Définition des groupes de cohomologie. — Soient k& un corps, G un k-
groupe algébrique, (Ab)g la catégorie abélienne des k-groupes algébriques commu-
tatifs sur lesquels G opeére. Si A € Ob(Ab)g, le foncteur hy : (Sch/k)° — (Ens)
canoniquement défini par A, est un G-Z-module au sens de I 3.2. Nous pouvons donc
considérer le complexe standard C*(G, A) des cochaines algébriques de G a valeur dans
A (Exp. I 5.1), ainsi que le groupe des i-cocycles Z*(G, A), des i-cobords B*(G, A) et
le i*™¢ groupe de cohomologie H (G, A). Comme d’habitude, H°(G, A) s’identifie au
groupe A% (k), ott AC est le k-foncteur des invariants de A sous G. Le groupe H' (G, A)
classifie les espaces principaux homogenes sous A, triviaux, sur lesquels G opere.

Le foncteur A — H*(G, A) n’est pas en général un foncteur cohomologique de la
catégorie (Ab)g a valeur dans Ab; toutefois, on a la proposition suivante :

Proposition A.1.1. — Soit 0 — A’ % A % A” — 0 une suite evacte dans (Ab)g.
Alors :

a) Siv posséde une section (c’est-a-dire s’il existe un k-morphisme de préschémas
s: A" — A tel que vs = 14+, on a la suite ezacte de cohomologie habituelle :

- HI(G,A) = HI(G,A") % HPHG,A) — -
b) Si A(k) — A”(k) est surjectif, on a la suite exacte :
(1) 0— AC(k) — AS(k) — A"C(k) L HY(G,A') — HY(G, A) — H(G,A”).

Démonstration. a) On note que 'existence d’'une section entraine l'exactitude de la
suite de complexes :

0 — C*(G,A") — C*(G,A) — C*(Q,A") — 0.
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b) Si z” € A”S(k), son image réciproque dans A est un espace principal homogene
sous A, trivial (car A(k) — A”(k) est supposé surjectif), sur lequel G opere, donc
définit un élément d(z”) € HY(G, A’). L’exactitude de la suite (1) est alors immédiate.

A.2. Le groupe Ext,;(G,A). — Soient A et G deux k-groupes algébriques, E et
E’ deux k-groupes algébriques extension de G par A. Ces deux extensions sont dites
isomorphes 8’1l existe un k-morphisme de groupes u : E — E’ qui rende commutatif

le diagramme :
/ | \
A G

u

E'.
Le groupe E opere sur A par automorphismes intérieurs et si A est commutatif, cette
action se factorise a travers G, donc G opeére sur A. Réciproquement, si A € Ob(Ab)g,
nous notons Ext,s (G, A) Pensemble des classes d’extensions algébriques E de G par
A pour lesquelles 'action de G sur A définie par E, et celle provenant de la structure
d’objet de (Ab)g, coincident.

Extaig (G, A) est de facon naturelle un bifoncteur covariant en A et contravariant
en G. Plus précisément :

a) si f: A — B est un morphisme dans (Ab)g, et si E représente un élément de
Extalg (G, A), on définit f.(E) € Extae(G,B) comme étant la classe de 'extension de
G par B égale au quotient du produit semi-direct B - E (E opérant sur B a travers
G) par le sous-groupe algébrique image de A par le morphisme (f,7) (ce quotient est
représentable d’apres Exp. VI §5), de sorte que 'on a un diagramme commutatif :

1l— A —" o R G—>1

f le

1 B £.(E) G 1.

b) Si g : H — G est un k-morphisme de k-groupes algébriques, et si E est une
extension de G par A, le produit fibré E x g H est de fagon naturelle une extension de
H par A, notée ¢*(E). On a donc un diagramme commutatif :

1 A g*(E) H 1

1a 9

1 A E G 1.

En adaptant les démonstrations données dans J.-P. Serre, Groupes algébriques et
corps de classe, chap. VII, on munit Extae (G, A) d’une structure naturelle de groupe
abélien, fonctorielle en A et G.
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Proposition A.2.1. — Soit : 0 — A’ — A — A” — 0 une suite exacte dans (Ab)g,
alors :

a) On a une suite exacte canonique de groupes abéliens :

ZM(G,A) — ZHG, A") L Bxtag(G, A') — Extog(G,A) — Extay(G,A”).
b) Si A(k) — A”(k) est surjective, on déduit de a) la suite exacte :

(2)  HYG,A) - HY(G,A”) % Extay(G,A’) — Extag (G, A) — Extqary(G, A”).

La suite exacte de a) généralise la suite exacte habituelle des Hom(, -) valable dans
le cadre des extensions commutatives (loc. cit.) et se démontre de la méme fagon.
Rappelons simplement la définition du cobord d : Z!'(G,A”) — Ext,s(G,A’). Pour
cela, considérons I'extension

1—A —A-G—A"-G—1,

déduite de fagon évidente de la suite exacte 0 — A’ — A — A” — 0. Siu € Z(G,A”),
u définit de la facon habituelle un homomorphisme section v : G — A” - G. On a alors
d(u) = u*(A - G).

A.3. Comparaison de H?(G,A) et de Ext,(G,A). — 1l est bien connu, dans
le cas des groupes abstraits, qu’il existe un isomorphisme fonctoriel entre les groupes
abéliens H?(G, A) et Ext(G,A). De méme dans le cas présent, si A est un élément
de (Ab)g, a tout 2-cocycle u € Z2(G, A) on peut faire correspondre une structure de
groupe algébrique sur le préschéma A x; G qui en fait un élément de Ext,, (G, A).
De plus cette extension est triviale si et seulement si u € B2(G, A) (cf. Exp. I1I 1.2.2).
Rappelons que la loi de composition sur A x G est définie par la formule :

(a,9)(a’,9") = a+9d" +u(g, ).

11 est clair que les extensions de G par A ainsi obtenues ne sont pas quelconques,
puisqu’elles possedent une section. Mais réciproquement, si E € Exta (G, A) possede
une section s, E est isomorphe a I'extension de G par A associée au 2-cocycle u tel

que :
u(g,g') = s(g)s(g')s(gg’) "

On obtient finalement la proposition suivante :

Proposition A.3.1. — 1l existe un isomorphisme fonctoriel entre les bifoncteurs a va-
leur dans les groupes abéliens :

(G,A) — H?(G, A) et (G, A) — Ext,s(G,A),

ot Exts(G,A) désigne le sous-groupe de Extae(G,A) formé des classes d’extension
de G par A qui possédent une section.

B. Appendice II. Rappels et compléments sur les groupes radiciels

Soit p un nombre premier > 1 et soit S un Fj-préschéma.



B. APPENDICE II. GROUPES RADICIELS 369

B.1. Le morphisme de Frobenius. — Pour tout S-préschéma X et tout entier
n > 0, notons P" : X — X le F,-endomorphisme qui correspond a I’élévation a la
puissance p"-ieme dans Ox et notons X(™ le S-préschéma image inverse de X par le
morphisme P : S — S. Il existe alors un unique S-morphisme F" : X — X qui
rend commutatif le diagramme :

X
S
11 est clair que F” s’identifie au « n'®™ itéré » de F' = F, appelé morphisme de
Frobenius de X/S.
Si G est un S-préschéma en groupes, G est un S-préschéma en groupes et
F?:G — G est un S-morphisme de groupes. Son noyau gn(G) est un sous-
préschéma en groupes caractéristique de G (c.-a-d. stable par le foncteur Autg ,,(G)),

et radiciel sur S. Si G est un S-préschéma en groupes radiciel, on dit que G est de
hauteur < h, si gn(G) = G.

X

P”'L
~—— 8.

624
B.2. Groupes et p-algebres de Lie. — Si G est un S-préschéma en groupes,

Lie(G) (Exp. II) est de fagon naturelle une p-Algebre de Lie restreinte (Exp. VIIa
§85 et 6). En particulier on a le résultat suivant (cf. Exp. VII,) :

Proposition B.2.1. — i) Lie(a,)s = Lie(G,)s (V) est un faisceau de Os-modules, libre
sur Og de rang 1 engendré par un élément X tel que XP) = 0.

ii) Lie(p)s = Lie(Gy,)s est un faisceau de Os-modules, libre sur Os de rang 1,
possédant une base canonique X telle que XP) = X.

Rappelons maintenant le résultat fondamental prouvé dans Exp. VII §7 :

Théoréme B.2.2. — Supposons S affine d’anneau A. Alors le foncteur :
G +— LieG

établit une équivalence de catégories entre, d’une part, la catégorie des S-préschémas
en groupes G de présentation finie et plats sur S, de hauteur 1, dont l’algébre de

(I)N.D.E. : on a supprimé ici la définition de a,, déja donnée au début de cet Exposé.
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Lie est localement libre sur Os et, d’autre part, la catégorie des p-A-algébres de Lie
restreintes localement libres de rang fini.

De plus, si G est comme ci-dessus et si H est un S-préschéma en groupes de pré-
sentation finie, le morphisme canonique :

Homg ¢, (G, H) — Homy_a ;e (Lie G(S), Lie H(S))

est un isomorphisme.

B.3. Groupes radiciels et groupes lisses. — Nous supposons maintenant que
S est le spectre d’un corps k de caractéristique p.

Rappelons que dans Exp. VI §5, on a montré que si G est un k-groupe algébrique,
H un sous-groupe algébrique de G, alors le faisceau G/H (faisceau pour la topologie
fpqc) est représentable. Rappelons alors (VII4 8.3) :

Proposition B.3.1. — Soit G un k-groupe algébrique. Alors il existe un entier m, tel
que pour tout n = m, le groupe algébriqgue G/F™(G) soit lisse sur k.

Proposition B.3.2. — Considérons une suite exacte de k-groupes algébriques :
1-G —-G5G" =1
et les assertions suivantes :

i) Le morphisme u est lisse.
i) G’ est lisse sur k.
ili) Pour tout entier n > 0, on a la suite ezacte :

1 — Fn(G/) — m(G) — Fn(GN) — 1.

iv) Le morphisme pG — pG” est un épimorphisme.

v) Le morphisme (Lie G)(k) — (Lie G”)(k) est surjectif.
Alors, on a les implications suivantes :

i) = i) = iii) = iv) <= (v).

De plus, si G est lisse, les cing assertions sont équivalentes.

i) < ii) d’apres Exp. VIg 9.2 vii).

i) = iii). Si G’ est lisse, F" : G’ — G’™ est un épimorphisme et iii) résulte du
diagramme du « serpent ».

iii) = iv) est clair.

iv) & v) d’apres le théoréme B.2.2.

v) = ii) lorsque G est lisse. En effet G” est alors lisse, et v) entraine que l'on a
dim G’ = dimy (Lie G’)(k), donc G’ est lisse.

C. Appendice ITI. Remarques et compléments concernant les exposés XV,
XVI, XVII

C.1. Il se peut que les propositions 1.2 et 1.2 bis de XV restent vraies si on supprime
I’hypotheése que Hg est lisse sur Sy. C’est en particulier le cas si G est fini, plat et
commutatif.
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C.2. Complément a XV 4.8. — La proposition suivante ainsi que les théorémes
C.3.1 et C.4.1 ci-apres figureront dans un article en préparation de M. Raynaud sur
les schémas en groupes sur un anneau de valuation discrete. (12)

Proposition C.2.1. — Soient S le spectre d’un anneau de valuation discréte, t son point
générique, G un S-préschéma en groupes de type fini et plat, G = SpecT'(G, Og),
u: G — G le morphisme canonique. Alors :

(1) G est de facon naturelle un S-schéma en groupes et u est un homomorphisme.

(2) Ker(u) est plat sur S et (G,u) est un quotient fpqe de G par Ker(u), de sorte

que G est le plus grand quotient affine de G.

(3) Si Gy est affine, Ker(u) est un groupe étale sur S, égal au groupe unité si et
seulement si G est séparé sur S. En particulier, un S-schéma en groupes G, plat, de
type fini, séparé, a fibre générique affine est affine.

C.3. Dans I'énoncé de XV 6.6, ’hypothese que H soit égal a son normalisateur
connexe est inutile pour que 'ensemble des points s de S tels que Hy soit un sous-
groupe parabolique de Gy soit un ensemble ouvert. En effet, reprenons la démonstra-
tion donnée dans le paragraphe c) précédant le lemme 6.9, et notons N I’adhérence
schématique de N; dans G. Donc N est un sous-schéma en groupes fermé de G, plat
sur S, qui majore H et qui est contenu dans N. Il résulte alors du théoréme ci-apres
que G/N est représentable. Comme G, /N, est propre et connexe, on termine comme
dans loc. cit.

Théoréme C.3.1. — (*3) Soient S le spectre d’un anneau de valuation discréte hensé-
lien, G un S-préschéma en groupes localement de type fini, H un sous-préschéma en
groupes fermé de G, plat sur S, alors G/H est représentable.

C.4. Complément a4 (XVI 1.1). — Le théoréme suivant précise (VIII 7.9).

Théoréme C.4.1. — Soit S le spectre d’un anneau de valuation discréte de caractéris-
tique résiduelle p > 0 et soit G un S-schéma en groupes, commutatif, lisse, de type
fini et séparé sur S. Alors les conditions swivantes sont équivalentes :

(i) pG est fini sur S.

(ii) Pour tout S-préschéma S’ et pour tout S'-préschéma en groupes H', de pré-
sentation finie sur S, séparé sur S', tout S'-monomorphisme u : G — H’ est une
TMIMETSLon.

(I2)N.D.E. : commentaires & ajouter ici, dont renvois & VIg. ..
(13)N.D.E. : Voir le théoreme 4C dans : S. Anantharaman, Schémas en groupes, espaces homogénes
et espaces algébriques sur une base de dimension 1, Bull. Soc. Math. France, Mém. 33 (1976), 5-79.

628



629

630

372 EXPOSE XVII. GROUPES ALGEBRIQUES UNIPOTENTS

C.5. L’exemple (XVII 6.4 a)) fournit un exemple de groupe lisse sur un corps k,
dont le radical unipotent n’est pas défini sur k. La proposition suivante donne une
méthode générale pour obtenir de tels groupes :

Proposition C.5.1. — Soient k un corps, K une extension finie de k, radicielle, de degré
> 1, H un K-groupe algébrique connexe, lisse, de dimension r, G = HK/k H/K, qui
est un k-groupe algébrique, lisse, connezxe, de dimension r[K : k]. Soient u: Gk — H
U’homomorphisme canonique, et R = Ker(u). Alors :

i) Le morphisme u est un épimorphisme et R est un groupe algébrique, lisse, uni-
potent, connexe.

ii) Si U est un sous-groupe algébrique lisse de G, tel que Uk majore R, alors U = G.

Corollaire. — Gardons les notations de la proposition précédente.
a) Si H n'est pas unipotent, le radical unipotent de Gy n'est pas défini sur k.

b) Si H est une variété abélienne, non nulle, G n'est pas extension d’une variété
abélienne par un groupe linéaire lisse.

c) Si H n’est pas résoluble, le radical résoluble de G n’est pas défini sur k, et G
ne posséde pas de sous-groupe de Borel défini sur k.

Montrons d’abord comment le corollaire résulte de la proposition.

a) Soit U un radical unipotent de G. Alors Uxk est le radical unipotent de Gk, donc
majore R, puisque R est lisse unipotent connexe d’apres i), donc U = G d’apres ii).
Or Gk admet H comme quotient, et H n’est pas unipotent par hypothese, donc G
n’est pas unipotent, d’oli une contradiction.

b) Si G est extension d’une variété abélienne par un groupe linéaire L, lisse sur
k, nécessairement Lk majore R, donc L = G. Or G ne peut étre un groupe linéaire
puisque Gk possede un quotient qui est une variété abélienne non nulle.

c) Soit S (resp. B) un radical résoluble de G (resp. un sous-groupe de Borel de G),
alors Sk (resp. Bk) majore R, donc S = G (resp. B = G). Mais alors G est résoluble,
ce qui contredit le fait que Gk possede un quotient qui n’est pas résoluble.

Démonstration de la proposition 5.1 :

i) Commencons par décrire le morphisme u. La donnée d’un K-schéma
f:S — Spec(K)

permet de construire le diagramme :

Spec(K) T
f )
J JT §
Spec(k) S
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ot g = jo f, T = Spec(K) Xgpee(r) S, h et jr sont les deux projections et s est la
section de T au-dessus de S telle que h o s = f. L’application
u(S) : Gk(S) — H(S)
est simplement ’application composée :
Gk (S) = H(T) — H(S),

ou la derniere fleche est définie par la section s.

Prenons en particulier pour S le spectre d’une cloture algébrique k de k et pour
f T'unique k-morphisme K — k, de sorte que T est un schéma local artinien. Pour
prouver i) il suffit de le faire apres extension K — & du corps de base. Or il est clair
que Gs = [[¢ /s Hr /T représente le foncteur de Greenberg de Hr relativement & S
(M. J. Greenberg, Schemata over local rings, Ann. of Maths. 73, 1961, p. 624-648). La

description faite plus haut montre alors que, moyennant cette derniere identification,
ug est le morphisme de transition canonique :

Green(HT) — HS = HT XT S.

L’assertion i) résulte alors du fait que H est lisse sur K et de (M. J. Greenberg, Sche-
mata over local rings 11, Ann. of Maths. 78, 1963, p. 256-266).

ii) Pour établir ii) nous pouvons supposer k séparablement clos. Soit donc U un
sous-groupe algébrique lisse de G tel que Uk D R et montrons que U = G. Comme
G est connexe, on peut supposer U connexe. Soient V le sous-groupe algébrique lisse
et connexe u(Uk) de H et V/ =]y, V/K, qui est un sous-groupe algébrique lisse et
connexe de G. Le groupe Vi est un sous-groupe algébrique de Gk et le morphisme
canonique Vi — V est simplement la restriction de u & Vi. Par hypothese, Ux majore
R, a fortiori, Ux majore Ker(Vi, — V); d’autre part, par construction, 'image de
Uk dans H est égale & V. On en déduit que Uk majore Vi, donc que U majore V'.
D’autre part, I’isomorphisme canonique :

G(k) — G(K) “% H(K)
envoie évidemment U(k) dans V(K) = V/(k); c’est dire que U(k) est contenu dans
V’(k). Comme U est lisse et k séparablement clos, cela entraine U C V', d’ou U = V'.
On a alors les égalités :

([K: k] —1)dimV = dimKer(Vi — V) =dimR = ([K: k] — 1) dim H.
Comme K # k, on conclut que dim V = dim H, d’ott V = H et finalement U = V' = G.
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