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Feuille 3 : espaces euclidiens

Espaces euclidiens

Exercice 1. On considére I’espace vectoriel R3[X] composé des polynomes réels de degré infé-
rieur ou égal a 3. Montrer que 'expression suivante définit un produit scalaire sur cet espace :

3

(P Q)=>_P(k)Q(k).

k=0

Soit k € N*. On se place sur I'espace R;[X] des polynomes réels de degré inférieur ou égal & k.
Pour quelles valeurs de n ’expression suivante définit-elle un produit scalaire sur cet espace?

n

(P1Q) =) PR)Q(K).

k=0

Exercice 2. On se place sur I'espace vectoriel C°([a, b],R) des fonctions continues définies sur
un intervalle [a,b] C R, & valeurs dans R. Soit & : [a,b] — R une application continue. Montrer
que l'expression suivante définit une forme bilinéaire symétrique sur C°([a, b], R).

(flg)z/ F(t)g(t)h(t)dt.

A quelle condition sur h cette expression définit-elle un produit scalaire sur C°([a, b], R) ?
Inégalité de Cauchy-Schwarz

Exercice 3 (question de cours). Montrer que toute forme quadratique définie positive sur R"
est non dégénérée. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 4. Soit E un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire symétrique positive notée

(]). La forme quadratique associée est notée ||.||2. Développer I'expression

2
|ty = lally |
En déduire une nouvelle preuve de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 5. Soit n € N* et soient x1,...,z, € R. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
dans R™ muni du produit scalaire standard, montrer

24 a?),

(14 F+z,)? <n(x
Dans quel cas a-t-on ’égalité ?

Exercice 6. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R® muni du produit scalaire stan-
dard, montrer que pour tous x1,...,25 € R, on a

|:L'1 + 21‘2 + 31‘3 + 4:64 + 5$5|

V55

< z%+~~+zg.

Dans quel cas a-t-on ’égalité ?
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Exercice 7. 1) Soient x,y, z € R tels que 2* + y* + 2% < 1. Montrer que (x + 2y + 52)% < 30;
dans quel cas a-t-on (z + 2y +52)* =307

17
2) Soient z,y, z € R tels que z? 4+ 2y% + 522 < 1. Montrer que (x4+y+ 2)? < —; dans quel cas

17 10
a-t-on (z +y+ 2)% = 10 ?

Exercice 8. Soient a < b dans R et soit E = C([a,b],R) lespace des fonctions continues
f :la,b] = R. Pour tout f € E, montrer que

(/ab|f(t)| dt)2 < (ba)/abf(t)th'

Pour quelles fonctions a-t-on I’égalité ? Indication : remarquer que |f(¢)|> = f(t)%.

Exercice 9. Soit P un polynéme défini sur R. Montrer 'inégalité
1 2 9 1
(/ tP(t) dt> < —/ P(t)? dt.

Exercice 10. Soit F un espace euclidien et x,y, z € E. Démontrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz
a trois variables :

% (y | 2)* + lyl* (@ [ 2)* + 1l [9)* < N2l lyl*ll2l” + 20z [ 9)(y | 2)(z | 2).

On pourra commencer par le cas ou z, y, z sont linéairement indépendants et s’intéresser au
déterminant de la matrice du produit scalaire dans la base (z,y, z).

Peut-on avoir 1’égalité ?

Exercice 11. Soit E un espace euclidien et ¢ une forme bilinéaire symétrique positive. Montrer
que son cone des vecteurs isotropes coincide avec son noyau.

Exercice 12. Soit V le R-espace vectoriel des fonctions continues f : [0, 1] — R, muni du produit
scalaire défini par

(flg)= /O f(t)g(t)dt.

On note ||f]| = v/(f | f) la norme euclidienne associée. Soit ey € V la fonction constante 1 et,
pour tout p € N*, soit e, € V la fonction ¢ — v/2 cos(27pt). On admet que :

0 sinon.

1 sip=aq,
(+) ¥p,q € N, (ep|eq>{ p=a

Soit f € V. Pour g,n € N, on pose ¢q(f) = (eq | f) puis Sn(f) Zcq(f)eq et R, (f) = f=Sn(f).
q=0
1) Pour tout n € N, montrer que (e, | R,(f)) = 0 pour tout p =0,1,...,n.

2) En utilisant le théoréme de Pythagore, montrer que pour tout n € N, on a

n

S e (F2 < I = /0 P20yt

p=0

3) En utilisant I'égalité cos() cos(p) = = (cos( + ¢) + cos(d — ¢)), démontrer la formule (x).

N =



2M271 UPMC 2018-2019 Feuille 3

Réduction, diagonalisation

Exercice 13. Soit
1 -7 4 -4
Azg 4 5 =2| e Ms3R).
-4 -2 5
1. Citer un théoréeme du cours assurant que A est diagonalisable.

2. Déterminer les valeurs propres de A (pour calculer P4(X), on pourra faire des opérations
sur les colonnes pour faire apparaitre au moins un zéro), puis une base orthonormée C de
R? formée de vecteurs propres de A.

3. En déduire la signature de la forme quadratique
Q(z,y,2z) = —T2° + 8xy — 8xz + 5y® — dyz + 52°.

Exercice 14. Diagonaliser dans une base orthonormée de R? les matrices suivantes :

2 -4 2 1 0 -1
A=|-4 2 2], B=|0 1 V2
2 2 5 1 v2 -1

Exercice 15 (tres classique). Soit A € M,(R) (n > 2) la matrice symétrique dont tous les
coefficients sont 1, sauf les coefficients diagonaux qui sont nuls :

0o 1 --- 1
A:l

o

1 1 0

1. Déterminer les valeurs propres de A puis en déduire la signature et le rang de la forme
quadratique sur R" :

q(x1,...,xy) = ZQ:cixj.
i<j
2. Plus généralement, déterminer en fonction de a € R la signature de la forme quadratique

sur R” :
n

Qu(z1,. .. 1) = a(z x3) + Zinzj.

i=1 i<j
Bases orthonormées

Exercice 16. On considére le sous-espace vectoriel E de R® donné par I’équation cartésienne
1+ 19+ 23 =0.
Quelle est sa dimension ? Construire une base orthonormée de E.

Exercice 17. On se place dans R?® muni du produit scalaire usuel et on consideére la droite
vectorielle D dirigée par le vecteur de coordonnées e; = (1,1, 1).

— Trouver une base orthonormée de R? dont le premier vecteur soit e.
— Exprimer la projection orthogonale sur la droite D a ’aide de cette base.

— Donner la matrice de cette projection orthogonale dans la base canonique de R3.
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Exercice 18. Appliquer la méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt dans les cas sui-
vants :
1 0 -1
o= 2 |,va=-1],v3=| 3 | dans R? muni du produit scalaire usuel.
-2 2 1

1
2. P=1,Q =X, R= X? dans R[X] muni du produit scalaire (f,g) = / f)g(t)dt.
0

Groupe orthogonal

Exercice 19. 1. Montrer que les matrices suivantes sont orthogonales :

1 -2 =2 1 1 -2 2
A==-1-2 1 -=2)|, B= 3 -2 1 2 |,
-2 -2 1 -2 -2 -1
1 1 2 2 1 -1 2 2
C=-1-2 -1 2|, D==-12 -1 2
3\e 2 1 3\e 2 1
2. Soit By = (e1,e2,e3) la base canonique de R3. Pour chacune des matrices de 1., décrire

géométriquement I'isométrie de R?® correspondante.

Exercice 20. Soit

L1 \/2+\/§ —\/2—ﬁ
? \/2—\/5 \/2+\/§

Montrer que A € SO(2) et calculer A%, En déduire les caractéristiques géométriques de A.
Exercice 21. Soient (p,q) € Z* — {(0,0)} et soit
1 (P*—¢  2pq
B= 573 2
pPP+¢*\ 2p¢ ¢ —p

Mountrer que B € O(2) et déterminer ses caractéristiques géométriques.

2> € My(R).

Exercice 22. On munit R? du produit scalaire usuel : (x| y) = z1y1 + T2y2 si

- ()= ()
r = et y = ,
T2 Y2

et on note By = (e1, e2) la base canonique.

1. Soient D la droite de R? d’équation z; + 22 = 0 et sp la symétrie orthogonale par
rapport & D. Donner une base orthonormée B = (fi, f2) de R? telle que f; € D et
écrire la matrice B = Matg(sp). Puis, en utilisant la matrice de passage P = Matg, (B),
déterminer la matrice A de sp dans la base canonique.

2. Soit m un vecteur non nul orthogonal a D. Citer une formule du cours exprimant, pour
x € R? arbitraire, sp(x) en fonction de x et de n, puis en appliquant cette formule & e;
et eg, calculer directement A = Matg,(sp).

Exercice 23. Soient (| ) le produit scalaire usuel sur R®, By = (e1, €2, e3) la base canonique de
R3, P le plan d’équation = + y + z = 0 et o la symétrie orthogonale par rapport & P.

Citer une formule du cours exprimant o(z) en fonction de z et de n, ot n est un vecteur # 0
orthogonal & P, puis en appliquant cette formule a ey, eg, e3, calculer Matg, (o).



