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CHAPITRE 1

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES
QUADRATIQUES

Résumé : Dans ce chapitre, on commence 1’étude des formes bilinéaires symétriques et des formes
quadratiques, le cas le plus important étant sans doute celui du produit scalaire euclidien sur R", qui sera
étudié en détail dans le chapitre suivant. Dans le présent chapitre, on introduit les généralités concernant
les formes bilinéaires symétriques : matrice dans une base, formule de changement de base, notion d’or-
thogonalité. Les résultats fondamentaux a retenir sont 7?7, le théoreme de Sylvester 1.3.9, et ’algorithme
de réduction en « somme de carrés » 1.3.3.

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux.

1.0. Introduction

Soit V' un R-espace vectoriel de dimension n, une forme bilinéaire ¢ sur V' est un moyen d’associer a
tout couple de vecteurs (v, w) un scalaire ¢(v, w) € R, qui dépend linéairement de v et de w. Un exemple
typique est le produit scalaire usuel sur V = R3, dans ce cas, la fonction

v = ®(v) = ¢(v,v)

mesure la longueur du vecteur v; on dit que ® est une forme quadratique car son expression en fonction
des coordonnées (x1,x2,x3) de v dans une base arbitraire £ de V est un polynéme homogene de degré 2
en ry,ro2,xs.

D’autres formes quadratiques apparaissent de fagon naturelle. Par exemple, dans la théorie de la relati-
vité on remplace 'espace R? par I’espace-temps R* muni de la forme quadratique de Lorentz et Minkowski :

U(z,y,2,t) = +y> + 2% —

(noter que W prend des valeurs > 0 et < 0 et qu’il existe des v € R* — {0} tels que ¥(v) = 0), elle
correspond a la forme bilinéaire symétrique ¢ sur R* définie par

/

x x
!/

P ‘Z , Z, =axz’ +yy + 22 —tt.
t t’

Ceci conduit a étudier de fagon générale, pour un espace vectoriel V' de dimension finie n sur le corps
k =R ou C, les formes bilinéaires symétriques V x V — k et les formes quadratiques associées.

1.1. Formes bilinéaires
Dans ce chapitre, on suppose que le corps de base k est Q, R ou C.

Définition 1.1.1 (Formes bilinéaires). — Soit E un k-espace vectoriel (pas nécessairement de dimen-
sion finie).

(1) Une forme bilinéaire sur E est une application ¢ : E X E — k qui est linéaire en chaque variable,
c.-a-d., pour tout z,z’,y,y € Eet \,u € k,on a :

[0z +2,y) = M(@,y) + o(z', ) | [0z, py +y') = no(a,y) + éla,y) |

(O version du 9 avril 2019
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et donc ‘ d(Ax+ 2, uy +y') = Apd(z,y) + Ao(z,y') + po(e’,y) + o(o', y). ‘ On rappelle que les formes
bilinéaires sur F forment un espace vectoriel, noté % (E, k).

(2) Une forme bilinéaire ¢ sur E est dite symétrique si pour tout z,y € F on a ‘ d(z,y) = oy, x). ‘

Les formes bilinéaires symétriques (en abrégé : fbs) sur E forment un sous-espace vectoriel de % (F, k),

qu’on notera | S (E, k).

Remarque 1.1.2. — Remarquons que, pour vérifier qu’une application ¢ : £ X E — k est une forme
bilinéaire symétrique, il suffit de voir que ¢ est linéaire en la lére variable et vérifie ¢(x,y) = ¢(y, z) (ces
deux conditions entrainant la linéarité en la 2éme variable).

Exemple 1.1.3. — Considérons l'espace vectoriel E = R? et notons ey, e la base canonique. Considérons
les applications

¢1 (w161 + 2202, Y101 + Y2€2) = T1Y1 + T2Y2,
¢2 (T1€1 + T2€2, Y161 + Y2e2) = T1Y2 + T2Y1,
¢3 (w1€1 + x2€2, Y101 + Yo2€2) = T1Y1,
b4 (z101 + T2€2, Y161 + Y2b2) = T1Y2,
¢5 (T1e1 + To€2, Y101 + Y2e2) = 7.
Elles sont toutes bilinéaires sauf la derniere. Les formes ¢1, ¢2 et ¢3 sont symétriques, mais ¢4, ne est
pas.

Ezemple 1.1.4. — Considérons I = [0, 1] I'intervalle unitaire et E = €°(I,R) le R-espace vectoriel des
fonctions continue sur I a valeurs réelles. Pour toute fonction f,g € E on pose

- / ' f(@)g(a)ds

L’application ¢: E x E — R ainsi définie est bilinéaire.

Désormais, on suppose F de dimension finie n.

Définition 1.1.5 (Matrices symétriques et alternées). — Soit A € M, (k) une matrice.
On dit que A est symétrique si Ces matrices forment un sous-espace vectoriel de M, (k),
qu’on note | S, (k).

Lemme 1.1.6. — On a‘dimSn(k) =n(n+ 1)/2.‘

Démonstration. — Notons N le nombre de coefficients qui sont strictement au-dessus de la diagonale;
c’est aussi le nombre de coefficients qui sont strictement en-dessous de la diagonale, et il y a n coefficients
diagonaux. Donc 2N +n = n?, d’ou ‘ N =n(n-1)/2. ‘

Une matrice symétrique est déterminée par le choix de ses n coefficients diagonaux et de ses N coefficients
au-dessus de la diagonale, d’ou dim S, (k) =n+ N =n(n+1)/2. O

Définition et théoréme 1.1.7 (Matrice d’une fbs et changement de base)
Soit E est un k-espace vectoriel de dimension finie n et soit B = (e, ...,ey,) une base de E.

(1) Soit ¢ une forme bilinéaire sur E. Pour tout i,j on pose a;; = ¢(e;,e;) et on considére la matrice
A= (aij)?’j:l. Alors, pour tout x1,...,x, € k et tout y1,...,y, € k on a

n n n n
(%) S wien Y yiej | =D miyjdleie) = > aijziy;
i=1 =1

i,7=1 i,7=1

Donc, si l'on pose X =t(x1,...,2,) et Y =t(xq,...,2,) les vecteurs colonnes ci-dessus, on a la formule
matricielle :

0] (Z?:l Tiiy Y i yjej) =X AY.

En particulier, la matrice A détermine complétement la forme bilinéaire ¢. On dit que A est la matrice de
¢ dans la base ZB et on la note Matz(¢).
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2) Réciproquement soit B € M, (k) une matrice. Alors Uapplication ¥: E x E — k définie pour tout
X =%z1,...,2,) €K™ et tout Y ="*(y1,...,yn) € k", par

(
1/1( L1 Tiei ) 1yjej> =X BY,

est bilinéaire et vérifie B = Matg(v).

(3) L’application pg: Lo(E, k) — Muy(k), ¢ — Matg(¢) est un isomorphisme de k-espaces vectoriels.
De plus le sous-espace des fbs S5 (E, k) (resp. le sous-espaces des fba oto(E,k)) s’identifie & travers g au
sous-espaces des matrices symétriques Sy, (k) (resp. au sous-espace des matrices ).

(4) Soient B’ une autre base de E et P la matrice de passage Matg(#'). Alors
(%) | A" =Matg (¢) ='PAP.|

Terminologie 1.1.7.1. — On dit que A, A’ € M,,(k) sont congruentes s’il existe P € GL,,(k) telle que
A" =1'PAP.

Démonstration. — (1) Comme ¢ est bilinéaire, on a bien I’égalité (*), qui montre que ¢ est déterminée
par sa matrice, donc que l'application pg : S (E) — S, (k), ¢ — Matg (o) est injective. D’autre part, on
voit que le scalaire ZZL =1 Qij Ti Yy € k est égal au produit matriciel
Y1
XAY = (21,...,72,)A
Yn
Démontrons que A est bien définie. En fait, supposons qu’on ait ¢(X,Y) = X A’Y pour une certaine

matrice A’ = (aj;) € M, (k). Comme e; (resp. e;) est le vecteur colonne dont toutes les coordonnées sont
nulles sauf la i-éme (resp. j-éme) qui vaut 1, on obtient que

aij = ¢(ei,ej) = (0,...,1,...,00B | 1| =a]

dou A’ = A.
Démontrons que ¢ est completement déterminée par A. Supposons que ¢’ soit une forme bilidaire telle
que A’ := Matg(¢') = A. En particulier, pour tout X = *(xy,...,2,) et Y =4(xy,...,2,) on a

zn:l‘iei,zn:yjej XAY tXA/Y ¢ ixiehiyjej
=1 Jj=1 i=1 j=1

(2) Pour tout B = (Byj);';—1 € Sn(k), I'application 1) est linéaire en les z;, d’une part, et en les yj,
d’autre part, et elle donc bilinéaire. De plus, prenant z;, = 1 = y;, et £; = 0 = y; pour ¢ # ig et j # jo,
on obtient ¢4(e;,, €j,) = aiy,j, Pour tout ip,jo =1,...,n, d’ott Matg(da) = A.

(3) Démontrons que 'application pg est linéaire. En effet, si ¢, 9 € S (E, k) et s € k, alors s¢ + 1) est
la forme bilinéaire symétrique définie par (s¢ + ) (u,v) = s¢(u,v) + ¥ (u,v) pour tout u,v € E, donc a
fortiori on a (s¢ + ) (e, ) = so(es, e;) + ¥(e;, e;) pour tout 4, j, d’out pgz(sp + ) = suz(d) + pa().
L’injectivité de ug suit (1) et la surjectivité de (2) : Papplication linéaire pg est donc un isomorphisme.

Il est en outre clair que si ¢ est une fbs alors la matrice Matg(¢) est symétrique. D’autre part, si

B = (b;;) est une matrice symétrique, pour tout z1,...,x, € k et tout y1,...,y, € k on a
n n n
Zyjejyzxiei Z ajz Yj Ti = Z aij z; y; = Pz, y),
j=1 i=1 ig=1 0" ij=1
=ai;

et donc ¥ est une forme bilinéaire symétrique. La vérification dans le cas des formes alternées est similaire
et laissée au lecteur.

(4) Soient x,y € E, ils correspondent dans la base B (resp. #’) & des vecteurs colonnes X,Y (resp.
X', Y"). D’apres la formule de changement de coordonnées, on a X = PX' et Y = PY’, d'ou X = X'"'P,
et donc :

d(z,y) =X AY ='X""PAPY’
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ce qui entraine A’ = ‘P A P. Le théoreme est démontré. O

Remarque 1.1.8. — On peut interptéter le fait que g est un isomorphisme en disant que se donner
une forme bilinéaire symétrique sur E « est la méme chose » que se donner une matrice symétrique.

Exemple 1.1.9. — Reprenons les notations de 'exemple 1.1.3. Si on désigne par Z la base canonique de
R?, on a

Mat (1) = ((1) ?) Matz(¢2) = (? (1)>

Mataen) = (3 o) Mata@o = (] ).

Définition et proposition 1.1.10 (Rang et noyau d’une forme bilinéaire symétrique)
Soit ¢ une forme bilinéaire sur un k-espace vectoriel E de dimension n et soient = (e1,...,e,) une
base de E et A = Matg(d).
(1) On définit le rang de ¢ par rang(¢) = rang(A) ; ceci ne dépend pas du choiz de la base B.
(2) Le noyau N(¢) de ¢ est défini par :
N(¢p)={ye E|Vz e E, ¢(z,y)=0}
C’est un sous-espace vectoriel de E, égal d Ker(A). (V)

(3) On dit que ¢ est non dégénérée si rang(¢) = dim E, i.e. si sa matrice dans une (et donc dans
toute) base de E est inversible. Ceci équivaut o dire que N(¢) = {0}.

Démonstration. — (1) Soient %’ une autre base de E et P = Matg(%'). Comme P et 'P sont inversibles
(on a (*P)~1 =1(P~1)), alors la matrice A’ = Matg (¢) = ‘PAP a méme rang que A. Ceci prouve (1).

Prouvons (2). Soit y € E, représenté dans la base & par le vecteur colonne Y. Si AY = 0, alors pour
x € F, représenté par le vecteur colonne X, on a

o(z,y) =X AY =0

et donc y € N(¢). Réciproquement, supposons que y € N(¢) et notons Z le vecteur colonne AY. Alors
pour tout vecteur colonne X, on a 0 = ‘X Z. En prenant pour X le vecteur dont toutes les coordonnées
sont nulles sauf la i-eme qui vaut 1, on obtient que la i-eme coordonnée de Z est nulle. Donc AY = Z
est nul, i.e. Y € Ker(A). Ceci prouve 1'égalité N(¢) = Ker(A); en particulier, N(¢) est un sous-espace
vectoriel de E. Ceci redémontre aussi que rang(A) = n — dim N(¢) ne dépend pas de la base & choisie.
Enfin, on a rang(A) = n si et seulement si N(¢) = {0}, ce qui prouve I’équivalence énoncée dans (3). O

Attention, la matrice Matg(¢) n’est pas la matrice d’'un endomorphisme de E; toutefois on a la pro-
position suivante.

Ezxzemple 1.1.11. — Reprenons les notations de 'exemple 1.1.3. Le noyau de ¢; et ¢, est trivial et donc
elles sont non-dégénérées. En revanche, ¢3 est dégénérée : en effet, on a N(¢p3) = Vect(es).

Proposition 1.1.12. — Soient E un k-espace vectoriel de dimension n et ¢ une forme bilinéaire sur E.

(1) Pour touty € E, lapplication 0(y) : E — k définie par 0(y)(x) = ¢(x,y) est linéaire, donc appartient
a lespace dual E*.

(2) L’application 0 : E — E*, y +— 0(y), est linéaire.

(3) Pour toute base B de E, notant B* la base duale de E*, la matrice Matg(¢) définie plus haut n’est
autre que Mat(g- 4)(0).

(4) On a N(¢) = Ker(0). Par conséquent, ¢ est non dégénérée si et seulement si 0 est un isomorphisme

Démonstration. — (1) résulte de la linéarité de ¢ en la lére variable : pour y € E fixé, l'application
x — ¢(x,y) est linéaire en x.

Montrons (2) : il faut voir que pour tout y,y" € E et p € k, les formes linéaires 0(py+y') et uf(y)+6(y’)
sont égales, c.-a-d., prennent la méme valeur sur tout x € E. Or, par définition, pour tout z € E on a :

0y + ) () = b, my +v) (10(y) + 0(y")) (x) = p(y) (@) + 0(y') () = (. y) + bl )

(D1]] est parfois noté Ker(¢), mais on évitera cette notation, pour éviter la confusion avec le noyau d’une application linéaire.
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donc I'égalité a vérifier se ramene a 'égalité :
Va € E, oz, py +y') = pd(x,y) + o(z,y'),

qui est bien vérifiée, puisque ¢ est linéaire en la 2¢me variable. Ceci prouve (2). Alors, on a

Ker(#) ={yo € E [ 0(yo) =0} ={yo € E | ¢(z,50) =0, Vz € E} = N(¢).
Comme dim E* = n = dim F, on obtient donc les équivalences :

¢ non dégénérée < N(¢p) = (0) < 6 est injectif < 6 est un isomorphisme,
d’ou (4). Enfin, soient # une base de E, #* la base duale de E*. Comme 6(e;)(e;) = ¢(e;, €;), pour tout
i=1,...,n,ona6(e) =", ¢(eie;)e; et ceci prouve que Mat gz« z)(0) = Matg(¢), d'or (3). O

Exemple 1.1.13. — Reprenons les notations de I'exemple 1.1.3. Pour tout ¢« = 1,...,4 on note par
0;: E — E* Papplication associée par la proposition précédente a la forme bilinéaire ¢;. Si e, e5 € E* est
la base duale 4 la base canonique, on a

{91(61) =e] {92(61) = e {93(61) = e
91(62) = 6; 92(62) = GT 93(62) =0

Définition 1.1.14. — Soit ¢ une forme bilinéaire sur un k-espace vectoriel E.

Orthogonalité. —

(1) On dit que deux vecteurs x,y € E sont orthogonaux (pour ¢) si ¢(x,y) = 0. Plus généralement,
on dit que deux sous-ensembles X,Y de E sont orthogonaux si 'on a ¢(z,y) = 0 pour tout z € X et
y € Y. On notera X 1Y pour signifier que X et Y sont orthogonaux.

(2) Pour tout sous-ensemble Y de E, on définit son orthogonal (relativement & ¢), noté Y% ou
simplement Y, par :

‘YL:{x€E|¢(x,y)=O, VyEY}‘

Exemple 1.1.15. — Reprenons les notations de Pexemple 1.1.3 et considérons F' = Vect(e;). Pour tout
i =1,...,4 désignons par F;- Porthogonal & F par rapport a la forme bilinéaire ¢;. Avec ces notations,
on a Fit = Vect(ez), F5- = Vect(ey) et F5- = E.

Proposition 1.1.1 (Orthogonalité). — Soit ¢ une forme bilinéaire sur un k-espace vectoriel E. Pour
tout sous-ensembles Y C E, l'orthogonal Y+ est un sous-espace vectoriel de E (méme si Y n’en est pas
un). De plus, on a les propriétés suivantes :

)|y CzZ=z-Cvt|

(2) | Y- = Veet(v)* ;|
(3) Si Y est un sous-espace vectoriel de E et si (f1,..., fp) est une famille génératrice de'Y, alors
YL ={fi,.  fY ={w € B, f)=0, Vi=1,..p}|
En particulier, on a N(¢) = E+ = {x € E | ¢(x,y) = 0 pour tout y € F}.

Démonstration. — Soient x, 2’ € Y+ et A € k, alors on a, pour tout y € Y, ¢(Ax + 2, y) = A\p(x,y) +
é(x',y) = 0, ce qui montre que Az + 2’ € Y. Donc Y+ est un sous-espace vectoriel de E.

Il est immédiat que si Y C Z, alors Z+ C Y+ car si x € Z* alors z est orthogonal & tout élément de
Z, donc x est a fortiori orthogonal & tout élément de Y (puisque Y C Z), donc z € Y.

Comme Y C Vect(Y), ceci donne déja I'inclusion Vect(Y)L C Y. Montrons I'inclusion réciproque. Soit
x € Y et soit v un élément arbitraire de Vect(Y'), par définition, v s’écrit comme une combinaison linéaire
fintev=My1 +---+ \yr, avecy; €Y et A\; € k; alors on a

$(x,v) =D i ¢a,y;) =0
et donc = € Vect(Y)*+. Ceci montre Iinclusion Y+ C Vect(Y)L, d’ott 'égalité Vect(Y )+ = Y+, L’assertion

(2) est démontrée. O

Théoréme 1.1.16 (Orthogonal d’un sous-espace). — Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique ou al-
ternée sur un k-espace vectoriel E de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors,

(1) [F € (FL)* | et |[dimFL > dimE - dim F. |
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(2) Si ¢ est non dégénérée, on a ’ dim F+ = dim E — dimF‘ et |F=(FHt.

(3) Si FnF+ ={0}, alors

Démonstration. — Posons 7 = dim F' et n = dim E.

(1) Soit f € F, pour tout = € F+ on a ¢(f,x) =0, d’ott f € (F+)*. Ceci montre la premiére assertion.
Prouvons la seconde.

Soit (f1,. .., fr) une base de F', complétons-la en une base # = (f1,..., fn) de E, et soit A = (a;)1<i j<n
la matrice de ¢ dans la base 4, i.e. a;; = ¢(fi, f;) pour 4,5 =1,...,n.

D’apres le point (2) de 1.1.1, F+ est formé des vecteurs v = z1 f1 + - - + 2, fn € E tels que ¢(f;,v) =0
pour i = 1,...,7. Comme ¢(fi,x1f1r+ -+ +xnfn) =35 25 6(fi, f;) = 27—, aij ), ceci équivaut & dire

T
que le vecteur colonne X = | : | est solution du systeéme linéaire homogene :
Ln
a1 1 +---+ apzr, =0
() : : :
a1+t G, =0

dont la matrice B est formée des r premiceres lignes de A. Comme ’espace des solutions du systeme est de
dimension n — rang(B), on obtient :

dim F+ = n —rang(B) > n —r,

ce qui prouve la seconde assertion de (1).

(2) Supposons ¢ non dégénérée. Alors A est de rang n, i.e. ses lignes sont linéairement indépendantes,
en particulier les r premieres lignes le sont, donc la matrice B est de rang r, et donc dim F- = n — r.
Remplacant alors F par F-, on obtient 1’égalité dim(F~+)+ = n— (n—r) = r, et par conséquent I'inclusion
F C (F*)* est une égalité.

(3) Supposons FNF+ = {0} (sans supposer ¢ non dégénérée). Alors F' et F+ sont en somme directe, et
le sous-espace '@ F'+ de E est de dimension d = r + dim F*. D’aprés (1), ona d > n, d'ou E = F @ F*
(et dim F'+ = n — r). Ceci termine la preuve de (3) et du théoreme. O

Définition 1.1.17 (Restriction & un sous-espace). — Soit ¢ une forme bilinéaire sur F, et soit F' un
sous-espace de F.

(1) On note ¢ la forme bilinéaire sur F' obtenue en restreignant ¢ a F' x F, i.e. ¢p(x,y) = ¢(x,y) pour
tout x,y € F'; on 'appelle la restriction de ¢ a F.

(2) Ona FNF+ = {z € F| ¢(x,y) = 0 pour tout y € F} = N(¢r). Donc l'assertion (4) de 1.1.16
peut se récrire comme suit : « si ¢ est non dégénérée, alors E = F @ F~* ».

Remarque 1.1.17.1. — Attention, méme si ¢ est non dégénérée, ¢ ne l'est pas nécessairement. Par
exemple, soit ¥ la forme bilinéaire symétrique ¢o est non dégénérée. Cependant, on a ¢s(ey,e1) = 0 =
@2(ea, e2) donc pour F' = Rey (ou Reg), on a (¢2)F = 0.

1.2. Formes quadratiques

Définition 1.2.1 (Formes quadratiques). — Soit E un k-espace vectoriel de dimension n. Une forme
quadratique @ sur E est une fonction £ — k de la forme = — ¢(x,z), ot ¢ est une forme bilinéaire
symétrique sur F.

Proposition 1.2.1 (Egalités de polarisation). — Comme ¢(x + y,xz + y) = o(z,2) + é(y,y) +
26(2,y) = Q) + Q(y) + 26(x,y), on a les dgalités :

1

(Qz+y) —Qx) —Qy) = ~(Qz+y) — Q(z —y))

() ol,y) = ;

N =

qui montrent que : ¢ est entierement déterminée par Q ; on dit que ¢ est la forme polaire de Q.

Proposition 1.2.2 (Expressions en coordonnées). — On munit E d’une base BB = (e1,...,ey).
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(1) Si A= (aij)} ;=1 est la matrice de ¢ dans la base B (i.e. a;j = P(ei,e;)), on a aj; = ai;j puisque ¢
est symétrique. Alors pour tout u = x1e1 + -+ + xpe, dans E, on a :

n
Q(u) = ¢(Z Zi€i, ijej) = Zaii .1312 + Z 20,1‘]‘ TiTj.
i j i=1 i<j

Done Q(u), considéré comme une fonction Q(x1,...,2,) des coordonnées (x1,...,x,) de u dans la base
B, est donné par :

(%) Q(x1, .-, @n) = 3001 @i @7 + 201 i j<n 2005 TiT5

on prendra garde au facteur 2 qui apparait avant les « doubles produits » x;x; !

(2) Réciproquement, si c’est Q qui est donnée par une formule explicite Q(x1, ..., xy) = Y iy bjx? +
Zl<i<j<n bij iz, (les x; étant les coordonnées dans la base %), alors sa forme polaire ¢ est donnée par :

Z1 Y1

*’ VI |, | €k, z;ei, ie; | =) bixiy + - (zy; + i
( ) : . ) ; i€ ;y] 7 Zz:; i LilYi Z 9 ( iYj ]yz)

T Un 1<i<j<n

et donc A = Matg(p) a pour coefficients diagonauz les b;, mais ses coefficients non diagonauz sont les
bij/Q.

Définition 1.2.2 (Termes carrés et doubles produits). — Dans la formule (%), les termes de la pre-
mitre somme Y., a; z7 sont appelés termes carrés et ceux de la deuxieéme somme ), <j 2045 T;T;
double produits.

Définition 1.2.3 (Formes quadratiques équivalentes). — On dit que deux formes quadratiques @ :

E — ket Q : E' — k sont équivalentes s’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels® f : F — E’
tel que Q = Q' o f. Cela est équivalent au fait que les matrices de Q et Q' sont congruentes.

Définitions 1.2.4 (Rang et noyau d’une forme quadratique). — Soient E un k-espace vectoriel de
dimension finie, () une forme quadratique sur E, et ¢ sa forme polaire.

(1) On définit le rang et le noyau de @ par :

[rang(Q) =rang(¢)| [N (Q) = N(¢).|

(2) Attention! N(Q) n’est pas égal, en général, a 'ensemble C(Q) = {z € E | Q(z) = 0}. On dit qu’un
vecteur z € E est isotrope (pour Q) si Q(z) = 0, et Pensemble C(Q) des vecteurs isotropes s’appelle le
cone isotrope de ). Ce n’est pas, en général, un sous-espace vectoriel de F, mais c’est un céne, i.e. il
vérifie la propriété suivante : si © € C(Q) et A € k, alors Az € C(Q).

Remarque 1.2.5. — On a toujours | N(Q) C C(Q) | mais l'inclusion est en général stricte. Par exemple,

dans le cas considéré en 1.1.17.1, on a N(Q) = N(¢) = {0} mais le cone isotrope est la réunion des deux
droites Re; et Res.

Définition 1.2.6 (Bases orthogonales). — Soit F un k-espace vectoriel de dimension n et soient ¢
une forme bilinéaire symétrique sur E, et @ la forme quadratique associée. Soit Z = (e, ..., e,) une base
de E

a) On dit que Z est une base orthogonale pour ¢ (ou pour Q) si l'on ¢(e;,e;) = 0 pour i # j.

b) Ceci équivaut a dire que la matrice A = Matg(¢) est diagonale; si 'on note Aj,...,\, ses
coefficients diagonaux et (x1,...,x,) les coordonnées dans la base %, ceci équivaut encore a dire que
Q(xy, ... zn) = A2+ + Ay 22,

(2)Un isomorphisme d’espaces vectoriels est une bijection linéaire.
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1.3. Réduction d’une forme quadratique en « somme de carrés »

Remarque 1.3.1. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension n. D’apres 1.2.1, il revient au méme de
se donner sur F une forme quadratique ) ou sa forme polaire ¢.

Le langage des formes quadratiques permet d’étre plus concis : si E est muni d’une base %, et donc de
coordonnées (z1,...,,) relativement a cette base (par exemple, si E = k™), on dira simplement, disons
pour n = 3 : «soit Q la forme quadratique az? + br3 + cx2 + dz1w2 + exy73 + fraxs », ce qui est plus
rapide que d’écrire : soit ¢ la forme bilinéaire symétrique définie par :

d(x1er + xoep + w3€3, Y101 + Y2e2 + Y3€3) =

d e f
ar1y1 + brays + cxsys + 5(:611/2 + zoyn) + 5(@“13/3 +z3y1) + 5(1‘2243 + z3Y2).

De méme, le fait d’écrire une forme quadratique comme un polyndéme (homogene) de degré 2 en les
coordonnées x;, i.e.

n
2
Q(z1,...,x,) = g a;x; + E Qij T;T;
i=1 1<i<j<n
permet d’effectuer sur ce polynéme des opérations algébriques simples, qui équivalent & trouver une base
orthogonale pour ¢ : c’est ce qu’on explique ci-dessous.

Définition 1.3.2. — Soient E un k-espace vectoriel de dimension n, () une forme quadratique sur E et
¢ sa forme polaire. Soit & = (e1,...,e,) une base de E, notons (z1,...,x,) les coordonnées dans cette
base, i.e. z; désigne en fait la forme linéaire f; = e} sur E.

(1) On dit que @ s’écrit dans la base & comme somme de carrés de formes linéaires indépen-
dantes si 'expression de @ en fonction des coordonnées x; est de la forme

Q=qri+- - +q,z2.

D’apres 1.2.1, ceci équivaut a dire que la matrice de ¢ dans la base % est diagonale, avec les ¢; pour
coefficients diagonaux.

(2) Les formes linéaires f; = e} sont linéairement indépendantes (#* = (e],...,e}) est la base duale
de #), d’ou la terminologie « somme de carrés de formes linéaires indépendantes ». En pratique, pour
abréger on écrira souvent « somme de carrés », mais il est essentiel de s’assurer que les formes linéaires en
question sont bien linéairement indépendantes (voir plus bas).

Théoréme 1.3.3 (Réduction d’une forme quadratique en somme de carrés ou algorithme de
Gauss)

Soient E un k-espace vectoriel de dimension n, et QQ une forme quadratique sur E, donnée dans une
base B = (e1,...,en) par

n 2
(%) V(xy,...,2,) € K", Q(zrer + -+ xpey) = E bizy + E bijxiw;.
i i<j
(1) Par une suite d’opérations « élémentaires » (décrites dans la démonstration), on peut trouver un
nouveau systéme de coordonnées (yi,...,yn) sur E, dans lequel Q s’écrit comme une somme de carrés,
i.e.

En particulier, B est une base orthogonale pour Q.

(2) Le nombre de coefficients a; non nuls est égal a r = rang(Q), et si k = R, on note p (resp. q) le
nombre de coefficients a; qui sont >0 (resp. < 0). Le couple (p,q) est appelé la signature de Q.

(3) De plus, N(¢) est le sous-espace vectoriel de E défini par les équations y; = 0, pour i parcourant
Uensemble des i € {1,...,n} tels que a; # 0.

Démonstration. — Remarquons d’abord que si @ s’écrit sous la forme (xx) dans une base %', alors la
matrice de sa forme polaire y est diagonale, avec les \; pour coefficients diagonaux, d’ou les assertions (2)
et (3) du théoreme.

11 reste & donner une démonstration « algorithmique » de l’assertion (1). On procede par récurrence sur
le nombre n de variables. Si n =1 on a Q(x1e1) = b1a?, et (x*) est vérifié. On peut donc supposer n > 1
et le résultat démontré pour n — 1. Distinguons deux cas.
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(a) Si dans l’écriture (x) plus haut, il existe un coefficient « diagonal » b; non nul, on peut supposer,
quitte a changer 'ordre des coordonnées, que b; # 0. On écrit alors

Q(.’l?) = Z blIZZ + Zbi7jxixj

i<j
= b2+ by iz 4+ bix? + b 2T
=017y T+ T 1,j%;5 iy 1,5 LiLj
§>2 i>1 1<i<j
———
201 A B

= bl(zl +A)2 — b1A2 + B
=yl + Q'

avec A} = by, y1 = 1 + A et Q' () = —b1 A% + B. La forme quadratique @’ ne dépend que des va-
riables zs,...,x,. Pour sa part, l'opération (x1,---,2,) — (y1,22, - ,Z,) est bien un changement de
coordonnées, car sa matrice est triangulaire avec des 1 sur la diagonale, donc inversible.

Par hypotheése de récurrence on peut faire un changement de coordonnées (xs,...,2n) — (Y2,.--,Yn)
tel que Q' (w2, ..., 2n) = Aoy + -+ + A\, y2 dot,

Q(yla"'7y7z) :Aly%++/\ny72w

ce qui prouve le résultat voulu dans ce cas.

(b) Supposons au contraire que tous les coefficients « diagonaux » b; soient nuls. Si Q =0, il n’y a rien
a montrer ; sinon on peut supposer, quitte a changer 'ordre des coordonnées, que b12 # 0.

Qz) = Z by 2122 + 1 Z by jx; +a2 Z by jx; + Z b j:x;

7>3 j>3 2<i<g
— —
b1,2A1 bl,zAQ B

=bi2 (331332 +x141 + $2A2) + B
=byo(z1 + A2) (w2 4+ A1) —a124:1 42 + B
=)\ (1‘1 + AQ) (1‘2 + Al) + Q/.

On utilise alors un principe similaire aux formules de polarisation pour le premier terme, & savoir la formule
4XY = (X +Y)2 - (X -Y)%:

$1+$2+A1+A2>2 A\ (171—1?2—|—A1
— Al

— A\
— AlA B.
5 9 ) a1 2A1A2 +

Qz) =X\ (

On pose alors y1 = (x1 +x2 + A1 + A2)/2, yo = (v1 —x2 + A1 — A2)/2 et y; = x; pour i > 2. L’application

(x1,29,23...,2pn) — (Y1,Y2,Z3...,%,) est bien un changement de coordonnées, car sa matrice est de la
forme
1 1
1 -1 "
0 [Ino2

et est donc de déterminant —2 # 0. Comme dans le premier cas, par hypotheése de récurrence on peut faire
un changement de coordonnées (z3,...,2,) = (Ys,...,yn) tel que Q'(x3,...,2n) = A3y3 + -+ + A\p Y3
d’ol1, en posant Ay = Aq,

Q(ylaayn):)‘ly%++Any72w

ce qui prouve le résultat voulu.

O

Tllustrons ceci par deux exemples : dans le premier n’apparaissent que des changements de coordonnées
du type (a).

Ezemple 1.3.4. — Considérons dans R? la forme quadratique

2 2
Q =x] + 1702 + 5.



10 CHAPITRE 1. FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

L’algorithme donne :

2 4
2
To\ 2 V3
= (n+3) (29”2) ’
qui est de signature (2,0).
Calcul d’une base othogonale. — Alafin de I’algorithme, on obtient un changement de base Y = PX,
ou X = (1, - ,2,) sont les anciennes variables, Y = (y1,---,yn) les nouvelles, et P est la matrice de
passage des anciennes variables vers les nouvelles (elle est donc inversible). La forme @ s’exprimait
Q(X)="'XAX,
avec A symétrique, et s’écrit désormais sous la forme
Q(X) =Y DY,

avec D diagonale, de coefficients les );. On a donc, pour tout X,

' XAX ='YDY =Y(PX)D(PX) ="'X("PDP)Y,
ce qui implique que A = ‘PDP (on vient de redémontrer la formule de changement de base 1.1.7).
Autrement dit, réduire une forme quadratique @ en somme de carrés revient a trouver une matrice diagonale

congruente a la matrice de Q.
En coordonnées, si on écrit P~ = (ef,--- ,el,), on obtient
Qyiey + - +yney) = Q(PT'Y) = Q(X) =Y DY = Aiyf + -+ Ay
Exemple 1.3.5. — Reprenons 'exemple 1.3.4. On avait

X2 \/g
ylleJr? et y2:7332;

1 1 1 —L
P:( %) ot Pl=1{, ).
0 %5 V3

Donc si on pose €) = (1,0) et e, = (—1/v/3,2/+/3), on obtient
Qyr€} +yaeh) = yi + 3.

Ezemple 1.3.6. — Considérons dans R? la forme quadratique :

par conséquent

Q(z1, 2, x3) = T1Z2 + Ta3 + T321.
On est dans le deuxieme cas de ’algorithme (pas de terme carrés), on écrit donc
p s

Q= (x1 +23)(x2 + 23) — x%

_ 1’1+I2+21‘3 2_ 1 — T2 2—56‘2
- 2 2 3

La forme est donc de signature (1,2).

Exemple 1.3.7 (Erreur 4 ne pas commettre!). — Reprenons le calcul précédent. Il ne faut pas
écrire que

0= T1 + X2 2_ Tr1 — T2 2+ T9 + X3 2_ To — T3 2+ xr1 + T3 2_ T — T3 2
B 2 2 2 2 2 2
=i —v3+ Y5 — i+ s — W,
ot 'on a posé y; = o1 + T2, Yo = T1 — T2, Y3 = To + T3, Y4 = Tz — T3, Y5 = T3 + T1, Yo = T3 — T1, et
conclure que la signature est (3,3) et le rang 6. Ceci est erroné (et la conclusion absurde!) : comme on part
ici d’une forme quadratique @ en 3 variables, son rang est r < 3 et donc on doit obtenir a la fin une somme

ayant au plus 3 termes. Or ici on en a écrit 6; ’erreur est que 'on n’a pas fait un vrai « changement de
coordonnées », car on a introduit trop de formes linéaires, qui ne sont plus linéairement indépendantes !

Donc, pour ne pas se tromper dans ces calculs, il vaut mieux procéder pas & pas, en effectuant a chaque
pas une transformation de type (a) ou (b). Il ne faut pas effectuer plusieurs opérations en méme temps!
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La possibilité d’effectuer des réductions supplémentaires dans 1’algorithme de Gauss dépend de propriétés
« arithmétiques » de k, c.-a-d., de quels éléments de k sont des carrés. Lorsque k£ = C ou R, on peut donner
des versions plus précises.

Théoréme 1.3.8 (Formes quadratiques sur C). — Soient E un C-espace vectoriel de dimension fi-
nie, Q une forme quadratique sur E et ¢ sa forme polaire. Il existe une base B de E pour laquelle Mat z(¢)
est la matrice diagonale de termes diagonaux (1,...,1,0,...,0), le nombre de 1 étant égal a r = rang(¢) ;
si l'on note (x1,...,x,) les coordonnées dans la base B, on a alors Q(z1,...,x,) = 23 + -+ + 22

Démonstration. — Soit r = rang(¢). D’apres le théoréme 1.3.3, il existe une base orthogonale (eq, ..., e,)
telle que Q(e;) # 0 pour @ < r, et Q(e;) = 0 pour i > 7. Pour tout ¢ = 1,...,7, soit A; € C tel que
A2 = Q(e;). Remplagant e; par e;/\;, pour i < 7, on obtient une base % ayant la propriété énoncée dans
le théoreme. O

On montre maintenant que la signature d’une forme quadratique, vue dans le théoreme 1.3.3, ne dépend
pas de base orthogonale choisie.

Théoréme 1.3.9 (Théoréme d’inertie de Sylvester). — Soient E un R-espace vectoriel de dimen-
sion n, Q une forme quadratique sur E et ¢ sa forme polaire.

(1) Soit B = (e1,...,en) une base orthogonale pour ¢ et soient p (resp. q) le nombre d’indices i tels
que Q(e;) > 0 (resp. < 0). Alors p et q ne dépendent pas de la base orthogonale choisie.

(2) Le couple (p,q) s’appelle la signature de Q (ou de ¢); on a rang(¢) =p + q.
(3) De plus, on peut choisir B de sorte que la matrice diagonale D = Matg(¢) ait pour termes diagonaux
(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0), le nombre de 1 (resp. —1) étant p (resp. q).

Démonstration. — Posons r = rang(¢). Soient B = (e1,...,e,) et € = (f1,..., fn) deux bases de E
orthogonales pour ¢. Notons p (resp. p’) le nombre d’indices 4 tels que Q(e;) > 0 (resp. Q(f;) > 0) et ¢
(resp. ¢') le nombre d’indices i tels que Q(e;) < 0 (resp. Q(f;) < 0). Alors

r=p+q=p+dq
et il s’agit de montrer que ¢ = ¢’ et p = p’. Quitte a renumdéroter les éléments de & et €, on peut supposer
que

Q(e;)) >0 pouri=1,...,p Q(f;)>0 pouri=1,...,p
(%) Qe;) <0 powri=p+1,....p+gq Q(fi) <0 pouwri=p +1,....p" +¢
Qe;) =0 pouri>p+q=r; Q(fi)=0 powi>p +4¢=r.

Notons P, le sous-espace de E engendré par les vecteurs e; tels que Q(e;) > 0. Ces vecteurs sont au
nombre de n — ¢, donc dim P, = n — ¢. Soit x un élément arbitraire de Py, écrivons x = >_._; x;¢;, avec
I={1,....ptU{r+1,...,n}; alors, d’apres (%), on obtient

icl

P
(1) Q(x) =Y a7 Q(e;) > 0.
i=1

D’autre part, soit P’ le sous-espace de E engendré par les vecteurs f; tels que Q(f;) < 0. Ces vecteurs sont
au nombre de ¢’, donc dim P’ = ¢’. Soit y un élément non nul de P’ , on peut écrire y = ?Z';?H vifi,
avec au moins 'un des y; non nul (car y # 0). Alors, d’apres (x) a nouveau, on obtient

p'+q’
(2) Q) = Y ¥i Q) <.

J=p'+1

Par conséquent, on a P, N P. = {0} et donc

n=dimFE >dimP, +dimP =n—q+¢
dolt ¢ > ¢. Echangeant les roles des bases & et €, on obtient de méme ¢’ > ¢, d’ou ¢ = ¢/, et de méme
p =p’. Ceci prouve la premieére assertion du théoréme.

Voyons la deuxiéme assertion. Soit # = (eq,...,e,) comme ci-dessus; pour ¢ = 1,...,p + ¢, notons

|Q(e;)| > 0 la valeur absolue de Q(e;). En remplagant e; par e;/+/|Q(e;)|, pour i = 1,...,p+ ¢, on obtient
une base orthogonale ayant la propriété énoncée dans le théoreme. O






CHAPITRE 2

ESPACES EUCLIDIENS ET GROUPES ORTHOGONAUX O(n)

Résumé : Ce chapitre constitue le coeur de la partie « géométrique » du cours. Dans la section 1, on
introduit les espaces vectoriels euclidiens, dont le prototype est R™ muni du produit scalaire standard, puis
on démontre 'inégalité de Cauchy-Schwarz, qui assure que le produit scalaire donne naissance a une « norme
euclidienne » (d’olt une notion de « distance », cf. 2.1.5). On introduit ensuite le groupe O(n) des isométries
de l'espace euclidien R™. Dans la section 2, on on démontre I'important théoreme de diagonalisation
simultanée 2.2.9. Dans la section 3, on introduit les projections et symétries orthogonales, ainsi que le
procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Enfin, dans la section 4, on étudie en profondeur les
isométries de R? et R3. En résumé, ce chapitre contient beaucoup de résultats nouveaux et importants,
qu'il faut essayer d’assimiler !

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des
compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans des appendices a la fin du chapitre;
ces passages n’interviendront pas dans les évaluations.

2.1. Espaces euclidiens. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Isométries
Définitions 2.1.1 (Produits scalaires et espaces euclidiens). — Soit E un R-espace vectoriel, pas
nécessairement de dimension finie.

(1) Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique sur F et @ la forme quadratique associée (i.e. Q(x) =
¢(x, ) pour tout z € E). On dit que @ (ou ¢) est définie positive si l'on a :

(Déf. Pos.) Vo€ E—{0}, Q(z) = ¢(z,2)>0.|

Dans ce cas, on dit que ¢ est un produit scalaire et on note souvent ¢(x,y) = (z | y).

Remarquons que si @ (ou ¢) est définie positive, elle est non-dégénérée : en effet, si © € N(¢), on a
0 = ¢(z,y) pour tout y € E, en particulier ¢(z,z) = 0, d’ou = = 0.

(2) Dans ce cas, on dit que : « E, muni de ( | ) » (ou que : «le couple (F,¢)») est un espace

euclidienV. Pour abréger, on écrira souvent : « Soit E un espace euclidien », sans préciser le produit
scalaire ( | ), celui-ci étant sous-entendu.

Exzemples 2.1.2. — (1) R” muni du produit scalaire euclidien standard :
L1 Y1

@ly) =z +-Fanyn  siz=| 1|, y=
Tn Yn

et de la forme quadratique associée Q(x) = 23 + -+ + 22, est un espace euclidien de dimension n. Pour ce
produit scalaire, la base canonique (eq,...,e,) de R™ est orthonormée, i.c.on a (e; | ej) =1sii=j et
= 0 sinon.

() Version du 9 avril 2019.

(DEn fait, on réserve d’habitude cette terminologie au cas ot E est de dimension finie; sinon on dit que E est un espace
préhilbertien réel (voir 'explication de cette terminologie dans I’Appendice 4.6 & la fin du dernier chapitre). Nous n’utiliserons
pas cette terminologie.
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(2) L’espace vectoriel E = €°([0,1],R) des fonctions continues f : [0,1] — R, muni du produit scalaire

1
(fg) = / F(Dg(t)dt

est un espace euclidien, qui n’est pas de dimension finie.

Définition 2.1.3 (Familles et bases orthonormées). — Soit F, muni de (| ), un espace euclidien.
(1) Une famille (e;);er de vecteurs est dite orthonormeée si (e; | ;) = 1 et (e; | e;) = 0 pour tout
i # .
(2) Supposons E de dimension n. Une base orthonormée est une base (e1,...,e,) de E qui est une
famille orthonormée, i.e. qui vérifie (e; | €;) =1 et (e; | ;) = 0 pour tout i # j.

Dans la suite, on abrégera souvent « base orthonormée » en : b.o.n. ou BON.

Proposition 2.1.1. — Toute famille orthonormée est libre. En particulier, si dim E = n, toute famille
orthonormée (f1,..., fn) de cardinal n est une base orthonormée de E.

Démonstration. — Supposons qu’on ait une relation 0 = tye;, +---+1ye;,, avec i, ..., i, € I deux a deux
distincts, et t1,...,t, € R. Fixons un indice r € {1,...,p} et appliquons (e;, | ) & I'égalité précédente.
Comme (e;,. | e;,) = 0 pour s # r, on obtient 0 = t,.(e;, | €;.) = t,, d’out t, = 0. Ceci prouve que la famille
(e;)ier est libre. O
Théoréme 2.1.4 (Existence de b.o.n.). — Soit E un espace euclidien de dimension n. Alors E admet

une base orthonormée.

Démonstration. — D’apres le théoréme d’inertie de Sylvester 1.3.9, il existe une base (eq,...,e,) ortho-
gonale (i.e. (e; | €;) = 0 pour 7 # j) et telle que (e; | €;) € {1,—1,0}; or comme ( | ) est défini positif on a
nécessairement (e; | e;) = 1, donc (ey, ..., e,) est une b.o.n. O

Définition 2.1.5 (Normes). — Soit E un R-espace vectoriel. Une norme ||-|| sur E est une application
E — Ry, x +— |Jz|| vérifiant les trois propriétés suivantes :
1) ||z =0 z=0.
(2) Pour tout t € R, x € E, on a |[tz| = [t] - ||=] (on
(3) [Ju+ | < |lull + ||v|l, pour tout uw,v € E.

Remarque. L’inégalité précédente est nommée inégalité triangulaire, pour la raison suivante. Si on
pose d(z,y) = ||y — z||, pour tout =,y € E, alors, compte-tenu de (1) et (2) ci-dessus, (3) équivaut & dire
(en posant u =y — x, v = z — y) que 'application d : F x E — R est une distance sur F, i.e. vérifie :

(1) d(z,y) =0z =y.

(2) d(z,y) = d(y, z).

(3’) Inégalité triangulaire : pour tout x,y,z € E, on a : d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2)

z

t| est la valeur absolue de t).

d(x,z)

X

Théoréme 2.1.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme euclidienne)
Soit E, muni de (| ), un espace euclidien et soit Q(x) = (x| z) la forme quadratique associée.

(1) On a linégalité de Cauchy-Schwarz :

(CS) Yoy e B, (v]y)’ <QE)QW)|

avec égalité si et seulement si x ety sont liés.

(2) Par conséquent, Uapplication x — ||z|| = /(x| ) est une norme sur E, appelée la norme eucli-
dienne associée a (| ), et linégalité de Cauchy-Schwarz se récrit comme suit (ou dans le terme de gauche
| - | désigne la valeur absolue dans R) :

(CS) ey e B, |yl < el -yl ]
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Démonstration. — Vous avez normalement déja vu une preuve de cette inégalité dans le module 2M216.
Voici une autre preuve.

Si les vecteurs x et y sont liés, alors on a 1'égalité (z | y)? = Q(x)Q(y), simplement parce qu’on peut
alors écrire z = Ay (ou le contraire si y = 0), et donc (z | ¥)2 = (\y | )% = X2(y | ¥)? = N2Q(y)* =
Q(\y)*Q(y)* = Q(z)*Q(y)*.

Si ces vecteurs forment une famille libre, on se place dans le sous-espace vectoriel F' = vect(z,y) C E.
On considere alors la matrice

. (¢<x,x> d»(w,y))
oy, x) oy,9))’

qui est la matrice de la forme ¢ associée a Q|p dans la base (z,y) de F'. Le théoreme 1.3.9 affirme que A
peut étre diagonalisée, et que les coefficients diagonaux de la matrice diagonale associée sont tous égaux a
1, car Q| est définie positive. On peut donc écrire A = tPI,P, ou P est la matrice de passage de la base
(z,y) dans une base de diagonalisation de la forme @ r. On a donc dét(A) = dét(P)? > 0. Le calcul de ce
déterminant en fonction des coordonnées de A donne alors

(1) S, 2)d(y,y) — d(z,y)(y, ») = dét(P)* > 0,
soit
o(z,9)* < Q(z)Q(y).
Cela démontre le premier point du théoreme.
Prouvons maintenant que = — ||z|| = y/(z | ) est une norme sur E. Comme ( | ) est défini positif, on
a ||lz|| = 0 & 2 = 0. D’autre part, pour tout t € R et z € E, on a [t| = V2 et donc

[ta] = Vt2 (@ [ z) = [t] - [|]].

Enfin, soient x,y € E. D’abord, I'inégalité de Cauchy-Schwarz équivaut (en prenant la racine carrée) a :
(@ [ y)l < ] - llyll;
on obtient alors
-+ yll? = lzl* + llyl* + 2(2 | y) < 2]+ [lyl|* + 2[(2 | y)|
2
< el + llyll* + 20zl - Iyl = (=l + lyll)"-
Prenant la racine carrée, ceci entraine (et équivaut a) I'inégalité triangulaire. Le théoréme est démontré. [

Remarque 2.1.7. — Si on reprend ’égalité (1) dans le cas ot ) est le produit scalaire canonique, on
retombe sur

(zly)? + dét(z,y)* = ||z ] |ly]*.
Rappelons que la quantité dét(z,y) a une interprétation géométrique : c’est l'aire du parallélogramme
engendré par les vecteurs x et y.

Récrivons certaines conséquences de Iégalité (v +y |z +y) = (x| ) + (v | y) + 2(z | y) en utilisant la
norme || - || (ou plutét son carré) :

Proposition 2.1.8 (Pythagore, parallélogramme et médiane, polarisation)

Soit E un espace euclidien, et soit || - || la norme associée au produit scalaire (| ). On a les égalités
suivantes :
(Pythagore) |21+ -+ znl? = [z |? 4+ + |2l si x1,..., T, sont orthogonaux
(Parallélogramme/Médiane) e+ yl? + llz —ylI* = 2||z]* + 2|ly|?
(Polarisation) Az |y) =z +yl? =z —yl?
Démonstration. — L’égalité de Pythagore est immédiate si n = 2, et dans ce cas on a méme la réciproque :
si |lz1 + 22|? = [J21]|? + ||22]|? alors (z1 | x2) = 0. L’égalité pour n vecteurs orthogonaux s’obtient par

récurrence sur n. On prendra garde que la réciproque est fausse pour n > 3 : prendre par exemple dans
R? euclidien les vecteurs 1 = e1, T2 = €1 + €2, T3 = €9 — €;.
Les deux autres égalités s’obtiennent en ajoutant (resp. soustrayant) les égalités :
lz+yl? = (z+y |z +y) = l|lzl* + lylI* +2(z | y)

lz = yl* = (@ —y |z —y) = llz* + y|* — 2= | y)
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Remarques 2.1.8.1. — La deuxieme égalité s’appelle « identité du parallélogramme », car elle exprime
que dans le parallélograme construit sur les vecteurs x et y, la somme des carrés des longueurs des quatre
cOtés égale la somme des carrés des longueurs des deux diagonales (qui sont « + y et x — y). Elle s’appelle
aussi « identité de la médiane », car dans le triangle construit sur les vecteurs x et y, la « médiane » joignant
0 au milieu du cdté x — y est (z +y)/2, et P'on a donc une formule exprimant (le carré de) la longueur de
la médiane en fonction de la longeur des cotés :

2
z+yll” _ =) n lyl*  llz—yl?
2 2 2 4 '
Enfin, la derniére égalité est appelée « identité de polarisation », car elle exprime en fonction de la forme
quadratique Q(x) = ||x||? le produit scalaire, qui est la « forme polaire » de . On I’a déja rencontrée dans

le Chap. 4 sous la forme 4¢(z,y) = Q(z +y) — Q(z — y).

Avant d’introduire la définition suivante, rappelons que la fonction cosinus induit une bijection de
[0, 7] sur [—1,1] (on a cos(0) =1, cos(m) = —1, et cos est strictement décroissante sur U'intervalle [0, 7]).

Définition 2.1.9 (Angle non orienté de deux vecteurs non nuls). — Soit £, muni de ( | ), un
espace euclidien et soit || - || la norme euclidienne. Soient u, v deux vecteurs non nuls. D’aprés U'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on a

[(w | v)] < | - [Jv]| d’ott —1< (ulv) <
lwll - (ol

(u]w)

donc il existe un unique 6 € [0, 7] tel que | cos(d) = m
ul| - [Jv

ie. | (u|v)=cos(d)|ul - ||v].|On appelle #
[ (u | v) = cos(®) [[u] - ]l |

P’angle non-orienté des vecteurs u et v, il ne change pas si 'on échange u et v.

Définition et proposition 2.1.10 (Isométries vectorielles). — Soient E, F deux espaces euclidiens
de méme dimensionn, notons (| )g et||-||g (resp. (| )r et|-||r) le produit scalaire et la norme euclidienne
sur E (resp. F). Soit f : E — F une application linéaire.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f préserve la norme : ‘Vm €E, |z|g= ||f(x)HF‘

a)

(b) f préserve le produit scalaire :‘Vx, yeFE, (z|lye=()|fly)r ‘

(¢) Pour toute b.o.n. B = (e1,...,e,) de E, la famille (f(e1),..., f(en)) est une b.o.n. de F.
(d) Il existe une b.o.n. B = (e1,...,e,) de E telle que (f(e1),..., f(en)) soit une b.o.n. de F.

(2) Sous ces conditions, on dit que f est une isométrie vectorielle de E sur F'

(3) Dans ce cas, f est bijective, et son inverse f~1 est aussi une isométrie.

Démonstration. — Supposons que f préserve la norme, et soient z,y € E. Alors ||z +y||% = || f(z+y)||% =
|l f(z) + f(y)||%, et le premier (resp. dernier) membre égale :
Izl + lyllE + 2 | 9)p,  resp. (IF@)IF + IFWIF +2(f(2) | fy)r

et comme |23 = [1/(2) % et llgll3 = 7(9)]%, on obtient que (z | y)s = (£(2) | f(1))r. Ceci prouve que
(a) = (b).

Les implications (b) = (c¢) = (d) sont évidentes, montrons que (d) = (a). Supposons (d) vérifiée. Pour
tout @ = x1e1 + -+ + zpe, dans E, on a f(x) = Y, z; f(e;) et, comme (e1,...,e,) et (f(e1),..., f(en))
sont des b.o.n., on obtient

n
lzlE =D a? = |1 f (@)%
i=1

donc (a) est vérifiée. Ceci prouve 'assertion (1).

Prouvons (3). Soit f : E — F une isométrie, et soit & = (eq,...,e,) de E. Comme f(%) est une b.o.n.
(donc une base) de F, alors f est bijective. Son inverse f~! envoie la b.o.n. f(2) = (f(e1),..., f(en)) de
F sur la b.o.n. # de E, donc f~! est une isométrie. Ceci prouve (3). La proposition est démontrée. O

Terminologie 2.1.10.1. — On a introduit la terminologie isométrie « vectorielle » pour pouvoir faire
plus tard la distinction avec la notion d’isométrie « affine », qu’on introduira lorsqu’on étudiera les espaces
et applications affines.

Dans la suite de ce chapitre, comme on ne considere que des applications linéaires, on dira simplement
« isométrie » au lieu de « isométrie vectorielle ».
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Définition et corollaire 2.1.11. — (1) On dit que deuz espaces euclidiens E et E' sont isométriques
s’il existe une isométrie f : E — E'.

(2) Tout espace euclidien E de dimension n est isométriqgue & R™ muni du produit scalaire euclidien
standard.

Démonstration. — Soit B = (ey,...,e,) la base canonique de R™, qui est orthonormée pour le produit
scalaire standard. D’apres le théoreme 2.1.4, F admet une b.om. € = (f1,..., fn). Alors lapplication
linéaire u : R™ — E définie par u(e;) = f;, pour i = 1,...,n, est une isométrie de R" sur FE. O

Définition et proposition 2.1.12. — On note O(n) = {A € M,,(R) | 'AA = I,,}. C’est un sous-groupe
de GL,(R), appelé le groupe orthogonal.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que ’ensemble O(n) est bien un groupe. Rappelons que 1’égalité
tAA = I, entraine que A est inversible et A~ = 'A. Donc O(n) C GL,(R) et, si A € O(n), son inverse
B = A7! =A vérifie B~! = A =B, donc appartient aussi & O(n). De plus, pour tout A, B € O(n), on a
I'égalité *(AB)AB = 'B'AAB ='BB = I,,, donc AB € O(n). O

Munissons R™ du produit scalaire euclidien standard ( | ). Pour tout X, Y € R* on a (X | V) = XY,
i.e. la matrice de ( | ) dans la base canonique %y = (eq, ..., e,) est la matrice identité I,,. Donc une matrice
arbitraire A € M,,(R) préserve le produit scalaire si et seulement si, on a, pour tout X,¥Y € R™ :

XY = (X |Y) = (AX | AY) =X (4A) Y

ce qui équivaut a dire que ‘AA = T, (cf. 1.1.7). Ceci montre que O(n) est le groupe des isométries de R™
muni du produit scalaire euclidien standard ( | ).

De plus, notons C1,...,C,, les colonnes de A (i.e. C; est le vecteur Ae; € R™). Remarquons que, pour
tout i,j € {1,...,n}, le coefficient d’indice (i,7) de ‘AA est le produit matriciel de la i-¢me ligne de *A,
Le. de 'C;, par la colonne Cj, c.-a-d., on a (*AA);; = (Ae; | Aej), donc la condition ‘AA = I,, équivaut
aussi a dire que les colonnes de A sont de norme 1 et deux & deux orthogonales. Tenant compte de la
proposition 2.1.10, on obtient donc les caractérisations suivantes de O(n), chacune étant utile :

Proposition 2.1.13 (Groupe orthogonal O(n)). — On munit R™ du produit scalaire euclidien stan-
dard (| ) et l’on note || - || la norme euclidienne associée. Alors O(n) est le groupe des isométries de R™ ;
il est caractérisé par chacune des égalités suivantes :

O(n) ={A e M,(R) | "AA =1,}
={AecGL,(R) | A =14}
={AeM,(R)| (AX | AY)=(X|Y), VX,Y eR"}
— {A e M,(R) | [ AX] = X[, VX €R"}
={Ae M,([R) | (Afy,...,Afn) est une b.o.n., pour toute b.o.n. (f1,...,fn)}
={A e M,(R) | (Aey,...,Ae,) est une b.o.n., ot (ey,...,e,) est la base canonique de R"}
(R)

={A € M,(R) | les colonnes de A sont de norme 1 et deux & deux orthogonales}

Les éléments de O(n) sont parfois appelés « endomorphismes orthogonaux » (mais voir la remarque 2.3.2.2
plus bas).

Remarque 2.1.14. — 1l existe d’autres groupes orthogonaux (qui ne sont isomorphes & aucun O(n)).
Soient p,q des entiers > 1 et soit ¢ la forme bilinéaire symétrique sur RPT¢ définie par ¢(X,Y) =

. . . I, |0
M wiy — Zg:pﬂ z;Y;, i.e. la matrice de ¢ dans la base canonique de RP'Y est J = < qup fI’Z )
Cette forme bilinéaire symétrique est de signature (p, q) (notons que d’apres le théoreme 1.3.9 d’inertie de
Sylvester, toute forme bilinéaire symétrique est équivalente & une telle forme ¢). Alors

{Ae My(R)|'AJA = J} = {A € My (R) | $(AX, AY) = (X,Y), VX,Y € R"}

est un sous-groupe de GL,(R), noté O(p,q). On ne considérera pas ces groupes dans ce cours.



S

18 CHAPITRE 2. ESPACES EUCLIDIENS ET GROUPES ORTHOGONAUX O(n)

2.2. Endomorphismes auto-adjoints et théoréme de diagonalisation simultanée

Commengons par introduire I’adjoint dans le cas général d’une forme bilinéaire symétrique non dégéné-
rée, méme si on se limitera dans la suite au cas euclidien.

Théoréme et définition 2.2.1 (Adjoint d’un endomorphisme). — Soient E un R-espace vectoriel
de dimension n, ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E, non dégénérée. Pour tout u € End(E), il
existe un unique endomorphisme u* de E, appelé I’adjoint de u, vérifiant :

(1) Yy e B, |ou(),y) = ¢z, ()|
Pour toute base B de E, si l'on note J = Matg(¢p) et A =Matg(u), on a

(2) | A* = Matg(u?) = J 1A J|

Démonstration. — Supposons qu'il existe u* vérifiant (1) et soient & une base de E, J = Matg(o),
A = Matg(u) et A* = Matg(u*). Soient x,y € E arbitraires, et notons X,Y € R™ les vecteurs colonnes
des coordonnées dans la base Z. Alors on a

XATY = ¢(ul(x),y) = oz, u"(y)) = XJA'Y

d’ott 'AJ = JA* et donc, puisque J est inversible (car ¢ non-dégénérée), A* = J~1!A J. Ceci montre que
u*, ¢'il existe, vérifie (2) et est donc unique.
Réciproquement, si I’on note v* ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base Z est A* = J 1A J,
alors pour tout x,y on a :
oz, u*(y)) = 'XTA'Y = XA TY = g(u(x), )

donc u* vérifie (1). Ceci prouve I’existence, et le théoreme est démontré. O

Remarque 2.2.2. — 1l résulte de la formule (2) (ou directement de la définition (1)) que, pour tout
u,v € End(F) et s,t € R, on a (su + tv)* = su* + tv*, i.e. application End(E) — End(FE), u — u* est
linéaire.

Remarquons aussi que si ¢ est un produit scalaire et si Z est une b.o.n., alors la matrice de ¢ dans &

est J = I,,. On peut donc énoncer le théoreme dans le cas euclidien sous la forme suivante.

Théoréme 2.2.3 (Adjoint d’un endomorphisme dans le cas euclidien)
Soit E muni de (| ) un espace euclidien de dimension n. Pour tout w € End(FE), il existe un unique
endomorphisme u* de E, appelé ’adjoint de u, vérifiant :

(%) vy € B, | (u@)]y) = (z|u(y)). |
Pour toute b.o.n. B de E, sil’on note A =Matg(u), on a

(%) ‘A* = Matg(u*) = A. ‘

Définition 2.2.4 (Endomorphismes auto-adjoints). — Soit F un espace euclidien de dimension
n. On dit qu'un endomorphisme v € End(E) est auto-adjoint (ou symétrique) s’il vérifie u* = u. Ceci
équivaut a dire que, pour toute b.o.n. B de E, la matrice S = Matg(u) est symétrique.

Proposition 2.2.5 (Endomorphismes auto-adjoints et formes bilinéaires symétriques)
Soit E muni de (| ) un espace euclidien de dimension n et soit ¢ une autre forme bilinéaire symétrique
(arbitraire) sur E. Alors il existe un unique u € End(E) auto-adjoint pour (| ) tel que :

(1) Yoy € B, |o(xy) = (u@)|y) = (] u))-|
Pour toute b.o.n. A de E, on a
(1) | Matg(u) = Mat (0). |

Démonstration. — Soient % une b.o.n. de F et S = Matg(¢), on a 'S = S. Pour x,y € F, notons
X,Y € R™ les coordonnées dans la base Z. S’il existe u vérifiant (1), soit A = Matg(u), alors I’égalité

XSY = d(x,y) = (x| uly)) = XAY

entraine A = S. Ceci montre que u, s'il existe, vérifie (1) et est donc unique.
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Réciproquement, si I’on note u I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base £ est S, alors pour
tout z,y on a :

¢z, y) =XSY = (z | u(y))
='X'SY = (u(z) | y)
donc u vérifie (). Ceci prouve I'existence, et la proposition est démontrée. O

En résumé, si on se fixe un produit scalaire (-|-) et une base B de E, orthonormée pour ce produit
scalaire, on a les correspondances suivantes :

Endomorphisme
auto-adjoint u

Forme quadratique )

Matrice symétrique A

On peut énoncer maintenant le théoreme spectral, aussi appelé “théoreme de diagonalisation simultanée”.

Théoréme 2.2.6 (Diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints)

Soient E muni de (| ) un espace euclidien de dimension n, et u un endomorphisme auto-adjoint.
Alors, u est diagonalisable et ses espaces propres sont deux & deux orthogonaux. Par conséquent, il existe
une b.o.n. de E formée de vecteurs propres de u.

Corollaire 2.2.7 (Diagonalisation des matrices symétriques réelles)
Soit S € M, (R) une matrice symétrique réelle. Alors S est diagonalisable dans une base orthonormée :
il existe P € O(n) telle que P~*SP soit diagonale.

Le point le plus difficile de la démonstration est la proposition suivante :

Proposition 2.2.8 (Existence d’une valeur propre réelle). — Soit A € M, (R) symétrique. Alors
A admet au moins une valeur propre réelle.

Admettons pour le moment cette proposition et démontrons le théoréme, par récurrence sur n = dim F.
C’est ok si n = 1, donc on peut supposer n > 2 et le résultat établi pour n — 1. D’apres la proposition,
u admet au moins une valeur propre réelle A\, soit f; un vecteur propre associé, qu'on peut supposer de

1
mfl
(u(@) | fr) = (@ [u™(f1) = (| u(fr)) = (@ [ A fr) = Mz | 1) =0,

donc u(x) € E;. La restriction u; de u & E; est encore auto-adjointe, puisque pour tout z,y € E; on a :

(ur(z) [ y) = (u(z) |y) = (= | u(y)) = (= | va(y)).
Donc, par hypothese de récurrence, il existe une b.o.n. € = (fa,. .., fn) de Ey formée de vecteurs propres
de uy, donc de u. Alors, Z = {f1} U% est une b.o.n. de E formée de vecteurs propres de u. Ceci prouve
la premiere assertion du théoréme.
Le fait que les espaces propres soient deux & deux orthogonaux peut se déduire de la démonstration
précédente, mais il est plus simple de le voir directement. Soient A\ # u deux valeurs propres distinctes de
u et solent x € V) et y € V,,; alors

Az [y) = (u(z) | y) = (x| uy)) = plz | y)
et comme A # pu ceci entraine (z | y) = 0. Ceci prouve le théoréme, modulo la démonstration de la
proposition 2.2.8. g

norme 1 (quitte & remplacer f; par ). Montrons que E; = (Rf;)" est stable par u : pour tout

r € Fj,ona:

Démonstration de la proposition 2.2.8. — On munit R™ de la norme euclidienne usuelle et I'on considere
la sphére unité :
"l = o €R" | [l =af + - 2k = 1};
celle-ci est compacte. D’autre part, la fonction
f:R" = R, z— (Az | )
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est continue, car c’est un polynéme de degré 2 en les coordonnées x1,...,x,. Par conséquent, f atteint
un maximum A en un point zy de S~ !, i.e. on a :

Vo e S™1, (Az | ) < X = (Azq | o).

1
Alors, pour tout x # 0 dans R®, on a ——x € S"~!, d’ol1

|zl
(Ax | ﬂf) <\
lzll ™l
et donc :

(1) Vo € R™" — {0}, (Az | z) < Xz | 2).
Fixons v € R™ et soit ¢t € R variable. On a, d’une part :
f(zo+tv) = (A(zo + tv) | A(zo + tv)) = (Amo | 20) + t(Azg | v) + t(Av | 2o) + t(Av | v)
et comme (Av | g) = (v | 'Axg) = (v | Axg) = (Axg | v), ceci se récrit :
(2) f(xo +tv) = (Azo | mo) + 2t(Axg | v) + t*(Av | v).
D’autre part, on a :
Ao +tv | zo +tv) = A(wg | zo) +2t(Axo | v) + 2 (Av | v).
—r

D’apres (1), et tenant compte de I'égalité A\ = (Axg | 2o), on obtient :

vVt € R, 2t(Azo — Az | v) + t2(Av — v | v) < 0.

On a donc un trinéme du second degré en t, toujours négatif et qui s’annule pour ¢ = 0. On en déduit que
son discriminant réduit A’ = (Axg — Az | v)? est nul, donc :

Yv e R", (Azg — Azo | v) =0

et donc Azxg — Axg = 0, i.e. Axg = Axg. Ceci prouve que zg est un vecteur propre pour \. Ceci acheve la
démonstration de la proposition 2.2.8 et du théoreme 2.2.6. O

Théoréme 2.2.9 (Réduction simultanée). — Soient E muni de (| ) un espace euclidien de dimen-
sion n, @ une forme quadratique arbitraire sur E, ¢ sa forme polaire, By = (e1,...,en) une base ortho-
normée de E, et u l’endomorphisme de E tel que Matg,(u) = Matg, (¢) = A.

Alors il existe une base B = (f1,..., frn) orthonormée pour ( | ) et formée de vecteurs propres de u,
e u(f;) =N fi pouri=1,...,n, et l'on a

M 0 -0
0 A
Matg(¢) = L ?
: - .0
0 -+ 0 M\,
0t A1, ..., A, sont les valeurs propres de u ; plus précisément, la matrice de passage P = Matg, (%) est

orthogonale, i.e. 'P = P~ donc la matrice ci-dessus égale a la fois 'PAP = Matg(p) et P71AP =
Mat{@(u).

Remarque 2.2.9.1. — Ce théoreme est appelé « théoreme de réduction simultanée » ou « de diago-
nalisation simultanée » car la base % donnée par 1’énoncé est a la fois orthonormée pour ( | ) et
orthogonale pour ¢. En d’autres termes, si 'on note (x1,...,2,) les coordonnées dans % d’un vecteur z
arbitraire, la base % réduit simultanément la forme z — (z | ) a la forme standard 2% + - -- + 22, et
la forme @ en la somme de carrés A\ja3 + -+ + A\, 22.

Démonstration. — Notons u ’endomorphisme auto-adjoint tel que

Ve,ye B, (x,y) = (u(z) |y) = (x| (uy)),
cf. Proposition 2.2.5. D’apres le théoreme 2.2.6, il existe une base # = (f1,..., fn) orthonormée pour
(|) et formée de vecteurs propres de u, i.e. u(f;) = A\; fi, pour tout . Alors, pour tout 4,5 on a :

0 siij,

o(fis i) = Ni(fi | f3) =X (fi | £3) = {)\. iz
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ce qui montre que & est une base orthogonale pour ¢. De plus, comme %, et % sont orthonormées, la
matrice de passage P = Matg, (%) est orthogonale, i.e. *P = P~ donc la matrice diagonale de ’énoncé
égale & la fois 'PAP = Matg(¢) et P~1AP = Matg(u). O

Répétons la version matricielle du théoreme précédent :

Corollaire 2.2.10 (Réduction simultanée des matrices symétriques réelles)
Soit S € M,(R) telle que 'S = S. Il existe P € O(n) telle que P~1SP ='PSP soit diagonale.

Corollaire 2.2.11 (Calculs de signature). — Soient Q une forme quadratique sur R™, ¢ sa forme
polaire, A la matrice de ¢ dans la base canonique. Alors la signature de Q) est donnée par le nombre de
valeurs propres de A qui sont > 0 (resp. <0).

Exemple 2.2.12. — Illustrons ce qui précede par I'exemple suivant. Soient n > 2 et @) la forme quadra-
tique sur R™ définie par
Q(]}l, cen ,xn) = 221‘2‘.13]' = ZZ‘ZJ?]
i<j i#j

La matrice de sa forme polaire est

0 1 1

A 1 0
: . -1
1 - 1 0

(tous les coefficients valent 1 sauf ceux de la diagonale qui sont nuls). On remarque que la matrice A + I,
est de rang 1, donc 'espace propre V_; = Ker(A + I,) est de dimension n — 1. Donc —1 est une racine
de multiplicité > n — 1 du polynéme caractéristique P4(X). Comme 0 = Tr(A) est la somme des racines
(dans C) de P4(X), la derniere racine A vérifie A + (n — 1)(—1) = 0, d’ot A = n — 1. Donc, d’apres le
théoréme 2.2.9, il existe P € O(n) tel que
-1 0 --- 0
1 ' 0
P AP ="PAP =

: -1 0

o -+ 0 n-1
il y a donc n — 1 valeurs propres égales & —1, et une seule valeur propre > 0 (égale & n — 1), donc la
signature de @ est (1,n — 1).

Remarque 2.2.13. — Pour des applications géométriques du théoreme 2.2.9, voir I’étude des coniques
et quadriques dans le chapitre suivant.

Ezxemple 2.2.14. — On considere le probléme suivant : trois masses identiques sont fixées aux abscisses
1, 2 et 3 et se meuvent verticalement. Entre deux masses successives on met un ressort de constante de
raideur 1 et de longueur au repos 1. On ajoute deux autres ressorts, un a gauche et un a droite, attachés
respectivement au point (0,0) et a la premiére masse, et au point (4,0) et a la derniére masse, comme sur
le dessin suivant.

Y
NNNNNNNNNNNY
NNNINNNNNNNNY

N
N
N

On appelle x(t) 'ordonnée du premier point au temps ¢, y(¢) celle du deuxieme et z(t) celle du troisieme.
On veut obtenir les équations du mouvement des trois masses, c’est a dire expliciter la fonction f = (z,y, 2) :
R — R? en fonction de conditions initiales.

L’application de la seconde loi de Newton (par exemple) conduit a :

"(t) —2x(t) + y(t)

y"(t) z(t) = 2y(t) + 2(t)
2'(t) = y(t)—2z(t)



22 CHAPITRE 2. ESPACES EUCLIDIENS ET GROUPES ORTHOGONAUX O(n)

ce qui se réécrit de maniere matricielle :
17(t) = Af(t) avec A=[|1 -2 1 |¢eS3R).

Cette équation différentielle se résoud en réduisant la matrice A.
On commence par calculer le polynéme caractéristique de A :

xa=(X+2)(X+2-V2)(X +2+V2),

donc les valeurs propres de A sont \; = —2, Ao = —2+ /2 et A\3 = —2 — /2. L’algorithme du pivot de
Gauss permet de trouver des vecteurs propres associés :

1 1 1
7 1 1
’Ulzf\/i 0 s Vo = = \/i s V3 = < —\/§
2\ 1 2\ 4

Notons P = (v; v2 v3) la matrice de passage associée. Par le théoreme spectral, les vecteurs v; sont deux &
deux orthogonaux, et ils sont de plus de norme 1; la matrice P est donc orthogonale. On peut donc écrire
A= PDP~!, avec D la matrice diagonale avec pour coefficients A1, A2 et As.

Si on note V = P~1f, alors 'équation différentielle initiale se réécrit V' (¢) = DV (¢). On a réduit 'étude
a celle de trois équations différentielles linéaires d’ordre 2 & coefficients constants du type y” = \;y, avec
Ai < 0, dont les solutions sont du type

y(t) = p1 cos(v/—Ait) + pasin(v/ —Agt).
Si on se fixe une condition initiale du type f(0) = (0,1,0) et f(0) = (0,0,0), on obtient la forme
générale de f(t) : la condition initiale s’exprime dans la base des v; par la formule
0 0 0
2
Pll1]='P|1|= g 1
0 0 -1

ce qui conduit a
1

ft) = gcos (Mt) \{5 - gcos (mt) —;/i

2.3. Orthogonalité. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Définition 2.3.1 (Sous-espaces d’un espace euclidien). — Soit E, muni de ( | ), un espace euclidien
et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors la restriction ( | )p de (| ) & F (cf. 1.1.17) est un produit
scalaire sur F', puisque (z | )p = (2 | ) > 0 pour tout z € F — {0}. Donc F muni de ( | ) est un espace
euclidien.

Théoréme et définition 2.3.2 (Projection orthogonale sur un sous-espace)
Soit E, muni de (| ), un espace euclidien (pas nécessairement de dimension finie). Soit F' un sous-espace
de dimension finie v et soit F+ son orthogonal pour (| ).

(1) On a |E =F @ F+.| Cette décomposition en somme directe permet de définir le projecteur mp :

E — E, d’image F et de noyau F*, et le projecteur mpL : E — E, d’image F*- et de noyau F. Alors,
pour tout © € E, on a

‘33 =7p(x) + mpL(2) ‘

et mp (resp. gL ) s’appelle la projection orthogonale sur F' (resp. sur F+).

pour tout

(2) Soit (e1,...,e.) une base orthonormée de F. AlOTS‘ﬂ'F(’U) =Ww|e)er+ -+ (v]eer
vekE.
(3) Ona|(FH)t =F|

Remarques 2.3.2.1. — (a) On a toujours FNF+ = {0} carsiz € FNF* alors (x| ) = 0 d’ou = = 0.
(b) Par conséquent, si £ est de dimension finie n, 'égalité E = F @ F+ découle de 1.1.16. Toutefois, la
démonstration donnée ci-dessous ne suppose pas F de dimension finie et permet, par exemple, de démontrer

I'inégalité de Bessel pour les coefficients de Fourier d’une fonction continue f : [0, 27r] — R (voir par exemple
le Devoir du 6/4/2012 et son corrigé).



2.3. ORTHOGONALITE. ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT 23

Démonstration. — On va démontrer en méme temps les assertions (1) et (2). Comme ( | ) est définie
positive et comme dim(F') = r < 0o, alors F' posséde une base orthonormée (e, ..., e, ), d’apres le théoréme
2.1.4. Pour tout v € F, posons provisoirement

pv)=(v|eer+---+(v|e)e € F

et g(v) = v — p(v). Alors, v = p(v) + g(v). D’autre part, pour j =1,...,r, on a
T

(q) lej) = (w]e;) =D (v]ei)(ei | ej) =0,
=1sii=j
=0 si i#£]
d’ou q(v) € F+. Comme v = p(v) + q(v), ceci montre que E = F + F*.
De plus, comme on I’a déja remarqué plus haut, si z € F'NF*, alors (x | 2) = 0, d’ott z = 0. On a donc
FNFt={0}et E=F+ F*+ dou E=F @ F*+. Ceci prouve (1).
Alors tout v € E s’écrit de facon unique v = x +y avec x € F et y € F-, et l'on a v = mp(v) et
y =mp1(v). Comme v = p(v) + q(v), on a donc

T

7r(v) =p(v) = Z(U | ei)ei,

i=1
ce qui prouve (2).

Prouvons (3). Pour tout x € F ety € F-,ona 0= (z |y) = (y | ). Fixant x € F et faisant varier y
dans G = F, ceci montre que z € G, d’ou linclusion F C G*. Réciproquement, soit v € G+. Comme
E = F®F*, onpeut écrirev = x+yavecy € G = Ftetx € F. Alorsy =v—2 € GNG*, donc 0 = (y | y)
d’olt y = 0 et donc v = x € F. Ceci montre que F = G+ = (F*)L. Le théoréme est démontré. O

Dans la figure qui suit, on a y = mp(x) et z = wpi(x) :

X
“k
=Y F
L
F
Remarque 2.3.2.2. — Attention a la terminologie! Si F' # F, la projection orthogonale 7 n’est pas

une isométrie (car une isométrie est injective, or Ker(mr) = F'* est non nul, sauf si F' = E), donc n’est
pas un « endomorphisme orthogonal » de E (cf. 2.1.13).
En revanche, une projection orthogonale est auto-adjointe !

Définition et proposition 2.3.3 (Symétries orthogonales). — Soient E un espace euclidien de di-
mension n et F' un sous-espace de dimension r.

(1) La symétrie orthogonale sp par rapport ¢ F est définie comme suit : pour tout v € E, on a
v="np(v)+7pL(v) et l'on pose :

() ‘SF(’U) =ap() —7mpL(v) :’U—Q’TTFJ_(’U).‘

Alors s% = idg et sg est une isométrie de E.

2) Si €y est une base de F et €_ une base de F*, la matrice de sp dans la base B =€, UE_ de E
+ +

I _
est Matz(sp) = ( 0 - 27"[” L ) En particulier, on a‘dét sp=(=1)""".
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VA X
A
= Y F
i
F
—zv s(x)
Démonstration. — D’apres la définition, il est clair que s% = idg, donc sp est bijective et égale & son

inverse (i.e. sp est involutive). Montrons que sp est une isométrie. Comme (7p(v) | 7p1(v)) = 0, on a
d’apres Pégalité de Pythagore (cf. 2.1.8) :
lll* = llwp ()| + l7ps ()2 = l|sr ()]

et ceci prouve que sp est une isométrie. Enfin, si si & = €, U - est comme dans la proposition, il est
clair que Matg(sr) est comme indiquée. O

Remarque 2.3.3.1. — Pour sa part, une symétrie orthogonale est a la fois orthogonale et auto-adjointe,
ces deux propriétés caractérisent méme les symétries orthogonales.

Définition 2.3.4 (Réflexions orthogonales). — Un cas particulier important de symétrie orthogonale
est le suivant. Soit vy € E, vg # 0, alors H = (Rvg)* est appelé un hyperplan de E; d’aprés le théoréme
2.3.20n a

E=Ruya®H,
1
explicitement, si ’on pose ug = Wvo alors |Jug]| =1 et tout x € E s’écrit de fagon unique
vo
x = (x| up)ug + 7 (x), ol ma(x) =2 — (z | up)uog,
donc
(@ | vo)

TRvg (I) = (ZZ? | U())uo =

(vo | vo)

La symétrie orthogonale sy par rapport a H s’appelle la réflexion orthogonale par rapport & I’hyperplan
H ; d’apres ce qui précede elle est donnée par la formule :

(@ | vo)

(2.3.4.1) Ve e E, sp(x) =x — 2(00 o0

V-

Sidim E = n alors dim H = n — 1, et si % est une base de H, alors # = €, U {vo} est une base de F
I,— _
et Matis(si) = ( HERLEE ) d'ol en particulier
1,n—1 -

Théoréme 2.3.5 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). — Soit E un espace euclidien et soient
V1, ...,V linéairement indépendants dans E. Alors il existe une unique famille (eq,...,e,) vérifiant les
deux propriétés suivantes :

(1) Pour touti=1,...,n, (e1,...,e;) est une base orthonormée de V; = Vect(vy,...,v;).

(2) Pourtoutj=1,...,n, on a (ej |“j) > 0.

Démonstration. — On construit la famille (eq, ..., e,) par récurrence, & partir d’une famille (e},...,¢e})
intermédiaire.

Initialisation : pour j = 1, on cherche e; = tjv; tel que 1 = (e | e1) = t2(vy | v1) et 0 < (e1 | v1) =
t1(v1 | v1); la lére condition donne 2 = 1/(v; | v1), et la 2éme condition, qui implique #; > 0, donne
alors :

1 1
(1) = —F d’ou e = — 1.
o1l [[va ]
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Récurrence : on construit par récurrence, de fagon unique, la famille (eq, ..., e,). Dans le détail, on pose
el la projection de v,, sur vect(eq, - - - ,en,l)L7 et e, le vecteur normé positivement colinéaire a e,, ce qui
donne par 2.3.2 les formules explicites :

n—1 1 n—1
n="un— (vnle)e =T lenll? = llvall® = > (vn | €:)?
€, = Up v, | €;)e; en = A e avec enll” = |lvn v, | €))7 |
i=1 n i=1

On vérifie facilement que ces formules donnent une base orthonormée vérifiant les conclusions du théoreme,
mais voyons plutot comment elles sont obtenues en analysant les cas j =2 et j = 3.

Pour j = 2, on cherche d’abord un vecteur e5 € Vect(v1,v2) = Vect(er, v2), donc de la forme ey = va + Mer,
vérifiant la condition :

0=(ez]er) =(va|er)+A(er]er) =(va|er) + A,
——
-1
ce qui impose A = —(v2 | e1). Alors le vecteur €5 = va — (v2 | e1)er est orthogonal & e1, et est # 0 puisque
ve & Ru; = Rey, donc la famille (eq, e3) est orthogonale et libre. Elle forme donc une base de Vo = Vect(v1,v2).
On a va = e5 + (v2 | e1)er et, puisque (€5 | e1) = 0, 1’égalité de Pythagore donne
[va]|* = llea||” + (v2 | €1)®  d'on lleall* = llval|* = (v2 | ).

Pour rendre e unitaire (i.e. de norme 1), on le divise par sa norme, c.-a-d., on pose

1, 1
es = ey = —— (v2 — (v2 | e1)e1).
s = e )
Alors (e1,e2) est une b.on. de Va, et d’aprés la formule ci-dessus on a 1 = (e2 | e2) = (e2 | v2)/|lez|| donc
(e2 | v2) = |lea]] > 0. C’est bien le seul choix possible, car si fo € V» est orthogonal & e; et unitaire, alors fa = +ea,

et la condition (f2 | v2) > 0 entraine f = es.

Pour j = 3, on cherche d’abord un vecteur e € V3 = Vect(e1, e2,vs), donc de la forme €5 = vs + uzez + pier,

vérifiant les relations linéaires :

0=(es|e1) = (vs|ex) +pua,

0=(e5|e2) = (vs | e2) + p2
(on a utilisé le fait que e1, ez sont orthogonaux et unitaires), qui donnent u; = —(vs | €;) pour ¢ = 1,2. Alors le
vecteur e3 = vz — (v3 | e2)ea — (v3 | e1)er est orthogonal & Vo = Vect(er, e2) = Vect(vi,v2), et est # 0 puisque
v3 ¢ V2. Donc la famille (eq, ez, eé) est libre et forme une base de V3. Comme e1, ez et e sont orthogonaux, I’égalité
de Pythagore donne

[vs]|* = [les]|” + (vs | €2)® + (vs | €1)®  d'on llesll® = llvsl|® — (vs | €2)® — (vs | e1)*.

Pour rendre e4 unitaire, on le divise par sa norme, c.-a-d., on pose

1, 1
es = eh = vs — (v3 | e2)ex — (v3 | e1)er).
T = fegy ¢ )

Alors (eq,e2,e3) est une b.o.n. de V3, et d’apres la formule ci-dessus on a 1 = (e3 | e3) = (e3 | v3)/|le5]| donc

(es | v3) = |les]| > 0. C’est bien le seul choix possible, car si f3 € V3 est orthogonal & V% et unitaire, alors f5 = +es,
et la condition (fs | v3) > 0 entraine f3 = es. O
Remarques 2.3.5.1. — (1) Ce qui précede peut aussi s’exprimer, de fagon abstraite, comme suit : Por-

thogonal G,, de V,,_; dans V,,, i.e. G, = {x € V,, | (x | ¢;) =0 pour ¢ = 1,...,n — 1}, est de dimension
n—(n—-1)=1,et Z?:_ll(vn | €;)e; est la projection orthogonale de v, sur V,,_; tandis que e}, est la
projection orthogonale de v,, sur G,, ; la droite G,, = Re], contient deux vecteurs de norme 1, & savoir +e,,,
et e, est déterminé par la condition (e, | v,) = |} ]| > 0.

(2) La démonstration précédente fournit un algorithme pour calculer explicitement eq, ..., e,. Illustrons
ceci par 'exemple suivant.

(3) On peut se passer de I'étape de “normalisation” dans Dalgorithme; on obtient alors une base
(e}, ,el) orthogonale de Iespace.

Ezemple 2.3.5.2. — On munit E = R[X] du produit scalaire défini par (P | Q) = f_ll P(#)Q(¢)dt.
Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt aux vecteurs 1, X, X2 € Ry[X]. On va noter
(eo,e1,e2) au lieu de (e1,ea,e3) la base orthonormée obtenue, afin d’avoir 1’égalité deg(e;) = i. On a

1 2
(1] 1) =2 donc on prend ¢g = —. Alors (X | eg tdt =0et (X | X) = fi1t2dt =3 d’ott

1
ﬂ )ZEIA

€1 = X.

Sl
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5 3
2at=Y2 ot (X2 | e1) = g [ 3dt =0, ol e, = X2 — vz,

: I
Puis (X2 | ep) = 7 I 3

3
1 2
2 24 3v5 1 5 (3X°—1
||e’2||2=/ thdt — = = —— et eng(XQ—)z\[<>.
1 9 5-9 2v2 3 V2 2
2.4. Bases directes ou indirectes. Etude des groupes O(n) et SO(n)
Notation 2.4.0. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. Si 4, %’ sont deux bases de F, on note

détz(A') | le déterminant de la matrice de passage Matg(%').

Définition et proposition 2.4.1 (Orientations d’un R-espace vectoriel de dimension finie)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n.

(1) On définit une relation d’équivalence ~ dans l’ensemble des bases de E en posant :
B~B  si déty(B) > 0.
(2) Il y a exactement deux classes d’équivalence.
(3) Chacune de ces classes est appelée une orientation de E, et « choisir une orientation de E »,
c’est choisir une base Py et lorientation « qui va avec », c.-a-d., toutes les bases % de E telles que

détg, (#) > 0. Celles-ci sont appelées les bases (orientées) directes, les autres sont appelées les bases
(orientées) indirectes.

Démonstration. — (1) D’abord, on a détg(#) = 1, donc B ~ £ (i.e. la relation ~ est réflexive). Soient
HB,P#' deux bases de E. Si #" est une troisiecme base de E, on a

()  Matg(#") = Matg(%#') - Matg (#£") et donc détz(B") = détx(H') - détg (B").

Donc si dét»(#') et détg (B") sont > 0, il en est de méme de détz(B") ; ceci montre que la relation ~
est transitive. De plus, prenant %" = %, on obtient détg(#’) détg (#B) = détx(AB) =1, d’ou détg (B) =
détg(#')~1, donc si détz(#') > 0, il en est de méme de détg (£); ceci montre que la relation ~ est
symétrique. Donc ~ est bien un relation d’équivalence, ce qui prouve (1).

Prouvons (2). Soit By = (e1,...,eyn) une base de E, notons 6y = (—ey, €2, .., €y), c’est aussi une base
de E, et détg,(%p) = —1, donc Ay o %o donc il y a au moins deux classes d’équivalence.

En fait, ce sont les deux seules classes. En effet, soit 2 une base arbitraire; si détg,(#) > 0 alors Z
est dans la classe de Ay, et si détg,(H) < 0 alors

déte, (ﬁ) = déty, (ﬁo) -dét g, (.@) >0
—_—

=1 <0
donc A est dans la classe de ). La proposition est démontrée. O
Exzemple 2.4.2 (Orientation canonique de R™). — R" est orienté par le choix de la base canonique
By = (e1,...,e,); on dit que c’est Porientation canonique de R”.

Dans toute la suite de cette section, on munit R™ du produit scalaire usuel (z | y) = z1y1 + - + Tp¥n
et 'on note O(n) le groupe des isométries :

O(n) = {A € M,(R) | "AA = I,}
={A e M,(R) | (Az | Ay) = (z|y) V=z,y€eR"}

(voir 2.1.13 pour d’autres caractérisations de O(n)).

Proposition 2.4.3. — Soit A € O(n). Alors :
(1) |dét(A) = +1
(2) Si A admet une valeur propre X\ € R, alors A = £1.

(3) Les espaces propres V. = Ker(A—1,,) et V_ = Ker(A+1,) sont orthogonaux, c.-a-d., (v4 |v-) =0
pour tout vy € Vi, v_ € V_.
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Démonstration. — (1) On a 1 = dét(I,) = dét(*AA) = dét(*A) - dét(A), or on sait (cf. 2.1.1) que dét(*A) =
dét(A) d’ott dét(A)% =1 et donc dét(A) = +1.

(2) Si A admet une valeur propre A € R, soit v # 0 un vecteur propre associé, alors

(v|v) = (Av | Av) = (W | Av) = X2(v | v).

Comme (v | v) # 0 (car > 0), ceci entraine A% = 1, d’out A = £1.

(3) Soient vy € Vi et v_ € V_, alors

(0s [ 0) = (Avy | Av ) = (us | —0_) = —(vy | v_)
d’ott (v4 |v_) = 0. O
Définition 2.4.4 (Groupe SL,). — On rappelle qu’on note
GL,(R) = {A € M,(R) | dét(A) # 0},

on l'appelle le Groupe Linéaire (en anglais : General Linear group). On appelle groupe Spécial Linéaire
(en anglais : Special Linear group) le sous-groupe

SL,(R) = {A € M, (R) | dét(A) = 1}.
(Ceci explique le S dans la notation SO(n) = {A € O(n) | dét(A) = 1} introduite ci-dessous.)

Définition 2.4.5 (Groupe SO(n)). — (1) On pose ‘ SO(n) = {A € O(n) | dét(A) = 1}, ‘ c’est un sous-
groupe de O(n), appelé le groupe spécial orthogonal. On le note aussi parfois O (n). Les éléments de
SO(n) s’appellent les isométries directes de R™.

(2) On pose aussi : ’O_(n) ={A e O(n) | dét(A) = -1}, ‘ ce nest pas un sous-groupe de O(n) (car si
A,B € O~ (n) alors dét(AB) = 1 donc AB € SO(n)), mais d’apres la proposition précédente, on a
O(n) =SO(n) U0~ (n). (réunion disjointe).
(3) Pour tout 0 € O~ (n), Papplication f — fo est une bijection de SO(n) sur O~ (n), dont 'inverse est

I'application g — go~! (en effet, dét(o~!) = dét(c) =t = —1 donc pour tout g € O~ (n) on a dét(go~t) =1
d’ott go~1 € SO(n)).

Proposition 2.4.6. — Soit B une base orthonormée de R™ et soit P la matrice de passage Matg, (%) €
O(n). On a les équivalences suivantes :

2 est une b.o.n. directe (i.e. dét(P) > 0) < PeS0(n)
2 est une b.o.n. indirecte (i.e. dét(P) < 0) <~ PecO (n).

Démonstration. — On sait, d’apres 2.1.13, que P € O(n), d’ot dét(P) = +1, d’apres 2.4.3. Donc dét(P)
est > 0 (resp. < 0) si et seulement si il égale 1 (resp. —1). La proposition en découle. O

2.5. Etude de O(2) et O(3)

2.5.1. Angles orientés dans le plan. — On rappelle que les fonctions cosinus et sinus sont de période
21 et que :

vt € R, cos?(t) + sin?(t) = 1 ‘ ‘COS(ft) = cos(t) ‘ ‘sin(ft) = —sin(t). ‘

On note R/27Z le groupe abélien quotient de R par le sous-groupe 277 : deux réels ¢, ¢’ définissent le méme
élément de R/27Z si et seulement si il existe k € Z tel que ¢’ — ¢t = 2k7w. Rappelons le lemme suivant.

Lemme 2.5.2. — Soient a,b € R tels que a®> + b? = 1. Il existe un unique 6 € R/277Z tel que cos() = a
et sin(f) = b.
Démonstration. — Comme cosinus et sinus sont de période 27, il suffit de montrer I’existence et I'unicité
modulo 27 dans lintervalle [—7, 7]. Rappelons que la fonction cosinus est paire et induit une bijection
décroissante de [0, 7] sur [—1, 1]. Distinguons les trois cas suivants.

(1) Sia =1 alors b= 0; dans ce cas, 0 est 'unique élément 6 de [—, 7] tel que cos(f) = 1 et sin(d) = 0.

(2) Sia = —1 alors b= 0; dans ce cas, les seuls éléments 0 de [—, 7| tels que cos(f) = —1 et sin(d) =0
sont +7, qui sont égaux modulo 27.

(3) Enfin, si a # £1 alors b = £v/1 — a? # 0. Dans ce cas, il existe dans [—7, 7] deux éléments, opposés,
0 et —0, tels que cos(40) = a, et comme la fonction sinus vérifie sin? = 1 — cos? et est impaire, alors @ est
uniquement déterminé par la condition sin(f) = b. O
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Dans ce qui suit, on munit R? du produit scalaire usuel ( | ), de la norme euclidienne associée || - ||, et
de l'orientation définie par la base canonique %y = (e1, e2).

Définition et proposition 2.5.3 (Angle orienté de deux vecteurs non nuls de R?)
Soient w,w’ € R? — {0}. Il existe un unique 6 € R/2xZ vérifiant les deux conditions suivantes :

(1) (w ] w') = cos(0) [Jw] - [[w]
(2) sin(0) est du méme signe (>0, =0 ou < 0) que détg, (w,w’).

m m m
On appelle 0 l’angle orienté de w d w' et on le note ww'. On a w'w = —ww'.
5 . ) / ot 1 1 /
Démonstration. — Remplacgons d’abord w et w’ par les vecteurs unitaires u = H—”w et v = Wuz ,
w w
alors la condition (1) devient : cos(#) = (u | v). D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait que

(u|wv) € [—1,1] et que :
(u]v) =21 <= wu et vsont libs <= détg,(u,v) =0.

Par conséquent, notant ¢ € {—1,0,1} le «signe » de détg, (u,v), on voit que les conditions (1) et (2)
équivalent a dire que cos(f) = (u | v) = a € [-1,1] et sin(f) = ev/1 — a? = b; d’apres le lemme précédent,
ceci détermine un unique 8 € R modulo 27.

N
Enfin, si § = ww’, alors —0 vérifie (1) et est du méme signe que détg, (v, w) = — détg, (w,w’), d'olt
5%
—0 = w'w. La proposition est démontrée. O

Rappelons les formules trigonométriques :

V00" € R, ’ cos( + 6') = cos(8) cos(0") — sin(0) sin(d’) ‘ ‘ sin(f + 0') = cos(#) sin(0’) + sin(f) cos(8’)

En particulier, comme cos(7/2) = 0 et sin(7/2) = 1, on a cos(f + g) = —sin(0) et sin(f + g) = cos(0).

Notation 2.5.4. — Pour tout 6§ € R, introduisons le vecteur ‘ua = cos(f)ey + sin(G)EQ.‘ C’est 'unique

vecteur unitaire u tel que ¢,u = 6. En effet, soit u = ae; 4 bey un tel vecteur, alors a = (u | e1) = cos(6),
d’ott b = +£sin(f) ; de plus,

6tz (1, u) = dét <é Cosb(a)> _

est du signe de sin(f), d’ou b = sin(0).

2.5.5. Isométries du plan R? euclidien. — On peut maintenant aborder I’étude du groupe O(2) des
isométrie de I'espace euclidien R?. Soit f € O(2), écrivons f(e1) = aey + bea, alors a? + b* = | f(e1)]| = 1.
D’autre part, comme f préserve le produit scalaire, on a

(f(e2) | f(er)) = (e2]e1) =0

donc f(es) appartient & la droite (Rf(e1))*, qui est engendrée par le vecteur unitaire ( a ), et comme

. L . . . . —b
f(e2) est aussi un vecteur unitaire de cette méme droite, on a nécessairement f(ez) = + ( o ) donc deux

cas sont possibles :

ler cas. f(ep) = (;’) , dans ce cas, la matrice de f dans la base canonique %y = (e, ea) est (Z ab>7

et son déterminant est a? + % = 1.

2éme cas. f(es) = (_ba), dans ce cas, la matrice de f dans la base canonique %y = (e, eq) est

b —a
On voit que ces deux cas sont exclusifs I'un de 'autre : f appartient & SO(2) (resp. & O~ (2)) si et seulement
si on est dans le ler cas (resp. 2éme cas). Etudions séparément ces deux cas.

b . .
(a ), et son déterminant est —a? — b% = —1.

Définition 2.5.6 (Rotations dans R?). — On munit R? du produit scalaire standard (| ) et de I'orien-
tation canonique. Soit 6§ € R.
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(1) On appelle rotation d’angle 6, et 1'on note ry, 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la
base canonique %y = (e1,es) est

_ [cos(0) —sin(0)
) Fo = (sin(@) cos(6) >

(2) On a ‘ dét(rg) =1 ‘ et ‘ Tr(rg) = 2cos(0) ‘ d’ott P,,(X) = X2 —2cos(§) X + 1. Le discriminant réduit
de ce trinome est A’ = cos?(f) — 1 qui est < 0 sauf si § = 0 ou 7 (modulo 27), c.-a-d., sauf dans le cas de
ro = id et de r, = —id. En dehors de ces cas, gy n’a pas de valeurs propres réelles.

Proposition 2.5.7 (Le groupe SO(2)). — (1) Pour tout 6,0' € R, on a ‘T‘g OTg =Tpye =Ty OTg.

Par conséquent, le groupe SO(2) = {ry | € R} est commutatif.

(2) Plus précisément, Uapplication p : R — SO(2), 0 — rg, est un morphisme de groupes, et son noyau
est le sous-groupe 2nZ. de R.

Démonstration. — D’apres les deux cas étudiés plus haut, on sait que les éléments de SO(2) sont les

b a ), avec a? 4+ b? = 1. Or, d’apres le lemme 2.5.2, pour chaque telle matrice il

existe € R, unique modulo 27, tel que cos(f) = a et sin(f) = b. D’autre part, on a :
cos() —sin(f)) (cos(¢') —sin(0))
sin(f)  cos(f) sin(@’)  cos(@') |

cos(0) cos(0') — sin(f) sin(¢’)  —cos(0) sin(0") — sin(f) cos(9) | R
sin(6) cos(8) + cos(0) sin(0')  cos(8) cos(8') — sin(0)sin(6’) | T

matrices de la forme (a

et l'assertion (1) en résulte.

D’autre part, dire que p est un morphisme de groupes équivaut a dire que rg¢ = rgorg/, ce qu’'on vient
de vérifier. Enfin, le noyau de p est formé des 6 € R tels que Ry = I, i.e. tels que cos(f) = 1 et sin(d) = 0,
ce qui équivaut a 6 € 2nZ. O

Etudions maintenant le cas des éléments de 07 (2), i.e. des matrices de la forme

(1) A= <Z —ba> , avec a® + b2 =1

c.-a-d., d’apres le lemme 2.5.2; des matrices
_ (cos(f)  sin(6)
(1) Jo = (sin(ﬂ) —cos(9) )"
Une telle matrice est de déterminant —1 et de trace nulle ; son polynéme caractéristique est donc X2 —1 =
(X —1)(X +1), donc R? est la somme directe des espaces propres Dy = Ker(A—I,) et D_ = Ker(A—I5),

chacun d’eux étant de dimension 1 (i.e. une droite vectorielle). De plus, d’apres la proposition 2.4.3, D et
D_ sont orthogonaux, donc A est la symétrie orthogonale par rapport & la droite F' = Dy = Ker(A—15) :

s(x)

Réciproquement, pour ¢,d € R avec (¢,d) # (0,0), déterminons la matrice dans la base canonique %,
de la symétrie orthogonale sp par rapport a la droite A engendré par le vecteur u = ce; + des. Alors A

. —d N o
est la droite orthogonale au vecteur v = ( c > donc, d’apres 2.3.4, sa est définie par la formule :

(x| v)
(v [ v)

Vr € R? sa(z) =2 —2 v.
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Ona (v]|v)=c®+d? (e; | v) = —d et (e2 | v) = ¢ donc, appliquant la formule ci-dessus & x = e; puis
T = eg, on obtient

saler) =e1 +2

c?+d?
d’olt Mat g, (sa) = % ((:2 —d2  2d >
A+d?\ 2cd d*—c?
Appliquons ce qui précede dans le cas suivant. Notons s, la symétrie orthogonale par rapport a la droite
engendrée par le vecteur u, = cos(p)e; + sin(p)es. (Notons que uy, et Uptr = —u, engendrent la méme

droite, donc ¢ n’est déterminé que modulo 7Z.) D’apres ce qui précede, la matrice de s, dans la base
canonique Ay est :

<c052(g0) —sin?(p)  2sin(ip) cos(y) ) _ <cos(2<p) sin(2go)> _

(—dey + ceq), sa(ea) =ex —2 (—dey + ceq)

_°
c? +d?

2sin(p) cos(p)  sin?(p) — cos?(y) sin(2p)  — cos(yp)

On peut donc résumer ce qui précede dans la :
Proposition 2.5.8 (Description de O~ (2)). — L’ensemble O~ (2) = {4 € O(2) | dét(A) = —1} est
formé des matrices A = Z _ba), avec a® + b2 = 1; dans ce cas, A est la symétrie orthogonale par

rapport a la droite Dy = Ker(A — I3). D’autre part, il existe un unique 0 € [0,2x] tel que

~ [cos() sin(f) |
A= (sin(G) —cos(H)) e

et A est la symétrie orthogonale sg,o par rapport a la droite Rug ;.

Enfin, on peut vérifier par un calcul matriciel (que le lecteur est invité & faire!) que

d’ou

(*) V()O, SO, € R7 ‘ S’ 0 8p = T2>p'—p)- ‘

Ceci peut aussi se voir géométriquement comme suit. Posons f = s, o s,; Comme dét(f) = 1, alors
f appartient & SO(2) donc est une rotation rg. Pour déterminer 'angle 0, il suffit de voir de combien
« tourne » un vecteur « arbitraire. Or si on prend x = u,, alors s,(x) = = et donc f(x) = sy (x) est le
symétrique de x par rapport a la droite Ru,/, d’ou
~ m &%
¢ — @ =xuy =uy f(z) et donc xf(z) =2(¢ — ).

(Dans la figure ci-dessous, prendre = sur la droite F.)

$(s(0)

s(x) 7

F E x

Observons que dans le terme de droite de (x), la rotation obtenue ne dépend que de la différence ¢’ — ¢
et donc, pour obtenir ry, on peut choisir arbitrairement ¢ ou bien ¢’, c.-a-d., on a, pour tout ,6 € R :

sk rg =S8 08, =8,08
( ) 0 @+g ® ® @*g

Comme s2, = id, ceci permet de décrire completement la « table de multiplication » dans O(2) (noter que

O(2) n’est pas commutatif) :

Proposition 2.5.9 (Structure de O(2)). — Pour tout 0,0 € R, on a |rgor, =191, =7,0T79 ‘

‘ 89 0 Sp =Taw9—y) | €t

g 0SSy, =S 0 S, 0T =S 9
ks Pt3 ks =3
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Terminons ce paragraphe avec la proposition suivante. Par définition, la base canonique %y = (e, e2)
L L . 0 1
est orthonormée directe. La base 6y = (e2, e1) est orthonormée indirecte puisque Matg, (%) = 1 0>

est de déterminant —1.

Proposition 2.5.10. — Soit § € R et soit ¢ la rotation d’angle 0 dans R? (cf. 2.5.6).

cos(f) — sin(@)) '

(1) La matrice de rg dans toute b.o.n. directe est Ry = | |
sin(f)  cos(0)

(2) La matrice de rg dans la base 6y = (e, e1) et dans toute b.o.n. indirecte est R_g.

Démonstration. — (1) On a Matg,(rg) = Rp. Si B est une b.o.n. directe, la matrice de passage P =
Mat g, (%) appartient & SO(2), et comme SO(2) est commutatif, Matg(rg) = P~1RyP égale Ry.

(2) On a Mate, (rg) = R_g. Si € est une b.o.n. indirecte, la matrice de passage P = Mat, (¢’) appartient
4 SO(2), et comme SO(2) est commutatif, Mate (rg) = P™1R_gP égale R_g. O

2.5.11. Description des éléments de O(n). —

Théoréme 2.5.12 (Classification des éléments de O(n)). — Pour tout élément A € O(n), il existe
une matrice orthogonale P € O(n) telle que

+1

PAP! = +l

Ry,

ot les Ry, sont les matrices de rotation d’angles 0;.

Autrement dit, dans une bonne base orthogonale, toute isométrie est de la forme donnée par la matrice
ci-dessus.

Lemme 2.5.13. — Si [ est une isométrie d’un espace euclidien E de dimension finie, et si FF C E est
un sous-espace vectoriel de E stable par f, alors F* est lui aussi stable par f.

Démonstration. — Puisque f est une isométrie et E est de dimension finie, f est injective donc bijective.
Donc, puisque f(F) C F, on aussi f(F) = F. Soit u € f(F*), montrons que u € F+. Pour cela, prenons
v € F et montrons (u|v) = 0. Puisque u € f(F*), il existe x € F* tel que u = f(z). De méme, puisque
(on l’a vu plus haut) v € F = f(F), il existe y € F tel que v = f(y). Ainsi, (ulv) = (f(2)|f(y)) = (z]y)
(puisque f est une isométrie). Or (z|y) = 0 puisque x € F+ et y € F. Donc (ulv) = 0; cela implique que
ue Ft. O

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n. Si n = 1, la propriété est triviale.

Sinon, on suppose la propriété démontrée pour toute dimension < n et on veut la démontrer pour la
dimension n + 1. Considérons le polynéme caractéristique x; d’une isométrie f d’un espace euclidien de
dimension n + 1. Celui-ci étant réel, il se factorise comme un produit de polynémes irréductibles réels de
degrés inférieurs ou égaux a 2.

Si au moins un de ces polynomes est de degré 1, alors f possede une valeur propre, qui vaut +1 par
la propriété 2.4.3. L’orthogonal du sous-espace propre associé est stable par f par le lemme précédent, et
est de dimension < n. Il existe donc une base de cet orthogonal dans laquelle la matrice de f a la forme
désirée, la propriété est démontrée.

Si, en revanche, tous les polynoémes de la factorisation sont de degré 2, on considére P I'un de ces
polynoémes. On sait que ker P(f) est non trivial, soit donc z € ker P(f) \ {0}. Cela implique que F =
veet{ f¥(z) | k > 0} est de dimension 2. Par conséquent, fir est une isométrie d'un espace euclidien de
dimension 2; par la classification qu’on a vue au-dessus, c’est une rotation (ce n’est pas une symétrie
orthogonale car sinon f posséderait une valur propre réelle, ce qui est impossible par hypotheése). De méme
que dans le cas précédent, le sous-espace F- est stable par f, et le méme argument permet de conclure. [
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2.5.14. Le cas particulier de la dimension 3. — Commengons par une remarque sur Ms(R). Soit
A € M3(R), alors P4(X) € R[X] est de degré 3 donc a dans C :

(a) ou bien une racine réelle A\; et deux racines 2,z € C — R,

(b) ou bien trois racines réelles A1, A2, A3 (pas nécessairement distinctes).

Comme A est trigonalisable dans M3(C), on a

dét(A) = {

A 2Z dans le cas (a)
A1 23 dans le cas (b).

Supposons maintenant A € O(3) et notons u I’endomorphisme de R? correspondant & A. Alors on sait
que dét(A) = +1, et que si A € R est valeur propre de A, alors A = +1. Dans le cas (a), on a z = © + iy
avec y # 0, donc 2z = 22 4 y? est un réel > 0, et donc I'égalité dét(A) = \12Z entraine que dét(A) et A\
(tous deux € {—1,1}) sont de méme signe, donc sont égaux. Dans le cas (b), on a A\; = £1, et les \; ne
peuvent étre tous les trois égaux a — dét(A), car sinon leur produit vaudrait — dét(A) au lieu de dét(A).
Ceci montre déja que, dans les deux cas, dét(A) = +1 est une valeur propre de A. Etudions les cas selon
que dét(A) =1 ou —1.

ler cas : dét(A) =1, i.e. A € SO(3). Le cas A = I3 étant trivial, supposons de plus que A # I3. On
a vu que 1 est valeur propre de A; soit f3 un vecteur propre associé, quitte a diviser f3 par sa norme, on
peut supposer que || f3|| = 1.

Soit P = (Rjf3)", c’est un sous-espace de R? de dimension 2, i.e. un plan. Pour tout z € P, on a (puisque
Afs = f3 et que A préserve le produit scalaire) :

(Az | f3) = (Az | Afs) = (z | f3) = 0.
Ceci montre que Az € P, i.e. P est stable par A, donc A induit une isométrie up de P. Soit € = (f1, f2)
une base de P, alors & = (f1, f2, f3) est une base de R? et

() Mat (1) = ( Ma@g(ﬂp) (1) )

d’ott dét(up) = dét(A) = 1, donc up est une rotation de P. Notons € son angle. On a 6 # 0, car sinon
on aurait up = idp et donc, d’aprés (x), u = id d’on A = I3, cas trivial qu’on a exclu. De plus, comme
up # idp alors 1 n’est pas valeur propre de up (cf. 2.5.6), et donc up —idp et A — I3 sont de rang 2. Par
conséquent, Ker(A — I3) est de dimension 1, donc engendré par f5. On dit que R f3 = Ker(A — I3) est I’axe
de la rotation A # Is.

D’autre part, on peut déterminer § € [—m, 7| au signe prés en prenant la trace. En effet, 1'égalité
précédente nous montre que Tr(A4) = Tr(u) = 1 4 Tr(up); d’autre part, on sait que Tr(up) = 2 cos(d)
(cf. 2.5.6) donc, combinant ces deux égalités, on obtient que :

Tr(A4) -1
2

‘ Tr(A) =1+ 2cos(6), ‘ d’ou cos(f) =

ce qui détermine cos(d), et détermine donc 6 au signe pres.

Pour fixer le signe de 6, il faut choisir une orientation de P (cf. 2.5.10). On la choisit en disant qu’une
b.o.n. (f1, f2) de P est directe si la b.o.n. (f1, f2, f3) de R?® (muni de I'orientation canonique) est directe,
C.-é,—d.7 si détggo (f]_7 fg, f3) =1.

Soit (f1, f2) une telle b.o.n. directe de P. Alors on sait qu’il existe § € R, unique modulo 27Z, tel que

cos(f) —sin(d) O
Mat (s, f.p2)(w) = [ sin(d)  cos(d) 0
0 0 1
et lon dira alors que A (ou u) est la rotation d’axe orienté par f3; et d’angle 6.
Remarquons tout de suite que si on change f5 en — f3, alors la base (fo, f1, —f3) est directe et 'on a
cos(d) sin(f) O
Mat s, s, — o) (w) = | —sin(d) cos(d) 0
0 0 1
donc A est aussi la rotation d’axe orienté par — f3 et d’angle —6.
Définition 2.5.15. — Soit A # I3 une rotation d’axe Rfs et d’angle 6. Lorsque 8 = 7 (i.e. lorsque
cos(f) = —1, ce qui équivaut a Tr(A) = —1), lorientation de I’axe n’a pas d’importance, puisque —m = 7
modulo 27 ; dans ce cas on dit que A est le demi-tour d’axe R f3.
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Pour déterminer explicitement le signe de sin(6) (lorsque 6 # 7), on dispose du lemme suivant.

Lemme 2.5.16. — Soit A # I3 une rotation d’axe D, orienté par un vecteur vs # 0, et d’angle 6. Soit
x € R3— D. Alors le signe de sin(0) est le méme que celui du déterminant détg, (x, Az, vs).
1
Démonstration. — Notons f3 le vecteur unitaire Wvg et écrivons z = y + ufs, ol y est la projection
U3

1
orthogonale de x sur P = Dt (et = (x| f3)). Comme x & D, on a y # 0, posons p = ||y||, alors f; = —y

est un vecteur unitaire de P. Il existe dans le plan P deux vecteurs unitaires orthogonaux a fi et seul
l'un d’eux, fa, est tel que la matrice Q = Matg, (f1, fo, f3) vérifie dét(Q) = 1, i.e. tel que (f1, f2) soit une
b.o.n. directe de P. Alors, notant u I’endomorphisme de R? défini par 4, on a :

cosf —sinf 0

Mat s, 5,1, (u) = [ sinf  cosf 0

0 0 1
donc u(x) = u(pfi + pfs) égale (pcosh)f1 + (psinb) fo + pfs, donc la matrice
p pcosf 0
M = Maty, ¢, ,)(x,u(z), f3) = [0 psind 0
poooop 1

a pour déterminant p?sin@. Comme M’ = Matg, (z, Az, f3) égale QM et dét(Q) = 1, on obtient que
dét(M') = dét(Q) dét(M) = dét(M) = p*sinf
est du méme signe que sin 6, et il en est de méme pour détg, (x, Az, v3) = |Jvs|| - déteg, (x, Az, f3). O

Remarquons que puisque le résultat ci-dessus est valable pour tout x € R3 — D, on aura intérét a
choisir, en pratique, un tel z de fagon a ce que le calcul du déterminant détg, (z, Az, v3) soit « le plus
simple possible ». On récapitulera plus loin les résultats obtenus dans le cas ot A € SO(3).

Proposition 2.5.17 (Formule de Rodrigues). — Soit R une rotation de R d’angle 0 et d’aze dirigé
par un vecteur unitaire e. Alors pour tout v € ]RS,

R(v) = (cos@)v + (1 — cosb)(v]e)e + (sinb)e A v.
Démonstration. — Le vecteur v se décompose comme la somme
v=(vle)e+ (v— (v]e)e) = (v]e)e +w,
ol le premier terme est dans ’axe de la rotation et le second — w — dans le plan de rotation P. La rotation va
laisser invariant le premier terme, et tourner le second d’un angle 6 autour de I’axe. Une base orthogonale
directe de P est donnée par (w, e Aw), et les deux vecteurs de cette base ont méme norme. Par conséquent,
on a
R(w) = (cosO)w + (sinfh)e A w.
On en déduit que
R(v) = R((v|e)e) + R(w) = (v]e)e + (cos @)w + (sinf)e A w,
et en remplacant w par son expression on trouve la formule recherchée. O

2éme cas : dét(A) = —1,i.e. A € O~ (3). Le cas A = —I5 étant trivial, supposons de plus que A # —I3.
On a vu que —1 = dét(A) est valeur propre de A; soit f3 un vecteur propre associé, quitte a diviser f3 par
sa norme, on peut supposer que ||f3|| = 1.

On montre comme précédemment que le plan P = (Rf3)" est stable par u, et que la restriction up de u
a P est de déterminant 1, donc une rotation. On fait le méme choix d’orientation de P, c.-a-d., on choisit
une b.o.n. (f1, f2) de P telle que (f1, fa, f3) soit une b.o.n. directe de R3. Alors il existe § € R, unique
modulo 27Z, tel que

cos(f) —sin(d) O
(T) Mat(fhf%fs)(u) = sin(@) COS(@) 0
0 0 -1

On a 0 # 7, car sinon on aurait u = —id d’ou A = —I3, cas trivial qu’on a exclu. De plus, comme

up # —idp alors —1 n’est pas valeur propre de up (cf. 2.5.6), et donc up + idp et A + I5 sont de rang 2.
Par conséquent, Ker(A + I3) est de dimension 1, donc engendré par f5. On dit que D = Ker(A + I3) est
la droite des anti-invariants de A.
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D’autre part, on peut déterminer 6 € [—7, 7| au signe prés en prenant la trace. En effet, (1) nous montre
que Tr(A) = Tr(u) égale —1 + 2 cos(6), donc :

Tr(A) +1
2

‘Tr(A) = —1+2cos(0), ‘ d’out cos(f) =

ce qui détermine cos(f), et détermine donc 6 au signe pres. Dans le cas particulier ot § = 0, i.e. up = idp,
A est la symétrie orthogonale op par rapport au plan P (cf. 2.3.3 et 2.3.4).

Dans le cas général (i.e. lorsque 6 # 0), on voit que
cos(f) —sin(d) 0
Mat s, ., 45)(uop) = | sin(f)  cos(f) 0 | = Mats, ¢, 1) (0pu)
0 0 1

donc uop = opu est la rotation R d’axe D orienté par f3 et d’angle 6, et donc u = Rop = opR est la
composée commutative de op et de R. On dit alors que A est la rotation gauche d’axe D orienté par
f3 et d’angle 6.

Remarquons tout de suite que si on change f3 en — f3, alors la base

(
cos(f) sin(d) O
0

Mat (g, f,,—f5)(u) = | —sin(d) cos(f)
0 0 -1

2, f1, —f3) est directe et 1'on a

donc A est aussi la rotation gauche d’axe D orienté par —f3 et d’angle —6.
Pour déterminer explicitement le signe de sin(f) (lorsque  # 0), on dispose du lemme suivant.

Lemme 2.5.18. — Soit A # —I5 une rotation gauche d’axe D, orienté par un vecteur vs # 0, et d’angle
0 # 0. Soit z € R® — D. Alors le déterminant détg, (z, Ax,v3) est de méme signe que sin(f).

1
Démonstration. — Notons f3 le vecteur unitaire va et écrivons x = y + ufs, ou y est la projection
U3
1
orthogonale de x sur P = D*. Comme x ¢ D, on a y # 0, posons p = ||y||, alors f; = —y est un vecteur

unitaire de P. Il existe dans le plan P deux vecteurs unitaires orthogonaux a f; et seul 'un d’eux, fo, est
tel que la matrice Q@ = Matg, (f1, f2, f3) vérifie dét(Q) = 1. Alors, notant u I’endomorphisme de R? défini
par A, on a

cosf —singd 0
Mat s, , f,)(u) = | sinf cos® 0
0 0 -1
donc u(x) = u(pfi + nfs) égale (pcosh)f1 + (psinb) fo — pufs, donc la matrice
p pcosf 0O
M = Maty, ¢, 1) (x,u(z), f3) = | 0 psind 0
w1

a pour déterminant p? sin@. Comme M’ = Matg, (z, Az, f3) égale QM, et dét(Q) = 1, alors
dét(M') = dét(Q) dét(M) = dét(M) = p*sin

est de méme signe que sin 6, et il en est de méme pour détg, (x, Az, v3) = ||vs]| - déte, (z, Az, f3). O

En résumé, on a obtenu le théoréeme suivant.

Théoréme 2.5.19 (Classification des éléments de O(3)). — On a O(3) = SO(3) U O~ (3) (réunion
disjointe).

(1) Si A €SO(3), alors A= I3 ou bien D = Ker(A — I3) est de dimension 1 et A est une rotation d’aze
D. Dans le second cas, langle de rotation 0 est déterminé au signe prés par U'égalité 2 cos(f) = Tr(A) — 1.
Pour fizer le signe, on choisit un générateur vs de D, ce qui détermine une orientation du plan P = D=+,
Alors, pour x € R® — D arbitraire, détg,(x, Ax,v3) est du méme signe que sin(f), et 'on dit que A est
la rotation d’axe orienté par v3 et d’angle 6. Dans le cas particulier ou 0 = 7, on dit que A est le
demi-tour d’axe D.
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(2) Si A e O (3), alors A = —I35 ou bien D = Ker(A + I3) est de dimension 1 et A est une rotation
gauche d’axe D. Dans le second cas, l'angle de rotation 0 est déterminé au signe prés par l’égalité 2 cos(6) =
Tr(A) + 1. Pour fizer le signe, on choisit un générateur vy de D, ce qui détermine une orientation du plan
P = DL, Alors, pour x € R® — D arbitraire, dét 5, (z, Az, v3) est de méme signe que sin(f), et l'on dit que
A est la rotation gauche d’axe orienté par vs et d’angle 0. Dans le cas particulier ot 0 = 0, A est
la symétrie orthogonale par rapport au plan P.

2.5.20. Produit vectoriel et déterminant des éléments de O(3). — Dauns ce paragraphe, on donne
une définition « intrinseque » du produit vectoriel A : R? x R? — R3, qui utilise la structure euclidienne de
R3. Ceci a pour conséquence qu’on peut calculer le produit vectoriel dans n’importe quelle base orthonormée
directe. De plus, ceci donne un moyen de calcul trés simple du déterminant (égal & +1) d’un élément A de
O(3) : il suffit pour cela de calculer un mineur (= sous-déterminant) de taille 2. On présente ces résultats
sous la forme d’un exercice corrigé.

On munit E = R? du produit scalaire standard ( | ) et de la norme euclidienne associée ||z|| = \/(z | x).
Soit By = (e1, ea,€3) la base canonique (qui est orthonormée) et soit E* = Homg(E,R) 'espace dual de
E. Pour tout x € E, soit ¢, € E* 'application w — (x | w).

(1) Montrer que l'application 6§ : E — E*, x — ¢, est linéaire et bijective.

’ Solution : D’abord, il résulte de la bilinéarité de ( | ) que, pour tout « € E, application ¢, : w +— (z | w) ‘
est une forme linéaire sur F, i.e. un élément de E*, et que l'application 6 : E — E*, x — ¢, est linéaire.
Son noyau est

Ker() ={x € E|¢,=0}={x € E|VyeE, (z|y) =0}
qui est le noyau de (| ). Or ce noyau est nul, puisque (x | ) = 0 entraine = 0. Ceci montre que 6 est

injective. Comme dim E* = dim F = 3, il résulte du théoreme du rang que 6 est aussi surjective, donc
’bijective. ‘

(2) Pour tout u,v € E, montrer qu’il existe un unique vecteur f(u,v) € E tel que déteg,(u,v,w)
= (f(u,v) | w) pour tout w € E. On note f(u,v) =u A v et on appelle le produit vectoriel de u et v.

’ Solution : u, v étant fixés, Papplication v, , : E — R, w — détg, (u, v, w) est linéaire, i.e. est un élément‘
de E*. Donc, d’apres la question précédente, il existe un unique vecteur f(u,v) € E tel que vu,o = @f(u,v)s
i.e. tel que

Yw € E, détg, (u,v,w) = (f(u,v) | w).

’Désormais, on note f(u,v) =uAwv. ‘

Uy U1
(3) Ecrivant u = |u2 |, v = |wv2 | et prenant w = e;, puis w = eg et w = es, déterminer les
us U3

coordonnées (f1, f2, f3) de u A v dans la base %.

’ Uy U1 1

Solution : On a f1 = (uAv | e1) = détg, (u,v,e1) = |ug v2 0| = ugvz — ugve. On montre de méme
us Vs 0
que fo = (uAv | e2) = ugvy —ujvsg et f3 = (WA v | e3) = uyve — ugv. On peut aussi procéder « par
w1
identification », i.e. pour u, v fixés et pour un vecteur w = | wy | variable, on a :
w3

Uy vV w1
(flu,v) |w) = |ug v2 wa| = (ugvz — ugve) wy — (u1v3 — uzvy) wa + (U1v2 — UsVy) W3
us V3 Ws
(en développant par rapport & la 3e colonne), d’out par identification :

J1 = ugv3 — u3va,
fo=—(urvs — uzvy) = uzvy — uqvs,

f3 = U1V2 — U2V;.
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(4) Montrer que 'application ExE — FE, (u,v) — uAwv est bilinéaire, et qu’elle est alternée (i.e. uAu = 0
pour tout u € E).

’ Solution : La bilinéarité de application (u,v) — u A v ainsi que 1’égalité u A u = 0 peuvent se déduire
de 'égalité

U U1 U2V3 — U3V2
Uy | AN |ve | = | ugvy — uyvs
us V3 U1V2 — U2V

établie dans la question précédente. Ceci peut aussi se voir directement, comme suit. Soient u,u’,v,v' € E
et t € R. Pour tout w € F/, on a

(tu Av+u' Av|w)=tuAv|w)+ (U Av|w)=tdétg, (u,v,w) + détg, (v, v, w)
= détg, (tu +u',v,w) = ((fu+u') Av | w).

Comme ( | ) est non dégénéré (i.e. de noyau nul), ceci entraine tu A v + v’ Av = (tu + «’) A v. On montre
de méme que u A (tv +v') = tu Av +u Av'. Donc Papplication E X E — E, (u,v) — u A v est bilinéaire.
’De plus, pour tout v € E, on a 0 = détg, (v, u,u Au) = (uAu|uAu), ot uAu=0. ‘

2.6. Appendice (}) : mesure des angles dans R?

Dans cet appendice, on donne une démonstration (parmi d’autres) de I'existence et des propriétés des fonctions
cosinus et sinus.

On munit R? du produit scalaire usuel et on note (e1, e2) la base canonique. Tout nombre complexe z s’écrit de
fagon unique z = x + iy, ol ¢ est une racine carrée de —1, fixée une fois pour toutes. Ceci permet d’identifier C a
R?, en identifiant z = x + iy au vecteur de coordonnées (x,y). Si z = x + 4y, son conjugué est Z = x — 4y. Soit

"= {@my eR | +y' =1} ={z=a+iycC|zz=1},
St s’appelle le cercle unité.

On «rappelle » (ou I'on admet) les faits suivants : Papplication f : R — C, t — ¢ = exp(it) vérifie les propriétés
suivantes :
(a) c’est un morphisme de groupes :

8

(b) pour tout t € R, on a exp(it) = exp(—it) = exp(it) "', par conséquent, f est & valeurs dans S*.
(c) f est dérivable et sa dérivée est ’application f’ : t s ie®.

On note alors cos(t), resp. sin(t), la partie réelle, resp. imaginaire, de e*’, c.-a-d., on pose

(2) vt € R,

et = cos(t) + isin(t). ‘

Alors, (a), (b) et (c) se récrivent :

(3)  V¥t,t €R, cos(t 4 t") = cos(t) cos(t') — sin(t) sin(t'), sin(t +t') = sin(t) cos(t") + cos(t) sin(t'),
4) vt € R, cos(—t) = cos(t), sin(—t) = —sin(t), cos?(t) + sin’(t) = 1,

(5) vt € R, cos'(t) = —sin(t), sin’(t) = cos(t).
On montre alors le :

Théoréme 2.6.1. — (1) Le morphisme de groupes f : R — S*, t > €™ est surjectif.

(2) Ker(f) est le sous-groupe 2nZ de R et cos,sin sont périodiques de période 2.

Démonstration. — On a cos(0) = 1 donc cos(t) > 0 pour ¢ voisin de 0, donc sin est strictement croissante au
voisinage de 0, et comme sin(0) = 0 on a sin(t) > 0 pour ¢ > 0 voisin de 0, et donc cos(t) < 1 pour ¢ > 0 voisin de
0.

Montrons d’abord qu'il existe o > 0 tel que cos(to) = 0. Supposons au contraire que cos(t) > 0 pour tout ¢ > 0.
Alors sin(t) serait croissante sur Ry, donc > 0 sur R4, et comme cos’(t) = —sin(t), alors cos(t) serait décroissante
et > 0 sur Ry donc tendrait en +oo vers une limite £ € [0,1[ (£ < 1 car cos(t) < 1 pour ¢t > 0 voisin de 0). Mais
alors cos(2t) = 2cos?(t) — 1 tendrait aussi vers £, donc £ serait racine du polynéme

2X2—X—1:2(X—1)(X+%),

ce qui est impossible puisque £ € [0, 1[. Cette contradiction montre qu’il existe to > 0 tel que cos(to) = 0. On note

alors g le plus petit réel to > 0 tel que cos(to) = 0. Tenant compte du fait que cos(—t) = cos(t), on a donc :

(6) cos(iz):o et Vte]j

71'
5 2,5[, cos(t) > 0.
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Donc sin est strictement croissante sur [0,7/2], d’out sin(7/2) = 1 (étant > 0 et de carré = 1), donc sin est une
bijection strictement croissante de [0, 7/2] sur [0, 1], et I'on a
(7) e =1,

et t — e’ est une bijection de [0,7/2] sur le quart de cercle {(z,y) € S* | z > 0, y > 0}. D’aprés (1) ou (3), il
résulte de (7) que :

(8) vt € R, exp (i(t + g)) = e, d’ou  cos(t+ g) = —sin(¢), sin(t + g) = cos(t).

En particulier, on a '™ = —1, et sin(t) > 0 pour tout ¢ € |0, [, donc cos est une bijection strictement décroissante
de [0, 7] sur [—1,1].

Tl en résulte que t — e est une bijection de [0, 7] sur le demi-cercle supérieur {(z,y) € S* | y > 0}, et de [—, 0]
sur le demi-cercle inférieur {(z,y) € S* | y < 0}. Ceci prouve la surjectivité.

D’autre part, on a I'inclusion et les égalités suivantes :
™) onZ C Ker(f) = {T e R | """ = ¢ Vie R} = {T €R | cos(T +t) = cos(t), VteR}
={T e R|sin((T +t) =sin(t), Vte R}.

En effet, comme €?™ = 1 on a 27Z C Ker(f). D’autre part, si T € Ker(f) i.e. si X = 1 alors, d’apres (1), on a
T = ¢ pour tout t € R, d’out la premiere égalité.
D’autre part, comme on a cos(t) = sin(t + g), pour tout t € R, on obtient que

{T € R|cos(T +t) =cos(t), VteR}={T €R]|sin(T +t)=sin(t), VteR}

et cet ensemble égale donc {T' € R | !T*V) = ¢Vt € R}.

Enfin, soit T € R tel que cos(T + t) = cos(t) pour tout ¢ € R; montrons que T € 27Z. Quitte & changer T en
—T, on peut supposer T' > 0, soit alors n le plus grand entier > 0 tel que 2nm < T, alors T' — 2nm vérifie la méme
propriété que T et appartient & [0,27[. Donc, pour obtenir que 7' = 2n, il suffit de montrer que 27 est le plus
petit réel s > 0 tel que cos(s) = 1.

Or, d’apres ce qui précede, on sait que 1 > cos(t) > —1 pour tout ¢ € ]0,n[. Supposons que s € ]0,2x[ vérifie
cos(s) = 1, alors sin(s) = 0 donc ¢® = 1, donc & = ¢**/? vérifie 22 = 1, d'ott = £1 et donc cos(s/2) = =+1,
impossible puisque s/2 € |0, 7. Ceci montre que 27 est le plus petit réel s > 0 tel que cos(s) = 1.

11 en résulte que l'inclusion dans () plus haut est une égalité. Ceci montre que cos et sin sont périodiques de
période 27, et que Ker(f) = 2nZ. Le théoréme est démontré. O

Remarque 2.6.2. — Dans ce qui précede, on a défini 27 comme le générateur positif du groupe Ker(f) (i.e. le
plus petit élément > 0 de Ker(f)). On retrouve que 27 est la longueur du cercle de rayon 1 comme suit. Pour toute
fonction g : [a,b] — R?, t > g(t) = (x(t),y(t)) contintiment dérivable, on peut montrer que la longueur dans R?
euclidien de la courbe v = {g(t) | t € [a,b]} est donnée par la formule :

b b
L(y) = / V@ g ®)dt = / NCTOERTOrE'S

Appliquant ceci & f : [0,27] — R?, ¢+ ' = (cos(t),sin(t)), on obtient

L(S") = /0% V1dt = 2r.

2.7. Appendice (f) : décomposition d’Iwasawa de GL,(R)

Afin d’énoncer un corollaire matriciel au théoreme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, introduisons les
notations suivantes. D’abord, notons %y = (ei,...,en) la base canonique de R™. Soit TS, (R) l’ensemble des
matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux sont > 0.

Lemme 2.7.1. — TS} (R) est un sous-groupe de GL,(R).

Démonstration. — Soient N, N’ € TS} (R), notons t; ..., t, et t;,...,t, leurs coefficients diagonaux. Alors NN’
est triangulaire supérieure, de coefficients diagonaux t;t; > 0, d’ott NN’ € TS} (R). Donc il suffit de montrer
que N=!' € TS} (R). Soient Ci,...,Cn les vecteurs colonnes de N. Montrons par récurrence sur r < n que e, =
(1/t-)Cr + ZKT birC;i. C’est OK pour 7 = 1, car C1 = t1e1 d’out e1 = (1/¢1)C1. On peut donc supposer r > 2 et
lassertion établie pour r — 1. En particulier, on a Vect(es,...,e,—1) = Vect(Cy,...,Cr-1). Comme C, — t,e, €
Vect(e1,...,er—1), on en déduit qu'il existe des coefficients b;,., pour i = 1,...,r — 1, tels que

r—1

trer = Cr + Zb;rcl >

i=1
d’ott le résultat voulu au cran r, en divisant par ¢, et en posant b;. = b,./t.. Il en résulte que N~ ! est triangulaire
supérieure, de termes diagonaux les 1/¢;, qui sont > 0. Ceci prouve le lemme. O

On déduit alors du théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt le :
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Corollaire 2.7.2 (Décomposition d’Iwasawa). — L’application ci-dessous est bijective :
O(n) x TS, (R) — GL,(R), (K,N)+— KN
(Attention, ce n’est pas un morphisme de groupes, i.e. (KN)(K'N') # KK'NN' en général.)

Démonstration. — Soit P € GL,(R), notons v1, ..., v, les vecteurs colonnes de P. Alors # = (v1,...,v,) est une
base de R" et P = Matg, (%), ou Ay est la base canonique de R™. D’aprés le théoreme de Gram-Schmidt, il
existe une base orthonormée € = (f1,..., fn) de R" telle que, pour tout » = 1,...,n, on ait Vect(v1,...,v,) =

Vect(f1,..., fr), et (vr | fr) > 0, et ceci équivaut & dire que la matrice de passage N = Mat« (%) appartient
a TS} (R). D’autre part, comme % est orthonormée, la matrice de passage K = Matg, (%) appartient & O(n).
D’apres la formule de changement de base, on a

P = Mat g, (@) = Mat g, (%) ~Mat<g(<@) =KN
ce qui prouve l'existence.
Montrons l'unicité : supposons qu'on ait P = K' M avec K' € O(n) et M = (my;)7 ;=1 € TSH(R), et notons

fi,. .., fa les colonnes de la matrice K’ = PM™*. Alors € = (fi1,..., fn) est une b.o.n. de R, on a Matg, (%) = K’
et la matrice exprimant % dans la base € est

Mat (%) = Maty (%o) - Matz,(B) = K'~'P =M.

Alors, pour tout r = 1,...,n,ona v, =Y., Mir fi, avec (v, | fr) = myr > 0. De plus, d’aprés le lemme précédent
(ou par un calcul direct), pour tout s = 1,...,n, les vecteurs fi, ..., f; appartiennent & V; = Vect(v1,...,v;), donc en
forment une base orthonormée. Donc la base € = (f1,. .., fn) vérifie les conditions du théoréme de Gram-Schmidt,
d’ott par unicité M = N, puis K’ = PN~ ! = K. O

Remarques 2.7.3. — (1) En appliquant ce qui précede a P71 on voit qu’il existe un couple unique (K,N) €
O(n) x TSF(R) tel que P~' = KN, ie. P = N"'K~'. Comme I’application g — ¢~ " est une bijection sur chaque
groupe, il en résulte que Iapplication TS, (R) x O(n) = GL,(R), (N, K) — NK est aussi une bijection.

(2) L’espace vectoriel Mp(R) ~ R™ a une structure naturelle d’espace topologique, définie par la distance
associée a n’importe quelle norme sur M,(R), par exemple [|(ai;)|lc = Maxi,; |ai;| ou ||[(ai;)llz = />, ; af;, et
donc les sous-ensembles O(n), TS (R) et GL,(R) héritent d'une structure d’espace topologique. Il est facile de voir
que l'application (de multiplication) (K, N) — KN est continue, et on peut montrer que c’est un homéomorphisme.
D’abord, I'application GL,,(R) — GL,(R), A+ A™" est continue, car A™' = (1/dét(A)) ‘A, ol A désigne la matrice
des cofacteurs de A (cf. ??). Il suffit donc de montrer que, si A = KN, I’application f : A — N~! est continue,

car alors les applications A — N et A +— K = AN~! le seront aussi. Or, si 'on note v, ..., v, les colonnes de A4,
la continuité de f : A — N1 résulte de la démonstration du théoreme de Gram-Schmidt, car les coefficients de
N7l = Mat(y, ,...,v,) (€1, .., €n) sont des fonctions continues des produits scalaires (v; | vy).

2.8. Appendice (}) : décomposition en valeurs singuliéres

Donnons nous une application linéaire f entre deux espaces euclidiens F et F'. Notre but est de trouver
des bases orthonormées de chacun de ces espaces dans lesquelles la matrice de f est la plus simple possible.
Par la suite, on dira qu'une matrice M est diagonale si pour tout i # j, on a m; ; = 0.

Théoréme 2.8.1 (décomposition en valeurs singuliéres). — Soit F et F deuz espaces euclidiens de
dimensions finies. Alors il existe une base orthonormée Br de E et une base orthonormée Br de F' telle
que la matrice de f dans ces bases soit diagonale, avec des coefficients positifs.

De plus, les éléments diaonaux de cette matrice ne dépendent pas des choix des bases orthonormées de
FE et F.

Les éléments diagonaux définis par le théoreme précédent sont appelés les valeurs singuliéres de I'appli-
cation linéaire f. Ils sont habituellement notés o;.

Interprétation géométrique en dimension 2 : I'image du cercle unité de E est une ellipse de F, dont
les axes principaux sont ortogonaux. Le théoreme assure que les préimages de ces axes sont eux aussi
orthogonaux.

Corollaire 2.8.2 (traduction matricielle). — Soit M € M,, ,(R). Alors il existe U € O(m), V €
O(n), et une matrice diagonale ¥ € M,, ,(R) diagonale, telles que M = UX'V. Les coefficients diagonauz

de ¥ — les valeurs singulieres — sont les racines carrées des valeurs propres de la matrice symétrique
défine positive MM .

Démonstration. — Considérons la forme bilinéaire symétrique sur E :

oz, y) = (f(2) | f(y))-
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M=U-X-V*

Le théoreme spectral assure qu’elle se diagonalise en base orthonormée Bg = (e1,-- ,€,) de E : il existe
des coefficients \; tels que ¢(e;,e;) = A; si @ = j, 0 sinon. De plus, cette forme linéaire est positive : pour
tout = € E, on a ¢(z,r) = || f(x)]|> > 0. Par conséquent, les nombres \; sont positifs ou nuls. Considérons
la famille de vecteurs

(7€) 1

C’est une famille orthogonale, puisque pour i # j, on a

(\/)\—if(ei) | \//\—jf(ej)> = ﬁ(f(ei) | flej)) = T%‘(b(ei’ej) —o.

C’est aussi une famille normée, puisque

(lAif@i) | &iﬂe») = L () 7(e) = oo =1

C’est donc une famille orthonormée de F, qu’on peut compléter en une base orthonormée Br de F (par
exemple en appliquant la méthode de 'orthonormalisation de Schmidt). On vérifie alors facilement que la
matrice de f dans ces deux bases est diagonale, avec comme coefficients diagonaux des 0 et les 1/v/A;.

Il reste a montrer que ces coefficients diagonaux o; ne dépendent pas des bases orthnormées choisies. Pour
cela, on interpréete géométriquement ces valeurs singulieres : la plus grande d’entre elles est la dilatation
maximale de I’application f, autrement appelée rayon spectral. En effet, posons

p(f) =sup{|[f(@)|[F | € E, |[z]|p = 1}.

Exprimons z dans la base Bg trouvée ci-dessus : © = Y. | x;e;. Alors, par Pythagore, puisque la base
est orthonormée, ||z||3, = >, #?. D’autre part, utilisant le fait que les vecteurs f(e;) forme une famille

orthogonale de vecteurs, chacun de norme o;,

n

n
inf(ei) Z@"?UE
i=1 i=1

On peut supposer, quitte a permuter les vecteurs des bases Bg et Bp, que les o; sont rangés par ordre
décroissant : 01 > g5 > ---. Dans ce cas, si ||z||g < 1, alors || f(z)||3 < of >, 27 = o%. Cela montre que
p(f) < o1

Mais d’autre part, si © = ey, alors ||z||g = 1 et ||f(x)||r = o1. Cela implique que p(f) > o1. Au final,
on vient de montrer que p(f) = o1, et donc que o7 ne dépend pas des bases Bg et Bp.

On pose alors F; le sous-espace vectoriel de F formés des vecteurs dilatés d’un facteur oy :

Ey={z € E||f(@)|r = o1zl e}

On remarque alors que le rayon spectral de fp, est égal a la seconde valeur singuliere associée a la base
Bg (en faisant le méme calcul qu’au-dessus). Cela caractérise géométriquement la second valeur singuliere,
et montre donc qu’elle est indépendante des bases choisies. On conclut par récurrence. O

2

1 @)% =

L’intérét de la décomposition en valeurs singulieres n’est pas seulement “philosophique”, autrement
dit elle ne sert pas uniquement & se forger une intuition géométrique sur les applications linéaires entre
espaces euclidiens. Cette décomposition a de nombreuses applications, dans des domaines aussi variés que
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FIGURE 1. Approximations successives de I'image de gauche par des projections sur des sev de
dimensions croissantes.

le traitement d’images, les statistiques. .. Le théoreme qui suit donne une idée de pourquoi elle est tant
intéressante : elle permet d’approcher au mieux des nuages de points par des sous-espaces vectoriels.

Avant cela, commengons par une remarque : si A et B sont deux matrices ayant le méme nombre de
colonnes, alors on peut multiplier A et *B. Si on écrit A = (a;) et B = (b;) leurs vecteurs colonnes, alors
pour tout 4, alb; est une matrice de méme taille que la matrice produit A*B (et de rang 1 : chaque colonne
est multiple de a;). De plus,

A'B =alby +---+ab,.

En effet, regardons la case (4, k) de la matrice produit : son coefficient est la somme de n termes, dont le
1éme est le produit du jéme coefficient de a; avec le keéme coefficient de b;.

Théoréme 2.8.8. — SiU = (uy, -+ ,um) etV = (v1,--+ ,vy) sont les vecteurs colonnes de U etV , alors
la décomposition en valeurs singuliéres s’écrit aussi comme une somme de matrices de rang un :
min(m,n)
M = Z aiugvi.
i=1

Si les valeurs singuliéres o; sont rangées par ordre décroissant, on pose Ly la matrice diagonale obtenue
a partir de X en mettant a 0 tous les termes diagonaux au dela de la position k. Alors la matrice My =
UXLV (également obtenue en tronquant la somme précédente aprés le kéme terme) est une meilleure
approzimation de M, parmi l'ensemble Ry des matrices de rang au plus k, pour la norme euclidienne sur
My n(R) 2 R™ : on a

d(M,Rk) = 1nf{||MR|| | R e Rk} = ||M — Mk” = Ok+1-

Corollaire 2.8.4. — La matrice My, est la projection de M sur le sev engendré par les k premiers vecteurs
colonnes de U. Ce sev est le sev qui approche le mieux le nuage de points formé par les colonnes de la
matrice M, au sens ot il minimise la somme des carrés des distances (euclidiennes) & ces points.

On voit donc les applications possibles de ce résultat : étant donné un nuage de points, la décomposition
en valeurs singulieres permet de détecter s’il est “proche” d’étre inclus dans un sev d’une dimension donnée ;
c’est en quelque sorte une généralisation en dimension quelconque de ’approximation linéaire par moindre
carrés (quoique pas tout & fait). En particulier, si on projette ce nuage de points, formé de disons p vecteurs,
sur le sev de dimension k ’approchant le mieux, cela ramene la donnée de p vecteurs de dimension n a
la donnée de p vecteurs de dimension p. Si ces vecteurs codent une image numérique, cela permet de
compresser I'image, comme sur 'exemple de la figure 1.

Démonstration. — Commengons par remarquer que la norme euclidienne sur M, ,,(R) est invariante par
multiplication & gauche et a droite par des matrices orthogonales. En effet, le carré de la norme euclidienne
d’une matrice est la somme des carrés des normes euclidiennes de ses vecteurs colonnes (respectivement
ligne), dont chacun reste inchangé par multiplication & gauche (respectivement droite) par une martice
orthogonale. Cela implique en particulier que

n n
IMI>="0F et [M—=DM|*= ) o
i=1 i=k+1
I s’agit donc de montrer que pour toute matrice M’ de rang au plus k, on a |[M — M'||> > 3" | o7.

On remarque maintenant que, si on note H; le sev engendré par (vq,- - ,v;) (i.e. les ¢ premiers vecteurs
colonne de la matrice orthogonale V'), alors tout vecteur non nul de H; est dilaté par M d’un facteur au
moins o; :

v e H; = | Mv|| > oiv|.

Si M’ est une matrice de rang au plus k, pour des raisons de dimension, son noyau doit rencontrer Hy;
de maniere non triviale ; on peut donc choisir un vecteur h; de norme 1 dans I'intersection de ces deux sev.
De la méme maniere, 'intersection ker M’ N Hy o doit étre un sev de dimension au moins 2, qui contient
donc un vecteur ho ¢ vect(hi) de norme 1. Ainsi de suite, on construit une base orthonormée (h;)1<i<n—&
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de ker M’ telle que pour tout 4, h; appartienne & ker M’ N Hy, ;. Ainsi, chaque h; est dilaté d’au moins
Ok41-

On complete alors cette famille orthonormée (h;)1<;<n—k en une base orthonormée (h;)i1<i<n. Cela
permet de calculer, a I'aide de la remarque faite au tout début de la preuve :

n n—k n—k n—k n

1M = M| =Y (M = M) R)|P =D (M = M) ()l =D IM(Ra)? > o allal® = > o
i=1 i=1 i=1 i=1 i=k+1

Ce qu’il fallait démontrer. O

Terminons par une application concernant 'inversion de matrices : la décomposition en valeurs singu-
lieres permet de définir un “pseudo-inverse” aux matrices non inversibles.

Définition 2.8.5. — Soit M € M, ,(R), de décomposition en valeurs singuliecres M = UX'V. Son
pseudo-inverse de Moore-Penrose est la matrice AT = VX TtU, ol la matrice X7 est obtenue en inversant
tous les coefficients non nuls de la transposée de X.

Ce pseudo-inverse correspond a ’application qui & un vecteur b € R™ associe 'unique vecteur z € R"
minimisant la norme ||[Mx — b||.






CHAPITRE 3

ESPACES AFFINES, CONIQUES ET QUADRIQUES

Résumé : Dans ce chapitre, on introduit la notion importante d’espace affine. De facon imagée, un
espace affine & est « la méme chose » qu’un espace vectoriel E dont on a oublié 'origine ; c’est le cadre
naturel pour faire de la géométrie. Dans la section 1, on commence par introduire les notions de repere, de
changement de repere, et d’application affine. Dans la section 2, on introduit les barycentres, et la notion
de sous-espace affine. Dans la section 3, on incorpore les résultats du Chap. 6 en introduisant les « espaces
affines euclidiens » et leurs isométries ; en particulier on étudie en profondeur les isométries du plan affine
et de l'espace affine de dimension 3. On termine le chapitre par 1’étude des coniques (dans le plan) et des
quadriques (dans lespace). Comme le précédent, ce chapitre contient beaucoup de résultats nouveaux et
importants, qu’il faut essayer d’assimiler !

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux.

3.1. Espaces affines réels

Exzemple 3.1.1. — Dans R?, soit Z; la « droite affine » d’équation x; + x2 = 1, ce n’est pas un sous-
espace vectoriel de R? : si = (z1,72) et y = (y1,y2) appartiennent & 2, alors x +y ¢ Z; (car
1ty +x2t+y2 =2),etsit € R, t#£ 1, alors tx = (txy,tx2) € Z1. Mais le vecteur y — z = (yl*xl)

Y2—x2
appartient a la droite vectorielle D d’équation z; + z3 = 0, engendrée par le vecteur U =e; —es. Ona

donc une application
D x D — D, (x,y) = y—u.
Notons @ le vecteur y — = € R?, alors pour z,y,2 € 21 on a

(1) Ti=z-a=(y—a)+(z—y) =T+

D’autre part, pour tout & = (x1,x2) appartenant & %, et pour tout vecteur T =td € D, il existe un
unique y € % tel que @ = 7, a savoir y = (z1 + t,x9 — t), et I'on notera y = = + 7. Donc :

(2) pour tout x € 2y, Papplication {z} x 21 — D, (z,y)+— T est bijective
et ceci équivaut aussi a dire que :

(2" Papplication 2y x 21 — 21 x D, (x,y) — (&, ) est bijective;

son inverse est notée (z, 7) — (z,z + 7).

Remarque 3.1.2. — Ce qui précede est une propriété intrinseque de %1, et ne dépend pas des coordonnées
(x1,x2) choisies. Par exemple, soient fi; = (e1 — e2)/2 et fo = (e1 + e3)/2, alors

1/1 1
Mat(el,GQ)(f17f2) = 9 (_1 1)

est inversible, donc € = (f1, f2) est une base de R? et les coordonnées (y1,y2) dans la base ¢ sont données

par
x 1 —
( 1) _ P(?Jl) _ ( Y1+ Y2 ) don <y1) _ (-Tl wz)_
T2 Y2 2\—y1 + ¥ Y2 1+ T2
Avec ces nouvelles coordonnées, Z; est la « droite affine » d’équation y5 = 1 et D est la droite vectorielle

d’équation yo = 0; si P et @, de coordonnées (p, 1) et (g, 1), appartiennent & 2y, le vecteur @ =(¢g—p)fi

(O version du 13/5/2013
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appartient a D, et réciproquement, pour tout v = tf1 € D, le point P+tfy = (p+t,1) est 'unique point
Q de 2 tel que J@ =tfi.

Ce qui précede est un cas particulier de, et conduit a, la définition suivante :

Définition 3.1.3 (Espaces affines réels). — Soit E un R-espace vectoriel. Un espace affine & de
direction F est un ensemble non-vide & muni d’une application

EXE —E, (z,y) — I

vérifiant les deux propriétés suivantes :

(1) ‘Relation de Chasles :  7£ = zJ) + y?‘ Vr,y,z € &.

(2) L’application & x & — & x E, (x,y) — (x,Z]) est bijective.

On notera (z, 7) = (z,z + 7) la bijection inverse, c.-a-d., pour tout z € & et @ € E, z + U désigne
I'unique y € & tel que ﬂ/ =

Vocabulaire : les éléments de & sont appelés « points », ceux de E sont appelés « vecteurs ». Si E est
de dimension finie n, ce que nous supposerons par la suite, on pose dim & = dim F.

Remarque 3.1.4. — Dans la définition précédente, on peut remplacer R par un corps arbitraire k, on
obtient ainsi la notion d’espace affine sur k. Comme nous ne considérerons que des espaces affines sur R,
nous dirons simplement « espaces affines », sans préciser « réels ». De plus, pour abréger, on écrira souvent :
«soit (&, F) un espace affine », ou méme : « soit & un espace affine (de dimension n) », sans préciser I’espace
vectoriel E (appelé la « direction » de &).

Exzemple 3.1.5. — Tout R-espace vectoriel F est un espace affine, pour application EXE — E, (x,y) —
Th=y-x

Définition 3.1.6 (Repeéres cartésiens d’un espace affine de dimension finie)

Soit (&, E) un espace affine, avec dim E' = n. Un repére (cartésien) % de & est un couple (O, %), ou O
est un point de & et Z = (ey,...,e,) est une base de F; on dira aussi que le (n+ 1)-uplet (O, ey, ..., e,)
est un repere de &. Dans ce cas, pour tout point P de &, il existe un unique n-uplet (z1,...,2,) € R™ tel
que

ﬁ’:xlel—i—-n—i—xnen

et U'on dit que (z1,...,2,) sont les coordonnées de P dans le repére Z.
Exemple 3.1.7. — Soit & = (ey,...,e,) la base canonique de l’espace vectoriel E = R™, posons
E=R"={(x1,...,zn) |Vi=1,...,n, z; €R}

considéré comme espace affine de direction E = R", c.-a-d., muni de l'application & x & — E, (z,y) —
T =y—x = i (yi—xi)e;. Notons O le point (0, ...,0) de & et Z le repere (O, ). Alors pour tout point

P = (z1,...,z,) de &, ses coordonnées dans le repere Z sont (x1,...,x,). Si on fixe un point arbitraire
A = (a1,...,a,) de & et qu'on considere le repere Z' = (A, #), alors les coordonnées (z,...,z),) de P
dans %' sont données par I'égalité AP = z/e; + -, e,, et comme par définition AP = >""  (z; — a;)e;,

on obtient z} = x; — a; pour tout i.
Ce qui précede est un cas particulier du théoreme suivant :

Théoréme 3.1.8 (Changement de repere). — Soit (&, FE) un espace affine de dimension n, B =
(e1,...,en) et € = (f1,..., fn) deux bases de E, soit P = Matg(€) la matrice de passage, et soient
0,0 € &. Posons O0" = t1e1+- - -+tpe,. Pour M € & arbitraire, notons (x1,...,x,) (resp. (x},...,2),))
ses coordonnées dans le repére # = (O, B) (resp. #' = (0',%)). Alors on a

1 ) t1 x} T — 1t

=P |+ ], et donc = p!
/

Ty x! tn xl Ty — tn

De fagon abrégée, si l'on note X, X' et T les vecteurs colonnes ci-dessus, on a

X=PX'+T X' =P (x-1)]
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Démonstration. — Soient X, X’ comme ci-dessus et notons Y le vecteur colonne PX’. Alors, d’apres la
formule de changement de base dans F, on a :

/ / !
OM:xlfl+"'+‘rnfn:ylel+"'+ynen7

=
et comme OM = OO’ + O'M on obtient

n
—
X =0M =) (ti+y)e; =T+ PX'
i=1
et I'on a donc aussi X’ = P~1(X — T, ce que I'on peut aussi retrouver en écrivant que

> #fi=0'M =0M-00"=> (z; - t:)e;

i=1 =1
dow X' = P7Y(X 7). O
Définition et proposition 3.1.9 (Applications affines). — Soient (&, E) et (&', E") deux espaces
affines. Une application f : & — &' est une application affine s’il existe un point O € & tel que
Vapplication ¢ : E — E' définie par :

¥P € &, $(OP) = 1(0)f(P)

soit linéaire. Dans ce cas, on note ¢ = 7, et les €galités ci-dessus sont vraies pour tout couple de points
(I,P), c.-a-d., on a pour tout I € & :

vPe&, FFP = FUP)| e (V@ eE fU+T)=f0)+ F (D).

On dit alors que ? est la partie linéaire de f.

Démonstration. — Fixons un point O € &. Comme l'application 0 : £ — &, U — O+ est une bijection,
d’inverse P — O? alors I’application ! o f o § est I'unique application ¢ : E — E telle que
VU e E,  f(O+)=f(O)+¢() (i.e. F(O)F(P} = ¢(OP), pour tout P € &).

On suppose que, pour ce choix de O, 'application ¢ : E — FE est linéaire. Soit I € & arbitraire. D’apres
la relation de Chasles, et la définition de ¢, on a, pour tout P € & :

F(DF(P) = F(O)F(P) — F(O)F(I) = ¢(OP) — ¢(OF)

et comme ¢ est supposée linéaire, ceci égale ¢(O7 — 07 ). D’apres la relation de Chasles, & nouveau, on a

O.}% — 6? = I‘ﬁ Posant 7 = ¢, on a donc obtenu :

vI,Pcé&,  f(Df(P)= T(IP).

La proposition est démontrée. O

Remarque 3.1.10. — Pour f : & — & arbitraire, et O € &, 'application ¢ : E — E définie plus haut
n’a aucune raison d’étre linéaire : prendre par exemple & = E = R, O = 0 et f(t) = t*> pour tout t € R,
alors ¢(t) = f(t) n’est pas linéaire.

Proposition 3.1.11 (Ecriture d’une application affine dans des repéres cartésiens)

Soient (&, F) et (&', E') deuz espaces affines, avec dimE = m et dim E' = n, et soit f : & — &' une
application affine. Soient # = (0, B) et #' = (O',€) des repéres de & et &', soit A = Matg,@(7) €
M,,.m(R) et soient (by,...,0)) les coordonnées de f(O) dans Z'.

Alors, pour tout P € 2, de coordonnées (x1,...,%y) dans %, les coordonnées (yi,...,yn) de f(P)
dans #' sont données par :

Y1 T by
=A +
Yn Tm b;z
Y1 — by i)

Démonstration. — En effet, on a : = f(O)f(P) = 7(0.}%) =Al | O

Yn — b;L Tm
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Définition et proposition 3.1.12 (Translations de &). — Pour tout U e E, on appelle transla-
tion de vecteur o Uapplication t3 : & — &, qui a tout © € & associe le point x + U. Clest une
application affine, dont la partie linéaire est idg.

Démonstration. — On fixe O € & et pour tout P € & on pose P’ = P + . Alors
— —
O'P = 00 +0P + PP = OP,
=

Avec les notations de 3.1.9, ceci montre que 'application ¢ égale idg, qui est linéaire. Donc t= est une
application affine, de partie linéaire idg. O

Lemme 3.1.13. — Pour tout U,V € E, on a ‘ tg oty =tg.w ‘ Donc lensemble des translations est

un groupe commutatif; en particulier, toute translation t4 est bijective, d’inverse t_-;.

Démonstration. — Pour tout P € & on a (tm otw)(P) =tz (P+ V) =P+ 7 4+ d = tw 1w (P). Ceci
prouve la premiere assertion, et la seconde en découle facilement. O

Proposition 3.1.14 (Composée d’applications affines). — Soient & ENF Ny P applications
affines, alors la composée go f: & — & est affine, et sa partie linéaire est| (g o ) = 7 o ?

Démonstration. — Fixons O € & et posons O’ = f(O). Pour tout M € & et P € &', on a:

FOFO =F @) e g(0)g(P) = F(OP).

En particulier, appliquant la deuxiéme égalité au cas o P = f(M), on obtient :
(90 N(O)(go M) = g(F(0)g(F(M)) = F(FO)f (M) = 7 (F (ORD)) = ( o T)(OM).

D’apres 3.1.9, ceci prouve que g o f est affine, de partie linéaire 7 o ? O

Théoréme et définition 3.1.15 (Transformations affines et groupe GA(&))

Soit (£, F) un espace affine.

(1) On note TAff(&) ensemble des transformations affines de &, i.e. applications affines & — & ; il
est stable par composition, c.-a-d., si f,g € TAf(&) alors go f € TAff(&).

(2) Pour tout O € &, tout f € TAHH(&) s’écrit f = tO—S o ¢o, ot ¢o est Uapplication affine définie
f(o

par do(P) =0+ 1 (OP).

(3) Soit f € TAH(&), alors| f bijective < 7 bijective.

(4) On note GA(&) = {f € TAH{(&) | f bijective} ; c’est un groupe, et Uapplication GA(&) — GL(E),
f— est un morphisme de groupes.

(5) Pour tout f € TAff(&) et U € E, on a foty = t 2 © f; en particulier si f € GA(&) alors
fotgzo f_l = t?(ﬁ)'

Démonstration. — (1) découle de 3.1.14. Prouvons (2). Soient O € & et f € TAff(&), posons U = Of(O;
et g=t_4 o f € TAfI(&). Alors g est affine, sa partie linéaire est idgo f = f, et 'on a g(O) = O. Donc,
pour tout P € &, on a Og(P) = ?(O?) donc g égale ¢o, et 'on a f = t4 o ¢, ce qui prouve (2). De
plus, comme t= est bijective et f =1t o ¢p, on a :

f bijective <= ¢ bijective <= ? bijective

ce qui prouve (3).
Prouvons (4). Soit f € GA(&) et soient O, P € &. Posons O’ = f~1(O) et P’ = f~1(P), comme f est
affine et f(O') =0, f(P')=P,on a:

F(O'P) = §(0)f(P' = OP

et comme ? est bijective, d’apres (3), on obtient que

F0)f7X(P) = O'P' = () (OP)

et ceci prouve que f~! est affine, de partie linéaire (7)_1. Le reste du point (4) découle alors de 3.1.14.
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Prouvons (5). Pour tout P € &, on a

(fota)(P) = f(P+T) = f(P) + [ () = (t7 1, 0 N)(P)
ce qui prouve le premier point de (5), et le second en découle. O

Remarque 3.1.16. — Soient (&, E) et (&', E') deux espaces affines de dimension finie, et soit f : & — &’

une application affine bijective. Alors f : E — E’ est une application linéaire bijective, donc E et E’ sont
isomorphes ; en particulier ils ont méme dimension, donc dim & = dim &”.

3.2. Barycentres et sous-espaces affines

Théoréme et définition 3.2.1 (Barycentres). — Soit & un espace affine, soient Py,..., P, € & et
ti,...,tn des réels tels que ‘tl 4+ +t,=1 ‘ Alors il existe un unique point G € & tel que :

— —
(*) VI e &, fgztljpl+...+tn]pn

et G s’appelle le barycentre des points pondérés (P;,t;) (i-e. chaque point P; est affecté du « poids » t;).
On notera :

(%) \G:t1P1+-~-+tnPn.\

Lorsquet; = -+ =t,, doit; =---=1t, = 1/n, on dit que G est le centre de gravité ou isobarycentre
des points Py, ..., P,.

Démonstration. — Fixons une origine O € &. Si G existe, il vérifie nécessairement

(1) OC = t,0P| + -+ 1,0P,

d’ott l'unicité de G (8’1l existe). Réciproquement, définissons G par 1’égalité ci-dessus et montrons que G
vérifie (%) pour tout I € &. D’apres la relation de Chasles et (1), on a

n

zn:tiﬁzzzn:ti(fé-‘r@) = (ﬁ:ti)f(3+2ti5ﬁ=f5+(75=f§.

i=1 i=1
———
=1
Ceci prouve le théoreme. O
Remarque 3.2.1.1. — La démonstration du théoréme montre que si un point G’ vérifie I’égalité (x) pour

un point I, alors G’ égale G et vérifie I’égalité (x) pour tout point I.

Définition 3.2.2 (Segments). — Soient A, B € &, on définit le segment [A, B] comme Pensemble des
points qui sont « entre » A et B, i.e. I’ensemble des points P de la forme

P:A+tﬁ:B+(1—t)ﬂ, avec t € [0, 1],

c’est donc aussi 'ensemble des barycentres P = (1 — t)A + tB, avec t € [0, 1]. En particulier, le centre de
gravité de A, B (qui correspond & t = 1/2) est le milieu du segment [A, B].
Proposition 3.2.3 (Associativité des barycentres). — Soient A,..., A, € &, t1,...,t, € R tels
que ty + - +t, =1, et G le barycentre des points pondérés (Aq,t1), ..., (An,tn)-

(1) On suppose que p =11+ -+ +ty—1 =1 —1t, est non nul. Soit H le barycentre des points pondérés
(A1, t1/p), ooy (Ap—1,tn-1/1), alors ‘ G est le barycentre de (H, u) et de (Amtn).‘

(2) En particulier, sity = -+ =t, = 1/n, soit G (resp. H) le centre de gravité G de Ay,..., A, (resp.
de Ay,...,Ap_1), alors G est le barycentre de (H,(n —1)/n) et de (A, 1/n).

7?[ 1 1, =

Démonstration. — Soit O € &. Alors H est défini par OH = — E?:ll t;OA; et le barycentre G’ de (H, p)
W

et de (A4,,t,) est défini par

n—1
OG = OH + t,04, = ZtiO_AZHnO—An> —0C
=1

d’on G' =G. O
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Ezxemple 3.2.4 (Centre de gravité d’un triangle). — Dans le plan affine &2, soient A, B,C trois
points non alignés, soit G le centre de gravité des points A, B,C, et soit O € & arbitraire. Notons [
le milieu du segment [BC], alors la droite (AI) s’appelle la médiane du triangle issue de A. Appliquons
la proposition précédente & A1 = B, Ay =C, A3 = A, alorsona u=2/3ett;/u=1/2pouri=1,2, donc

H=1et1lona: ) )
OC = 201 + ;04

Prenant O = G, on obtient 6?4 = —2@ : ceci montre que G est situé sur le segment [AI], aux deux-tiers
du segment en partant du sommet A. On a le méme résultat si I'on introduit les milieux J et K de [BC]
et [C'A], donc on obtient le résultat suivant : « les médianes d’un triangle se coupent auz deuz-tiers de leur
longueur (en partant des sommets), et le point d’intersection est le centre de gravité du triangle ».

Théoréme 3.2.5 (Applications affines et barycentres). — Soit f : & — &’ une application affine.
Alors f préserve les barycentres : si G € & est le barycentre des points (A, t;) alors f(G) € &' est le
barycentre des points (f(A4;),1;).

Démonstration. — Fixons O € & et pour tout P € & notons P’ = f(P). Par définition, on a 0(3 =
n = N . .
Y i tiOA; d’ou, puisque 7 est linéaire :

n

oG - T 104 = iti?(o_/ﬁ) = zn:t,;o’—A’Z.
1=1 =1

i=1
Ceci montre que G’ est le barycentre des points (A%, ¢;). O
Définition et proposition 3.2.6 (Sous-espaces affines). — Soient (&, F) un espace affine et F un

sous-ensemble non-vide. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour tous Mo, Ma,...,M, € F et tous to,t1,...,t, € R tels que to + -+ +t, = 1, le barycentre
G =toMy+ -+ t,M, appartient a F.

— —

(2) Pour tous My, M,..., M, € F et tous Ai,...,\, € R, le point My + M\ MoMy + -+ + N\, MoM,
appartient o F .

(3) Il existe My € F tel que FF = {MoM | M € F} soit un sous-espace vectoriel de E.

—

(4) Pour tout My € F, F = {MyM | M € .F} est un sous-espace vectoriel de E, indépendant du choix

de My € F.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on dit que F est un sous-espace affine (en abrégé : sea), de
direction F', et ['on pose dim % = dim F'.

Démonstration. — Montrons que (1) < (2) : en prenant My comme origine, G est défini par 1'égalité

P P

i=1 i=1
et I’équivalence (1) < (2) en découle (si Aq,..., A, sont donnés, on prend ¢; = A; pour ¢ = 1,...,p et
to=1-—3"\).

11 est clair que (2) = (3). Supposons (3) vérifié pour un point My fixé et soit M|, € %, notons provisoi-
rement
/ / o
F'={MyM | M € F}.
% A
Posons @ = MyM|. Comme M|} € .Z, on a U € F', et comme F' est un sous-espace vectoriel de F,

application ¥ — ¥ — W est une bijection de F sur lui-méme (d’inverse W W+ 7) D’apres la relation
de Chasles, pour tout M € % on a

M{M = MyM — MoM} = MoM —

et donc

F={Vv-4|VveF}=F
Ceci prouve que (3) = (4). Enfin, il est clair que (4) = (2). La proposition est démontrée. O
Remarque 3.2.7. — Soient (%, F) comme dans la proposition précédente, alors . est un espace affine de

direction F', ce qui justifie la terminologie « sous-espace affine de & de direction F' ». En effet, I’application

y)(y—)F, (Mo,M)HMoM
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est la restriction & # x % de l'application & x & — E, donc vérifie la relation de Chasles. D’autre part,
d’apres le point (4) de la proposition, pour tout My € %, I'application # — F, M — MyM est bijective.
Ceci prouve que .Z est bien un espace affine de direction F' (cf. définition 3.1.3).
Définition 3.2.8 (Sea de direction F passant par un point A). — Soient (&, E) un espace affine
et F' un sev de E. Pour tout A € &, il existe un unique sea de direction F' passant par A, c’est :
F={Pc&|APcF)={A+7 | cF)

on le note A + F'. De plus, pour tout point B € %, on a aussi &% = B + F.
Exemples 3.2.9. — (1) Pour tout P € &, le singleton {P} est un sea de & de dimension 0, et récipro-
quement.

(2) Soit 2 un sea de & de dimension 1, et soit D = R sa direction (une droite vectorielle dans E).
Pour tout A fixé dans &, on a :

P =A+RU ={A+td |teR} ={(1-t)A+tB|tecR}
ou l'on a posé B=A+ . Réciproquement, pour tout A # B dans &, ’ensemble des barycentres :
{1-t)A+tB|teR}

est un sea de & de direction Rﬁ7 qu’on appelle la « droite affine » (AB).

Proposition 3.2.10 (Sous-espaces affines définis par des équations)
Soit (&, FE) un espace affine. On fize O € &. Soient f1,...,f, € E* des formes linéaires sur E et
c1,...,¢p € R. On pose
F={Pc&|fi(OP)=c;, Vi=1,...,p}.

Alors, si F # &, c’est un sea de &, de direction l’espace vectoriel

P
F={"¥ €E|fi(W)=0, Vi=1,...,p}=[|Ker(f).
i=1
Démonstration. — Supposons % # & et soit My € %. Alors un point arbitraire M € & appartient & .F#
si et seulement si on a :
Vi=1,...,p, fi(OM) = ¢; = fi(OMy)
ce qui équivaut a :
, e e
VZ:L...,]), fz(MOM):fl(OMfoMO):O
e
et encore a : MgM € F = ﬂle Ker(f;). D’apres la proposition 3.2.6, ceci montre que %, s’il est non-vide,
est un sea de direction F'. O

Exemples 3.2.11. — Soit (&, E) un espace affine de dimension n. Fixons un repére (O, eq,...,¢e,) de &,

d’ou des coordonnées (x1,...,x,). Alors toute forme linéaire sur E est de la forme x — a1z1 + - + anzy,
et donc se donner des équations f;(OM) = ¢; pour i = 1,...,p équivaut a se donner un systéme :
a1+ -+ a1ty = €
ap1T1 + -+ ApnTpn = Cp

et la proposition précédente signifie la chose suivante : si I’ensemble .# des solutions de ce systéme
est non-vide, alors c’est un sea de & de direction I’espace vectoriel F' formé des solutions du
systéme homogéne :

a1+ -+ ampr, = 0

ap1x1 + -+ apnt, = 0.
Illustrons ceci par les deux exemples suivants :
(1) F = {(z1,22,23) €ER? | 11 + 22 + 23 =1, 21 + 222 = 2} # & (il contient, par exemple, le point
(0,1,0)), c’est un sea de R? de direction la droite vectorielle
F = {(ZEl,IQ,I‘g) S Rd | T1+ 20+ 23=0=21 +2I2}
(2) Par contre,
ﬁ:{(xl,xg)ERﬂxl +x0 =1, 2x1+2x2:3}

est vide!
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De plus, dans un espace affine & de dimension n, tout sous-espace affine .% de dimension r peut étre
défini par exactement n — r équations :

Proposition 3.2.12. — Soient (&, FE) un espace affine de dimension n et F un sea de direction F,
dim F' = r. Soit O € & arbitraire et (e1, ..., e,) une base de F', complétons-la en une base # = (e1,...,ep)
de E et notons (x1,...,x,) les coordonnées dans le repéere Z = (O, %). Alors il existe ¢ry41,...,¢, € R
tels que

F={M(x1,...,xp)€E | ;i =0¢;;, Yi=r+1,...,n}

Démonstration. — Soit My € &, posons ¢; = x;(My) pour i =7+ 1,...,n. Pour tout M € %, on a
—_
MoM € F = Vect(eq,...,er)

— —
donc MyM a toutes ses coordonnées d’indice i > r nulles, et donc M = My + MqM vérifie x;(M) =
x;(Mo) = ¢; pour ¢ > r.
Réciproquement, si M € & vérifie x;(M) = x;(My) = ¢; pour i > r, alors le vecteur MyM a toutes ses

—
coordonnées d’indice ¢ > r nulles, donc appartient a F', et donc M = My + MyM appartient a #. Ceci
prouve la proposition. O

Définition et proposition 3.2.13 (Sous-espace affine engendré par une partie non-vide)
Soit (8, E) un espace affine, X une partie non vide de &. Alors l'ensemble F de tous les barycentres

G:toA0+-~-+tpAp, ot A07...,APEX, to,...,tp ER, to+---+t, =1

est un sous-espace affine de &, et c’est le plus petit sea de & contenant X. On l’appelle le sea engendré
par X et on le note Aff(X). De plus, pour tout choix d’un point Ag € X, on a :

AFF(X) = {Ag + M AgAL + -+ \pAgAr | Ay Ay € X, Ary...\ Ay €R}
:A0+Vect{m|BeX}
Démonstration. — On définit & par :
F ={G=tpAo+ - +tpA, | Ao,..., Ap € X, to,....,tp €R, to+---+t,=1},

cette définition ne dépend d’aucun choix et tous les points de X y jouent le méme réle. On pourrait montrer
directement, avec cette définition, que % vérifie la propriété (1) de la proposition 3.2.6, mais il est plus
commode de procéder comme suit. Fixons un point Ay € X, alors, comme dans la démonstration de (1)
< (2) dans 3.2.6, on voit que

AH<X> = {A0+)\1A0A1+---+APA0AP ‘ Al,...7Ap e X, )\1,...,)\1, ER}
= A +Vect{A0§ | Be X}

Ceci montre que .# est un sea de direction F' = Vect{A0§ | B € X} (qui ne dépend pas du choix de Ay,
cf. 3.2.6). De plus, # contient X, et si &' est un sea contenant X, alors sa direction F” contient tous les

vecteurs Ag g, pour B € %, donc F’ contient F, et #' = Ay + F' contient .%. Ceci montre que .# est le
plus petit sea de & contenant X, ce qui justifie la notation Aff(X). O

Corollaire 3.2.14 (Sea engendré par des points Ay, ..., A,). — Soit (&,E) un espace affine, le
sous-espace affine engendré par des points Ay, ..., Ap € & est

AH<A0,‘..,AP>:{G:toA0+"'+tpAp|t0,...,tp€R, t0++tp:1}
= Ao+V€Ct{AOA1,...,AOAp}

sa dimension est celle de l’espace vectoriel F = Vect{ Ao A1, ..., AoAp}; en particulier, dim Aff (Ao, ..., Ap)
- - - . ,

= p & les vecteurs AgA, ..., AgA, sont linéairement indépendants.

Remarque 3.2.15. — Dans le corollaire précédent, on a choisi le point Ay comme « origine », mais

bien str le méme résultat est valable pour tout point A;, i.e.on a aussi F' = Vect{A;A; | j # i} et
Aft(Ag,...,Ap) = A, + F.

Définition 3.2.16 (Points affinement indépendants ou liés). — Soit (&£, E) un espace affine et soit
p € N*. On dit que (p + 1) points Ag,...,A, € & sont affinement indépendants si le sea de &
qu’ils engendrent (i.e. le plus petit sea de & qui les contient) est de dimension p, c.-a-d., si les vecteurs

ApAi, ..., ApA, sont linéairement indépendants (ceci équivaut & dire que, pour i fixé, les p vecteurs A;A;,
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pour j # ¢, sont linéairement indépendants). Dans le cas contraire, on dit que Ao,..., A4, € & sont
affinement liés.

Si p = 2, les trois points Ag, A1, Ao sont affinement liés <= ils sont alignés. Donc Ag, A1, Ay sont
affinement indépendants <= ils sont non alignés.

On dit que des points Ay, ..., A, € & sont coplanaires s’ils sont contenus dans un sea & de dimen-
sion 2 (un plan affine), i.e. si dim Aff(Ay,...,A,) < 2. Donc quatre points Ao, ..., As sont affinement
indépendants <= ils sont non coplanaires.

Définition 3.2.17 (Retour sur les repéres). — Soit (&, E)) un espace affine de dimension n. Se don-
ner un repere Z = (Ag, #) de & (ot Z est une base de E) équivaut & se donner un (n+ 1)-uplet de points
Ag, Ay, ..., A, affinement indépendants : dans ce cas les n vecteurs AgAy, ..., AgA, sont linéairement
indépendants donc forment une base % de F, et la donnée de (Ao, B) équivaut bien siir & celle du (n+1)-
uplet (Ag, A1, ..., Ay). On dira aussi qu'un tel (n + 1)-uplet de points affinement indépendants forme un
repere de &.
Attention, cette fois I'ordre des points est important : Ag est 'origine et la base & = (m, o ApAy)
est ordonnée, i.e. les coordonnées (1, ...,x,) dans ce repére correspondent au point
n
A0+$1M+"'+$nm= (1—21‘1')1404-1‘1141 +Fx A,
i=1
Définitions 3.2.18 (Sea paralléles). — Soit (&, E) un espace affine et %1, %5 deux sea, de directions
respectives Fi et Fj.
(1) On dit que & est faiblement paralléle & F5 silon a Fy C Fy. Dans ce cas, si Ag € %1 N Z,, alors
F1=Ag+ F| C Ag + F5 = %5, donc on a lalternative suivante : ou bien

flgfg ou bien ﬁlﬁﬂ}:@.
(2) On dit que #; et F sont paralleles si 'on a Fy = F5. Dans ce cas, on a 'alternative suivante : ou
bien ﬁl = (gZQ ou bien 351 ﬁgfg = .

Remarque 3.2.18.1. — Attention, deux sea %1, . %, qui vérifient %, N %, = & ne sont pas nécessai-
rement paralleles! Par exemple, dans R? les droites affines &, et %, d’équations respectives z =y = 0 et
x —1=0 =z vérifient 21 N D5 = & mais ne sont pas paralleles : la direction Dy de %, (resp. Dy de Z»)
est la droite vectorielle d’équation z = 0 =y (resp. z = 0 = 2) et I'on a D # Ds.

Proposition 3.2.19 (Sea engendré par deux sea # et .Z'). — Soit (&, E) un espace affine, soient
(F.F), (F',F') deuzx sous-espaces affines, P € F et P' € F'.
—

(1) Le sous-espace vectoriel V.= F + F' + RPP' est indépendant du choiz de P € F et P' € F'.

(2) OnaV=F+4+F < FZNF #+2.

(3) Le sous-espace affine engendré par F U .F' est P+V = P' +V, on le notera F + .F'. (V)

(4) Par conséquent, si F et F' sont de dimension finie (par exemple, si & lest), on a :
dim(F + F’) si FNF' #+ 3,

dim(F + 7') =
im( ) {dim(F+F’)+1 si FNF =o.

€F €eF’

s : : ’ / 7 ? 7 Y / "
Démonstration. — (1) S1 Q € F et Q' € F', alors QQ' = QP +PP’' + P'Q’ et donc F + F' + QQ' =
F+F +PP.

Prouvons (2). L’implication < est évidente, car si Q € F N.%’, on peut prendre P = Q = P/, d’ou

—.
V = F + F'. Réciproquement, supposons que PP = W + U’ avec @ € F et W' € F’. Alors le point

Q=P+ 0 appartient a .%, et I'on a aussi
PO=PO-PP =@ — (T +0) =" €F
donc @Q € F' N.#. Ceci prouve (2).

Prouvons (3). Par définition, Aff(# U.Z') = P+ W, ou W est le sous-espace vectoriel engendré par les
vecteurs PM et PN = W + P'N, ou M (resp. N) parcourt .% (resp. .%'). Donc W est le sev engendré
par F, F' et W, ie. W= V._Ce>ci prouve (3). Enfin, (4) découle de (2), car dimV < dim(F + F’) 4+ 1,
avec égalité si et seulement si PP’ ¢ F + F'. O

(1) Attention, cette notation n’est peut-étre pas standard, peut-étre les puristes s’en tiennent-ils & la notation A(FUFy. ..
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Remarque 3.2.20. — Dans la proposition précédente, si dim.# = p, dim.#' =r et si (P, Ay,...,4,) et
(P',By,...,B,) sont des reperes de .F et F#', alors F + F' = Aff(P, Ay,...,A,,P',By,...,B,).

Proposition 3.2.21 (Intersection de deux sea .7 et .#'). — Soit (&, FE) un espace affine et soient
(Z,F), (F',F") deuzx sous-espaces affines. Si F N F' est non vide, c’est un sea de direction F' N F’.

Démonstration. — Supposons que A € # N .%#’. Alors un point arbitraire P € & appartient & % N .F’
si et seulement si AP appartient & F et & F/, i.e. & F N F’. D’apres la proposition 3.2.6, ceci montre que
F N Z' est un sea de direction F'N F”. O

Proposition 3.2.22 (Applications affines et sous-espaces). — Soit f : & — &' une application af-
fine, notons ¢ sa partie linéaire.

(1) Soit (Z,F) un sea de &, alors f(F) est un sea de &' ; plus précisément, si P € F alors f(F) =
f(P)+ o(F).

(2) Soit (F',F') un sea de &'. On a f~1(F') =@ si f(E)NF' =@, sinon f~H(F') est un sea de &
de direction ¢~ (F') ; plus précisément, si P € F est tel que f(P) € F' alors

FUF) ={Q=P+U €& | f(Q) = f(P)+¢(U) € F'}
Q=P+ T & | (PV(Q) =o(TW) e F'} = P+ ¢ (F).

Démonstration. — Laissée au lecteur comme exercice. O

3.3. Projections, symétries, points fixes

Proposition 3.3.1. — Soit (£, E) un espace affine et soient (F,F), (¥', F') deux sous-espaces affines
tels que F + F' = E. Alors .7 N.F' est non vide et est un sous-espace affine de direction F N F’.

Démonstration. — Ceci résulte des propositions 3.2.19 et 3.2.21. En effet, soient P € &% et P’ € F'.

Comme F+F’ = E, on a nécessairement PP’ € F+F’ done, d’apres la proposition 3.2.19, on a FNF' # .
Donc, d’apres la proposition 3.2.21, .% N .%’ est un sea de direction F'N F”. O

Corollaire 3.3.2 (Sous-espaces supplémentaires). — Si E = FOF', i.e. si F' et F' sont supplémen-
taires, alors pour tous sea .F de direction F et %' de direction F', Uintersection F N.F' est un singleton

(P}

Démonstration. — D’apreés la proposition précédente, .# N %’ est non vide et est un sea de direction
F N F' = {0}, donc c’est un singleton {P}. O

Définition 3.8.3. — Soient (&, E) un espace affine et (Z, F) et (F', F') deux sea tels que E = F @ F.
D’apres le corollaire précédent, # N %’ est un singleton {O} et, comme E = F & F’, on a :

s —
VMe&, 3PP)eFxF tlque OM=O0P+OP.
On définit alors :
(1) la projection m = 1 & sur % parallelement & #’ par (M) = P,
—
(2) lasymétrie s = s & par rapport a .% parallelement & .%' par s(M) = M—|—2Mﬁ = M-20P,
e
ie. MS(M) — oM P = 20P.
(Faire un dessin dans le plan affine &2, pour deux droites sécantes % et %', non nécessairement orthogo-
nales, par exemple .# d’équation y =1 et F’ d’équation y —x = 1.)
Si de plus dim.% = dim & — 1 (de sorte que dim .#’ =1, i.e. %’ est une droite affine), on dit que .Z est

un hyperplan affine de & et que s# 2 est la réflexion par rapport a I’hyperplan .# parallelement
a la droite .#'.

Définition 3.3.4 (Points fixes). — Si X est un ensemble et f une application X — X, on dit que
x € X est un point fixe de f si f(x) = . On notera Fix(f) ’ensemble des points fixes de f; il peut étre
vide.

Soit (&, F) un espace affine et f : & — & une transformation affine. Si f posséde un point fixe O,
on a vu que, via la bijection & — E, P O?, f s’identifie & sa partie linéaire ? (cf. point (2) du
théoreme 3.1.15). Donc, lorsque f possede un point fixe, ’étude de la transformation f se ramene & 1’étude

de I’endomorphisme de F, et 'on peut appliquer les résultats connus sur les endomorphismes. Ceci
explique l'intérét d’étudier I’ensemble des points fixes de f. On a la proposition suivante.
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Proposition 3.3.5 (Points fixes de f). — Soient (&, FE) un espace affine de dimension finie, f : & —
& une application affine, et f sa partie linéaire.

(1) i Fix(f) est non vide, c’est un sea de direction Fix(f) = Ker(f — idg).
(2) i Ker(f —idg) = {0}, alors f a un point fize unique I.
Démonstration. — (1) Si Fix(f) # @, soit I € Fix(f). Alors, pour un point arbitraire P € & on a :
P e Fix(f) <= f(P) = P <= IP = [f(P} = [(1)[(P) = | (IP) — IP € Fix(]).

Ceci montre qu’alors Fix(f) est un sea de direction Fix(?) = Ker(? —idg).
(2) Supposons Ker(? —idg) = {0} et fixons une origine O € & arbitraire. Pour tout point P € &, on a

Of(P) = 0F(0) + F(0)f(P) = OF(0) + f (OP)
P = f(P) <= OP = Of(P) «= (T — idx)(OP) = —0f(0).

Or, d’apres hypothese, 7 — idg est injective, donc bijective puisque E est de dimension finie. Donc il

et donc on a :

existe un unique vecteur @ € E tel que (? —idg) (W) = —Of(0), et il existe donc un unique point I € &
tel que (? - 1dE)(5?) = —0f(0), i.e. I est 'unique point fixe de f. La proposition est démontrée. O

3.4. Espaces affines euclidiens

Définition 3.4.1. — On dit qu’un espace affine (&, F) est euclidien si E est de dimension finie et
est muni d’un produit scalaire ( | ). Dans ce cas, & est muni de la distance euclidienne, définie par

d(z,y) = |75 = V(&G | 7).

C’est bien une distance, car : (a) d(z,y) > 0 et d(z,y) = 0 & = =y, (b) d(y,z) = d(z,y) puisque
| = || — x4l = | — 1| - ||Z4]| = ||Z3]|, et (c) d vérifie Pinégalité triangulaire :

d(z,y) +d(y, =) = |79 + 72| > |Z%]| = d(x, 2).

Définition 3.4.2 (Isométries). — Soit & un espace affine euclidien. Une isométrie de & est une ap-
plication f : & — & qui conserve les distances, i.e. telle que :

Veyed,  |d(f(2), /() = d,y).

On notera Is(&) I’ensemble des isométries de &

On va voir qu’alors f est nécessairement affine et bijective. Commencgons par quelques résultats préli-
minaires.

Lemme 3.4.3. — Soit [ : & — & une isométrie.
(1) f est injective.

(2) Si f est bijective, f~1 est une isométrie.
(3) Sig:& — & est une seconde isométrie, g o f est aussi une isométrie.

Démonstration. — (1) Si f(x) = f(y) alors 0 = d(f(x), f(y)) = d(z,y) donc & = y. Ceci prouve que f est
injective.
(2) Soient x,y € &, posons ' = f~1(z) et y' = f~1(y). Alors x = f(2') et y = f(y/), dont
d(z,y) = d(f(2"), f(y)) = d(z’,y/) = d(f " (2), [ (y))
(la seconde égalité car f est une isométrie). Ceci montre que f~! est une isométrie.
(3) Pour tout z,y € &, on a d(z,y) = d(f(x), f(y)) =d(g(f(x)),g(f(y))), donc g o f est une isométrie.
0

Proposition 3.4.4 (Isométries affines). — Soit f : & — & une transformation affine.

(1) f est une isométrie si et seulement si sa partie linéaire ? est une isométrie vectorielle (i.e. ?
préserve la norme).

(2) Dans ce cas, 7 et f sont bijectives.

(3) En particulier, toute translation f = t— est une isométrie affine de &.
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Démonstration. — (1) Pour tout =,y € &, on a d(f(z), f(y)) = ||f(m)f(y)H = ||?(@)|| et ceci égale
d(z,y) = ||z si et seulement si ||?(H/)|| = ||Zg||. Donc f est une isométrie si ? en est une. Récipro-

quement, si f est une isométrie, alors f préserve la norme, car 'application & x & — E, (z,y) — @ est
surjective (puisque pour z fixé, y — @ est une bijection). Ceci prouve (1).

De plus, dans ce cas ? est bijective (car injective et E de dimension finie), donc f l'est aussi, d’apres
le point (3) de 3.1.15. Enfin, toute translation f = t+ est une isométrie de &, puisque sa partie linéaire
égale idg. La proposition est démontrée. O

Théoréme 3.4.5. — Soit f: & — & une isométrie. Alors f est affine et bijective.

Avant de démontrer le théoreme, énongons tout de suite un corollaire. On note O(FE) le groupe des
isométries vectorielles de E. Rappelons que pour tout ¢ € O(FE), on a dét(¢) = +1, et que l'on pose
SO(E) = Ot(E) = {¢ € O(E) | dét(¢) = 1} et O (E) = {¢ € O(F) | dét(¢) = —1}; de plus SO(F) est
un sous-groupe de O(E) (appelé le groupe « spécial orthogonal » de E).

Corollaire 3.4.6 (Les groupes Is(&) et Is7(&)). — Soit (&, E) un espace affine euclidien. On a

() I5(6) = {f € GA() | | € O(B))

et c’est un sous-groupe de GA(&). De plus, Is(&) est la réunion de IsT(&) (isométries directes) et de
Is~ (&) (isométries indirectes), ot IsT(&) (resp. Is™(&)) désigne lensemble des f € 1s(&) tels que ? €
OT(E) (resp. [ € O7(E)). Enfin, Ist(&) est un sous-groupe de Is(&).

Terminologie 3.4.7. — Les isométries directes sont aussi appelées « déplacements », et les indirectes
« antidéplacements ».

Démonstration du corollaire. — D’apres le théoreme, toute isométrie de & est affine et bijective, donc
appartient & GA(&), et d’apres la proposition 3.4.4, un élément f de GA(&) appartient a Is(&) si et
seulement si ? € O(E). Ceci prouve ’égalité (x).

Le fait que Is(&") soit un groupe découle du lemme 3.4.3. Enfin, la décomposition Is(&) = Ist(£)UIs™ (&)
et le fait que Is™ (&) soit un groupe, découlent des propriétés analogues de O(E). O

Démonstration du théoréme. — 11 suffit de montrer que f est affine, elle sera alors bijective d’apres la

proposition 3.4.4. Fixons une origine arbitraire O € & et posons @ = f(0)O. Alors ¢ = t o f est une
isométrie, vérifiant ¢(O) = O. 1l suffit de montrer que ¢ est affine, car alors f = t_- o ¢ le sera aussi.
Comme ¢(0O) = O, pour montrer que ¢ est affine, il suffit de montrer que lapplication ¢ : E — E définie
par

VPe &,  $(0P)=O06(P) ie. YT EE  O+¢(T) =0+ )

est linéaire. .
Soit W € E, posons P = O + U et P’ = ¢(P), alors () = OP" et donc :

()| = [OP']| = d(0. ') = d(0. P) = 0P = ||

—
()

(légalité (%) car ¢ est une isométrie). Ceci prouve déja que 1 préserve la norme, montrons de plus que ¥
préserve le produit scalaire. Considérons un second vecteur v € E et posons Q = O + T et Q' = ¢(Q).

Alors l'on a :
d’une part, I@z@—(ﬁz?—?
——
d’autre part, P'Q' =0Q —OP = (V) — (W)
et
(7)) — w()| = IP'Q | = d(6(P), 6(Q)) = d(P,Q) = | PG| = |7 — ]I
Elevant cette égalité au carré, on obtient :
[P + 10 ()I? = 2 (F) [ () = 1T + 17> —2(V | @)
et comme ||¢(V)|| = | 7| et [|(Z)| = || ], ceci donne :
W(F) [ $(X) = (¥ | )

donc v préserve le produit scalaire.
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On peut maintenant montrer que v est linéaire. Soit # = (eq, ..., e,) une base orthonormée de E, alors
W(B) = (Y(er),...,¥(e,)) est une famille orthonormée, donc libre, de cardinal n, donc c’est une base
orthonormée de E. Soit ¥ € E arbitraire, on peut écrire de fagon unique

U= Za:jej, w(ﬁ) = Zij(ej)

mais alors, pour tout i on a y; = ((e;) | (X)) = (e; | @) = x; et donc :

V7 = Zl'jej, 1/}(7) = Zxﬂb(q—).
j=1 j=1

Ceci montre que 1 est linéaire. Ceci acheve la preuve du théoreme 3.4.5. O

On sait donc maintenant que toute isométrie de & euclidien est nécessairement affine. Dans la suite, on
écrira souvent : « Soit f une isométrie affine » (au lieu de simplement « isométrie ») pour insister sur le fait
que f est affine (et, si 'on n’a pas vu le théoreme 3.4.5, on prend comme hypothese que f est une isométrie
affine...). On veut maintenant établir que toute isométrie affine f s’écrit de fagon unique f = t= o ¢, ol ¢
est une isométrie (affine) ayant un point fixe, et ¢ et t=» commutent : ¢ o tm = t- o ¢. Commengons par
le :

Lemme 8.4.8. — Soient (&, E) un espace affine, f : & — & une transformation affine, et U € E. Alors
fotm =toof siet seulement si ?(7) = (i.e. U est un point fize de ?}

Démonstration. — Pour tout point O € &, on a :
(£ o12)(0) = £(O)+ F (¥ (t7 0 H)(0) = (0) +
et ces deux expressions coincident si et seulement si 7(7) =. O

Théoréme 3.4.9 (Décomposition canonique d’une isométrie affine)
Soient (&, F) un espace affine euclidien, f une isométrie affine de &, ? sa partie linéaire, F =
Fix(?) = Ker(? —idg). Alors :

(1) Il existe un unique sea . de direction F' stable par f. La restriction f|z de f a F est une translation
t=, pour un certain U cF.

(2) g=t_5 o f vérifie Fix(g) = F, et l'ona f =ty 0g=goty.
— —
(3) L’écriture précédente est unique : si f = t= og', avec v € F et g ayant un point fize, alors v/ = @
etg =g.
Par conséquent : toute isométrie affine f s’écrit de fagon unique comme produit d’une isométrie
ayant un point fixe et d’une translation de vecteur o € Fix(f).

Démonstration. — Posons G = F~, il est stable par 7 En effet, soit * € G, pour tout y € F, on a

F@) )= (F@ | Fw)=(ly=0

ce qui prouve que 7(x) € G. Choisissons un sea ¢ de direction G, et un point O € 4. Comme F = F® G,
on peut écrire de fagcon unique

Of(0)=u+w, avec ue€F, ved.

Posons g = t_, o f. Alors g(0) = O +v € ¥, et comme ¢ = ? envoie G dans G, alors pour tout P € ¢4

' FOP) G donc  g(P)=g(0) + TOP) e,

ﬁ
d’ot g(¥) C 9. Notons alors h la restriction g, sa partie linéaire h est la restriction a G de ?, d’on

(weG| T (w) =w)=GnKer(f —idg) = GNF = {0}

y = 7(y) et donc :

(la derniere égalité puisque G' = F*). Donc Fix(ﬁ) = {0} et donc, d’apres la proposition 3.3.5, h admet
un unique point fixe IO, i.e. Iy est 'unique point fixe de g dans ¥.

Posons maintenant .# = Iy 4+ F. Alors, f(Io) = (tw 0 ¢)(Io) = Iy + U et pour tout P € .Z, on a
ﬁ €EF= F1X(7) = le(?) et donc :

VPe F, g(P)=P et f(P)=P+7.
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Donc % C Fix(g). Réciproquement, si @ € Fix(g), alors I(Td) = g(IO)g(Q; = 7([@), donc Im €
Fix(?) = F et Q € Z. Ceci montre que Fix(g) = #, et comme f = t-> 0o g = g ot=, on a obtenu
Pexistence de .7, W , g vérifiant les conditions (1) et (2) du théoréme.

Démontrons maintenant I'unicité. Soit %’ un sea de & de direction F, stable par f. Il est alors stable
par g = t_= o f. D’autre part, on a vu plus haut que g(¢) C ¢; de plus .#' N¥ est un singleton {J},
puisque FF&® G = E (cf. 3.3.2). Donc g(J) = J, or Iy est 'unique point fixe de g dans ¢, d’ou J = Ij et
donc 7' = Iy + F égale .%. Ceci prouve 'unicité de .Z#.

Enfin, supposons que f = t—og’, avec U’ € F et ¢’ ayant un point fixe A. Alors f(A) = (tm0g')(A) =
A+ ' et done pour tout W e F ona:

FA+D) = f(A+ T =A+ U+ B =A+T+d cA+F=7F"

Ceci montre que .#' est stable par f et que la restriction de f a .%’ est la translation ¢-. Or, d’apres ce
qui précede, on a F' = .Z et donc u =1, puis ¢ =t_= o f = g. Le théoreme est démontré. O

Définition 3.4.10 (Repéres orthonormés). — Soit (&, F) un espace affine euclidien. Un repére # =
(0, %) de & est dit orthonormé si # est une base orthonormée de E.

3.4.11. Classification des isométries affines du plan. — Soit (£, F) un plan affine euclidien, on
oriente E en choisissant une base orthonormée % = (e, e3). En utilisant le théoréme précédent, on va
déterminer toutes les isométries affines f de &2. On rappelle que si f admet un point fixe O, alors via la
bijection ¥ — E, P O?, f s’identifie & sa partie vectorielle f, cf. le point (2) du théoréme 3.1.15 et
la discussion précédant 3.3.5.

Soit d’abord f € Ist (), alors il existe un unique 6 € [0,2n[ tel que ? soit la rotation vectorielle

d’angle 6, i.e.
cosf) —sinf
Mat(@(7) - <sin9 cos > ’

Si ? = idg, i.e.81 8 = 0, alors f est une translation ¢, avec % € E. Sinon, si 0 € 10, 2x], alors
Fix( f) = {0} donc f admet un point fixe I unique, alors f est la rotation de centre I et d’angle 6.

Soit maintenant f € Is™ (&?), alors ? est la symétrie orthogonale par rapport a une droite vectorielle
D. Si f possede un point fixe I, soit & la droite affine I + D, alors f est la symétrie orthogonale o4 par
rapport & 2. Si f ne possede pas de point fixe alors, d’apres le théoréme précédent, il existe une unique
droite affine Z de direction D stable par f, et pour tout I € Y ona f(I) =1+ W pour un certain ¥ € D,
0 #0. Alors f =t5 009 = 09 otg, et 'on dit que f est la symétrie (orthogonale) glissée par rapport
a 2, de vecteur  : pour tout point M € £, son image M’ = f(M) s’obtient en effectuant la symétrie
M — 05(M), puis en faisant un « glissement » de vecteur @ (dans la direction de la droite Z), ou bien
en faisant d’abord le « glissement » M +— M + 7, puis en prenant le symétrique oo (M + 7)

On peut résumer la classification par le tableau suivant :

Isométries f de & directes indirectes
Fix(f) =2 idg
Fix(f) = droite 2 symétrie orthogonale oo

Fix(f) = point I | rotations de centre I
et d’angle 0 & 277
Fix(f) =92 translations symétries orthogonales glissées

3.4.12. Classification des isométries affines de ’espace. — Soit (&, E) un espace affine euclidien
de dimension 3, on oriente E en choisissant une base orthonormée %, = (e1, e2, e3). En utilisant le théoreme
3.4.9 et la classification des isométries vectorielles de E (cf. 2.5.19), on va déterminer toutes les isométries
affines f de &.
ler cas. Soit d’abord f € Is™(&). Si ? = idg, alors f est une translation t—, avec ¥ € E. Sinon,
est une rotation : Fix(f) est une droite vectorielle D, choisissons un vecteur directeur W de D, alors
il existe un unique 6 € ]0, 27| tel que f soit la rotation d’axe orienté par W et d’angle 0, c.-a-d.,
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pour toute base orthonormée (71, '5) du plan D' telle que la base (71, U, W) soit directe (i.e. telle
que détg, (U1, Vo, W) > 0), on a :

cosf —sinf 0
Mat(71772.@>)(?) = |sinf cosf® O
0 0 1

Si f a un point fixe I, soit Z la droite affine I + D, alors f est la rotation d’axe 2 orienté par w
et d’angle 0 (et 'on a Fix(f) = 2).

Si f n’a pas de point fixe alors, d’apres le théoreme 3.4.9, il existe une unique droite affine 2 de direction
D stable par f, et pour tout I € Z on a f(I) =1+ W pour un certain @ € D, W # 0. On peut alors
prendre U comme vecteur directeur de D, alors ? est la rotation d’axe orienté par U et d’angle ¢, ol
0 =0 si U et le vecteur W précédent sont « de méme sens », i.e. si U = AW avec \ > 0,et 6/ = —0si 0
et W sont « de sens opposé », i.e. si U = —A\W avec A > 0. On dit alors que f est le vissage de vecteur
7, d’axe 2 orienté par 7, et d’angle 0'.

2éme cas. Soit maintenant f € Is™ (&), alors ? est de I'un des types suivants :

(2) f est une rotation gauche, c-a-d., D = {7 € E | ?(7) = — '} est une droite vectorielle, et la
restriction de f au plan D est une rotation distincte de I'identité.

(3) ? est la symétrie orthogonale op par rapport & un plan P.

Dans les cas (1) et (2), Fix(?) = {0} donc f a un point fixe I unique ; dans le cas (1), f est la symétrie
centrale oy de centre I, dans le cas (2), f est une rotation gauche de centre I et d’axe 2 =1+ D.

Supposons que f = op. Si f aun point fixe I, alors Fix(f) est le plan &2 = I+ P et f est la symétrie
orthogonale o4 par rapport a &. Enfin, si f n’a pas de point fixe alors, d’apres le théoreme 3.4.9, il
existe un unique plan affine & de direction P stable par f, et pour tout I € Z on a f(I) =1+ @ pour
un certain @ € P, W #0. Alors f =t 009 = o oty, et 'on dit que f est la symétrie (orthogonale)
glissée par rapport & &, de vecteur .

On peut résumer la classification par le tableau suivant :

Isométries f de & (dim & = 3) directes indirectes

Fix(f) =& idg

Fix(f) = plan & symétrie orthogonale o 4

Fix(f) = droite 2 rotations d’axe 2

et d’angle 0 & 277
Fix(f) = point symétries centrales et
rotations gauches d’angle 6 ¢ 77
Fix(f) =92 translations (le(?) = F) | symétries orthogonales glissées
vissages (dim Fix(?) =1)

3.5. Coniques

On se place dans le plan affine euclidien &. Si M, N € &, on notera M N la longueur du segment
[M, NJ, i.e. la norme euclidienne du vecteur MN.

Lemme 3.5.1 (Distance d’un point & une droite). — Soient 2 une droite affine, M € & et H la
projection orthogonale de M sur &. Pour tout P € 9, on a MH < MP, avec égalité si et seulement si
P =H. Donc MH est la distance minimale de M & un point de 9, et l’on pose MH = d(M, 2).

Démonstration. — Soit P € &, on a Mﬁ = Mﬁ + Iﬁ et les vecteurs Mﬁ et }ﬁ sont orthogonaux,
donc d’apres le théoreme de Pythagore on a :

MP? = |MP|? = | MH|? + |HP|? = MH? + HP* > MH?,
avec égalité si et seulement si P = H. O

Définition 3.5.2 (Définition des coniques par foyer et directrice)
Soient Z une droite affine, F' un point de & n’appartenant pas a Z, et e un réel strictement positif.
La conique % de directrice 7, de foyer F et d’excentricité e est :

C={MecP|FM=ec-dM,P)}
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Notons K la projection orthogonale de F' sur & et h = K F'. Soit A la droite (K F), i.e. la perpendiculaire
- —

a9 passantjar F. Soit (i, ) une base orthonormée de R?, telle que FK = —h i , i.e. dans le repere

% = (F, i, j), K apour coordonnées (—h,0). Enfin, on note oa la symétrie orthogonale par rapport a

A.
Soit M (z,y) un point arbitraire de &2, de coordonnées (z,y) dans Z ; sa projection orthogonale sur %
est le point H(—h,y), donc d(M, P) = |x + h| et M appartient & € si et seulement si

2?4+ 9% = e*(x + h)? ie. y2 + (1 —e*)a? — 2e%he — e2h? = 0.
Notons que I’équation ci-dessus est inchangée si ’on change y en —y, par conséquent
M(z,y) € € < M(z,—y) €€

donc oA (%) =€, i.e. A est un axe de symétrie de €.

On pose p = eh > 0 et on lappelle le parametre de la conique €. Tous les points M de la droite
d’équation = = 0 (la parallele & & passant par F) vérifient d(M,Z) = h, donc les points d’intersection
de cette droite avec ¥ sont les deux points de coordonnées (0,p) et (0,—p). D’autre part, les points
d’intersection de € avec la droite A (d’équation y = 0) sont les points (), 0), ol A est solution de I’équation :

(1) (1 —e*)A% — 2ep\ — p* = 0.

3.5.3. Paraboles. — Supposons d’abord e = 1. Dans ce cas, on trouve A = —p/2 et ’équation de & est

y* =2pr +p° = 2p(a7+ g)

- =
Soit alors O le point de coordonnées (—p/2,0) dans le repere (F, i, j ), c’est le milieu du segment [K F].
, . — A
Les nouvelles coordonnées dans le repere %y = (O, i, j ) sont X = x + (p/2) et Y =y, donc 'équation

de € devient :

¢ ={M(X,Y)e 2|Y?=2pX}
et 'on dit que & est une parabole de parameétre p. Dans %, la directrice 2 a pour équation X = —p/2
et le foyer F' a pour coordonnées (p/2,0).

Supposons maintenant e # 1. Alors le discriminant réduit du trindme (1) est e?p? + (1 — 2)p? = p?
donc les solutions sont :
ep—p _ P ep+p p A2 — Ay P
A= = , Ay = = et 'on a = .
TTICe T 1+ T 1o 1-e ‘ 2 1= e?|
Notons Aj, As les points correspondants de A N %, et O leur milieu. L’abscisse zp de O dans le repere
- = AL+ A2 ep o a e
(F, i,7)estzp = = et le trindme s’écrit :
2 1—e2
2,2 2
e“p p
(1—e?)(z—x0)* — o2 —p*=(1—-e)(zx—20)*— o

- —
Notons X = z—z¢ et Y = y les coordonnées dans le repere %y = (O, i, j ), alors 'équation de € devient

2
€ = {M(X,Y) | (1-e)X*+Y? = - P 5}

L’équation est inchangée si l'on change X en —X et l'on voit donc que la droite Dy d’équation X = 0 est
un second axe de symétrie de € (et donc le point O est un centre de symétrie de %). Par conséquent,
% possede un second couple (foyer, directrice) (F”, 2'), symétrique de (F, 2) par rapport a la droite Dy.
On dit alors que la droite A, qui contient les foyers, est 'axe focal.

D’autre part, les points Ay, Ay € A s’appellent les sommets de la conique; dans %, ils ont pour
abscisse :

N A2 — A1 p
+ = = .
a, ou ’ 2 TS
. . p T S ) e
Posons également b = \/ﬁ, d’ou b* = T 2 = 51 5, Ou € = signe de 1 — e”. Alors ’équation

e —e —e
de ¥ se récrit : ) )
X Y
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Distinguons maintenant lescas 0 <e<let 1 <e.

3.5.4. Ellipses. — Supposons maintenant 0 < e < 1. Dans ce cas, ¢ = 1, I’équation de € est :
X2 Y?
(%) %Z{M(XJ/H?*'Z)T:H’

- =
et € est une ellipse. Dans le repere Z = (F, i, j ), K = AN 2 est d’abscisse —h, le sommet A = A; est

d’abscisse —p/(1+¢) = —h/(e~! + 1) donc est compris entre K et F, de plus AF =e- AK < AK, donc A
est plus pres de F' que de K. Le centre de symétrie O est d’abscisse ep/(1 — e?) > 0, et enfin F', A’ = A,
et K’ sont symétriques de F, A, K par rapport & O. Ces points sont donc positionnés comme suit :

points K A F 0] A K
—h ep
abscisses dans # —h P — —
! . 1+e! 1—e2
abscisses dans %y | —h — ¢ —a —c 0 c a h+c
2 2,2
oﬁa:metc: 1%‘7362 = ea d’ol e = c¢/a. Comme b? = 1662,011&02: Uiipé)z:anbQ,d’une

part, et p = b?/a, d’autre part. Enfin, p = eh donne h = p/e = b*/c, d’ou :

b2 b2 bZ 2 2
C:\/U’Q_bza e:E’ h:—’ p=— KO:h+C: _ZC - -

¢ C a

OIS

a
c

(Le lecteur est invité & faire la construction pour a = 5, b = 4 (et/ou a = 5, b = 3) et a dessiner
approximativement les ellipses correspondantes.)

Dans 1’équation (x) de Uellipse, on peut faire b = a, on obtient alors le cercle de centre F' = O et de
rayon a. Remarquons que b> = (1 — e?)a? et ¢ = Va2 — b2 = ea, d’ont

h= g = el a.
c e

Donc, en gardant F' et a fixés, on obtient le cercle précédent en faisant tendre e vers 0, et dans ce cas
2

la directrice 2, qui est la droite d’équation x = — a dans le repere Z, « tend vers l'infini ». On

e
verra plus bas que si on prend la définition « bifocale » de ’ellipse, alors le cas du cercle apparait de fagcon
naturelle, comme le cas ou les deux foyers sont égaux.

3.5.5. Hyperboles. — Supposons enfin e > 1. Dans ce cas, ¢ = —1, I’équation de & est :
Xz Y2
T = {MXY)| Ty -y =1)
a
. b b
et € est une hyperbole. Elle admet pour asymptotes les droites Y = —X et ¥ = ——X.
a

- =
Dans le repere Z = (F, i, j), K = AN Z est d’abscisse —h, le sommet A = A; est d’abscisse

—p/(1+¢€) = —h/(e7! + 1) donc est compris entre K et F, de plus AF = e¢- AK > AK, donc ici A est
plus pres de K que de F.

a

2
e e“h h
Le centre de symétrie O est d’abscisse p_o_ R < —h, et enfin F'; A" = As et
1—e2  1—¢2 ez —1
K’ sont symétriques de F, A, K par rapport a O. Ces points sont donc positionnés comme suit :
points A K’ 0 K A F
. ep —h
abscisses dans # -h — 0
1—e2 1+e!
abscisses dans Zy | —¢ —a —(c—h) 0 c—h a c
N t €p da N / C b2 2 62p2 2 + b2 da
ola=———c¢etc=——— =cadoue=c/a. Comme b = ,onac® = =a , d’'une
e2 —1 e —1 e? — (e2 —1)2

part, et p = b?/a, d’autre part. Enfin, p = eh donne h = p/e = b*/c, d’ou :

b2 b2 2_b2 2
c=+va?+ b2, e:E, h=—, p=—, OK=c—h=5 —
a c a c c e
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(Le lecteur est invité & construire ces points, ainsi que les asymptotes, pour a = 5, b = 4 (et/ou a = 5,
b = 3) et a dessiner approximativement les hyperboles correspondantes.)

Proposition 3.5.6 (Définition bifocale de Vellipse). — Soient F, F’ deux points de & et O leur
- — -— — 1
milieu. Soit Z = (O, i, j ) un repére orthonormé de & tel que OF' = ¢ i avec ¢ = iFF/ >0 (et donc
%
O—I>7‘ = —ci ). Notons (x,y) les coordonnées dans ce repére. Soient a,b € R’ tels que a > c et b? =a? —c2.

Alors l’ensemble
€ ={M(z,y) € | FM + F'M = 2a}
2 2

est Uellipse d’équation — + 32—2 =1si F #F', et c’est le cercle de centre F et de rayon a si F' = F.
a

Démonstration. — Comme 2a > 0, égalité FM + F'M = 2a équivaut (en 1’élevant au carré) a :

(0) 2%+ 2 + ) + 2/ ((z — )2 + ) ((x + )2 + y2) = 4a?

qui équivaut a :

22+ y? + P =20 = —/((x — )2+ y2)((z + )2 + 2).
Ceci équivaut a :

(1) 2 +y? <2d® - =a® 4 V? et
) (22 + 2+ — 2022 = (2 — 0 +17)((z + )P +37) = (22 + & + 9?)? — 4c%?,
————
B a

puis (2) équivaut a :
4c*2% = a® — f? = 2a% - 2(2® + y* + * — a?)

qui équivaut a

(3) (a® = A)z? + a*y? = a®(a® — ?) soit x—z + z—z =1
a
Donc (0) équivaut a :
22 2
(1) 22 +y? <a? + b et ol b—2:1.

2 2 2 2
. X Yy xz Yy
Mais — + == > +
a2 b2 T a?2+4+b2 a2 402’

conséquent, (0) et (1) sont équivalents & la seule condition :

donc si (3) est satisfaite, on a automatiquement 2%+ y? < a? + b?. Par

2 2
Lt
a b2
Ceci prouve la proposition. O
Proposition 3.5.7 (Déﬁgiti_c;n bifocale de ’hyperbole). — Soient (x,y) les coordonnées dans un re-
pere orthonormé # = (O, i, j ) de P, soient a,b € R et soit € I'hyperbole d’équation
2 2
Y.
a b2

Ses foyers F' et F' ont pour coordonnées (—c,0) et (¢,0), ot ¢ = va? + b2. Alors
¢ ={M(z,y) € Z||FM — F'M| = 2a}

et, plus précisément, la branche de Uhyperbole la plus proche de F (resp. F') est formée des points M tels
que F'M — FM = 2a (resp. = —2a).

La démonstration est laissée comme exercice pour le lecteur.

Soit maintenant %y = (O, @, ') un repére orthonormé de 2. Notons (z,) les coordonnées dans ce
repere, et étudions la nature géométrique de I’ensemble

€ = {M(z,y) | ax® 4 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0}

ou a, b, c,d, e, f sont des réels fixés, avec (a, b, c) # (0,0,0). En d’autres termes, soit ¢ la forme bilinéaire
symétrique dont la matrice dans la base 2 = (U, V) est :

S = Matg(¢) = (Z IC)) ie. 10) ((;) (;:)) = aza’ + b(zy + ya') + cyy’
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et soit @ la forme quadratique associée, i.e. Q(z,y) = ax? + 2bxry + cy?. Soit L la forme lindaire sur R?
définie par :
L(W)=2d, L(7)=2e, d’ou Lz +y0) = 2dz + 2ey.
Enfin, soit h : & — R la fonction définie par h(M) = Q(z,y) + L(x,y) + f si OM = 24 + y . On
s’'intéresse donc a ’ensemble
¢ ={M(z,y) | h(z,y) = 0}

Par hypothese, (a,b,c) # (0,0,0) i.e. la forme quadratique @ est non nulle, i.e. la matrice S est non nulle.
Donc S est de rang 1 ou 2, selon que son déterminant § = ac — b? est nul ou non. On a le :

Théoréme 3.5.8. — Soit %y = (0,7,7) un repére orthonormé de P, soient (xz,y) les coordonnées
correspondantes, soient a,b,c,d e, f € R, avec (a,b,c) # (0,0,0), et soit
€ = {M(z,y) | ax® + 2bxy + cy® + 2dzx + 2ey + f = 0}.
On suppose € # &. Alors :
(1) Si 6 = 0, € est une parabole ou bien la réunion de deux droites paralléles ou « confondues »
(i.e. égales).
(2) Sié=ac—b*>0,% est une ellipse ou un point.

(3) Sid <0, € est une hyperbole ou bien la réunion de deuz droites sécantes.

Afin de démontrer ceci, rappelons d’abord les points suivants. Soit £ muni de ( | ) un espace euclidien,
@ une forme quadratique arbitraire sur E, ¢ sa forme polaire, %y = (eq, . .., ;) une base orthonormée de
E, A = (aij)}' =1 = Matg, (), et u 'endomorphisme de E tel que Matz, (u) = A, i.e. u(e;) = Y _; arjex
pour tout j. Alors, pour tout i, on a :

(ei | ule;)) = aij = ¢leire5) = aji = (u(e:) | ;)
donc, par bilinéarité, on a
Ve,y e B, ¢(x,y) = (u(z) |y) = (x| uly)).
Par conséquent, si 'on montre qu’il existe une base # = (f1,..., fn) orthonormée pour ( | ) et formée
de vecteurs propres de u, i.e. u(f;) = \;f;, on aura pour tout 4, j :
0 sii#j,
o(fi, f3) =N(fi | f3) =N (fi | [3) = { L
Ai sii=7,
donc A sera aussi une base orthogonale pour ¢. Donc, si 'on note (z1,...,x,) les coordonnées dans %
d’un vecteur x arbitraire, la base # réduit simultanément la forme z — (z | ) a la forme standard

22+ -+22, et la forme @ en la somme de carrés Az +- - -+, 22 ; pour cette raison, le théoréme ci-dessous
(cf. 2.2.9) est appelé « théoreme de réduction simultanée » ou « de diagonalisation simultanée ».

Théoréme 3.5.9 (Réduction simultanée). — Soient E muni de (| ) un espace euclidien, Q) une forme
quadratique arbitraire sur E, ¢ sa forme polaire, By = (e1,...,e,) une base orthonormée de E, et u
Uendomorphisme de E tel que Matg, (u) = Matg, (¢) = A.
Alors il existe une base B = (f1,..., fn) orthonormée pour ( | ) et formée de vecteurs propres de u,

i.e. u(fi) = Nifi, et Uon a

M O -0

Matgs(6) = | A2

P |

0 -+ 0 M\,
et A\i,..., A sont les valeurs propres de u; plus précisément, la matrice de passage P = Matg, (%) est

orthogonale, i.e. 'P = P~1, donc la matrice ci-dessus égale a la fois 'PAP = Matg(¢) et PT1AP =
Matg(u).

Dénlc))nt_I;ons maintenant le théoreme 3.5.8. D’apres le théoreme 3.5.9, il existe une base orthonormée
B = (f1, f2) de R? telle que, notant (X,Y) les coordonnées dans le repere orthonormé Z = (0, %), on ait

Q(X,Y) = AX? 4 uY?, avec \yu = dét S = ac — b? = 4.
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— —
D’autre part, si on pose 2p = L( f1) et 20 = L( f2), alors la forme linéaire L s’exprime, dans les coordonnées
(X,Y), par L(X,Y) = 2pX + 20Y (on n’a pas besoin de calculer explicitement les coefficients p et o).
Donc, avec les coordonnées (X,Y'), on obtient que :

¢ ={M(X,Y) | AX?+pY?+2pX +20Y + f = 0}.
Distinguons maintenant les cas suivants.

- = - —
(1) Si 0 = 6 = Ay, on peut supposer, quitte a échanger X et Y (i.e. & remplacer (f1, f2) par (fa, f1))
que A = 0 # p (A, p ne sont pas tous deux nuls, puisque la matrice S n’est pas nulle). Dans ce cas, on
obtient I’équation

2 2 2 2
n(Y+2) ==X —f+ 2, st (v+2) YO Ly
[ 7 [ [ [

fu—o?

Si p =0, on obtient @ si K = — est < 0, et si K > 0 on obtient les droites paralleles d’équation

vy =-2+ VK,
I
celles-ci étant confondues (i.e. égales) si K = 0. Si p # 0, on obtient I’équation
2 _ 2
(v+2) :—23(X+7f“ ~).
% J 2p

fu—a?

Soit alors 2 le point de coordonnées ( 7
p

—g). Notons (X,Y) les coordonnées dans le repere
- = .
orthonormé (€2, f1, f2) et p = 78, alors
i
¢ ={M(X,Y)|Y?=2pX}

%
est une parabole d’axe A = 2 + R f;, de sommet 2 et de parametre p.

Supposons § = A\ # 0. Alors ’équation de € est :

2 2 2 2
AX L) wu(r+2) =—r+ L+ 2
A I A I
Soit 2 le point de coordonnées ( — g, —g>. Notant ()? ,57) les coordonnées dans le repere orthonormé
1
- —
(Q, f1, f2), on obtient ’équation
~ ~ 2 42
/\X2+MY2:K=—f+%+7.

(2) Sid = Au>0,alors A et u sont du méme signe. Si K est du signe opposé, alors ¥ = &, tandis que
¢ = {Q} si K = 0. Enfin, si K est du méme signe que A et u, alors K/\ et K/u sont tous deux > 0;
quitte & échanger X et Y, on peut supposer que a? = K/\ > K/u = b2, alors

-~ X2 y?
¢ ={M(X,Y) | ?4_()72:1}

est une ellipse, d’axe focal la droite 0x.

(3) Sid = Au <0, alors A et u sont de signe opposé. Posons —\/p = t2. Si K = 0, ¢ est la réunion des
droites Y =tX et Y = —tX. Enfin, si K # 0, alors
X2 y?

K TR 1}

¢ ={M(X,Y)]

est une hyperbole, d’asymptotes les droites précédentes, et d’axe focal QX si K /A>0>K/u (et d’axe
focal QY si K/\ <0 < K/u). Ceci acheve la démonstration du théoréme 3.5.8. O
On peut énoncer le théoreme 3.5.8 sous une forme un peu glus générale, de la fagon suivante. Soit

#' = (O, v, v") un repeére arbitraire de &, i.e. les vecteurs u’, v’ ne sont pas nécessairement unitaires ni
orthogonaux. Notons (z’,y’) les coordonnées dans ce repere, soient a’, V', ¢/, d’, ¢/, f' € R, avec (a/,',c) #
(0,0,0), et soit

@ — {M(m/,y') | 'z + 2b/x'y/ +c/y/2 +od s + 2€Iyl + f/ _ 0}.



3.6. QUADRIQUES EN DIMENSION 3 63

%
Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique dont la matrice dans la base £’ = (u', 17) est :

oy ) z! 2!
w=matw(@)= (3 ) e o ((0) (%)) = alatah + ¥olh + vtah) + i
1 2
et soit @ la forme quadratique associée, i.e. Q(z',y") = a’'z'? + 2b'x"y’ + c/y'. Soient By = (7, 7), Pla
matrice de passage Matg (%), et (z,y) les coordonnées dans le repere Zy = (O, %Bp). La matrice de ¢

dans %, est :
A= (% 2)_tpap
b ¢ ’

donc ac—b? = dét A = (dét P)?-dét A’ = (dét P)? - (a’c’ —b'?) a méme signe que a’c’ — b2, Par conséquent,
on déduit du théoreme 3.5.8 le :
Corollaire 3.5.10. — Soit (O, u, 7) un repere arbitraire de P, soient (x,y) les coordonnées correspon-
dantes, soient a,b,c,d,e, f € R, avec (a,b,c) # (0,0,0), et soit
€ = {M(z,y) | ax® + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0}.

On suppose € #+ @. Alors :

(1) Si 6 = 0, € est une parabole ou bien la réunion de deux droites paralléles ou « confondues »
(i.e. égales).

(2) Sid=ac—b*>0, € est une ellipse ou un point.

(3) Sid <0, % est une hyperbole ou bien la réunion de deux droites sécantes.

3.6. Quadriques en dimension 3

On a des résultats analogues dans 1’espace affine euclidien & de dimension 3. Fixons un repeére orthonormé
Ho = (0, By) et soient (z,vy, z) les coordonnées dans ce repere. Soit Q(x,y, z) une forme quadratique non
nulle, L(z,y, z) une forme linéaire, et ¢ une constante. On considére

¢ ={M(z,y,2z) € & | Qx,y,2) + L(x,y,2) + ¢ = 0}.

D’abord, d’apres le théoréme 3.5.9, il existe une base orthonormée % de E = R? telle que, notant (XY, 2)
les coordonnées dans le repere Z = (O, %), on ait

QX,Y,Z) = AX? + uY? +v22.

Alors L(X,Y, Z) est encore une forme linéaire en X,Y,Z, donc de la forme 2pX + 20Y + 27Z, et 'on
obtient que :

(%) € ={M(X,Y,Z) €& | NX?+uY?+vZ? +2pX +20Y + 277 + c = 0}.

Distinguons les cas en fonction du rang de @, qui peut étre 3,2 ou 1 (car on a supposé @ # 0).

Supposons d’abord |rang(Q) = 3, | i.e. Aurv # 0. Dans ce cas, on peut faire disparaitre tous les termes
linéaires, en remplacant X par X + (p/)\), etc. Notons alors

p o T
o (=2,-2, 1)

Aopowv
et, pour alléger 1’écriture, notons encore (X,Y,Z) les coordonnées dans le repere (Q, %) (au lieu de les
noter X, etc.). On obtient alors une équation

AX2 4+ Y2+ 02?2 = K.

De plus, quitte & changer K en —K, on peut supposer que @ est de signature (3,0) ou bien (2,1).
3.6.1. Ellipsoides. — Supposons @ de signature (3,0). Alors € est vide si K < 0, et € = {2} si K = 0.
Si K >0, posons K/\ =a? K/u="b% K/v=c?, avec a,b,c > 0, alors

X2 vy? Zz
%:{M(X,KZ)Eglﬁ"Fbj‘i‘f:l}

et 'on dit que ¥ est un ellipsoide. Si a = b = ¢, c’est une spheére de rayon a. Si a = b # ¢, Uellipsoide
est invariant par rotation autour de 'axe QZ, on dit alors que c’est un ellipsoide de révolution.

c2
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3.6.2. Cones et hyperboloides. — Supposons @) de signature (2,1). Quitte & permuter X,Y,Z, on
peut supposer que v < 0 < A, u. Posons v/ = —v > 0.

(a) Considérons d’abord le cas ou K = 0. Dans ce cas, % est le cone quadratique
Go={M(X,Y,Z) € & | A\X2+ pY? =122},

On voit que le complémentaire dans & de ce cone a 3 composantes connexes; dans chacune de ces com-
posantes connexes, Q(X,Y,Z) = AX? + uY? — v/ Z? ne s’annule pas, donc garde un signe constant, et ce
signe est :

a « l'extérieur » du cone, qui est la composante connexe contenant, par exemple, le point (1,1,0),
1) a « lextéri du co i est 1 t t t le, 1 int (1,1,0
le signe est > 0,

(2) & «lintérieur du demi-cone supérieur », qui est la composante connexe contenant, par exemple, le
point (0,0, 1), le signe est < 0,
(3) de méme, & « l'intérieur du demi-cone inférieur », qui est la composante connexe contenant, par
exemple, le point (0,0, —1), le signe est < 0.
(b) On en déduit que lorsque K > 0,
C={M(X,Y,Z) € & | \X?+uY? -1 7% =K > 0}
est situé « a 'extérieur » du cone %y, et ’'on peut montrer que dans ce cas ¢ est connexe. Posant K/\ = a2,
K/pu="b% K/v' = c?, on obtient que
X2 v? Zz?
est connexe; on dit que c’est un hyperboloide 4 une nappe.
(c) Si K <0, alors
C={M(X,Y,Z)e & | NX?+uY? -1 7% =K <0}
est situé « a l'intérieur » du cone %y, et est symétrique par rapport au plan Z = 0. Donc, dans ce cas, €

est la réunion disjointe des deux ouverts €y = € N{Z > 0} et - = € N{Z < 0}, donc € n’est pas
connexe. On peut montrer que €y et ¥_ sont connexes, donc

/
¢ = {M(X,Y,Z) eg\%x2+%y2—%22=1}

(ot ici K < 0) a deux composantes connexes. Posant alors —K/\ = a?, —K/u = b*, —K/V' = 2, on
obtient que
a deux composantes connexes; on dit que c’est un hyperboloide & deux nappes.

Définition 3.6.3. — Si a = b dans ce qui précede, on obtient :
2
le cone G = {M(X,Y,2) | X +Y* -4 22 =0}
c

2
I'hyperboloide & une nappe ¢ = {M(X,Y,Z) | X* +Y? - %ZQ =1}
c

2
I'hyperboloide & deux nappes %, = {M(X,Y,Z) | a—zZ2 - X2 -Y?=1}
c

ces surfaces sont invariantes par rotation autour de 'axe €27 ; on dit que %y est un cone de révolution,
et €1 (resp. %) un hyperboloide de révolution & une nappe (resp. deux nappes).

3.6.4. Paraboloides et cylindres. — Supposons maintenant | rang(Q) = 2. | Quitte a permuter X,Y, Z,

o
on peut supposer que v = 0 # Au. Alors, écrivant X et Y au lieu de X + § et Y 4+ —, on obtient une
1

équation de la forme :

() AX? 4+ pY? =pZ +1t.
t
(a) Supposons, pour commencer p # 0. Alors, notant Z au lieu de Z + —, on se ramene a I’équation
p

AX2 4+ uY? =pZ.



3.6. QUADRIQUES EN DIMENSION 3 65

De plus, quitte & changer p en —p, on peut supposer que Q@ = AX?2 + Y ? est de signature (2,0) ou bien
(1,1). Dans le premier cas, posons 1/ = a? et 1/u = b?, alors
X2 y?
¢ ={M(X,Y,Z)e & | ?—i-bfZ:pZ}
et 'on dit que c’est un paraboloide elliptique. Dans le second cas, quitte a échanger X et Y, on peut
supposer que 1/\ = a? et —1/u = b?, alors
X2 y?

et I'on dit que c’est un paraboloide hyperbolique.

(b) Considérons maintenant le cas ot p = 0 (dans ce cas, la coordonnée Z n’intervient pas dans
léquation (1) plus haut). Quitte & changer ¢ en —t, on peut supposer que A, u > 0 ou bien que A > 0 > p.
Dans le premier cas, sit <0 on a % = &, et si t =0 alors % est la droite X =Y = 0; enfin si ¢t > 0, alors
% est un cylindre elliptique, de section Uellipse du plan Z = 0 définie par 1’équation (7).

Dans le second cas, si t = 0 alors % est la réunion de deux plans sécants, et si t # 0 alors ¥ est un
cylindre hyperbolique, de section ’hyperbole du plan Z = 0 définie par ’équation (7).

Supposons enfin | rang(Q) = 1. | Quitte & permuter X, Y, Z, on peut supposer que v = g = 0 # A. Alors,

écrivant X au lieu de X + g, on obtient une équation de la forme :

X? =pZ +qY +t.
Supposons, pour simplifier (p,q) # (0,0) (on laisse au lecteur le soin de traiter le cas p = ¢ = 0). Posons

r= \/W , alors la matrice
L(p q )
r (q -p

est orthogonale, donc les coordonnées 7z = %(pZ +4qY), Y = %(qZ — pY’) correspondent & une nouvelle
base orthonormée. Posant Z' = Z 4 (t/r) et Y/ =Y, on obtient que

C={MX,Y' Z)e&|X*=rZ"}
et I'on dit alors que % est un cylindre parabolique.

(Pour voir des figures d’ellipsoide, d’hyperboloide & une ou deux nappes, de paraboloide elliptique ou
hyperbolique, et de cylindre parabolique, voir par exemple : J. Lelong-Ferrand & J.-M. Arnaudies, Cours
de mathématiques, Tome 3, Géométrie et cinématique, (2¢me édition), Chap. III, §§7-9, ou : C. Tisseron,
Géométries affine, projective et euclidienne, p. 112.)






CHAPITRE 4

FORMES HERMITIENNES, ESPACES HILBERTIENS
ET GROUPES UNITAIRES

Résumé : Ce chapitre est 'analogue du Chap. 6 quand on remplace le corps R par C. De fagon
simplifiée : « on remplace le carré x? d’un nombre réel par le module au carré |z|> = 2z d’un nombre
complexe ». Ceci conduit & la notion de forme hermitienne (analogue de la notion de forme bilinéaire
symétrique), puis de produit scalaire hilbertien sur C™ (analogue du produit scalaire euclidien sur R™). On
introduit alors le groupe U(n) des isométries de I’espace hilbertien C™, puis la notion d’endomorphisme
auto-adjoint et, plus généralement, d’endomorphisme normal. Un des avantages de se placer sur le corps
C est l'existence de valeurs propres et vecteurs propres; on obtient ainsi les importants théoremes de
diagonalisation 4.4.7 et 4.4.8.

On a indiqué par des symboles ?2 les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des
compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans un appendice a la fin du chapitre
(on y esquisse brievement 'utilisation des « espaces de Hilbert » (de dimension infinie) en Analyse). Ces
passages n’interviendront pas dans les évaluations.

4.0. Rappels sur les nombres complexes

Dans tout ce chapitre, le corps de base est C. On note ¢ une racine carrée de —1, choisie une fois pour
toutes. On rappelle les points suivants.

Définitions 4.0.1 (Parties réelle et imaginaire, conjugaison complexe, module et argument)

(1) Tout z € C s’écrit de fagon unique z = a + b, avec a,b € R; a s’appelle la partie réelle de z et se
note Z(z), b s’appelle la partie imaginaire de z et se note #(z). Remarquons que, comme —iz = b — ia,

on a‘%(fiz) = 7 (z) ‘ et ‘ I (iz) = X(z). ‘
(2) La conjugaison complexe est I'application qui & tout z = a+ib associe Z = a — ib. Remarquons que :

‘z—l—?z?%(z),”z—?z%ﬂ(z)‘et z=% z€R|Dautre part,on a |z + 2/ =7z + 2/ |et |22/ =72

(3) Siz=a+ib, ona2z=a?+0b?et|z| = 2% s’appelle le module (ou la norme) de z. D’apres la

derniere égalité ci-dessus, la norme est multiplicative, i.e. on a‘ |z122] = |2z1| - |22 ‘

(4) Enfin, si z # 0, alors z/|z| est de module 1, donc de la forme e?, avec § € R/27Z (cf. Chap.5,
Appendice 2.6). Donc tout z # 0 s’écrit de fagon unique :

z = pe?, avec p =|z] € RY et 6 € R défini modulo 27Z

(par exemple, on peut prendre 6 dans [0, 27| ou bien dans | — 7, x]); on dit que 0 est "argument de z.

4.1. Formes hermitiennes

Ezxzemple 4.1.0. — Le carré de la norme d’un nombre complexe z est la valeur en x = y = z de la fonction
de deux variables ¢(z,y) = z7. Cette fonction ¢ : C x C — C est linéaire en la lére variable :

pA\r + pa',y) = Ao+ pa') g = Mg + pa' g = A (z, y) + po(a’,y)

(O version du 10/4,/2013
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mais pas tout-a-fait linéaire en la 2eme variable, puisqu’on a :
oz, Ay + py') = a Xy + py’ = e Ag + iy’ = Ap(x,y) + (e, y).
D’autre part, on a ¢(y,z) = yT = a7y = ¢(z, y). Ceci conduit aux définitions suivantes.

Définition 4.1.1 (Applications semi-linéaires). — Soient F, F' deux C-espaces vectoriels. Une appli-
cation f: F — F est dite semi-linéaire si elle vérifie :

Yu,v € E, VzeC, ’f(u-i—v):f(u)—kf(v)‘ ’f(zu)z?f(u).‘

Ces deux conditions équivalent bien str & la condition : ‘ flzu+v) =Zf(u) + f(v). ‘

Définition 4.1.2 (Formes hermitiennes). — Soit E un C-espace vectoriel.

(1) Une forme hermitienne sur E est une application ¢ : E x E — C qui vérifie les deux conditions
suivantes :

(a) ¢ est linéaire en la lére variable et semi-linéaire en la 2éme variable, i.e. :

{zzw +a',y) = Az, y) + (', y),
o(z, My +y') = Ap(x,y) + d(a,y')
(b) ¢ a la propriété de « symétrie hermitienne » ci-dessous :

(*) Va,y € E, (b(y,.”[]) = ¢(x7y)'

(2) Observons que, pour tout = € E, (x) entraine ¢(x,x) = ¢(z,x) d’ou | ¢(x,z) € R.

(3) On note | #(F) | 'ensemble des formes hermitiennes sur F; si ¢,¢ € S (F) et s,t € R, on voit
facilement que lapplication s¢ + tip : E x E — C définie par (s¢ + t¢)(u,v) = sé(u,v) + tip(u,v) est
encore une forme hermitienne. Par conséquent, 57 (E) est un ‘ R-espace vectoriel‘ (mais pas un C-espace

Vo,2',y,y € E, VAeC,

vectoriel, car si A € C— R, alors A¢ ne vérifie plus (x)).

(4) Remarquons enfin que, pour vérifier qu’une application ¢ : E x E — C est une forme hermitienne,
il suffit de voir que ¢ vérifie (x) et est linéaire en la lére variable; ces deux conditions impliquent en effet
la semi-linéarité en la 2eme variable, car :

Oz, \y +y') = 6(\y + 3, 2) = Ao(y,2) + oy, 2) = Ao(y,2) + oy, 2) = Ao(2,y) + d(z,y).

Remarque 4.1.2.1. — La notion de forme hermitienne sur un C-espace vectoriel est une « variante » de
la notion de forme bilinéaire sur un R-espace vectoriel.

Définition 4.1.3 (Formes quadratiques hermitiennes). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-
espace vectoriel E. On dit que lapplication @ : F — R, z — ¢(z,z) est une forme quadratique
hermitienne sur E. D’apres le lemme qui suit, ¢ est entierement déterminée par @, et I'on dit que ¢ est
la forme polaire de (). Notons aussi que pour tout A € C, on a

Q) = d(Aa, Ax) = Xh(x, 2) = Q) = A2 Q(a).

Lemme 4.1.4 (Polarisation). — Soient E un C-espace vectoriel, € #(E) et Q lapplication E — R,
x +— ¢(x,x). Alors, pour tout x,y € E, on a :

(1) FOy) = 5 (Q +y) ~ Q) ~ Q) = 1 (Qw +1) ~ Qlx — )
) F(0(w9) = 5(Q +i9) ~ Q) ~ Q) = 1 Qe + ) — Qe — i)
(3) 4o(z,y) = Qz +y) — Qz —y) +iQ(z + iy) — iQ(x — iy).

Démonstration. — On a
Qlz+y) =d(z+y z+y) =Q)+Qy) + d(z,y) + é(y,z)
Qz—y) =9 —y,z—y) =Q)+Qy) — d(z,y) — d(y, z)

et comme ¢(z,y) + ¢y, ) = d(z,y) + ¢(x,y) = 2%(éd(x,y)), on obtient (1). Comme & (z) = #Z(—iz) pour
tout z € C, on obtient

j(d)(xay)) = ‘%(_Z¢($7y)) = %((]5(1’,2?;))
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et donc (2) s’obtient en remplacant y par iy dans (1) et en utilisant que Q(iy) = |i|> Q(y) = Q(y). Enfin,
(3) découle de (1) et (2). O

Désormais, on suppose E de dimension finie n.

Définition 4.1.5 (Matrices hermitiennes). — Une matrice A € M,,(C) est hermitienne si
On note H,,(C) 'ensemble de ces matrices, si A, B € H,,(C) et s,t € R, alors sA+tB € H,,(C), donc H,,(C)
est un R-espace vectoriel (mais pas un C-espace vectoriel). Observons que si A € H, (C), ses coefficients

diagonaux a;; vérifient a;; = a;; donc

Remarque 4.1.5.1. — On a ‘dimR H, (C) = n?. ‘ En effet, notons N le nombre de coefficients qui sont

strictement au-dessus de la diagonale. C’est aussi le nombre de coefficients qui sont strictement en-dessous

de la diagonale, et il y a n coefficients diagonaux. Donc 2N 4+ n = n?, d’ou ‘QN =n?—-n=n(n-1). ‘

Puis, une matrice hermitienne est déterminée par le choix de n coefficients réels sur la diagonale et de N
coefficients complexes au-dessus (ceux en-dessous en étant les conjugués), pour chaque coefficient complexe,
il faut choisir sa partie réelle et sa partie imaginaire, d’ot1 au total n + 2N = n? coefficients réels.

Définition et théoréme 4.1.6 (Matrice d’une forme hermitienne et changement de base)
Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace vectoriel E de dimension n et soit B = (e1,...,e,) une
base de E.

(1) La matrice Mat(¢) de ¢ dans la base & est la matrice A = (a;j)7 ;-1 € Mn(C), ot a;; = ¢(ei, €5).
Comme ¢(e;,e;) = ¢(ei,e;), on a aj; = a;;, donc ‘A=A, i.e. A € H,(C).
(2) ¢ est entierement déterminée par sa matrice A : en effet, d’apres la linéarité (resp. semi-linéarité)

en la 1ére (resp. 2éme) variable, on a l'égalité :

T 1

n n n n
() VI .| s | eCn, 0] Zmiei72yjej = Z x;y; Plei,ej) = Z Aij T3 j-
i=1 j=1

T Un i,j=1 i,j=1

Donc, si l'on note X,Y les vecteurs colonnes ci-dessus, on a la formule matricielle| p(X,Y) =X AY .
(3) Réciproquement, pour tout A = (ai;)i;—; € Hn(C), Uapplication ¢4 : E x E — C définie par
dA iy wies, Y5y yje5) = Doi sy @ij xY; est une forme hermitienne sur E, et Matg(pa) = A. Donc,
se donner une forme hermitienne sur E « est la méme chose » que se donner une matrice hermitienne :
de fagon précise, Uapplication pg : A (E) — H,(C), ¢ — Matg(d) est un isomorphisme de R-espaces
vectoriels.
(4) Soient A’ une autre base de E et P la matrice de passage Matg(#'). Alors

() A" = Matg (¢) =P AP.

Démonstration. — (2) Comme ¢ est linéaire (resp. semi-linéaire) en la leére (resp. 2éme) variable, on a bien
Pégalité (*), qui montre que ¢ est déterminée par sa matrice, donc que 'application pg : #(E) — H, (C),
¢ — Matg(p) est injective. D’autre part, on voit que le scalaire szzl ai; z; J; € C est égal au produit
matriciel
Ut

XAY = (z1,...,2)A | :

Yn,
Ceci prouve (2). Avant de prouver (3), remarquons déja que I'application ug est R-linéaire. En effet, si
o, € H(E) et s € R, alors s¢p+ 1) est la forme hermitienne définie par (s¢ + ) (u,v) = sé(u,v) + 1 (u, v)
pour tout u,v € E, donc a fortiori on a (s¢ + ¥)(e;,ej) = sd(e;,e;) + ¥(e;,e;) pour tout 7,5, d'ou
ez (sp +v) = s pz() + pa(¥).
Prouvons (3). Pour tout A = (a;;)};,—; € H,(C), I'application ¢4 : £ x E — C définie par

n n n
A EwiehE Yj€j :g Qij TiYj
i=1 j=1

,j=1
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est linéaire en les x;, et vérifie :

n n n n
da(y,x) = da Zyjejazxiei = Z aji Y5 Ty = Z aij ¥; Jj = da(z,y)
j=1 i=1 ~

ij=1 ij=1

—a5;
donc est une forme hermitienne sur E; de plus, prenant z;, = 1 = y;, et ; = 0 = y; pour ¢ # ip et
J # jo, on obtient que ¢4(esy,€j,) = @iy, POUr tout ip,jo = 1,...,n, d’ot Matg(pa) = A. Ceci montre
que lapplication R-linéaire injective pg : S (E) — H,(C), ¢ — Matg(¢) est aussi surjective, donc c’est
un isomorphisme de R-espaces vectoriels. En particulier, se donner une forme hermitienne sur E « est la
méme chose » que se donner une matrice hermitienne.

Enfin, démontrons (4). Soient z,y € E, ils correspondent dans la base # (resp. #') & des vecteurs
colonnes X, Y (resp. X', Y'). D’apres la formule de changement de coordonnées, ona X = PX' et Y = PY”,
don X =X'"P et Y = PY’, et donc :

6(z,y) = X AY = X' 'PAPY
ce qui entraine A’ = ‘P A P. Le théoréme est démontré. O

Définition 4.1.7 (Carrés de modules et « doubles produits »). — En séparant, d’une part, les ter-
mes x; J; et, d’autre part, les termes x; 7; avec ¢ # j, la formule (%) de 4.1.6 se récrit de la facon suivante
(puisque aj; = @;; pour tout i # j) :

T1 'A%

n n n
<) V]| ek ¢ inei,Zyjej :ZaiixiE—F Z (@ij T G5 + @ij  T5)-
i=1 j=1 i=1

T Yn 1<i<j<n

En particulier, prenant Y = X (i.e. y; = x; pour tout i), on voit que la forme quadratique hermitienne @
associée & ¢ est donnée par la formule suivante (noter que z; T; = |2;|?) :

n n
(*) Q(%,uwxn)zzan |z:* + Z (aijfifj+@7i$j)zzaii i |* + Z 22 (a;j v; T5).
i=1 1<i<j<n i=1 1<i<j<n
On voit donc apparaitre les carrés des modules des x;, et les parties réelles des doubles produits x; T;.
Pour abréger, on parlera de « carrés de modules » et de « doubles produits ».

Définition et proposition 4.1.8 (Rang d’une forme hermitienne). — Soit ¢ une forme hermi-
tienne sur un C-espace vectoriel E de dimension n et soit B = (e1,...,e,) une base de E.

(1) On définit le rang de ¢ par rang(¢) = rang(A), ot A = Matg(¢) ; ceci ne dépend pas du choiz de
la base A.

(2) On dit que ¢ est non-dégénérée si rang(p) = dim E, i.e. si sa matrice dans une (et donc dans
toute) base de E est inversible.

Démonstration. — Soient %’ une autre base de E et P = Matg(%'). Comme ‘P et P sont inversibles (on
a (tP)~t =tP~1) et (P)~! = P-1), alors la matrice A’ = Matg (¢) = 'PAP a méme rang que A. O

Définition et proposition 4.1.9 (Orthogonalité). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace
vectoriel E.

(1) On dit que deuz vecteurs x,y € E sont orthogonaux (pour ¢) si ¢(x,y) = 0; ceci équivaut d dire
que ¢(y, x) = 0 (puisque ¢(y, x) = ¢(x,y) et vice-versa). Plus généralement, on dit que deux sous-ensembles
X,Y de E sont orthogonauz si l'on a ¢(x,y) = 0 pour tout x € X ety € Y. On notera X LY pour signifier
que X etY sont orthogonauz.

(2) Pour tout sous-ensemble Y de E, on définit son orthogonal (relativement a @), noté Y% ou sim-
plement Y+, par :

() ‘Yl:{x€E|¢(Jc,y):O, Ver}‘

c¢’est un sous-espace vectoriel de E (méme si Y n’en est pas un); de plus, on a les propriétés suivantes :

(%) Ycz=z"cy" Y = Veet(v)*|

en particulier, si'Y est un sous-espace vectoriel F' de E et si (f1,..., fp) est une famille génératrice de F,
alors

FL={fi,... .t} ={xcE|dx fi)=0 Vi=1,...p}
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(3) On pose ’ N(¢p)=E+t={z € E|¢(z,y) =0, VyeY} ‘ et on l'appelle le noyau de ¢.

Démonstration. — Soient x,2’ € Y+ et A € C, alors on a, pour tout y € Y, oAz + 2',y) = Ap(x,y) +
é(x',y) = 0, ce qui montre que Az + 2’ € Y. Donc Y+ est un sous-espace vectoriel de E.

Il est immédiat que si Y C Z, alors Z+ C Y+ car si x € Z1 alors z est orthogonal & tout élément de
Z, donc x est a fortiori orthogonal & tout élément de Y (puisque Y C Z), donc z € Y.

Comme Y C Vect(Y), ceci donne déja I'inclusion Vect(Y)L C Y. Montrons I'inclusion réciproque. Soit
x € Y et soit v un élément arbitraire de Vect(Y'), par définition, v s’écrit comme une combinaison linéaire
finie v =XMy1 + -+ ANy, avec y; €Y et A; € C; alors on a

= )\72 yYi) =
o(z,v) ; d(z,y;) =0

=0
et donc x € Vect(Y)*. Ceci montre l'inclusion Y+ C Vect(Y)+, d’ou I'égalité Vect(Y)+ = Y+. L’assertion
(2) est démontrée. 0
Théoréme 4.1.10 (Orthogonal d’un sous-espace). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace

vectoriel E de dimension n et soit F' un sous-espace vectoriel de E, de dimension r.

(1) Ona|FC (FH)*|et |[dimFL > dimE - dim F. |

(2) ’N(gﬁ) = {0} & ¢ est non-dégénérée. ‘
(3) Si ¢ est non-dégénérée, on a ’ dim F+ =dim E — dimF‘ et |F = (FH)L.
(4)

4) Si FNF+ ={0}, alors |E = F @ F*.

Démonstration. — Soit f € F, pour tout x € F+ on a ¢(f,z) = ¢(z, f) =0, d’on f € (F*+)*. Ceci montre
la premiére assertion de (1). Prouvons la seconde.

Soit (f1,- .., fr) une base de F, complétons-la en une base # = (f1,..., fn) de E, et soit A = (a;;)1<s,j<n
la matrice de ¢ dans la base %, i.e. a;; = ¢(fi, f;) pour i, =1,...,n.

D’apres le point (2) de 4.1.9, F est formé des vecteurs v = x1 f; + -+, fn € E tels que é(v, f;) = 0
pour i = 1,...,7. Comme $(z1fi + -+ xnfn, fi) = D01 x5 0(fy, fi) = D27, ajixy, ceci équivaut & dire

T
que le vecteur colonne X = | : | est solution du systeme linéaire homogene :
Ty
a1 +--+ apizr, =0
() : :
arx1 +-+ aprxn, =0

dont la matrice B est formée des r premicres lignes de la matrice *A. Comme l’espace des solutions du
systéme est de dimension n — rang(B), on obtient :

dim F*+ = n —rang(B) > n —r,

ce qui prouve la seconde assertion de (1). De plus, dans le cas particulier ot F'= E, on a B = ' A et, comme
rang(*A) = rang(A), on obtient que dim E+ = n — rang(A4). Donc N(¢) = E+ est nul si et seulement si
rang(A) = n. Ceci prouve (2).

Supposons ¢ non-dégénérée. Alors A est de rang n, i.e. ses colonnes sont linéairement indépendantes,
en particulier les r premieres colonnes le sont, donc la matrice B est de rang r, et donc dim F+ = n — r.
Remplagant alors F' par F-, on obtient 1’égalité dim(F+)+ =n— (n—r) = r, et par conséquent I'inclusion
F C (F1)t est une égalité. Ceci prouve (3).

Enfin, supposons FNF+ = {0} (sans supposer ¢ non-dégénérée). Alors F et F- sont en somme directe,
et le sous-espace F'@ F+ de E est de dimension d = r +dim F+. D’aprés (1),onad > n,dot E = FQF+

(et dim F+ = n —r). Ceci prouve (4). Le théoréme est démontré. O
Définition 4.1.11 (Bases orthogonales). — Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et soient ¢
une forme hermitienne sur F, et @ la forme quadratique hermitienne associée. Soit & = (e1,...,e,) une
base de E

a) On dit que # est une base orthogonale pour ¢ (ou pour Q) si l'on ¢(e;,e;) = 0 pour i # j.
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b) Ceci équivaut a dire que la matrice A = Matgz(¢) est diagonale; si 'on note Aq,..., A\, ses coef-
ficients diagonaux (qui sont réels) et (z1,..., z,) les coordonnées dans la base %, ceci équivaut encore &
dire que Q(21,...,2,) = A1 |21]% + -+ + A 20|

Théoréme 4.1.12 (de Sylvester dans le cas hermitien). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un
C-espace vectoriel E de dimension n, et soit Q la forme quadratique hermitienne associée.
(1) Il existe une base B de E orthogonale pour ¢.

(2) Soient B = (e, ...,e,) une base orthogonale pour ¢ et D la matrice diagonale Matg(9). Quitte d
renuméroter les e;, on peut supposer que les coefficients diagonauz Ay, ..., A\ € R sont £ 0, et que \; =0
pour i > r. Notons (z1,...,2,) les coordonnées dans la base B, alors :

(a) Ona| Q1. za) = Ml o+ A fz 2| ()

(b) Soit p (resp. q) le nombre d’indices i tels que Q(e;) > 0 (resp. < 0). Alors p et ¢ ne dépendent
pas de la base orthogonale choisie.

(¢) Le couple (p,q) s’appelle la signature de ¢ ; on a p+ q = r = rang(¢).

(d) N(¢) est le sous-espace Vect(eri1,...,ep), donné par les équations z; =0 =--- = z,.

(3) De plus, on peut choisir B de sorte que la matrice diagonale D = Matg($) ait pour termes diagonaux
(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0), le nombre de 1 (resp. —1) étant p (resp. q).

Démonstration. — (1) Montrons ’existence d’une base orthogonale en proceédant par récurrence sur n =
dim FE. Il n’y a rien a montrer si n = 0 ou si ¢ = 0. On peut donc supposer n > 1, le résultat établi pour
n—1, et ¢ # 0. Alors, d’apres 4.1.4, la forme quadratique hermitienne @ est non nulle, donc il existe
e1 € E tel que Q(ey) # 0. Posons F' = key, comme ¢(eq,e1) # 0, alors F N F+ = {0} donc, d’apres le
théoreme 4.1.10, on a

E=FaF*
Par hypothese de récurrence, il existe une base (ea, ..., e,) de F1 telle que ¢(e;, ;) = 0 pour i # j. Alors
(e1,€2,...,€,) est une base de E orthogonale pour ¢. Ceci prouve l’assertion (1).

Puis, (2.a) et I'égalité p + ¢ = r = rang(¢) dans (2.c) découlent aussitdt des définitions. Prouvons
maintenant (2.d). D’apres (x), ¢ est donnée dans la base £ par :

n n
(*/) vu:zxieia VU:Zyjej, ¢(U7v):)\1$1ﬁ+"'+>\r$rﬂ~

i=1 j=1
Supposons u € N(¢), alors pour tout ¢ = 1,...,r, prenant v = e; (c.-a-d., y; = 1 et y; = 0 pour j # i),
on obtient z; = 0, d’ott u € F = Vect(ey11,...,ey). Réciproquement, (*') montre aussi que tout u € F
(i.e. tel que 1 =0 =--- = x,) appartient & N(¢), d’ou 'égalité désirée. Ceci prouve (2.d).

Prouvons (2.b). On note r = rang(¢). Soient B = (e1,...,e,) et € = (f1,..., fn) deux bases de F
orthogonales pour ¢. Notons p (resp. p’) le nombre d’indices i tels que Q(e;) > 0 (resp. Q(f;) > 0) et ¢
(resp. ¢') le nombre d’indices i tels que Q(e;) < 0 (resp. Q(f;) < 0). Alors

ptg=r=p+q

et il s’agit de montrer que ¢ = ¢’ et p = p’. Quitte & renuméroter les éléments de X et €, on peut supposer
que

Q(e;)) >0 pouri=1,...,p Q(fi)>0 pouri=1,...,p
() Qe;) <0 pouri=p+1,....,p+q Q(fi) <0 pouri=p +1,....,p"+¢
Qe;) =0 pouri>p+q=r; Q(fi)=0 pouri>p +¢ =r.
Notons P, le sous-espace de E engendré par les vecteurs e; tels que Q(e;) > 0. Ces vecteurs sont au

nombre de n — ¢, donc dim Py = n — ¢. Soit « un élément arbitraire de P, écrivons x = Y. _; z;e;, avec
I={1,....,p}U{r+1,...,n}; alors, d’apres (x), on obtient

p

(1) Qz) =) |zif* Q(es) > 0.

i=1

iel

D’autre part, soit P’ le sous-espace de E engendré par les vecteurs f; tels que Q(f;) < 0. Ces vecteurs sont

/ ’

au nombre de ¢’, donc dim P’ = ¢'. Soit y un élément non nul de P’ , on peut écrire y = Z?:;?H vifi,
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avec au moins I'un des y; non nul (car y # 0). Alors, d’aprés (%) & nouveau, on obtient
P +d
(2) Q) = > lyl*Qf) <0,
Jj=p'+1
Par conséquent, on a P N P’ = {0} et donc
n=dimE >dimP; +dim P =n—q+¢

d’ott ¢ > ¢'. Echangeant les roles des bases % et %, on obtient de méme ¢’ > ¢, d’oll ¢ = ¢/, et de méme
p =p'. Ceci prouve (2.b).

Voyons assertion (3). Soit Z = (eq,...,e,) comme ci-dessus; pour i = 1,...,p+ ¢, notons |Q(e;)| >0
la valeur absolue du réel Q(e;) # 0. En remplacant e; par e;/+/|Q(e;)|, pour i = 1,...,p + ¢, on obtient
une base orthogonale ayant la propriété énoncée dans (3). Ceci achéve la démonstration du théoreme. O

4.2. Réduction en sommes de carrés de modules

Définition 4.2.1. — Soient E un C-espace vectoriel de dimension n, ) une forme quadratique hermi-
tienne sur E et ¢ sa forme polaire. Soit & = (ey, ..., e,) une base de F, notons (x1, ..., x,) les coordonnées
dans cette base, i.e. x; désigne en fait la forme linéaire f; = e} sur E.

(1) On dit que @ s’écrit dans la base # comme somme de carrés de modules de formes linéaires
indépendantes si 'expression de () en fonction des coordonnées x; est de la forme

Q=q|zi]* + +qnlral? (avec g1, ...,q, € R).

D’apres 4.1.11, ceci équivaut a dire que la matrice de ¢ dans la base & est diagonale, avec les ¢; pour
coefficients diagonaux.

(2) Les formes linéaires f; = e} sont linéairement indépendantes (#* = (e],...,e}) est la base duale
de #), d’ou la terminologie « somme de carrés demodules de formes linéaires indépendantes ». En
pratique, pour abréger on écrira souvent « somme de carrés de modules », mais il est essentiel de s’assurer
que les formes linéaires en question sont bien linéairement indépendantes (cf. 'exemple 1.3.7 pour les

formes bilinéaires symétriques).

Comme dans le cas des formes bilinéaires symétriques, on dispose d’un procédé algorithmique simple
pour réduire une forme quadratique hermitienne en « somme de carrés de modules » (de formes linéaires
indépendantes) ; au lieu des égalités 22 + 22 L = (z + L)? — L? et w120 = (21 + 22)% — (21 — 22)?%, on va
utiliser les égalités :

|z\2 +2%(2L) = |z + L|2 — |L\27 4% (217Z3) = |21 + 22|2 —lz1 — 22|2.

Théoréme 4.2.2 (Réduction d’une forme hermitienne en somme de carrés de modules)
Soient E un C-espace vectoriel de dimension n, et QQ une forme quadratique hermitienne sur E, donnée

en fonctions des coordonnés (x1,...,x) dans une base B par :
(%) Q@r, ) =Y bilwil®+ Y (b @i T + by ;%) (bi €R, b; €C).
i 1<i<j<n

(1) Par une suite d’opérations « élémentaires » (décrites dans la démonstration), on peut trouver un
nouveau systéeme de coordonnées (yi,...,Yn) sur E, dans lequel Q s’écrit comme une somme de carrés de
modules, i.e.

(**) Q(y17~-~7yn):a1 |y1|2++an‘yn|2

(2) La signature de Q est (p,q), ot p (resp. q) est le nombre de coefficients a; qui sont > 0 (resp. < 0),
et rang(Q) =p +¢.

(3) De plus, N(Q) est le sous-espace vectoriel de E défini par les équations y; = 0, pour i parcourant
Uensemble des i € {1,...,n} tels que a; # 0.

Démonstration. — Remarquons d’abord que si @ s’écrit sous la forme (xx) dans une base %', alors la
matrice de sa forme polaire y est diagonale, avec les a; pour coefficients diagonaux, d’ou les assertions (2)
et (3) du théoréme, compte-tenu du théoreme 4.1.12.

11 reste & donner une démonstration « algorithmique » de l’assertion (1). On procede par récurrence sur
le nombre n de variables. Sin =1 on a Q(x1) = by|z1|?, et (%) est vérifié. On peut donc supposer n > 1
et le résultat démontré pour n — 1. Distinguons deux cas.
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(a) Si dans l’écriture (x) plus haut, il existe un coefficient « diagonal » b; non nul, on peut supposer,
quitte a changer 'ordre des coordonnées, que b; # 0. On considere alors la somme de tous les termes
contenant x1 ou T7 et on 1’écrit comme suit :

n
S =10 |x1|2 —+ ZZ@(E$1 @) =b <|$1‘2 + 27 ($1L($2, .. ,a:n)) )
j=2
ot L(xg,...,xn) = 35 _5(bj1/b1)x;. Puis, en utilisant que
|1+ L|* = |21 > + 2% (21 L) + |L?, d’on |z1|? + 2% (21 L) = |21 + L|* — |L)?,

on récrit ceci sous la forme :

n

1 — 2 _
S:bl |1171 +L|27b1|L|2 :b ’ ZbL ’ — EZ|bj1|2‘$j|2 7[)7 Z %(bzl bjlille’ij)

j=2 j=2 2<i<j<n

Donc, en posant y; = x1 + ZJ 5 b L (et b = b; — |bj1]?/b1 pour j =2,...,n, et bi; = bij — b bj1/b1
pour 2 < i < j < n), on obtient une écriture :

(t) Qy1, 22, ..., 2n) = b1 |y1|2+2b’ P+ Y 220 )
2<i<j<n
Q1(r2,. .. Tn)
ou la forme quadratique hermitienne Qi (o, ..., z,) ne dépend que des variables s, ..., x,.

L’opération y1 = x1 + L(x2,...,xy,) et £; = x; pour j > 2, est bien un changement de coordonnées, car
la matrice exprimant (y1, s, ..., Z,) en fonction de (x1, ..., x,) est triangulaire avec des 1 sur la diagonale,
donc inversible ; explicitement le changement de coordonnées inverse est donné par x; = x; pour j > 2 et
x1 =y1 — L(za,...,z,).

Par hypothése de récurrence on peut faire un changement de coordonnées (z32,...,Z,) = (Y2,..-,Yn)

tel que Q1(z2,...,7n) = az |ya|® + -+ + an |yn|? d’olt, d’apres () :

QW1,. - yn) = a1 |y1|2 T+ tay |yn|2

(avec a3 = by), ce qui prouve le résultat voulu dans ce cas.

(b) Supposons au contraire que tous les coefficients « diagonaux » b; soient nuls. Si @ = 0, il n’y a rien
& montrer ; sinon on peut supposer, quitte a changer 1’ordre des coordonnées, que byo # 0. Comme

1
K (b12 11 T2) = 1 (|b12 x1 + 2|’ — [bra w1 — $2|2),
posons y; = %(blg 1+ x9) et yg = %(blg Z1 + x2); ¢’est bien un changement de variable, dont l'inverse est
donné par
x1 = by (41 + y2) To = Y1 — 1o

Alors : 2%(b12 11 73) = 2(|y1]> — |y2[?), les termes 22 (b;; x; T;) sont inchangés pour i < j dans {3,...,n},
et I'on a :

2% (b1j 11 7T;) = 22 (bijbis (y1 +42)T;)  pour j >3
2% (baj w2 T5) = 2% (baj (1 — y2) T5) pour j >3
donc Q(ylv Y2,23,. .. ,iEn) égale :
2l = 20yl + D7 220155 + bag) v T + (biybis —boy) o 77) + Y. 2%(by i)
=3 3<i<j<n

et on est ramené au cas (a), c.-a-d., on peut maintenant éliminer la variable y; et se ramener, & nouveau,
au cas de n — 1 variables. Le théoreme est démontré. O

Illustrons ceci par deux exemples : dans le premier n’apparaissent que des changements de coordonnées
du type (a).

Ezemple 4.2.3. — Considérons dans C? la forme quadratique hermitienne

q($1, To, 163) = 2171 — 21X1 T2 + 212271 + 1X1XT3 — 1X3T1 + 2T2T5 + 2203T3 — 21T2T3 + 21T3T2.
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Alors ¢ contient le terme x177 = |x1|2, et les termes contenant z; ou Ty sont :
T1TT — 2031T3 + 202077 + 12173 — 2377 = |21|* + 2% (21 (2ix0 — ix3) )
= |zy + 2ixy — ix3|* — |20z — ix3)?
= |1 + 2izy —ix3)® — 4|xo|? — |x3]? + AR (22 T3)
donc, posant y; = x1 + 2ixe — ix3, on obtient
a(y1, w2, 23) = |y1|* — 4|a2|® — |23|* + 42(22 T3) + 2|za|* + 2|3|? — 4% (i T5)
= |1 * = 2lwal? + |aa|* + 42 (22 (1 + D))
Puis

=2(loaf? = 228 (22 (T + )5 ) ) = =2 (|2 — (1 + i) = | (1 + D)5 ?)

= =2(Jw2 = (1+ D)zsl® = 2]as?)

donc, posant yo = x5 — (1 + 4)x3 on obtient : ‘q(yl, Yo, w3) = |y1|* — 2|y2|? + 5|as|?. ‘ Donc la signature de

q est (2,1) et son rang est 2+ 1 = 3, i.e. h est non-dégénérée.
Ezemple 4.2.4. — Considérons dans C? la forme quadratique hermitienne
Q(z1, 22, w3) = 2173 + 2271 + i21T3 — iw3T1 + (1 + )25 + (1 — i)z3T2.

Ici, il n’y a pas de « termes carrés » |x;|?, donc on va considérer le terme z1 5. On a byp = 1, faisons le
changement de coordonnées :

1 1 N
912*(331 +$2), y2=§(3«”1—$2)7 d’ou 1 =Y1+ Y2, T2=Y1— Y2

2
On a 2%(x1 73) = 2(\y1|2 - |y2\2), et
2%((1 +i)xow3) = 2%Z((1+i)y1T3) — 22((1 + i)y273)
d’ou

Qy1.y2,x3) = 2|y1|* — 2|yal* + 22((1 + 20)y173) — 2%(y275).-
Puis 2(\y1|2 + 2%(%;/1@)) = 2<|y1 + 52,02 — |%x3\2) donc, posant z; = y; + 152 x5, on obtient

5 .
Q(z1,y2,23) = 2|z |* — §|9C3|2 — 2[y2|* — 22 (y273).

Puis 72(|y2\2 +,%’(y273)) = —2(|y2 + a5 — %|x3|2> donc, posant 21 = y» + 3, on obtient

Q1,20 w5) = 2|21 = 22 = 2 fos . |

Donc la signature de @ est (1,2) et son rang est 1 + 2 = 3, i.e. @ est non-dégénérée.

4.3. Espaces hilbertiens. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Isométries
Définitions 4.3.1 (Produits scalaires et espaces hilbertiens). — Soit E un C-espace vectoriel de
dimension finie.

(1) Soient ¢ une forme hermitienne sur E et @ la forme quadratique hermitienne associée (i.e. Q(z) =
¢(x, ) pour tout z € E). On dit que @ (ou ¢) est définie positive si l'on a :

(Déf. Pos.) vee E—{0}, Q(z)=¢(x,z)>0.]

Dans ce cas, on dit que ¢ est un produit scalaire hilbertien et on note souvent ¢(z,y) = (z | y).
Remarquons que si @ (ou ¢) est définie positive, elle est non-dégénérée : en effet, si z € N(¢), on a
0 = ¢(z,y) pour tout y € E, en particulier ¢(z,z) =0, d’ou z = 0.
(2) Dans ce cas, on dit que : « E, muni de (| ) » (ou que : « le couple (E, ¢) ») est un espace hilbertien.

Pour abréger, on écrira souvent : « Soit E un espace hilbertien », sans préciser le produit scalaire ( | ),
celui-ci étant sous-entendu.
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Exemple 4.3.2. — Le produit scalaire hilbertien standard sur C" est défini par :

T Y1
(z|y) =291+ + Tnln sie=1| |, y=
Tn Yn
Pour ce produit scalaire, la base canonique (e, ...,e,) de R™ est orthonormée, i.e. on a (e; | ej) = 1 si

i = j et = 0 sinon, et la forme quadratique hermitienne associée est Q(z) = |z1|> + - - - + |z, |%.
Définition et proposition 4.3.3 (Familles et bases orthonormées)

Soit E, muni de (| ), un espace hilbertien.

(1) Une famille (e;);cr de vecteurs est dite orthonormée si (e; | e;) = 1 et (e; | ;) = 0 pour tout
i#7.

(2) Supposons E de dimension n. Une base orthonormée est une base (e1,...,e,) de E qui est une
famille orthonormée, i.e. qui vérifie (e; | e;) =1 et (e; | e;) = 0 pour tout i # j.

(3) Toute famille orthonormée est libre. En particulier, si dim E = n, toute famille orthonormée
(f1,---, fn) de cardinal n est une base orthonormée de E.

(4) Dans la suite, on abrégera souvent « base orthonormée » en : b.o.n.

Démonstration. — Prouvons (3). Supposons qu’on ait une relation 0 = ¢1e;, +- - “+ipei,, aveciy, ... iy €1
deux & deux distincts, et ¢1,...,t, € R. Fixons un indice r € {1,...,p} et appliquons (e;, | ) & l'égalité
précédente. Comme (e; . | e;,) = 0 pour s # r, on obtient 0 = ¢.(e;. | €;.) = t,, d’out t, = 0. Ceci prouve
que la famille (e;);er est libre. O
Théoréme 4.3.4 (Existence de b.o.n.). — Soit E un espace hilbertien de dimensionn. Alors E admet
une base orthonormée

Démonstration. — D’apres le théoreme 4.1.12, il existe une base (e, ..., ey) orthogonale (i.e. (e; | ;) =0
pour i # j) et telle que (e; | e;) € {1,—1,0}; or comme ( | ) est défini positif on a nécessairement
(e; | e;) =1, donc (eq,...,e,) est une b.o.n. O
Définition 4.3.5 (Sous-espaces d’un espace hilbertien). — Soit E, muni de ( | ), un espace hilber-

tien et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors la restriction (| )r de (| ) & F est un produit scalaire
hilbertien sur F, puisque (z | z)p = (z | ) > 0 pour tout x € F' — {0}. Donc F muni de ( | )p est un
espace hilbertien.

Théoréme et définition 4.3.6 (Projection orthogonale sur un sous-espace)
Soit E, muni de (| ), un espace hilbertien et soient F un sous-espace et F- son orthogonal pour (| ).

(1) On a |E=F @ F+.| Le projecteur mp : E — E, d’image F et de noyau F*, défini par cette

décomposition s’appelle la projection orthogonale sur F.

(2) Soit (e1,...,e,) une base orthonormée de F'. Alors‘m:(v) =@|eer+ -+ (v]ee
veFL.

(3) On a|(F+)* = F| donc la projection orthogonale wpy sur F* n'est autre que idg —7p, i.e. on a

pour tout

‘idE:TFF—l-ﬂ'Fi.‘

Démonstration. — Comme les formes hermitiennes ( | ) et ( | )p sont définies positives, donc non-
dégénérées, on a (FL)+ = F et E = F @ F+ d’apres 4.1.10. Alors, tout € E s’écrit de fagon unique
r=f4+gavec f € Fetgé& F*, etleprojecteur mp sur F parallelement 3 F* (i.e. de noyau F'*) est défini
par mr(x) = f. De plus, comme (F+)L = F, alors le projecteur mp. sur F+ parallelement & (F)* = F
(i.e. de noyau F') est défini par mp. (z) = g, donc on a bien idg = mp + mp.. Ceci prouve (1) et (3).

Prouvons (2). Soit r = dim F et soit (ey,...,e,) une b.o.n. de F. Pour tout v € E, notons provisoirement
m(v)=(v|e1)er+---+(v]e)e € F.
Alors, pour j =1,...,r,ona (v—7(v) | e;) = (v]e) =i (v]|e)(ei]|e;) =0, donv—m(v) € Ft,
——
=1sii=j
=0 si i%]
et donc v = m(v) + v — 7(v), avec w(v) € F et v — w(v) € F+. Comme E = F @ F*, ceci entraine que
7w(v) = wp(v), d’ott assertion (2). O
Définition 4.3.7 (Normes). — Soit £ un C-espace vectoriel. Une norme ||-|| sur E est une application

E — Ry, v+ ||v|| vérifiant les trois propriétés suivantes :
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(1) l=0<v=0.
(2) Pour tout z € C, v € E, on a ||zv|| = |z| - ||[v]| (ou || est le module de z).
(3) (Inégalité triangulaire) ||u + v|| < |Jul|| + ||v||, pour tout u,v € E.

Théoréme 4.3.8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme hilbertienne)
Soit E, muni de (| ), un espace hilbertien et soit Q(x) = (z | ) la forme quadratique hermitienne
associée.

(1) On a linégalité de Cauchy-Schwarz :

(CS) VryeE @]yl <Q@)QW)|

avec égalité si et seulement si x ety sont liés.

(2) Par conséquent, lapplication x — ||z|| = +/(z | ) est une norme sur E, appelée la norme hilber-
tienne associée a (| ), et l'inégalité de Cauchy-Schwarz se récrit comme suit :

(Cs) VeyeE @l <zl llyll]

Démonstration. — (1) Soient z,y € E. L’inégalité est trivialement vérifiée si © = 0, donc on peut supposer
x # 0. Considérons alors le vecteur

(y =)
x|z

V=Y — z

—~
~—

(c’est la projection orthogonale de y sur I'hyperplan (Cz)+. Comme (y | ) = (v | y), on a :

(v|2) (] 9) CIECARI P
T 19— 0+ P s )

=0

0<(v|v)=(yly) —

)(@ [ ) = [(z | y)]*. Cec

done, multipliant par (z | ) > 0, on obtient que 0 < (z | z) (v | v) = (y | v) (
| v) =0, c-a-d., si v = 0, i.e.si

prouve l'inégalité voulue, et montre que l'on a égalité si et seulement (v
(y | )
(z | 2)
Prouvons que v — |[v]| = 4/(v | v) est une norme sur E. Comme ( | ) est défini positif, on a ||v|| =0 &

v = 0. D’autre part, pour tout z € C et z € E, on a |z| = v/2Z et donc

x. Ceci prouve l'assertion (1).

2]l = V2Z (v | v) = |z] - [Jv].
Enfin, soient x,y € E. D’abord, I'inégalité de Cauchy-Schwarz équivaut (en prenant la racine carrée) a :

(@ [ <=l - lyll;

alors, multipliant par 2 et ajoutant ||z|* + |ly[|? aux deux membres, on obtient
2
(1) ll* + llyll* + 2l [ )] < Nl + yll* + 2lll - Iyl = () + ly])"
D’autre part, d’apres les égalités de polarisations 4.1.4, on a :
lz+ylI* = llzl® + Iy + 22 (( | y).
Or, pour tout nombre complexe z = a + ib, on a : Z(z) = a < va? + b? = |z|. On obtient donc
Iz +yl1* < llzl® + Iy +2I(z | )l
ce qui, combiné avec (f), entraine :
2
lz +yl* < (llll + llyll)™

Prenant la racine carrée, ceci entraine (et équivaut a) I'inégalité triangulaire. Le théoréme est démontré. [
Récrivons les égalités de polarisation 4.1.4 en utilisant la norme ||-||, et ajoutons-y I’égalité de Pythagore :

Proposition 4.3.9 (Polarisation). — Soit E, muni de (| ), un espace hilbertien et soit || - || la norme
hilbertienne associée.



78 CHAPITRE 4. FORMES HERMITIENNES, ESPACES HILBERTIENS ET GROUPES UNITAIRES

a) Pour tout z,y € E, on a :

1 1
(1) Z(@y) =5z +ul* = 217 = wl*) = 7 (= +yl* = = = y]*)
1 . 2 2 2 1 . 2 - 2
(2) (@] 9) = 5lz +iyl* = ll=l” = llylI*) = 7 (Il +iy* = e = iy[)
(3) 4@ | y) = e +yl* = llo =yl +ille + iyl —ille -yl

b) Egalité de Pythagore) Si x1,..., &, sont orthogonauz, on a ||x1 + -+ xn||2 = |21 ]2 + - - + ||zn]|®.

Démonstration. — La premiere assertion n’est qu'une reformulation de 4.1.4. L’égalité de Pythagore est
immédiate si n = 2, et dans ce cas on a méme la réciproque : si ||x; + x2||> = [|21]|? + ||z2||* alors
(z1 | ®2) = 0. L’égalité pour n vecteurs orthogonaux s’obtient par récurrence sur n. On prendra garde
que la réciproque est fausse pour n > 3 : prendre par exemple dans C? hilbertien les vecteurs x1 = eq,
T9g = €1 + €2, T3 = €3 — €]. O

Définition et proposition 4.3.10 (Isométries vectorielles). — Soient E, F' deuz espaces hilbertiens
de méme dimension n, notons (| )g et ||-||g (resp. (| )r et ||-||r) le produit scalaire et la norme hilbertienne
sur E (resp. F). Soit f : E — F une application linéaire.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f préserve la norme : ‘V:E eE, |z|g= ||f(x)Hp‘
)

(b) f préserve le produit scalaire :‘V:c, yeFE, (z|ly)e=()]|fy)r ‘

(¢) Pour toute b.o.n. = (e1,...,e,) de E, la famille (f(e1),..., f(en)) est une b.o.n. de F.
(d) Il existe une b.o.n. B = (e1,...,e,) de E telle que (f(e1),..., f(en)) soit une b.o.n. de F.
ous ces conditions, on dit que [ est une isometrie vectorielle de E sur

2) S diti di f i Stri elle de B r

(3) Dans ce cas, f est bijective, et son inverse f~1 est aussi une isométrie.

Démonstration. — Supposons que f préserve la norme, et soient z,y € E. Alors ||z +y||% = || f(z+y)||% =
|l f(z) + f(y)||%, et le premier (resp. dernier) membre égale :
|zl + lylls +22((@ | 9)e),  resp.  [f@)E+ IfWIF +22((f() | fy)r)

et comme ||z[|3; = || f(2)[|% et [[yl[5 = [ f(y)]|F, on obtient que Z((z | y)r) = Z((f(z) | f(¥)F)-
D’autre part, pour tout z € C, on a .#(z) = #Z(—iz). Donc, appliquant ce qui précede a iy au lieu de y,
on obtient aussi I’égalité :

I((x|y)p) =2z |iy)e) =2Z((f(x) | fiy)r) =2Z((f(x)|if(y)r) =T ((f@) ] fW)F),

d’ot finalement (z | y)g = (f(z) | f(y))r. Ceci prouve que (a) = (b).

Les implications (b) = (¢) = (d) sont évidentes, montrons que (d) = (a). Supposons (d) vérifiée. Pour
tout * = x1e1 + -+ + xpe, dans E, on a f(x) = >,z f(e;) et, comme (e1,...,e,) et (f(e1),..., f(en))
sont des b.o.n., on obtient

n
Izl = > lail® = £ (@)%
i=1

donc (a) est vérifiée. Ceci prouve 'assertion (1).

Prouvons (3). Soit f : E — F une isométrie, et soit # = (ey,...,e,) de E. Comme f(%) est un b.o.n.
(donc une base) de F, alors f est bijective. Son inverse f~! envoie la b.o.n. f(2) = (f(e1),..., f(en)) de
F sur la b.o.n. # de E, donc f~1 est une isométrie. Ceci prouve (3). La proposition est démontrée. O

Terminologie 4.3.10.1. — On a introduit la terminologie isométrie « vectorielle » pour faire la distinc-
tion avec la notion d’isométrie « affine », étudiée au Chap. 6. Dans la suite de ce chapitre, comme on ne
considere que des applications linéaires, on dira simplement « isométrie » au lieu de « isométrie vectorielle ».

Définition et corollaire 4.3.11. — (1) On dit que deux espaces hilbertiens E et E' sont isométriques
s’il existe une isométrie f : E —> E'.

(2) Tout espace hilbertien E de dimension n est isométrigue a C™ muni du produil scalaire hilbertien
standard.
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Démonstration. — Soit B = (e1,...,e,) la base canonique de C”, qui est orthonormée pour le produit
scalaire standard. D’aprés le théoréme 4.3.4, E admet une b.o.n. € = (f1,..., fn). Alors 'application
linéaire u : C* — FE définie par u(e;) = f;, pour i = 1,...,n, est une isométrie de C" sur E. O

Définition 4.3.12. — On note U(n) = {4 € M, (C) | {AA = I,}. Remarquons que P'égalité ‘A A = I,
équivaut & I'égalité ‘A A = I,,, qui entraine que A est inversible et A~! = ‘A, Donc U(n) C GL,(C) et, si
A € U(n), son inverse B = A~ = A vérifie B~! = A = B, donc appartient aussi & U(n). De plus, pour
tout A, B € U(n), on a I'égalité *(AB)AB = 'B'AAB ='BB = I,,, donc AB € U(n). Donc U(n) est un
sous-groupe de GL,,(C), appelé le groupe unitaire.

Munissons C" du produit scalaire hilbertien standard ( | ). Pour tout X, ¥ € C* on a (X | Y) = XV,
i.e. la matrice de ( | ) dans la base canonique %, = (e, ..., e,) est la matrice identité I,,. Donc une matrice
arbitraire A € M,,(C) préserve le produit scalaire si et seulement si, on a, pour tout X, ¥ € C™ :

XY =(X|Y)=(AX | AY) =X ("AA)Y

ce qui équivaut a dire que 'AA = I,, (cf. 4.1.6). Ceci montre que U(n) est le groupe des isométries de C"
muni produit scalaire hilbertien standard ( | ).

De plus, notons C1,...,C,, les colonnes de A (i.e. C; est le vecteur Ae; € C™). Remarquons que, pour
tout 4,5 € {1,...,n}, le coefficient d’indice (i,5) de ‘AA est le produit matriciel de la i-eme ligne de *A4,
i.e. de 'C;, par la colonne Cj, c.-a-d., on a (*fAA);; = (Ae; | Aej), donc la condition ‘AA = I,, équivaut
aussi a dire que les colonnes de A sont de norme 1 et deux a deux orthogonales. Tenant compte de la
proposition 4.3.10, on obtient donc les caractérisations suivantes de U(n), chacune étant utile :

Proposition 4.3.13 (Groupe unitaire U(n)). — On munit C" du produit scalaire hilbertien standard
(|) et Uon note || - || la norme hilbertienne associée. Alors U(n) est le groupe des isométries de C™ ; il est
caractérisé par chacune des éqgalités suivantes :

U(n) ={A € M,(C) | "AA=1,}
={Ae€GL,(C)| A~ =4}
={AeM,(C)| (AX |AY)=(XY), VX, Y eC"}
— (A€ M,(©) | [AX] = |X], VX eC)
={Ae M, (Afy,..., Afn) est une b.o.n., pour toute b.o.n. (f1,...,fn)}
={Ae M, (Aey, ..., Aey) est une b.o.n., ot (e1,...,e,) est la base canonique de C™}
={Ae M,

o~ o~ o~ o~

C) | les colonnes de A sont de norme 1 et deuz a deux orthogonales}
Les éléments de U(n) sont appelés « endomorphismes unitaires ».

Remarque 4.3.14. — 1l existe d’autres groupes unitaires (qui ne sont isomorphes & aucun U(n)). Soient
P, q des entiers > 1 et soit ¢ la forme hermitienne sur CP*4 définie par ¢(X,Y) = 320_ ) wiyi — Y i_, 11 Tilis

i.e. la matrice de ¢ dans la base canonique de CPT9 est J = ( OIp 0 jq ) Alors
p | —1q

{Ae M,(C)|"AJA=J} ={A € M,(C) | p(AX,AY) = ¢(X,Y), VX,Y €C"}

est un sous-groupe de GL,,(C), noté U(p, q). On ne considérera pas ces groupes dans ce cours.

4.4. Diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints et normaux

Commengons par introduire ’adjoint dans le cas général d’une forme hermitienne non dégénérée, méme
si on se limitera dans la suite au cas hilbertien.

Théoréme et définition 4.4.1 (Adjoint d’un endomorphisme). — Soient E un C-espace vectoriel
de dimension n, et ¢ une forme hermitienne sur F¥, non dégénérée.

(1) Pour tout u € End(E), il existe un unique endomorphisme u* de E, appelé I’adjoint de u, vérifiant :

() Veye B, | u(@).y) = oo, v ()
(2) Pour toute base B de E, si l'on note J = Matg(¢) et A= Matg(u), on a

(s5) A* = Matg(u*) = J-1AJ.
(3) On a (u*)* = u.
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Démonstration. — Supposons qu'il existe u* vérifiant (x) et soient % une base de E, J = Matg(¢),
A = Matg(u) et A* = Matg(u*). Soient x,y € F arbitraires, et notons X,Y € C" les vecteurs colonnes
associés (coordonnées dans la base #). Alors on a
IXTATY = ¢(u(z),y) = d(z,u*(y)) = 'XJAY ='XJA*Y

d’ott *AJ = JA* et donc, puisque J est inversible (car ¢ non-dégénérée), A* = J—1?A J. Ceci montre que
u*, ¢'il existe, vérifie (xx) et est donc unique.

Réciproquement, si I'on note u* ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base & est A* = J-11AJ,
alors pour tout x,y on a :

b, u(y) = XTATY =X ATV = 6(u(z),y)
donc u* vérifie (x). Ceci prouve les assertions (1) et (2).
Prouvons l'assertion (3). Pour tout z,y € E, on a :

(u*(2) |y) = (y [ u(2)) = (u(y) [ =) = (= | u(y))

et ceci montre que u est 'adjoint de u*, i.e. u = (u™)*. Le théoréme est démontré. O

Remarque 4.4.2. — 1l résulte de la formule (xx) (ou directement de la définition (x)) que, pour tout
u,v € End(F) et s,t € C, on a (su+tv)* =35u* +¢v*, i.e. I'application End(E) — End(E), u — u* est
semi-linéaire.

Remarquons aussi que si ¢ est un produit scalaire hilbertien et si % est une b.o.n., alors la matrice de
¢ dans £ est J = I,,. On peut donc énoncer le théoreme dans le cas hilbertien sous la forme suivante.

Théoréme 4.4.3 (Adjoint d’un endomorphisme dans le cas hilbertien)
Soit E muni de (| ) un espace hilbertien de dimension n. Pour tout u € End(FE), il existe un unique
endomorphisme u* de E, appelé ’adjoint de u, vérifiant :

(+) Vg€ B, |(u@)|y) = (@ |v'(y) ]
Pour toute b.o.n. £ de E, si l'on note A = Matg(u), on a

(xx) ‘A* = Matg(u*) = ‘A. ‘

Lemme 4.4.4 (Stabilité par v ou u*). — Soient E muni de (| ) un espace hilbertien de dimension
n, u € End(E), F un sous-espace vectoriel de E, et F* son orthogonal pour (| ). Alors : F est stable par
u (i.e. u(F) C F) si et seulement si F- est stable par u*.

Démonstration. — Supposons u(F) C F, et soit y € F+. Pour tout z € F, on a :

(@ |u*(y)) = (u(z) | y) =0
(la derniere égalité puisque u(z) € F et y € F1), et ceci montre que u*(y) € F+. On a donc u*(F*) C F*.
Réciproquement, supposons u*(F1) C F+. Comme (F1*)+ = F et (u*)* = u, d’aprés 4.3.6 et 4.4.1, on
obtient que u(F) C F, d’apres ce qui précede. O

Définitions 4.4.5 (Endomorphismes normaux et auto-adjoints). — Soit E un espace hilbertien
de dimension n et soit u € End(FE).

(1) On dit que u est auto-adjoint (ou hermitien) si u* = u.

(2) On dit que u est un endomorphisme unitaire s’il est inversible et u=! = u* (cf. 4.3.13).

(3) On dit que u est un endomorphisme anti-hermitien si v* = —u.

(4) Enfin, on dit que u est un endomorphisme normal s’il commute & son adjoint u
uu® = u* u. Ceci englobe les trois cas précédents.

*

, 1.e.si 'on a

Rappelons et complétons la définition 4.1.5 :

Définition 4.4.6 (Matrices hermitiennes ou anti-hermitiennes). — Une matrice A € M, (C) est

dite anti-hermitienne (resp. hermitienne, cf. 4.1.5) si |T/A = —A | (resp. si ‘A = A).
Observons que si A est une matrice anti-hermitienne (resp. hermitienne), ses coefficients diagonaux a;
vérifient @;; = —ay; (resp. a;; = ay;) donc sont imaginaires purs (resp. réels).

Théoréme 4.4.7 (Diagonalisation des endomorphismes normaux)

Soient E muni de (| ) un espace hilbertien de dimension n, et u un endomorphisme normal. Alors, u
est diagonalisable et les espaces propres sont deux a deux orthogonaux. Par conséquent, il existe une b.o.n.
de E formée de vecteurs propres de u.
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Démonstration. — On procede par récurrence sur n = dim E. C’est ok si n = 1, donc on peut supposer
n > 2 et le résultat établi pour n—1. Comme C est algébriquement clos, le polynéme caractéristique P, (X)
admet au moins une racine A dans C, et \ est valeur propre de u. Soit V) I'espace propre associé, il est
stable par u* : en effet, comme u et u* commutent, on a, pour tout x € V), :

u(u*(z)) = u* (u(z)) = u*(Az) = Au"(x), d’on u*(z) € Vy.

Donc, d’apres le lemme 4.4.4, 'orthogonal G = V)\J- est stable par u et par u*. D’autre part, d’apres 4.1.10,
onaE=V,®GetdmG=dimFE —dimV) < dim E.

Notons ug (resp. ug;) la restriction de u (resp. u*) & G, alors pour tout z,y € G, on a ug(x) = u(zx) et
ug (y) = u*(y) et donc :

(ug(2) [y) = (u(z) | y) = ([ u*(y)) = (z [ ug(y))

ce qui montre que l'adjoint de ug est la restriction de u* a G. Comme u et u* commutent, il en est de
méme de leurs restrictions a G, i.e. ug est un endomorphisme normal de G = VAL. Alors, par hypothese
de récurrence, uy s est diagonalisable, et ses espaces propres sont deux a deux orthogonaux. Comme

E=V\& V/\J-, on obtient la méme conclusion pour u. Ceci prouve qu'il existe une b.o.n. # = (eq,...,e,)
de F formée de vecteurs propres de u.

Il en résulte que les espaces propres de v sont deux a deux orthogonaux : en effet, soient p1,..., 1, les
valeurs propres, deux a deux distinctes, de wet Vi, ..., V,, les espaces propres associés. Alors £ = Vi ®- - -@V,
et donc, notant d; = dimV, pour ¢ =1,...,p, on a:

(1) n=d+---+dp.
Pour chaque ¢ = 1,...,p, soit d; le nombre d’indices ¢ € {1,...,n} tels que le coefficient diagonal \; de

D = Matg(u) égale p, (i.e. u(e;) = pqe;) et soit V, le sous-espace de V; engendré ces e;; comme les e;
sont linéairement indépendants et comme Vq’ est un sous-espace de Vg, on a :

(2) dy = dim V] < d,.
D’une part, comme chaque e; appartient a un Vq’ et & un seul, on a :
(3) n=dy +--+d,.

Il en résulte que, pour chaque g, I'inégalité d;, < d, est une égalité, d’ott V| = V;. Ceci montre que chaque
Vq est engendré par les éléments e; € # qu'il contient. Comme les e; sont deux a deux orthogonaux, on
en déduit que V; et Vs sont orthogonaux si ¢ # ¢’. Ceci acheéve la démonstration du théoréme. O

On en déduit, en particulier, le théoreme suivant.

Théoréme 4.4.8 (Diagonalisation des matrices hermitiennes, unitaires, ou anti-hermitiennes)
On munit C™ du produit scalaire hilbertien standard. Soit A € M, (C).

(1) Si A est hermitienne (i.e. ‘A = A, alors A est diagonalisable dans une base orthonormée B, i.e. il
eziste P € U(n) telle que P"YAP = D soit une matrice diagonale. De plus, les valeurs propres de A sont
réelles.

(2) Si A est unitaire (i.e. si A € U(n)), alors A est diagonalisable dans une base orthonormée A,
i.e. il existe P € U(n) telle que P~*AP = D soit une matrice diagonale. De plus, les valeurs propres de A
sont des nombres compleres de module 1.

(3) Si A est anti-hermitienne (i.e. ‘A = —A), alors A est diagonalisable dans une base orthonormée
B, i.e. il existe P € U(n) telle que P"*AP = D soit une matrice diagonale. De plus, les valeurs propres
de A sont imaginaires pures.

Démonstration. — Dans chaque cas, 1'assertion « A est diagonalisable dans une base orthonormée % »
découle du théoreme précédent. Comme la base canonique %, est elle-méme orthonormée, la matrice de
passage P = Matg,(#) appartient a U(n), d’ou la 2éme assertion. Reste a voir P'assertion concernant les
valeurs propres. On a

P 'AP=D si A est hermitienne
D='D=tPIA'P-1=pP AP = p-1A-1p =D si A est unitaire
—P'AP=-D si A est anti-hermitienne.
Il en résulte que les termes diagonaux \; de D vérifient, respectivement, \; = \; (resp. = )\i_l, resp. = —\;),

donc sont réels (resp. de module 1, resp. imaginaires purs). Le théoréme est démontré. O
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Remarque 4.4.9. — Le point (1) du théoréme précédent fournit une autre démonstration de la proposi-
tion 2.2.8 et donc du théoreme 2.2.6.

4.5. Forme normale des éléments de O(n)

On a décrit au Chap. 6 les éléments de O(2) et O(3). On va voir maintenant la « forme normale » (=
une matrice aussi simple que possible) des éléments de O(n), pour n > 3 arbitraire. On note %, la base
canonique de R™.

Théoréme 4.5.1 (Forme normale des éléments de O(n)). — Soient A € O(n) et f ’endomor-
phisme de V. = R"™ associé & A. Notons V, = Ker(A — I,) (resp. V_ = Ker(A + I,,)) Uespace propre
associé a la valeur propre 1 (resp. —1) et p =dimV,, ¢ = dim V_. Alors il existe des bases orthonormées
By = (x1,...,3p) de Vi, B = (y1,...,Yq) de V_, et € = (v1,u1,...,vr,u,) de E = (Vi V)L, et
01,...,0, €| —m,w[—{0} telles que, notant A la base orthonormée B, U B_UE deV et P la matrice
de passage Matg, (#B) € O(n), on ait

IL,| o 0o |---| o
o]-1,] o [---] 0
P7'AP =Matg(f)=| 0| 0 |R(6)
: ) - 0
0. 0 0 | R(6,)

cosf) —sinf
sinf  cosf
01,...,0, €] —m,w[—{0} sont uniques au signe prés.

ou R(0) désigne la matrice ( ) € 0(2). (En particulier, dim E = 2r est paire). De plus,

Pour la démonstration, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 4.5.2. — Soit u une isométrie de l’espace euclidien V , et soit F' un sous-espace vectoriel stable
par u, i.e. w(F) C F. Alors :

(1) On au(F)=F et doncu ' (F)=F.

(2) On au(F+) =Ft =u Y(F).

Démonstration. — D’abord l'isométrie u est bijective (cf. 2.1.10), donc en particulier injective, donc u(F') a
méme dimension que F. Par conséquent, 'inclusion u(F) C F entraine u(F) = F, d’ou aussi F' = v~ !(F).
Ceci prouve (1). Le méme argument montre que, pour prouver (2), il suffit de prouver que u(F+) C F*.
Soient y € F- et 2 € F, comme u est une isométrie, on a

(u(y) | 2) = (y | v (x)) =0,
la 2éme égalité puisque u~!(x) € F d’apres (1). Ceci montre que u(y) € F+, d’ol I'assertion (2). O

Démonstration. — Commencons maintenant la démonstration du théoreme 4.5.1. Comme V; @ V_ est
stable par f alors, d’aprés le lemme, il en est de méme de E = (V, @ V_)1. Notons fg la restriction de f &
E. Alors 1 et —1 ne sont pas valeurs propres de fg, puisque Ker(fp—idg) = Ker(f—idy)NE = V,NE = {0}
et de méme Ker(fg +idg) = V_ N E = {0}.

Soit By (resp. #_) une b.o.n. de V. (resp. V_). D’apres 2.4.3, on sait que V. et V_ sont orthogonaux,
et que les valeurs propres réelles de f ne peuvent étre que 1 et —1. Donc, d’une part, Z, U Z_ est une
b.o.n. de V. @ V_ et, d’autre part, fp n’a pas de valeurs propres réelles. Or, on a le lemme suivant :

Lemme 4.5.3. — Soit W un espace euclidien de dimension m > 0, et soit f une isométrie de W n’ayant
pas de valeurs propres réelles (i.e. telle que 1 et —1 ne soient pas valeurs propres de f). Alors il existe
deux vecteurs unitaires et orthogonaux u et v et 0 € | — 7, 7[—{0} tels que :

fw) = cos(0) u — sin(f) v, f(v) =sin(0) u + cos(d) v
i.e. le plan P = Vect(u,v) est stable par f et l'on a
cosf  sin 9>

—sinf cosf

Mat(u,'u) (fP) = <

Mat(v,u)(fp) _ (COSH —sin 9) '

sinf  cos6

En particulier, on a dimW > 2.
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Admettons pour le moment ce lemme, et achevons la démonstration du théoreme 4.5.1. D’apres le lemme
précédent, il existe dans E un plan P stable par f, une b.o.n. 61 = (v1,u;) de P, et §; € | — 7, w[—{0}
tels que Mate, (f) = R(61). Notons E; 'orthogonal de Py dans F, i.e. :

Bi={zcE|(z|y) =0, VyeP}

D’apres le lemme 4.5.2, E; est stable par f. Bien stir, la restriction fz, de f & E; n’a pas de valeurs propres
réelles (puisque f n’en avait pas) donc on peut & nouveau appliquer le lemme 4.5.3 : il existe dans E; un
plan P, stable par f, une b.om. %2 = (ve,us) de P2 et 03 € | — m,w[—{0} tels que Mat, (f) = R(62).
Notons Es l'orthogonal de P, dans Ej. Si Es # 0, on peut recommencer... On obtient ainsi qu’il existe
une b.o.n.

€ = cgl U--- chr = (vl,ul,...,vr,u,.)

de E (en particulier, dim E = 2r est pair) et 61,...,0, € | — m,7[—{0} tels que

RO 0| 0
(*) Mats (fr) = o | .| o
0 [0 [R6)

et alors B = $B, UPB_UTE est un b.on. de V telle que Matg(f) ait la forme indiquée. Ceci prouve
I’existence.

Montrons 'unicité au signe pres de 64,...,0,, i.e. montrons I'unicité des paires +61,...,+6,.. Comme
le polynéme caractéristique de R(f) est

X2 —2cos(0)X +1= (X —e)(X —e %)

alors (x) ci-dessus montre que le polynome caractéristique de fg est []._, ((X — e )(X — e*wS)) et que
ses racines dans C sont :

—1i01 0 —1i0
o ,ene "

e e
et donc +6q,...,+60, sont uniquement déterminés. Enfin, en général on ne peut pas faire mieux que de
déterminer les 6, au signe prés, puisque dans la base (us,vs) la matrice de fp, est R(—0;). Ceci acheve la

démonstration du théoreme 4.5.1, modulo la démonstration du lemme 4.5.3. O
Avant de démontrer le lemme 4.5.3, faisons les remarques suivantes.

Remarques 4.5.4. — (1) En dimension 2, on détermine le signe de # en choisissant une orientation de E,
donnée par le choix d’une b.o.n. %, de E. Alors pour toute b.o.n. Z directe (i.e. telle que détg, (#) = 1),
on a Matz(f) = R(0) (cf. 2.5.10).

(2) De méme, en dimension 3, on choisit P'orientation de R® donnée par la base canonique %y. Si
f€S0(3) et f #1id, alors f posséde un « axe de rotation » D = Ker(f —id) qui est une droite vectorielle ;
on oriente D en choisissant un vecteur unitaire v € D. Ayant fait ces choix, « ’angle de rotation » 6 est
uniquement déterminé par la condition que pour toute b.o.n. (vy,vs) du plan P = D= telle que la b.o.n.
(v1,v2,u) de R? soit directe, on a Mat(,, ,,)(fp) = R(6) (cf. 2.5.19).

(3) Attention! En dimension paire > 4, une rotation ne posséde pas nécessairement d’« axe de rotation »,
i.e. on peut avoir Ker(f —id) = {0}, c’est le cas par exemple pour

- (EO 0 cony

avec 01,0 € | — m, w[—{0}.

Démonstration. — Démontrons maintenant le lemme 4.5.3. Fixons une base & = (e1,...,ey) de W, ce
qui permet d’identifier W & R™ et f & la matrice A = Matg(f) € M,,(R). On plonge R™ dans C™, c.-a-d.,
on écrit :

R™ = {(z1,...,2m) €C™ |z; €R, Vi=1,...,m}.

Alors, tout w = (21, ..., 2m) € C™ s’écrit de fagon unique
u=(x1,...,x avec x; = X#(z;
w=u-+1iv avec u, v €R™ : ona (@1, Tm) Vi J (25)
v= (Y1, Ym)  avecy; = I ().

On notera ‘ u =% (w) ‘ et ‘v = I (w). ‘ Si A =a+1ibe C (avec a,b € R), alors Aw est le vecteur :

(1) (a+b)(u+ iv) = (au — bv) +i (bu + av) .
eR™ eR™
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Si 'on note w le vecteur u — iv, on a donc

(2) M0 = (a —ib)(u —iv) = (au — bv) —i (bu + av) = w.
€RrR™ €R™

Plus généralement, si B € M,,(R), alors les vecteurs Bu et Bv appartiennent encore a R™, et l'on a :
(3) Bw = B(u+iv) = Bu+ iBv et Bw = B(u — iv) = Bu — iBv = Buw.

Appliquons ce qui précede dans le cas suivant. Soit A = a + ib € C — R une valeur propre de A, et soit
w € C™ un vecteur propre associé. Ecrivons w = u + iv, avec u,v € R™. Alors

Au=au —bv

(4) Au+iAv = Aw = dw = (au — bv) + i(bu + av) d’ou
Av = bu + av.

D’autre part, d’apres (2) et (3) on a :
(5) Aw = Aw =  w = \w

donc W est vecteur propre de A pour la valeur propre A. Donc, puisque A # A (car A ¢ R), les vecteurs
propres w et w sont linéairement indépendants sur C. Comme w = v+ v et W = u — v, on en déduit que
u, v sont linéairement indépendants sur C (sinon w et W seraient liés), donc a fortiori sur R.

11 en résulte que le sous-espace vectoriel P = Ru + Rv de R™ est de dimension 2, et d’apres (4) il est
stable par f et l'on a :

(6) Mat (. (fP) = (_ab Z) Mat (.. (fP) = (Z _b> :

a
Tout ce qui précede est valable pour une matrice A € M,,(R) arbitraire, une valeur propre complexe non
réelle A = a + tb, et un vecteur propre w = u + iv € C™ associé a \.
Utilisons maintenant 1’hypothese additionnelle A € O(m), i.e. YAA = I,,,. On étend le produit scalaire

euclidien ( | ) sur R™ en le produit scalaire hilbertien standard sur C™, qu’on notera ( | ), i.e.

w1 z1

YW= : |,VZ=| : | eC™ W Z)=WZ =w1ZT + "+ WnZm-

Wm Zm

Remarquons d’abord que si W, Z € R™, alors (W | Z) = (W | Z), i.e. la restriction & R™ de (| ) coincide

avec le produit scalaire euclidien. De plus, si I'on écrit W =U +1iV et Z = X +1Y, avec U,V, X, Y € R™,
alors (W | Z) égale :

UiV | X+iY) = (U | X)+(V [ V) +i((V | X) = (U | ¥)) = (U | X)+ (V| V) +i[(V | X) = (V| V)]

D’autre part, comme A = A et ‘AA = I,,,, on a A € U(m) et donc, pour tout W, Z € C™ :
(7) (AW | AZ) = (W | Z).

Soient A, w comme plus haut, avec Aw = Aw. On a vu qu’on a aussi Aw = A\w, donc w et W appartiennent
aux espaces propres V) et Vi, qui sont orthogonaux, d’apres 4.4.8. Ecrivant w = u + iv, avec u,v € R™,
on a donc :

O=(u+iv|u—w)=(u|u) —(v]|v)+2i(u]|v),
d’ott (u|v)=0et (u|u)=(v|wv), donc u,v € R™ sont orthogonaux et de méme norme pour le produit

scalaire euclidien. Remplagant w par ——w, on se rameéne alors au cas ou u, v sont orthogonaux et unitaires.

[l
Alors 4 = (v,u) est une base orthonormée du plan P, et d’aprés (6) on a Maty (fp) = (Z _ab), avec
a,beR.
Enfin, comme f est une isométrie et n’a pas +1 comme valeurs propres, il en est de méme de fp, et
donc a® +b% = 1 et il existe un unique 6 € | — 7, 7[—{0} tel que a = cos @ et b = sinf (d’out A = ). Ceci
acheve la preuve du lemme 4.5.3 et donc du théoreme 4.5.1. O
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4.6. Appendice (}) : espaces préhilbertiens réels ou complexes

Si E, muni de (| ), est un C-espace vectoriel (resp. R-espace vectoriel) de dimension infinie muni d’un
produit scalaire hilbertien (resp. euclidien), on dit que E est un espace préhilbertien complexe (resp.
réel). Dans ce cas on sait, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que ||z|| = \/(z | ) est une norme sur
E. On dit alors que F est un espace hilbertien complexe (resp. réel) s’il est complet pour cette norme,
i.e. si toute suite de Cauchy converge (ceci est automatiquement vérifié lorsque F est de dimension finie).

Ces espaces jouent un role important en Analyse. Par exemple, le R-espace vectoriel E = €°(]0,1],R)
des fonctions continues f : [0,1] — R, muni du produit scalaire euclidien

(fg) = / F(bg(tydt

est un espace préhilbertien réel. Il n’est pas complet pour la norme euclidienne || f||2 = fol f2(t)dt, mais il
se plonge dans l'espace L?([0,1],R) des (classes de) fonctions f : [0,1] — R qui sont de carré intégrable

au sens de Lebesgue (i.e. f est mesurable et fol F2(t)dt < 00), et L%([0,1],R) muni du produit scalaire
euclidien

1
(f1g) = / F(Dg(t)dt,

est un espace de Hilbert réel, i.e. il est complet pour la norme || f||2 = fol f2(t)dt. (On parle ici de classes
de fonctions, car on identifie deux fonctions f et g si elles coincident en dehors d’un ensemble de mesure
nulle, i.e. si f — g est nulle presque partout.)

De méme, le C-espace vectoriel E = ¢°([0, 1],C) des fonctions continues f : [0,1] — C, muni du produit
scalaire hilbertien

1
(flg):/o (0 gy dt,

est un espace préhilbertien complexe. Il n’est pas complet pour la norme hilbertienne || f||2 = fol |f(t)|%dt,
mais il se plonge dans I'espace L2([0,1],C) des (classes de) fonctions f : [0,1] — C qui sont de carré
intégrable au sens de Lebesgue, et L?([0, 1], C) muni du produit scalaire hilbertien

1
(flg):/o (0 gy dt,

est un espace de Hilbert complexe, i.e. il est complet pour la norme || f||2 = fol |f(t)|dt.






