Preuve élémentaire de 'existence de la réduite de
Jordan

Théoréme 1 (Jordan). Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension
finie et u un endomorphisme de E dont le polynome minimal 7, est scindé sur K.
Alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est sous une forme
appelée réduite de Jordan, c’est-a-dire diagonale par blocs

J/\1,a1
Jz\s,as

ot les Jy o sont des blocs de Jordan :

Al
A1 (0)
JA,a—
(0) Al

On a de plus unicité de la réduite de Jordan de l’endomorphisme u, & permutation
des blocs de Jordan prés.

1 Preuve dans le cas nilpotent

Soit v un endomorphisme de FE, nilpotent d’indice de nilpotence r. On com-
mence par considérer le drapeau associé naturellement & u en posant F; = ker u’
pour tout ¢ allant de 0 & r. Alors pour tout ¢ entre 0 et 7 — 1, u(Fj41) est inclus
dans F;. A ce stade, la matrice de ’endomorphisme u dans une base adaptée & ce
drapeau est triangulaire supérieure stricte. Il s’agit maintenant d’améliorer la dé-
composition de I'espace selon les F; pour pouvoir améliorer la forme de la matrice
obtenue.

En pratique, on montre qu’il existe des sous-espaces vectoriels G1,...,G, de
E tels que :

(i) pour tout i € [1,r], G; est un supplémentaire de F;_; dans F;, autrement
dit F; = F;_1 ®© Gj,

(il) pour tout i € [2,r], ’endomorphisme u applique injectivement G; dans G;_1.



Lorsque I'on aura construit ces sous-espaces, ’espace E se décomposera suivant la
somme directe

u u u u

T D e R >
E=G & Gy & -+ & Gr1 & Gy (1)

La construction des ensembles G; se fait par récurrence descendante sur I'entier
ie[1,7].

Pour ¢ = r, il suffit de prendre pour G, E =F,
un supplémentaire de Fj._1 dans F. \

Supposons maintenant que lon ait U < \ G,
construit des sous-espaces Gy, ..., Gi11 vé- ® —
rifiant les propriétés (i) et (ii). En particu- F_ -~ u
lier on a F;11 = F; & G;51. Montrons que u \
applique injectivement G;41 dans un sous- . 1< \ G,y
espace dont l'intersection avec F;_1 est tri- @ _—
viale. r —

r—2

— kerunG;41 = F1NGi11 C FiNGi41 =
{0}. Par consééquent u g, est injec-
tif.

— Soit € u(G,4+1)NF;_1. Alors on peut
écrire © = u(y), avec y € G;y1, et on ‘

i+1

a 0 = uz) = ui(y). On en déduit Py

que y € G411 N F;, intersection qui est \\

triviale par hypothése de récurrence. u - G

Ainsi y = 0, donc x = 0; on a montré e D

que u(Giy1) N Fi—1 = {0}. ker u =F3 u
Cela nous autorise a prendre G; un sup- \\
plémentaire de F;_ 1 dans F; contenant U \ G1
u(Git1) ; ce sous-espace de E vérifie bien les @ —
hypotheéses (i) et (ii) et donc la propriété est {0} =F, —

démontrée au rang .

FIGURE 1 — Construction des en-

. ) . ) o
On vient d’obtenir la décomposition de sembles G;.

E selon la somme directe (1). I1 suffit
désormais de définir convenablement une
base adaptée a cette décomposition. On commence par prendre une base

€rls---,6rs. de Gyr. Puisque u applique injectivement G, dans G,_1, la famille
u(er1),...,u(ers,) est libre dans G,_1; on peut donc la compléter avec des vec-
teurs e,—1,1,...,€r—1,, , pour former une base de G,_1. Ainsi de suite, on trouve

une base de tout sous-espace G; en complétant 'image d'une base de G;_1 par u;
cela donne le tableau suivant, ou chaque ligne constitue une base de Gj :



GT €r 1 €r s,

Gr—l u(er,l) e U(ensT) €r—1,1 e €r—1,s,._1

Groa|| W(er1) |-+ | W(ers,) || uler—11) |-++| uler—1,s,_,) er—2,1

Gr |[u" Her) |- |u" " (ers, ) || U2 er1a) |- [ 2 (er s,y ) |[u T (er 1) |- [l €1,y

Et dans la base de I'espace E obtenue par concaténation des bases des sous-
espaces (supplémentaires!) G; que l'on vient de définir, la matrice de u est de la

forme :
JO,Oq
JO,ozS

En ce qui concerne I'unicité, on suppose, quitte & permuter les blocs de Jordan !,
que on a a1 > ag > - -+ > ag. On remarque alors que si on pose, pour tout entier
i

a; = Card{j € [1,s] | oj < i},

N

alors dim ker v’ = &;. Or I'application qui & une suite finie décroissante d’entiers
(aj); associe la suite finie croissante d’entiers (&;); est bijective?, en particulier
la suite (&;); détermine uniquement la suite (o;);, de plus la suite (ay); est elle
méme entiérement déterminée par 'endomorphisme u, & 1’aide des dimensions des
noyaux itérés, par conséquent la suite («;); est unique pour ’endomorphisme u.

2 Preuve dans le cas général

Dans le cas général, on décompose ’espace E suivant les sous-espaces caracté-
ristiques associés & ’endomorphisme w : si le polynéme minimal de u se décompose

en facteurs premiers
m

o
Ty = H(X — >\z) ke
i=1
alors par le lemme des noyaux, ['espace F se décompose lui-méme selon la somme
directe

m
E = Pker(u— A Id)*™,

i=1
appelée décomposition en sous-espaces caractéristiques. Pour tout entier ¢ entre 1 et
m, 'endomorphisme u— \; Id stabilise le sous-espace caractéristique ker(u—\; Id)*
et sa restriction & ce sous-espace est nilpotente. Par ce qu’on a vu précédemment,
il existe une base de ce sous-espace dans laquelle la matrice de v — \; Id est sous
une forme réduite de Jordan, avec des zéros sur la diagonale ; par conséquent dans

1. En conjuguant par une matrice de permutation !
2. Encore un coup des tableaux d'Young!



cette méme base la matrice de u est sous une forme réduite de Jordan, avec des \;
sur la diagonale. La base de E obtenue en concaténant les bases des sous-espaces
caractéristiques (qui sont, rappelons-le, supplémentaires) fournit alors une base
de réduction globale, dans laquelle la matrice de ’endomorphisme w est sous une
forme réduite de Jordan.

En ce qui concerne 'unicité, il suffit, comme pour ’existence, de se ramener
au cas nilpotent : en se restreignant au sous-espace carctéristique ker(u — A; Id)*
associé a la valeur propre oy, on remarque que la réduite de Jordan est déterminée
de maniére unique a ’aide des entiers

dim (ker(u — A\;1d)7),

pour \; parcourant l’ensemble des valeurs propres de u et j parcourant 1’ensemble
des entiers inférieurs & «;. Or ces entiers sont constants sur toute classe de conju-
gaison (ou de similitude) de M, (K), d’oil I'unicité de la réduite de Jordan.
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