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Exercice 3
Soient (X, d) un espace métrique et (z,),en une suite d’éléments de X. Pour tout & € N, on
définit X = {z, | n < k}. Prouver I’équivalence entre les conditions suivantes :

1. La suite (zy,)nen est de Cauchy.
2. La suite (6(X,,))nen converge vers 0 (ou 6(A) designe le diamétre de la partie A C X).

Corrigé : On va montrer les deux implications. Rappelons que le diamétre de A C X est
défini par

d(A) = sup{d(a,b) | a,b € A}.
Supposons que la suite (x,)nen est de Cauchy. Donc
Ve >0, AN € N: Vp,q > N, d(zp,xq) < €.

Soit alors a,b € Xpy. Alors il existe p,g > N tels que a = z, et b = x4, Donc
d(a,b) = d(zp,x4) < €, et par conséquent §(Xy) < e. On vient de montrer que la
suite (0(Xy))nen converge vers 0.

Réciproquement, supposons que la suite (§(X,,))nen converge vers 0. Alors

Ve >0, AN e N: Vn> N, §(X,) <e,

donc pour tout n > N et tous a,b € X,,, on a d(a,b) < €. Soit maintenant p,q > N.
Alors z, x4 € Xy, donc d(xp, z4) < €. Cela montre que la suite (xy,)nen est de Cauchy.

Exercice 6
Soit (X, d) un espace métrique, et (,),eN une suite de X vérifiant

1
Vn € N,Vp € N, d(xy, Tnip) < —.
n

Montrer qu’elle est de Cauchy.

Corrigé : On veut montrer que la suite (z,,)nen est de Cauchy, autrement dit que

Ve >0,3N e N:Vn > N,p € N,d(zy, Znyp) < €.

Soit donc € > 0, et N un entier supérieur a 1/e. Alors, pour tous n > N et p € N, on a :

1
d(mnawn+p) < < N <e,

S~

ce qui démontre que la suite est de Cauchy.
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Exercice 8
Soit £*° le R-espace vectoriel des suites bornées muni de la distance uniforme, définie de la
facon suivante : pour z = (x(k))ren et y = (y(k))ren dans £°°; on pose

d(z,y) = sup |z(k) = y(k)].

On note les éléments de £>° comme des fonctions de N dans R, pour clarifier les notations
concernant les suites de suites.

1.

Pour tout entier n > 0, on pose

xn:<1, ,...71,0,0...).
n

Autrement dit, z,, € £*° est définie par =, (k) = % si k <mn, et z,(k) = 0 sinon. Montrer que
la suite (xy,)n>0 est convergente, et donner sa limite.

)

N | =
Wl =

2. Montrer que (¢°°,d) est complet.

3. Soit ¢g le sous-espace de £*° formé des suites qui convergent vers 0. Montrer que cg est fermé

dans £°°, puis que ¢ est complet.

Soit cgp le sous-espace de £°° formé des suites qui n’ont qu'un nombre fini de termes non
nuls. Est-il complet ?

Corrigé :

1.

On pose z la suite définie par zo (k) = 1/k pour tout k& > 1. On voit facilement que cette
suite est bornée, et que donc zo € £°°. On va montrer que la suite (z,,)p>0 tend vers zoo.
La suite y, = Too — Ty, est définie par y,(k) = 0si k < n et y,(k) = 1/k si k > n. Par
conséquent,

d(Tn, o) = sup [yn (k)| =1/(n+1) — 0.
k>0 n—-+00

Donc z,, — ZTwo.
n—-+4o0o

. Montrons que (¢£>°,d) est complet. Soit donc (zp)nen une suite de Cauchy de ¢*°. Par

définition,
Ve >0, AN >0: Vp,q > N, sup|z,(k) — zq4(k)| <e. (1)
k>0

Premiére étape : construire le candidat limite. On fixe kg € N. On déduit de (1) que

Ve >0, IN >0: Vp,q > N, |z,(ko) — z4(ko)| < €. (2)
Cela indique que la suite (an(ko))n en est de Cauchy. Puisque R est complet, on en
deéduit que cette suite converge vers un réel; que 1’'on note x (ko). Cela définit une suite

Zoo-
Deuxiéme étape : vérifier que zo, € £°°. Pour cela, on va utiliser de maniére cruciale le fait

que la suite () est de Cauchy. Soit € > 0, N lentier donné par (1) et n > N. Soit aussi
ko € N. On veut majorer x, (ko) — Zoo(ko) indépendamment de ko. Mais on sait que la
suite (2, (ko)) converge vers Too(ko). Donc

neN
AN’ e N: Ym > N, |zm(ko) — 2oo(ko)| < e. (3)
Prenons m > max(N, N’). Alors en combinant (2) et (3), on obtient
|2 (ko) — oo (ko)| < |20 (ko) — @m(Ko)| + |zm (ko) — o (Ko)| < 2e, (4)

cela pour tout n > N. Or la suite z, est bornée : il existe R > 0 tel que pour tout k € N,
on a |z, (k)| < R. Par conséquent, on a, pour tout k € N, |z (k)| < R+ 2¢ : la suite zo
est bien bornée.
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Troisiéme étape : vérifier que x,, converge bien vers x~,. Cette étape est une conséquence
directe de (4), qui nous dit que

Ve >0, AN € N: Vkyg € N, |$n(]€0) — .Too(ko)‘ < 2e.

3. On va montrer que cg est fermé par la caractérisation séquentielle des fermés. Soit donc une
suite (zp,)nen d’éléments de ¢y convergeant vers une suite 2o, de £°°. On veut montrer que
Too € Cp, autrement dit que limy_, 1o 2, (k) = 0.

Soit donc € > 0. Alors, puisque x, converge vers T, il existe N € N tel que pour tout
n > N et tout k € N, on a |z, (k) — xs (k)| < e. De plus, on sait que xx € ¢, donc il existe
K € N tel que pour tout k > K, on a |zy(k)| < . On en déduit que pour tout k > K, on a

2o (k)] < [oc (k) — 2 ()] + |en (k)] < 22,

Cela montre que la suite xo converge vers 0, donc que ¢ est fermé.

Puisque ¢y est un sous-ensemble fermé de I'espace complet £°°, on en déduit qu’il est lui-
méme complet.

4. La question 1. fournit ’exemple d’une suite d’éléments de cqog, convergeant dans ¢°°, mais
de limite n’étant pas dans cgg. Cela montre que cgg n’est pas fermé dans £°°, et donc qu’il
n’est pas complet.

Exercice 10
Soit (X, dx) un espace métrique et (E,dg) un espace complet.

1. Montrer que 'espace B(X, E), formé des fonctions bornées de X dans E, et muni de la
distance

d(f,9) = sup dg(f(z), g(z))

zeX
est complet.

2. Montrer que Cg (X, E), formé des fonctions continues et bornées de X dans F, est un sous-
espace fermé de B(X, E) pour d (et est donc complet).

Corrigé : 1l y a une méthode plus ou moins générale pour démontrer qu'un espace de fonc-
tions est complet. Elle se déroule en trois étapes : on commence par se donner une suite de
fonctions (fn)nen qui est de Cauchy (ici, c¢’est une suite de fonctions bornées de X dans E),
autrement dit,

Ve > 0,dN € N:Vn,m > N,d(fn, fm) < €. (5)

Premiére étape : construire le candidat limite. On commence par deviner une fonction f
qui est la limite potentielle de la suite (f,)nen. Ici, cette partie est déduite du fait que
E est complet. Plus précisément, pour tout x € X, la suite (f,,(z))nen d’éléments de
E est une suite de Cauchy. En effet, pour tout € > 0 et tous n,m > N (ou N est donné
par 'équation (5)), on a (par définition de la distance d)

dp(fo(@), fm(2)) < d(fn, fm) < e (6)

Puisque c’est une suite de Cauchy, elle converge vers un élément de F., que I'on note
f(zx); ceci nous construit notre fonction f.

Deuxiéme étape : vérifier que f € B(X, E). C’est une étape a ne pas oublier! Il faut donc
vérifier que f est bornée. Mais puisque la suite (fy,)nen est de Cauchy, elle est bornée :
il existe C' > 0 tel que pour tout n € N, on a d(f,,g) < C, ou g désigne une fonction
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de X dans E, que 'on choisit constante égale & a. Autrement dit, pour tout z € X et
tout n € N, on a

dg(fo(z),a) < C.

Mais puisque pour tout z € X, la suite (f,(z))nen converge vers f(x), il existe un
entier n € N (qui a priori dépend de x) tel que

Donc, par inégalité triangulaire,
de(f(x),a) < C +1.

Par conséquent, la fonction f est bornée, et appartient donc & B(X, E).

Troisiéme étape : vérifier que f,, converge bien vers f. Il s’agit de vérifier qu’on a bien une
convergence de f, vers f pour la distance d (et pas seulement une convergence ponc-
tuelle). Soit donc e > 0 et n > N (ou N, de nouveau, est donné par (5)), on veut
montrer que d(f,, f) < 2e. De par la définition de d, cela revient & montrer que pour
tout x € X, on a dg(fn(x), f(z)) < 2e. Mais puisque la suite (i, (2))men converge vers
f(z) (dans E), on sait qu'’il existe m > N tel que dg(fm(z), f(z)) < e. On écrit donc :

(on la premiére majoration par e vient de (6)). Donc la suite (f,)nen converge bien
vers f au sens de la métrique d, par conséquent la suite (fy,)nen est convergente
Conclusion : 'espace B(X, E) est complet.

On veut maintenant montrer que le sous-espace CP(X, F) de B(X, E) est fermé (pour d).
Il ’agit donc de montrer que si une suite (f,)nen de fonctions de Cp (X, E) converge vers une
fonction f € B(X, E), alors f € CP(X, E); autrement dit une limite uniforme de fonctions
continues et bornées est elle-méme continue. Soit donc x un point quelconque de X, montrons
que f est continue en x. Soit € > 0, et m € N tel que d(f, fm) < €.

On sait que f,, est continue (en z), donc il existe n > 0 tel que si dx(z,y) < n, alors
dy (fm(z), fm(y)) < e. Donc, pour tout y vérifiant dx (x,y) < n, on a, par inégalité triangulaire :

dy (f(2), f(y)) < dy (f (@), fm(2)) + dy (fm(2), fm () + dy (fm(y), f(y)) S e+ e+ =3e.

On vient donc de montrer que f est continue en z, pour tout x € X. Conclusion : CZ?(X,E)
est fermeé.

Exercice 12

Soient f : I — R une fonction de classe C'! sur un intervalle ouvert I et a € I un point fixe de

I

1. On suppose que |f/'(a)] < 1. Montrer qu’il existe un intervalle fermé .J stable par f et
contenant a tel que, pour tout xy € J, la suite définie par ug = x¢ et up+1 = f(u,) pour
n > 1 converge vers a.

2. Sous les hypothéses de la question précédente, on suppose de plus que f’ ne s’annule pas sur
J. Montrer que si xg # a, alors u, # a pour tout n € N et que u,1 —a ~ f'(a)(u, — a).
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Corrigé :

1. On sait que la fonction f est de classe C'. Par conséquent, sa dérivée est continue et
donc (puisque |f’(a)] < 1) il existe un réel a € [0,1] et un réel § > 0 tel que pour tout
x € [a—d,a+ 4], on ait |f'(z)| < a. Cette derniére condition implique que la restriction
de la fonction f & lintervalle J = [a — §,a + §] est a-lipschitzienne !, et par conséquent
contractante. Il s’agit maintenant de montrer que l'intervalle J est stable par f.

Soit = € J. Alors |x — a| < §. Par le fait que f est a-lipschitzienne sur J, cela implique
que |f(z) — f(a)] < ad. Mais f(a) = a et a € [0,1], donc |f(z) — a| < §, autrement dit
f(z)€la—a,a+a] =J.

Ainsi, J est stable par f et f y est contractante. De plus, J est un segment de R et est
donc complet. On peut donc appliquer le théoréme de Picard qui nous indique que pour
tout xg € J, la suite définie par uy = o et up+1 = f(u,) pour n > 1 converge vers a.

2. Puisque [’ ne s’annule pas sur J, on sait que f est strictement monotone sur J. En particulier,
elle y est injective et donc si f(x) = a, alors f(z) = f(a) et donc x = a. Donc si up4q1 =
f(u,) = a, alors w, = a. Par récurrence descendente, on montre que si w, = a, alors
up = o = a. En considérant la contraposée, on en déduit que si xg # a, alors u, # a pour
tout n € N.

Prenons donc zyp # a. On applique maintenant la formule de Taylor-Lagrange : pour tout
n, il existe un point y, situé entre a et u, tel que

flun) = f(a) + (un — a) f'(yn),
d’ou
flun) — fa) = (un —a) f'(yn),
et puisque f(uy) = upt1,f(a) = a et u, # a,
Uni1 — @
e = ).
Or, u,, tend vers a, donc par continuité de f’, f/'(y,) tend vers f’(a). On a donc la limite

U —a
lim — 2 f'(a)
n—+o00 Uy — a

et finalement u,41 —a ~ f'(a)(u, — a).

Exercice 14
Un nombre réel z est appelé nombre de Liouville s'il est irrationnel et posséde la propriété que
pour tout entier n > 0 il existe des entiers p et ¢ tels que ¢ > 1 et

e <.
q

q

p‘ 1
1. Montrer que le nombre
1
Z 10!
E>1

est un nombre de Liouville.
2. Ecrire I'ensemble I = R\ Q des irrationnels comme une intersection dénombrable d’ouverts
denses.

3. Montrer que I'ensemble £ des nombres de Liouville est une intersection dénombrable d’ou-
verts denses. En déduire que tout intervalle contient une infinité de nombres de Liouville.

1. Par l'inégalité des accroissements finis.
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Corrigé :

1. Posons
n

1 1
x:ZW et x”:ZW

k>1 k=1

1l est alors évident que z,, est rationnel pour tout n > 1, et que de plus son dénominateur
qn est inférieur a 10™. De plus,

o0

1
k=n-+1
00

1

1=0 1()(” ) ’

IA

R !
= 100D Z; 10°
1=
1 10
107 (n+1) 5
1 10
(107H)n+1 9
< 1 10
= qﬁ""l 9
1 10
In qn
1

qn

IA

Par conséquent, le nombre x vérifie bien I'inégalité de la question. Mais encore faut-il montrer
que x est irrationnel. ..

Supposons que z soit rationnel, on peut donc écrire x = p/q, avec p € Z et ¢ € N*. On écrit
de méme x,, = p,,/qn- Le calcul précédent se réécrit

Mais
Pn _ Pdn+qpn

gn qdn

ol pg, + gpn est un entier non nul (sinon on aurait = = x,), donc

’P 2

q qn qqn

on en déduit que
L < — <— q"_l <gq
9qn ~ G oo

et ce pour tout n € N. Or ceci est impossible : sinon les ¢, seraient égaux & 1 & partir d'un
certain rang. On aboutit & une contradiction, ce qui signifie que x est irrationnel.

2. On sait que Q est un ensemble dénombrable : on peut écrire

neN
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Alors
R\Q= [J R\ {a.}.

neN
ot pour tout n € N, I’ensemble R\ {z,,} est un ouvert dense de R.
3. Soit M T’ensemble défini par M = (), cn M. avec

1
zp'<}.
q qr

On voit facilement que pour tout n € N, 'ensemble M,, est ouvert lorsqu’on I’écrit comme
I'union d’ouverts (en fait d’intervalles ouverts)
P 1
M, = U U zeR||z—=| < —¢,

pEZ qeN* q q
puis que M,, est dense, car il contient Q.
Donc M N (R \ Q) est une intersection dénombrable d’ouverts denses (par la question
précédente, R\ Q est lui-méme une intersection dénombrable d’ouverts denses), et coincide

avec I'ensemble des nombres de Liouville. Le théoréme de Baire nous assure alors que cet
ensemble est lui-méme dense; en particulier tout intervalle de longueur non nulle contient

Mn:{Z€R|EIp,q:

une infinité de nombres de Liouville.
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