UPMC 3M260 — Topologie et calcul différentiel 2017,/2018

TD 2 — Suites, continuité

Exercice 1
Soient (X, d) un espace métrique, (u,) € XN une suite et £ € X.

1. Montrer que si (u,) admet une limite, alors elle est unique.

2. Montrer que si u, — ¢, alors {u, : n € N} U {¢} est fermé dans X.

Exercice 2
Montrer que si une suite est convergente, alors elle est bornée.

Exercice 3
Montrer que si une suite converge vers une limite £, alors chacune de ses sous-suites converge
vers {.

Exercice 4

Soient (X, dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques, et f : X - Y et g:Y — Z deux
applications. Montrer que si f est continue en a € X et g est continue en f(a) € Y, alors go f
est continue en a.

Exercice 5
Soit la fonction f: R? — R définie par

2t si(x,y) #(0,0)
flay) = {O Jrzs”inom.

1. Montrer que pour tout xy € R fixé, la fonction y — f(xo,y) est continue. De méme, pour
tout yp € R fixé, la fonction x — f(z,yo) est continue.

2. Et pourtant... prouver que f n’est pas continue en 0.

Exercice 6
Montrer que :

1. si up, — aet v, — b, alors u,, + v, = a+b;

2. le produit de deux fonctions continues est continue.

Exercice 7
Trouver une fonction continue f : X — Y et un ouvert O C X tels que f(O) C Y ne soit pas
un ouvert. Méme question avec un fermé.

Exercice 8
On dit qu’une application f : X — Y est uniformément continue si :

Ve >0,39n>0:d(z,y) <n = d(f(:v),f(y)) <e.
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Rappelons qu’une application f : X — Y est dite k-lipschitzenne si pour tous z, vy,

d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

1. Vérifier qu'une application lipschitzienne est uniformément continue.

2. Montrer qu'une application uniformément continue est continue.

Exercice 9
Soit C°([0, 1], R) l'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R.. On rappelle que C°([0, 1], R)
est muni d’une distance “canonique” doo(f,g9) = supgejo,1) [/ () — g(2)|-

1. Montrer que pour tout z € [0, 1], application

¢:C%0,1,R) = R
[ fz)

est continue.
2. Vérifier que si f, — f au sens de cette métrique, alors f est continue.

3. Montrer que ensemble des fonctions croissantes est fermé dans C°([0,1], R).

Exercice 10
Soient p, ¢ € N*. Prouver que ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire & p équations et
¢ inconnues réelles forme un fermé de RY.

Exercice 11

(D’apreés le partiel de 2013) Soient (X, d) un espace métrique et A, B deux parties non vides
de X. On suppose que pour tout € > 0, il existe a € A et b € B tels que d(a,b) < . Montrer
qu’il existe deux suites (an)pen d’éléments de A et (b, )pen d’éléments de B telles que la suite
réelle (d(an, bn))neN tende vers 0.

Exercice 12

On rappelle que GL,(R) désigne le sous-ensemble de M, (R) formé des matrices inversibles.
Si on identifie M, (R) avec I’ensemble des familles de n vecteurs de R"™, on voit qu’une matrice
est inversible si et seulement si la famille forme une base de R".

1. Montrer que GL,(R) est dense dans M,(R).

Rappelons que 'application déterminant det : m,(R) — R est un polynéme en les coeffi-
cients de la matrice (par exemple, det(M) = ad?bc sur Ms(R)); d’autre part une matrice est
inversible si et seulement si son déterminant n’est pas nul.

2. Montrer que toute fonction polynomiale est continue.
3. En déduire que que GL,(R) est un ouvert de M,(R).

4. On rappelle que SL,(R) est 'ensemble des matrices de déterminant 1, et que O, (R) est
'ensemble des matrices orthogonales (i.e. telles que M*M = Id). Les ensembles SL,(R) et
O, (R) sont-ils ouverts 7 fermeés 7
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