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TD 2 � Suites, continuité

Exercice 1

Soient (X, d) un espace métrique, (un) ∈ XN une suite et ` ∈ X.

1. Montrer que si (un) admet une limite, alors elle est unique.

2. Montrer que si un → `, alors {un : n ∈ N} ∪ {`} est fermé dans X.

Exercice 2

Montrer que si une suite est convergente, alors elle est bornée.

Exercice 3

Montrer que si une suite converge vers une limite `, alors chacune de ses sous-suites converge
vers `.

Exercice 4

Soient (X, dX), (Y, dY ) et (Z, dZ) trois espaces métriques, et f : X → Y et g : Y → Z deux
applications. Montrer que si f est continue en a ∈ X et g est continue en f(a) ∈ Y , alors g ◦ f
est continue en a.

Exercice 5

Soit la fonction f : R2 → R dé�nie par

f(x, y) =

{ xy
x2+y2

si (x, y) 6= (0, 0)

0 sinon.

1. Montrer que pour tout x0 ∈ R �xé, la fonction y 7→ f(x0, y) est continue. De même, pour
tout y0 ∈ R �xé, la fonction x 7→ f(x, y0) est continue.

2. Et pourtant. . . prouver que f n'est pas continue en 0.

Exercice 6

Montrer que :

1. si un → a et vn → b, alors un + vn → a+ b ;

2. le produit de deux fonctions continues est continue.

Exercice 7

Trouver une fonction continue f : X → Y et un ouvert O ⊂ X tels que f(O) ⊂ Y ne soit pas
un ouvert. Même question avec un fermé.

Exercice 8

On dit qu'une application f : X → Y est uniformément continue si :

∀ε > 0, ∃η > 0 : d(x, y) < η =⇒ d
(
f(x), f(y)

)
< ε.
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Rappelons qu'une application f : X → Y est dite k-lipschitzenne si pour tous x, y,

d
(
f(x), f(y)

)
< kd(x, y).

1. Véri�er qu'une application lipschitzienne est uniformément continue.

2. Montrer qu'une application uniformément continue est continue.

Exercice 9

Soit C0([0, 1],R) l'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R. On rappelle que C0([0, 1],R)
est muni d'une distance �canonique� d∞(f, g) = supx∈[0,1] |f(x)− g(x)|.
1. Montrer que pour tout x ∈ [0, 1], l'application

ϕ : C0([0, 1],R)→ R

f 7→ f(x)

est continue.

2. Véri�er que si fn → f au sens de cette métrique, alors f est continue.

3. Montrer que l'ensemble des fonctions croissantes est fermé dans C0([0, 1],R).

Exercice 10

Soient p, q ∈ N∗. Prouver que l'ensemble des solutions d'un système linéaire à p équations et
q inconnues réelles forme un fermé de Rq.

Exercice 11

(D'après le partiel de 2013) Soient (X, d) un espace métrique et A,B deux parties non vides
de X. On suppose que pour tout ε > 0, il existe a ∈ A et b ∈ B tels que d(a, b) < ε. Montrer
qu'il existe deux suites (an)n∈N d'éléments de A et (bn)n∈N d'éléments de B telles que la suite
réelle

(
d(an, bn)

)
n∈N tende vers 0.

Exercice 12

On rappelle que GLn(R) désigne le sous-ensemble de Mn(R) formé des matrices inversibles.
Si on identi�eMn(R) avec l'ensemble des familles de n vecteurs de Rn, on voit qu'une matrice
est inversible si et seulement si la famille forme une base de Rn.

1. Montrer que GLn(R) est dense dans Mn(R).

Rappelons que l'application déterminant det : mn(R) → R est un polynôme en les coe�-
cients de la matrice (par exemple, det(M) = ad?bc sur M2(R)) ; d'autre part une matrice est
inversible si et seulement si son déterminant n'est pas nul.

2. Montrer que toute fonction polynomiale est continue.

3. En déduire que que GLn(R) est un ouvert de Mn(R).

4. On rappelle que SLn(R) est l'ensemble des matrices de déterminant 1, et que On(R) est
l'ensemble des matrices orthogonales (i.e. telles que M tM = Id). Les ensembles SLn(R) et
On(R) sont-ils ouverts ? fermés ?
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