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TD 1 — Espaces métriques

1 Exercices classiques

Exercice 1 (Inégalité triangulaire inversée)
Soit (X, d) un espace métrique. Pour tous z,y, z € X, montrer que |d(z,y) — d(z, 2)| < d(y, 2).

Exercice 2
Soit (X, d) un espace métrique. Montrer quune boule ouverte est ouverte, et qu'une boule fermée
est fermeée.

Exercice 3 (Distances usuelles sur R"™)
Soient n € N* et dy,ds, ds : R xR"™ — R définies, pour = (21, ...,25), ¥ = (y1,...,yn) € R,
par :

di(z,y) = é\mz*yﬁ ; da(z,y) = 1/2(%*%)2 i deo(w,y) = max{|z;—yil| |1 € [1,n]}.

1. Vérifier que dy, do et d, sont effectivement des distances sur R™; on appelle dy la distance
euclidienne sur R".

2. On suppose n = 2. Dessiner, pour chacune de ces distances, la boule unité.

Exercice 4 (Ouverts et fermés de R)
On se place dans 'espace métrique R muni de sa distance usuelle.

1. Soient a,b € R vérifiant a < b.
(a) Montrer que les intervalles fermés [a,b], | — 00, a] et [a, 400 sont des fermés de R.
(b) Montrer que si a < b, I'intervalle [a, b n’est ni ouvert, ni fermé dans R.

2. Les parties N, Z, Q et R~.Q de R sont elles ouvertes ? fermées ?

Exercice 5
Soient (X, d) un espace métrique, et A, B deux parties de X.

1. On suppose A C B. Montrer que A C Bet A C B.
2. Montrer que Int(X~A) = X~ A et X< A = X\ A.

Exercice 6 (Frontiére)
Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. On appelle frontiére d’un sous-ensemble B
de X l’ensemble Fr(B) = BN X\ B.

1. Justifier que Fr(A) est fermée dans X.
2. Verifier que Fr(A) = AN (X\/i) = A~ A
3. Etablir les équivalences suivantes :
(a) Fr(A) = o si et seulement si A est & la fois ouverte et fermée dans X.
(b) A est ouverte dans X si et seulement si ANFr(A) = 2.
(c) A est fermée dans X si et seulement si Fr(A) C A.
4. On suppose A fermée dans X . Montrer que Fr(A) est d’intérieur vide, puis que Fr[Fr(A)] = Fr(A4).
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5. en déduire que pour tout A C X, on a Fr[Fr[Fr(A)]] = Fr[Fr(4)].

Exercice 7 (Densité)
Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Prouver I’équivalence entre les assertions
suivantes :

1. A=X.
2. Int(XNA) =
3. Pour tout ouvert non vide U de X,ona UNA # @.

Un ensemble A C X vérifiant 'une de ces propriétés est dit dense dans X.

Exercice 8 (Diamétre)
Soit (X, d) un espace métrique. On pose §(&) = 0 puis, pour toute partie non vide A C X :

6(4) = sup{d(z,y) [ z,y € A}

le diameétre de A (éventuellement égal & +00). Soient A, B C X ; établir les propriétés suivantes :
1. 6(A) =0 si et seulement si A contient au plus un point.

0(A) < 0(B) dés que A C B.

5(A) = 5(A).

0(AUB) < 6(A)+06(B) dés que AN B # .
o

AN

A) < +00 si et seulement s’il existe a € A tel que I’ensemble {d(a,x) | x € A} soit borné.

Exercice 9 (Vrai ou faux ?)
On se place dans (X, d) un espace métrique. Dans chacun des cas suivants, dire si l’assertion proposée
est vraie ou fausse, en justifiant la réponse.

@ et X sont des parties a la fois ouvertes et fermées dans X.

Les seules parties a la fois ouvertes et fermées dans X sont @ et X.
Toute partie de X est ouverte ou fermée.

Sia,a’ € X et r,r’ > 0 vérifient B(a,r) = B(a/,r’), alors a = a’ et r = 1.
Toute intersection d’ouverts de X est ouverte dans X.

Une boule fermée de X est effectivement fermée dans X.

NOo ok =

Toute partie finie de X est fermée dans X.

2  Pour aller plus loin

Exercice 10 (Espaces discrets)
Soit (X, d) un espace métrique.

1. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Toute partie de X est & la fois ouverte et fermée.
(b) Toute partie de X est ouverte.
(c) Toute partie de X est fermée.
(d) Tout singleton de X est ouvert.
Si ces conditions sont satisfaites, I’espace métrique (X, d) est qualifié de discret.

2. On suppose que, pour tous z,y € X :

_J O st z=y,
d(w,y) = {1 si x# .

(a) Vérifier qu’étant ainsi définie, d est effectiverment une distance sur X.

(b) Montrer que 'espace métrique (X, d) est discret.

TD 1 — Espaces métriques page 2



SU 3M260 — Topologie et calcul différentiel 2018/2019

3. Montrer que si X = Z, et d(z,y) = |x — y| pour tous z,y € X, lespace métrique (X,d) est
discret.

Exercice 11 (Distances équivalentes et topologie)
On se place dans Z que ’on munit des deux distances :

0 si p=gq
1 si p#q

1. Vérifier que les distances dy et d; définissent les mémes ouverts sur Z.

dy : ZXZ—R,, (p,q)»—>{ et dy : ZxXZ— Ry, (p,q) —|p—ql

2. (a) Existe-t-il une constante C' > 0 telle que di(p, q) < Cdy(p, q) pour tous p,q € Z7
(b) Qu’en déduit-on ?

Exercice 12 (Boules fermées et adhérence)
Soient (X, d) un espace métrique, a € X et r > 0. Montrer que B(a,r) C By(a,r) et B(a,r) C
Int[B(a,r)], mais que les inclusions réciproques sont généralement fausses.

Exercice 13 (Adhérence, unions et intersections)

Soient (X, d) un espace métrique, n € N*, et Ay,..., A, des parties de X.
1. Montrer que A; U---UA, = A U---UA,.

2. Montrer que A; N---NA, C Ay N---NA,. A-t-on toujours égalité ?

Exercice 14 B -
Soient (X, d) un espace métrique et A, B deux parties de X. On suppose que ANB=ANB =g,
et que AU B est fermée dans X. Montrer que A et B sont fermées dans X.

Exercice 15
Soient (X, d) un espace métrique et U une partie de X. Prouver I’équivalence entre les assertions :

1. U est un ouvert de X.
2. Pour tout AC X,ona ANU=ANU.

Exercice 16 (Sous-espaces métriques)
Soient (X, d) un espace métrique, A une partie non vide de X et B une partie de A.

1. Montrer que l'intérieur de B dans A contient 'intérieur de B dans X, mais que l'inverse est
généralement faux.

2. On suppose a présent A ouverte dans X. Montrer qu’alors, les intérieurs de B dans A et X
coincident.

Exercice 17 (D’aprés l’examen de 2010)
Soit (X, d) un espace ultramétrique, & savoir un espace métrique ou la distance d vérifie, pour tous
x,y, z € X, axiome supplémentaire d(z, z) < max{d(z,y), d(y, z)}.
1. Montrer que tout triangle de X est isocéle, autrement dit que pour tous z,y,z € X vérifiant
d(z,z) # d(y, z), on a d(z,y) = max{d(z, z), d(y,z)}.
2. (a) Montrer que tout point d’une boule ouverte ou fermée de X est centre de cette boule.
(b) Prouver que toute boule ouverte ou fermée de X est a la fois ouverte et fermée dans X.
3. Montrer que si deux boules ouvertes de X s’intersectent, I’une est incluse dans l'autre.

Exercice 18

Soient (X,d) un espace métrique et A C X. Démontrer ’équivalence entre les propositions sui-
vantes :

1. A+o.

2. Pour toute partie D C X dense dans X, ona DN A # @.
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Corrections

Exercice 1

Soient z,y,z € X. Comme d est une distance sur X, on a d’une part d(z,y) < d(zx,z) + d(z,y),
donc d(z,y) —d(z,2) < d(z,y) = d(y, ), et d’autre part d(z, 2) < d(z,y) +d(y, z), donc —d(y, z) <
d(z,y) — d(z, z). D’ou le résultat.

Exercice 2

Exercice 3
Pour u € R™ et i € [1,n], nous désignerons par u; la i-iéme composante du vecteur u.

1) — Vérifions que d; est une distance sur R".

(i) Soient z,y € R™. Six =y, il est clair que d;(x,y) = 0. Supposons maintenant d(z,y) = 0.
Puisqu’une dans somme nulle de termes positifs, tous les termes sont nuls, on en déduit
que |x; — y;| = 0 pour tout iin[l, n], puis que x = y.

(ii) Siz,y € R™, ayant |z; — y;| = |y; — ;| pour tout ¢ € [1,n], on a bien d; (z,y) = d1(y, x).

(iii) Soient x,y,z € R™. Ayant, par propriété de la valeur absolue, |x; — z;| < |x; —yi| + |ys — 2]
pour tout ¢ € [1,n], il est clair que di(z, z) < di(z,y) + di(y, 2).

— Le fait que ds soit une distance sur R™ résulte des propriétés du produit scalaire usuel (- | -)
sur R" qui, rappelons-le, pour u,v € R", est défini par :

(ulv) = é Uiv;. (1)

Pour tout u € R™, on a (u | u) > 0, et on pose ainsi |lul|2 = \/(u | ). Pour tous u,v € R,

on a alors :
[(w|v)] < Jullz-v]e (Inégalité de Cauchy-Schwarz), (2)
lu+vllz < Jullz + |lv|l2 (Inégalité triangulaire). (3)
Etant donné que da(z,y) = ||z — y||2 pour tous z,y € R™, 0i et 0ii résultent respectivement

des caractéres défini positif et symétrique de (- | -). Pour obtenir 0iii, i.e. da(z, 2) < da2(z,y) +
da(y, z) pour tous z,y, z € R", il suffit d’appliquer (3) Au=z—yetv=1y — 2.

Le lecteur vérifiera sans peine que la relation (1) définit effectivement un produit scalaire sur
R", i.e. une forme bilinéaire symétrique définie positive. Vérifions & présent la validité de (2).
Soient u,v € R™; 'inégalité étant claire si v est nul, nous supposerons v non nul. Pour tout
A€ R, on aalors :

0 < (u+dv|ut ) = (u]u)+2\u|v)+ (v |v),

ce qui implique que le discriminant du trinome (u | u) + 2X (u | v) + X2(v | v) de R[X] est
négatif, i.e. 4(u | v)? — 4(u | u)(v | v) < 0; d’ou facilement (2). Dés lors, I'inégalité (3) en
résulte, puisque si u,v € R™ :

2
lutol3 = (utvlutv) = (ulu)+2(ulv)+(vlv) < Juli+2lullz loll2+v]E = (lullz + [lull2)”.

— Vérifions que d, est une distance sur R".

0i Soient z,y € R™. Si x =y, il est clair que dw(x,y) = 0. Supposons maintenant x # y. Il
existe alors j € [1,n] tel que z; # y;, d’ott doo(z,y) = |2; — y;| > 0.

0ii Siz,y € R™, ayant |x; —y;| = |y; —x;| pour tout i € [1,n], on a bien doo(x,y) = doo(y, x).

0Oiii Soient z,y,z € R™, et fixons j € [1,n] tel que |z; — z;| = max{|z; — 2| | i € [1,n]}. Par
propriété de la valeur absolue et définition de d.,, on a alors :

doo(,2) = |27 — 25| < |25 —yil +1y; — 2] < doo(®,y) + doo(y; 2)-
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2) Désignons par Bi, Bz, Bo les boules de R? centrée en (0,0) et de rayon 1 pour dy, da, dso.

Soit (x1,x2) € B;. Par définition de dy, on a |x1| + |z2| < 1. Or :

— sixz; >0 et xzo > 0, cette inégalité se réécrit zo < 1 — z1,

— six; 2 0 et xo <0, cette inégalité se réécrit zo > x1 — 1,

— sixz; < 0et xzg >0, cette inégalité se réécrit zo < x1 + 1,

— siz; <0 et xzy <0, cette inégalité se réécrit zo > —1 — ;5.

B correspond donc & l'intersection des demi-plans d’équations zo < 1 — z1, 9 > 1 — 1,
o< r1t+1letaxyg>—1—12.

Soit (z1,22) € Bz. On a alors \/z7 + 23 < 1, i.e. 22 + 22 < 1. 1l est donc clair que Bs
correspond au disque de centre (0,0) et de rayon 1.

Soit (21, 22) € Beo. Par définition de dw, ceci signifie que max{|z;| | i = 1,2} < 1, autrement
dit que —1 < x; < 1 pour ¢ = 1,2. Ainsi, B, correspond & l’intersection des demi-plans
d’équations 1 < 1, z1 > —1, z9 < let 2o > —1.

—

Exercice 4

1)

la

1b.

. On commence par remarquer que pour tout a,b € R, a < b, U'intervalle ]a, b[ est ouvert,
puisqu’égal a la boule ouverte B((a + b)/2, (b — a)/2). On en déduit que pour tout a € R,
Pintervalle ]a, +00[ est un ouvert de R, en tant qu’union des ouverts |a, a + n[ pour n € N*.
De méme, l'intervalle | — 0o, a[ est ouvert pour tout a € R. Maintenant, on a [a, +00[ =
R\]—00, af et |—00, a] = RN\]a, +0oo] ot, d’aprés supra, les intervalles |—o0, a] et ]a, +00[ sont
ouverts dans R. Par définition méme d’un fermé, cela signifie que les intervalles [a, +o00[ et
]—o0, a] sont effectivement fermés dans R. Une intersection de fermés étant fermée, on en

déduit que [a,b] = |—o00,b] N [a, +00[ est fermé dans R.
Comme a < b, on a a € [a,b[. Or, pour tout € >0 :
€ . €
a5 € la—e,a+¢] = Bla,e) mais a=y ¢ [a,b],

ce qui montre qu’il n’existe pas de boule ouverte centrée en a contenue dans [a, b[. Par suite,
lintervalle [a, b n’est pas ouvert dans R.

Considérons a présent ’ensemble R\ [a,b] = |—00, a[ U [b, +00[, qui contient b mais pas a,
puisque a < b. Pour tout € > 0, posant & = min(e,b—a) > 0, on constate que «/2 ¢ R~[a, b],
et 'arbitraire sur € prouve qu’il n’existe pas de boule centrée en b contenue dans R\ [a, b|.
Ainsi, R\ [a, b] n’est pas ouvert dans R, et son complémentaire [a, b] n’est donc pas fermé
dans R.

2) On rappelle que Q et R\Q sont des parties denses de R, i.e. pour tous a,b € R vérifiant a < b,
lintervalle ]a, b[ contient (au moins) un élément de Q et un élément de R\ Q.

N et Z ne sont pas ouverts dans R, puisque toute boule ouverte de R centrée en 0 contient
un irrationnel. En revanche, une union quelconque d’ouverts étant ouverte, ayant :

N = R\[( U ]n,n—l—l[)U]—oo,O[] et Z = R\(U]k,kﬂ[)a

neN keZ

on déduit de 1.1a que N et Z sont des parties fermées de R.

Q n’est pas ouvert dans R, puisque pour tous g € Q et ¢ > 0, U'intervalle |¢—¢, g+¢[ = B(q, &)
contient un irrationnel. De méme, R~ Q n’est pas ouvert puisque pour tous z € R\ Q et
e >0, ]z —e,x+ e[ = B(z,e) contient un rationnel. Par passage au complémentaire, on en
déduit que Q = RN (R~ Q) et R\ Q ne sont pas fermés dans R.

Exercice 5

1) — Par définition de A, ona A C A. Or A C B, d’oit A C B. A est donc un ouvert de X contenu

dans B, ce qui entraine AcB par définition méme de B&i -
Par définition de B, on a B C B. Or A C B, d’ou A C B. B est donc un fermé de X qui
contient A, ce qui implique A C B par définition méme de A.
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2) — L’égalité Int(X \ A) = X \ A résulte des équivalences :
TEXM = IVeV@)/VNA=0 <= IV eV()/VCX A < rcht(X\A).

— D’aprés le point précédent, Int(X\ B) = X \ B pour toute partie B de X. En appliquant
ce résultat & B = X\ A, on trouve A = Int(X (X~ A)) = X~ X~ A. Par passage au
complémentaire, il vient :

XA = X\[X\X\AJ = X\ A.
Exercice 6

1) Fr(A) = AN X\ A est fermée dans X car A et X\ A sont fermées dans X.
2) 1l est clair que AN (X~ A) = AN A. Par ailleurs, comme X~ A = X\ 4, on a bien Fr(4) =
AN (X\/ol).
3) 3a. Supposons Fr(A) = @. D’aprés 2, on a alors AN (X\/ol) =@, dou AC X~ (X\fi) = A.
Mais comme A C A C A, il vient A=A= A, ce qui montre bien que A est & la fois ouverte
et fermée dans X. ) B
Réciproquement, supposons A ouverte et fermée dans X. On a alors A = A = A et donc,
d’aprés 2, Fr(A) = AN (X~NA) = AN(X\A) =0.
3b. Supposons A ouverte dans X, i.e. A=A Ona alors Fr(A) = AN (X~ A) en vertu de 2.
Par ailleurs, ayant A C A, il vient ANFr(A) = ANAN(X\A)=AN(X\A)=92.
A l'inverse, supposons ANFr(A) = @. D’aprés 2, on a ainsi @ = ANAN (X\A) = AN (X\A),
ce qui entraine A C X\ (X\/Ol) = A. En somme, A = /01, et A est bien ouverte dans X.

3c. Si A est fermée dans X, alors A = A, et donc Fr(4) = ANX~A = ANnX~A4 C A
Inversement, si Fr(A) C A,on a @ = Fr(A)N(X\A4) = ANXNAN(XNA) = AN(X\A)
puisque X~ A C X\ A. Ainsi, A C XN (X~A) = A, donc A = A et A est bien fermée dans
X.

4) Supposons A fermée dans X, i.e. A = A. On a alors Fr(A) = A\ A=4 \ A. Supposons que
Int(Fr(A)) # 0, il existe donc un ouvert non vide O C A\ A. En particulier, O C A et donc
O C A, contradiction.

5) Comme Fr(A) est fermée dans X, le résultat est conséquence directe de 4).

Exercice 7

1 = 2 : Supposons A = X, alors Int(X~A4) = X\ A= XX =0.

2 = 3 : Supposons 3 non vérifiée, i.e. qu’il existe U ouvert non vide de X tel que UNA = @. On a
alors U C XN\ A, dou U C Int(X \ A) par définition de l'intérieur. Par suite, 2 n’est pas vérifiée.
3 = 1 : Supposons 3 vérifiée, et soient x € X, V € V(x). Il existe alors U ouvert de X tel que
{z} U C V. Or, d’aprés 3, on a UN A # &, ce qui implique VN A # & puisque U C V.
L’arbitraire sur V montre que x € A, et I'arbitraire sur  entraine X C A. D’ou 1.

Si A vérifie les conditions équivalentes 1 & 3, A est qualifiée de dense dans X.

Exercice 8

1) 11 est clair que §(A) = 0 si A contient au plus un point. Si A contient au moins deux points
distincts a,b € X, on a alors d(a,b) > 0, et donc 6(A) > d(a,b) > 0. D’ou I’équivalence.

2) Le résultat étant clair si A = & ou §(B) = +00, nous supposerons ces cas de figure exclus. Soient
donc z,y € A. Comme A C B,on a x,y € B, d’ou d(x,y) < §(B). Pour tous z,y € A, §(B) est
donc un majorant de d(z,y). Par définition de la borne supérieure, ceci implique 6(A) < §(B).

3) Comme A C A, on a §(A) < §(A) d’apres 2) ; le résultat est donc clair si A = @ ou §(A4) = +oo.
Supposons ces cas de figure exclus, et soient z,y € A, ¢ > 0. On a alors B(z,e) N A # & et
B(y,e) N A # @; fixons donc a € B(z,e) N A et b € B(z,e) N A. Il vient ainsi d(a,z) < &,
d(b,z) < € et d(a,b) < 6(A), dou :

d(z,y) < d(z,a)+d(a,b) +d(b,z) < 2¢+5(A).
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L’arbitraire sur # et y entraine § (A) < 2¢ + §(A), et Iarbitraire sur ¢ implique & (A) < 6(A).
D’ou l'égalité.
4) L’assertion est claire si (A U B) = +00; supposons ainsi §(A U B) fini. Comme AN B # &, on
a AU B # @. Soient donc z,y € AU B.
— SizeAetyec A onad(r,y) <I(A) <4(A)+(B).
— De méme, siz € Bety € B,on ad(z,y) <§(B) <d(A)+(B).
— Supposons a présent x € A, y € B. Comme AN B # &, donnons-nous z € AN B. On
a alors z € A, donc d(z,z) < §(A), mais aussi z € B, donc d(z,y) < 6(B). Par suite,
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < §(A) + §(B).
— Six € Betye A, par symétrie de d, on se raméne au cas ol x € A et y € B.
Dans tous les cas, on a d(z,y) < §(4)+d(B). Et x, y étant quelconques dans AU B, on en déduit
bien 6(AU B) < §(4) + §(B).
5) Supposons d’abord que §(A) = D < +o0, et fixons a € A quelconque. Soit aussi x € A, alors
d(a,z) < D par définition, I’ensemble {d(a,z) | € A est donc borné.
Réciproquement, supposons que pour tout x € A, on a d(a,z) < D. Soit y € A, alors d(z,y) <
d(z,a) + d(a,y) < 2D. L’ensemble {d(z,y) | z,y € A} est donc borné et le diamétre de A est
fini.

Exercice 9

1) VRAI : @ et X sont deux ouverts de X, puisque :

g = U B(a,1) et X = U B(g1).

acd acX

Par passage au complémentaire, @ = X\ X et X = X\ & sont donc aussi fermés dans X.

2) FAuXx : D’aprés l’exercice 10, si X = N et d est définie par d(z,y) = |x — y| pour tous z,y € N,
(X,d) est alors discret. En particulier, le singleton {0}, distinct de @ et N, y est a la fois ouvert
et fermé.

3) Faux : Si X = R et d est la distance usuelle sur R, lintervalle [0, 1[ n’est, d’aprés la question
1.1b de I’exercice 4, ni ouvert, ni fermé dans R.

4) FAUuX : Si X ={0,2,3,6} et d: X x X — RY, (z,y) — |z —y|, alors B(2,2) = B(3, 3). Pourtant,
24 3.

5) FAUX : Pour X = R et d la distance usuelle sur R, on a :

{0y = N J-27"27"[ = N B(0,27"). (4)

neN neN

Supposons & présent qu’il existe a € R et r > 0 tels que B(a,r) = {0}. Comme a € B(a,r), on
constate que ¢ = 0. Mais alors, /2 € |—r,r[ = B(0,r) = {0} : contradiction. Il n’existe ainsi
pas de boule ouverte dans R qui égale {0}, ce qui, compte tenu de (4), montre que ’assertion
proposée est fausse.

6) VRAI : Soient a € X, r > 0, et posons B = By(a,r). Si B = X, le résultat est conséquence de

1). Supposons donc B # X, et soit x € X~\B. On a alors d(a,z) > r; posons p = d(a,x) —r > 0.
Pour tout y € B(z, p), on a d(z,y) < p, et donc, d’apreés ’exercice 1 :

dla,y) 2 |d(z,a) —d(z,y)| 2 d(z,a)—d(z,y) > d(z,a)—p = d(a,z) —d(a,z) +7r = r.
Ainsi, B(z, p) C X\ B, et 'arbitraire sur  prouve que X \ B est ouvert. Moralité, B est fermée

dans X.

7) VRAT : Une union finie de fermés étant fermée, pour toute partie finie A C X, A = (J,c4 {a}
est fermée dans X en vertu du fait qu’un singleton est fermé. En effet, une suite a valeurs dans
ce singleton est constante et donc converge vers ce méme singleton.
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2.1

Exercice 10

1) La condition la correspondant aux conditions 1b et 1c, il suffit de prouver I’équivalence entre les
conditions 1b & 1d pour obtenir celle entre les conditions 1a & 1d.
1b = 1c : Supposons 1b, et soit A une partie de X. Alors X \ A est ouverte donc, par définition
meéme d’un fermé, A = X\ (X \A) est fermée. D’ou lc.
lc = 1d : Supposons Ic, et soit a € X. Alors X~ {a} est fermée, ce qui, par définition méme
d’un fermé, signifie que {a} est ouverte. D’ou 1d.
1d = 1b : Supposons 1d, et soit A une partie de X. Comme :

A = Uda},

a€A

A est ouverte en tant que réunion de parties ouvertes de X. D’ou 1b.

2) 2a. Il est clair que l'application d est a valeurs dans R, et qu’elle vérifie les axiomes 0i et 0ii
qui définissent une distance. Soient z,y,z € X. Six = z,on a d(z,2) = 0 < d(z,y) + d(y, 2)
puisque d(z,y),d(y, z) = 0. En revanche, si  # z, on a & # y ou y # z, donc d(x,y) = 1 ou
d(y,z) =1, dou d(x,z) =1 < d(x,y) + d(y, z) car d(z,y),d(y,z) = 0. Par suite, d vérifie
0iii, et d est une distance sur X.

2b. Pour tout x € X, on a B(x,1) = {z}. Ainsi, (X, d) satisfait & la condition 1d de 1), et est
donc discret.

3) Ayant, comme en 2.2b, B(z,1) = {2} pour tout = € X, (X, d) est bien discret.

Exercice 11

Pour k € Z et r > 0, nous noterons respectivement By(k,r) et By (k,r) les boules de centre k et de

rayon r des espaces métriques (Z,dy) et (Z,dy).

1) Pour tout k € Z, on a {k} = By(k,1) = By(k,1). Il en résulte que tous les singletons de Z sont
ouverts pour dg et di, et donc, en vertu de la question 1) de I'exercice 10, que toute partie de Z
est ouverte pour dy et dy.

2) 2a. Supposons qu’une telle constante C' existe. En désignant par E(C) la partie entiére de C,
pour p =0 € Z et ¢ = E(C)+1 € Z, on trouve do(p,q) = 1, di(p,q) = ¢, et donc
d1(p,q) > Cdo(p,q) : contradiction! Par suite, il n’existe pas de constante C' > 0 telle que
di(p,q) < Cdo(p, q) pour tous p,q € Z.

2b. Nous savons que si deux distances sur un méme ensemble X sont équivalentes, alors elles
définissent les mémes ouverts de X. Compte tenu de 1) et 2.2a, on constate que la réciproque
est généralement fausse.

Exercice 12

On a B(a,r) C By(a,r). Or B¢(a,r) étant fermée, il vient B(a,r) C Bf(a,r) par définition méme
de I'adhérence. De méme, comme B(a,r) est ouverte, on a B(a,r) C Int[B¢(a,r)] par définition de
I’intérieur.

En reprenant les notations de l'exercice 11, supposons & présent X = Z, d = dy, a = 0, r = 1.
On a alors B(0,1) = {0} et B4(0,1) = Z, donc B(0,1) = {0} puisque {0} est fermé dans X et
Int[B;(0,1)] = Z puisque Z est ouvert dans Z. Sur cet exemple, on a donc By(a,r) ¢ B(a,r) et
Int[Bs(a,r)] ¢ B(a,r).

Exercice 13

1. Il s’agit de montrer, pour tout n € N*, que la propriété P, : « pour toutes parties 41,...,4, C X,
AiU---UA, = A U---UA, » est vraie. Pour ce faire, on procéde par récurrence sur n € N*,
le cas n = 1 étant clair. Remarquons qu’il suffit ensuite d’établir le cas n = 2, puisque si P, est
vérifiée et que P, l’est aussi & un rang n > 2, on a alors, pour toutes parties Ay,..., A,41 C X :

AU UA,UA,;1 = AiU---UAUA, | = AjU---UA,UA, 41,
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ce qui prouve que P,y est vérifice. Montrons donc que Py est vraie; soient Ay, Ay C X.

— Ona A; C Aj et Ay C Ay, d'ott A1 U Ay C A1 U Ay, Ay et A, étant deux fermés de X,
A;UA, est donc un fermé de X contenant A;UAs. Par définition de ’adhérence, ceci implique
ATUA, C AL UA,.

— Inversement, pour tout j € {1,2}, ona A; C A; U Ay, dott A; C A; U Ay, et donc A; UA,y C
Ay U As.

2. — Montrons que A; N---NA, C A;N---NA, pour tout n € N*, le cas n = 1 étant clair. Pour
les cas ot n = 2, il suffit 14 encore de traiter le cas n = 2. On a A; C A1 et Ay C Ay, donc
Al NAy C A N Ay A; et Ay étant fermés dans X, ceci entraine 41 N Ay C A; N Ay par
définition méme de ’adhérence.

— L’inclusion réciproque est vraie si n = 1, mais généralement fausse dés que n > 2. En effet, si
X =R et d est la distance usuelle sur R, pour A; = ]0,1[ et Ay = ]1,2[, on trouve A; = [0, 1]
et Ay = [1,2], dott A N Ay = {1}, tandis que A N Ay = T = 2.

Exercice 14

A et B jouant des roles symétriques, il suffit de démontrer que A est fermée dans X. Le résultat
étant clair si A = @, nous supposerons A # &. On a A C A par définition de A. Soit inversement
a € A;on a a fortiori a € AUB. Or AU B étant fermée dans X, d’aprés I’exercice 13, question 1,
il vient AUB = AUB = AU B. Par suite,on aa € A oua € B. Mais ayant a € Aet ANB = o,
on voit que a € A. Moralité, A C A, donc A = A, et A est bien fermée dans X.

Exercice 15

1=2:Comme AC A,ona ANU C ANU, et donc l'inclusion ANU C ANU est toujours
vraie. Supposons & présent U ouverte dans X, et montrons inversement que ANU C ANU. ANU
étant fermé dans X, il suffit de prouver que ANU C ANU. Le résultat étant clair si ANU = @,
envisageons le cas ot ANU # @. Soit x € AN U ; il s’agit de montrer que x € AN U, c’est-a-dire
que pour tout V € V(z),on a VN (ANU) # @. Soit donc V € V(x). Comme z € ANU, on a d’une
part x € A, et donc, pour tout W € V(z) :

WNA # o. (5)

D’autre part, on a 2 € U avec U ouvert, ce qui implique que VNU € V(z). En prenant W =V NU
dans (5), on aboutit au résultat souhaité.
2 = 1 : Supposons 2 vérifiee. Pour A = X\ U, cette condition s’écrit :

X\UNU = (X\U)NU = @ = @.

Mais comme XU NU C X~\UNU, il vient X~UNU = @, i.e. XU C X~ U. Par suite,
X\U = X\U, donc X\ U est un fermé de X, ce qui signifie que U est un ouvert de X.

Exercice 16

Désignons par Intx (B) et Int 4 (B) les intérieurs respectifs de B dans X et A. On rappelle en outre
que, par définition, les ouverts de A sont les sous-ensembles de A de la forme Ux N A, pour Ux C X
ouvert dans X.

1) Si Intx(B) = @, le résultat est clair. Supposons donc ce cas exclu, et soit € Intx(B). Il
existe alors Ux ouvert de X contenant x tel que Ux C B. Or B C A, donc Ux N A = Uy,
et par suite, Ux est un ouvert de A contenant x, ce qui montre bien que z € Int4(B). Ainsi,
Intx(B) - IH'DA(X).

Dans le cas ou X = R, d est la distance usuelle sur R, et A = B = [0,1], on a Intx(B) =
10,1[, tandis que Int4(B) = Int4(A) = A = [0,1]. Ceci montre bien qu’en régle générale, on a
Int4(B) ¢ Intx(B).

2) D’apreés 1), il s’agit de montrer que Int4(B) C Intx (B). Le résultat étant clair si Int4(B) = &,
nous supposerons Int4(B) # &; soit ainsi z € Int4(B). Par définition des ouverts de A, cela
signifie qu’il existe Uy un ouvert de X contenant = tel que Ux N A C B. A étant supposée
ouverte dans X, Ux N A est également ouverte dans X, et donc z € Intx(B). Par conséquent,
Int4(B) C Intx(B).
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Exercice 17

1)

2)

3)

Soient z,y,z € X tels que d(z,2) # d(y,z). Quitte & échanger les roles de x et y, on peut
supposer :

d(y,z) < d(z,2). (6)
Comme d est ultramétrique, on a ainsi :
d(z,y) < max{d(z,2),d(y,2)} = d(z,z). (7)
Mais on a aussi :
d(x,z) < max{d(z,y),d(y, )} (8)

Supposons d(z,y) < d(y, z); (8) se réécrirait alors d(x, z) < d(y, z), ce qui contredirait (6). On a

par suite d(y, z) < d(z,y), et (8) implique ainsi d(z, z) < d(z,y). Compte tenu de (7), on aboutit
ad(z,y) =d(z,z), ce qui, d’aprés (6), fournit le résultat souhaiteé.

2a. Montrons le résultat pour des boules ouvertes, la preuve pour des boules fermées étant

mutatis mutandis méme. Soient a € X, r > 0, et € B(a,r). On veut montrer que B(a,r) =

{y € X | d(z,y) < r}, c’est-a-dire que B(a,r) = B(x,r). Soit donc y € B(a,r). On a alors

d(a,y) < r, mais aussi d(z,a) < r puisque z € B(a,r). d étant ultramétrique, on en déduit :

d(z,y) < max{d(z,a),d(a,y)} < r.

Ainsi, y € B(x,r), et B(a,r) C B(z,r). Par un raisonnement similaire, on montre que
B(z,r) C B(a,r).
2b. Soient a € X et 7 > 0.

— B(a,r) est ouverte dans X ; montrons qu’elle est également fermée dans X. Pour cela,
on va montrer que B(a,r) = B(a,r), 'inclusion B(a,r) C B(a,r) étant claire. Soit donc
x € B(a,r). Pour tout € > 0, on a B(z,¢) N B(a,r) # &. Ceci étant en particulier vrai
pour € = r, fixons y € B(x,r)NB(a,r). Compte tenu de 2.2a, il vient B(z,r) = B(y,r) =
B(a,r). Par suite, z € B(a,r), et B(a,r) C B(a,r).

— By(a,r) est fermée dans X ; montrons qu’elle est également ouverte dans X. Pour cela,
on va montrer que Int [Bf(a,r)] = By(a,r), l'inclusion Int [Bf(a,r)] C Byf(a,r) étant
claire. Soit donc « € By(a,r). D’aprés 2.2a, on a alors € B(z,r) C B¢(z,r) = Bf(a,r),
d’ou By(a,r) C Int [Bs(a,r)].

Soient a1,as € X et r1,r2 > 0 tels que B(ay, 1) N B(az,72) # . Quitte & échanger les roles de
a1,71 et ag,re, on peut supposer r1 < ro. Soit alors x € B(ay,r1) N B(ag,m2). D’aprés 2.2a, on
a B(z,m1) = B(ay,r1) et B(z,73) = B(ag,r2). Et comme 71 < 7o, il suit B(ai,m) = B(z,r1) C
B(xz,r2) = B(az,r2).

Exercice 18

1 = 2 : Supposons 1, i.e. A # @. 1l existe alors U un ouvert non vide de X tel que U C A. Si D
est une partie dense de X, il vient ainsi U N D # @, d’ot AN D # & puisque U C A. Par suite, 2
est vérifiée. )

2 = 1 : Supposons 1 non vérifiée, i.e. A = @. Dans ce cas, D = X~ A est dense dans X et DNA = &,
ce qui montre que 2 n’est pas vérifiée.
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