SU 3M260 — Topologie et calcul différentiel 2017,/2018

TD 2 — Suites, continuité — Corrigé

Exercice 1
Soient (X, d) un espace métrique, (u,) € XN une suite et £ € X. Montrer que si u,, — ¢, alors
{un : n € N} U {{} est fermé dans X.

Corrigé : On pose E = {uy, : n € N} U{/}. On va montrer que le complémentaire de E est
ouvert, c’est-a-dire que pour tout point x € EC, il existe € > 0 tel que B(x,e) C EL.

Soit donc & € EC. On pose § = d(z,()/2. La remarque fondamentale est que B(z,d) N
B(¢,0) = 0, et que tous les éléments de E, sauf un nombre fini, sont dans B(¢,¢) (faites un
dessin de la situation!). Mettons cela en forme.

On sait que 4y, —p—+00 £- Donc il existe N € N tel que si n > N, alors u, € B({,0).
Posons

€ = min (6, d(uy,x),d(ug, x),...,d(u,—1, 1:))

(on vérifie facilement que € > 0). Alors B(z,¢) C EL. En effet, 2 est cloigné d’au moins ¢ de
tous les éléments de F :
(i) « est éloigné d’au moins € de tous les éléments u; pour j < n par définition de € comme
minimum ;
(ii) x est éloigné d’au moins € de tous les éléments u; pour j > n, parce que u; € B((,0) et
B(¢,8) N B(z,e) C B(¢,0) N B(x,8) =0 (on ae <9).
(iii) x est éloigné d’au moins ¢ de £ car € < 0.
On vient de montrer que pour tout x € E[:7 il existe € > 0 tel que B(z,&) C EB7 ce qui prouve
que E est fermé.

Exercice 2
Montrer que si une suite est convergente, alors elle est bornée.

Corrigé :  Soit (uy)nen € XN une suite convergeant vers £ € X. Appliquons la définition
de convergence de la suite a e =1 :

AN e N:Vn > N, d(up,?) < 1.

Posons R = max(1, max, <y d(up, £). On vérifie alors que pour tout n € N, on a d(uy,, ) < R.
En effet, on a deux cas :

— soit n < N, auquel cas d(uy, ) < R par définition méme de R;

— soit n < N, auquel cas d(un,f) <1 < R par le choix de N.
Donc tous les termes de la suite dont dans le boule B(¢, R), ce qui signifie que la suite est
bornée.

Exercice 3
Montrer que si une suite converge vers une limite £, alors chacune de ses sous-suites converge
vers {.
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Corrigé :  Soit (up)neN € XN une suite convergeant vers £ € X. Par la définition de la
convergence,

Ve >0, 3N, € N:Vn > N, d(up,?) <e. (1)

Soit (Uyp(n))neN une suite extraite de (un)nen- Puisque la fonction ¢ est strictement croissante
(par définition de suite extraite), on a ¢(n) > n pour tout n € N. En particulier, pour tout
e >0,sin > N, on aaussi p(n) > N et donc par (1), d(ugym),¢) < €. Cela montre bien que
la suite extraite (uy(n))neN converge vers (.

Exercice 4

Soient (X,dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques, et f : X — Y et g:Y — Z deux
applications. Montrer que si f est continue en a € X et g est continue en f(a) € Y, alors go f
est continue en a.

Corrigé : On va montrer la continuité de g o f avec la caractérisation par voisinages. Soit
V un voisinage de g(f(a)). Alors par la continuité de g, g~!(V) est un voisinage de f(a). De
méme, la continuité de f assure que f~1(g71(V)) = (go f)~1(V) est un voisinage de a. Cela
montre la continuité de g o f en a.

Exercice 5
Soit la fonction f: R? — R définie par

_ [ = si(@y) #(0,0)
Jz.y) = {0 JrzsJinom.

1. Montrer que pour tout xy € R fixé, la fonction y — f(xo,y) est continue. De méme, pour
tout yp € R fixé, la fonction x — f(z,yo) est continue.

2. Et pourtant... prouver que f n’est pas continue en 0.

Corrigé :

1. Fixons zg € R. on a deux cas :
— so0it z9 # 0, auquel cas la continuité de la fonction y — f(xg,y) vient de la continuité

des fractions rationnelles sur tout intervalle ou leur dénominateur ne s’annule pas;

— so0it xg = 0, auquel cas la fonction y — f(x0,y) est la fonction nulle qui est donc continue.
La symétrie des roles assure de méme la continuité de la fonction x — f(x,yp) pour tout
70 € R.

2. Pour x # 0, on calcule f(z,z) = 22/(2% + 2%) = 1/2. Par conséquent, on a lim,_q f(z,z) =
1/2, alors que f(0,0) = 0. Cela implique la non continuité de f en 0.

Exercice 6
Montrer que :

1. si (uy) et (vy,) sont deux suites réelles telles que u, — a et v, — b, alors u, + v, — a + b;

2. le produit de deux fonctions continues a valeurs dans R est continue.

Corrigé : On va corriger cet exercice dans le cas de deux fonctions f,g: X — R, ou (X, d)
est un espace métrique. Soit a € X, et montrons que f X g est continue en a. On sait que f et
g sont continues en a, donc :

Ve >0,3m >0:d(z,a) <m = |f(z) - f(a)] <&,
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Ve > 0,32 > 0:d(z,a) <n = |g(x) —g(a)| <e.
Calculons
[f(@)g(x) = fla)g(a)] < [f(x)g(x) — f(x)g(a)| + | f(x)g(a) — f(a)g(a)]
< [f(@)llg(x) = g(a)l + lg(a)|[f(x) — f(a)l

Soit 7' = min(ny,n2), et choisissons x tel que d(z,a) < n'. Alors |f(z)] < |f(a)] + &,
|f(z)— f(a)] <eet|f(x)— f(a)| < e. En remplagant tout ¢a dans dans I’équation précédente,
on obtient

[f(@)g(x) = fla)g(a)| < (|f(a)| +)e + |g(a)le = e(|f(a)| + € + |g(a)]),
et cela pour tout € > 0. Conclusion : f X g est continue en a.
Exercice 7

Trouver une fonction continue f : X — Y et un ouvert O C X tels que f(O) C Y ne soit pas
un ouvert. Méme question avec un fermé.

Corrigé : Pour le premier point, on prend X =Y =R, f: z — 0 et O = R. L'image
f(O) = {0} n’est pas ouverte.

Pour le second point, on peut prendre X =Y =R, f : x — arctanz et ' = R. L’image
f(F) =] —m/2,m/2[ n’est pas fermée.

Il existe méme de tels exemples avec la fonction f bijective : prendre X = [0,1], Y = U,
fiax—e?™ O=[0,1/2[ et F =[1/2,1] (qui sont bien respectivement ouvert et fermé!).

Exercice 8

On dit qu'une application f : X — Y est uniformément continue si :
Ve>0,dn>0: d(z,y) <n = d(f(m),f(y)) < e.

Rappelons qu’une application f : X — Y est dite k-lipschitzenne si pour tous z, v,

d(f(@), f(y)) < kd(z,y).

1. Vérifier qu'une application lipschitzienne est uniformément continue.

2. Montrer qu’une application uniformément continue est continue.

Corrigé :
1. Soit f: X — Y une application k-lipschitzienne, et € > 0. Posons n = ¢/k, et soient x,y € X
tels que d(z,y) < n. Alors

d(f(x), f(y)) < kd(x,y) < kn=e.

Cela montre 'uniforme continuité de f

2. Soit f: X — Y une application uniformément continue. Alors
Ve >0,3n>0: d(z,y) <n = d(f(z), f(y) <e.
Fixons z¢p € X. Alors
Ve>0,3n>0: d(zo,y) <n = d(f(z),f(y)) <e.

Cela montre la continuité de f en zg, et donc puisque xg est arbitraire la continuité de f.
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Exercice 9
Soit C°([0, 1], R) l'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R.. On rappelle que C°([0, 1], R)
est muni d’une distance “canonique” doo(f, 9) = supgejo,1) [/ () — g(2)|-

1. Montrer que pour tout z € [0, 1], ’application

¢:C%(0,1,R) = R
[ f(z)
est continue.

2. Vérifier que si f, — f au sens de cette métrique, alors f est continue.

3. Montrer que I'ensemble des fonctions croissantes est fermé dans C°([0, 1], R.).

Corrigé :

1. II suffit de montrer que ¢ est 1-lipschitzienne. Et cela est trivial vu que

|f(z) —g(x)] < sup |f(y) —9(y)| = dw(f,9)-

y€[0,1]

2. On suppose que f,, — f pour d, et on veut montrer que f est continue. Soit donc z € [0, 1],
et € > 0. On choisit n € N tel que doo(fpn, f) < €/3. On écrit maintenant la continuité de

fn pour /3 :
I >0l —yl<n = |ful@) - fuly)| <e/3. (2)

Soit maintenant y € [0, 1] tel que |z — y| < n. On calcule

[f (@) = f)] < [f(2) = fal@)] + [fu(z) = Fu)] + [ fa(y) = F(Y)]-

le premier et le troisiéme terme sont inférieurs & /3 car doo(f, frn) < €/3, et le deuxiéme
terme est est inférieur a /3 par (2). Finalement, on obtient

[f(z) = f(y)l <e,

ce qui prouve que f est continue en x.

3. Pour montrer que I'ensemble des fonctions croissantes est fermé dans C°(]0, 1], R), on choisit
une suite f, de fonctions croissantes, suite qui converge vers une fonction f, et on montre
que f est croissante. Soit donc x < y, on veut montrer que f(x) < f(y). Calculons

FW) = f@) = (fw) — o) + (faly) = fu(@)) + (fulz) — f(2)).

Puisque f,, est croissante, on obtient f,,(y) — fn(x) > 0, si bien que

f) = f@) > (fy) = fo@) + (fulz) — f(2)).

Mais les deux termes de la droite de cette inéquation tendent vers 0 lorsque n tend vers
400, donc

fly) = f(z) >0,
CQFD

Exercice 10
Soient p,q € N*. Prouver que ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire & p équations et
¢ inconnues réelles forme un fermé de RY.
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Corrigé : L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire & p équations et ¢ inconnues réelles
s’écrit sous la forme
p
{(z1,...,39) € R" | Vi € [1,p], Li(21,...,24) =0} = ﬂ {(z1,...,39) ER" | Li(z1,...,24) =
i=1
ou les L; sont des formes linéaires de R™. Chacun des ensembles de 'intersection peut étre vu
comme U'ensemble ker L; = L; '({0}), ot le singleton {0} est fermé. Par conséquent, chacun de
ces sous-ensembles est fermé. On conclut par le fait qu’une intersection de fermés est fermée.

Exercice 11

(D’apreés le partiel de 2013) Soient (X, d) un espace métrique et A, B deux parties non vides
de X. On suppose que pour tout € > 0, il existe a € A et b € B tels que d(a,b) < . Montrer
qu’il existe deux suites (a,)nen d’éléments de A et (b, )nen d’éléments de B telles que la suite
réelle (d(an, bn))neN tende vers 0.

Corrigé : Choisissons € = 1/(n + 1). Par définition, il existe donc a,, € A et by, € B tels que
d(an,bn) < 1/(n+1). On conclut par le fait que la suite (1/(n + 1)) tend vers 0.

Exercice 12

On rappelle que GL,(R) désigne le sous-ensemble de M, (R) formé des matrices inversibles.
Si on identifie M, (R) avec I’ensemble des familles de n vecteurs de R", on voit qu'une matrice
est inversible si et seulement si la famille forme une base de R”.

1. Montrer que GL,,(R) est dense dans M, (R).

Rappelons que I'application déterminant det : M,,(R) — R est un polynome en les coefficients

de la matrice (par exemple, det(M) = ad — bec sur My(R)); d’autre part une matrice est

inversible si et seulement si son déterminant n’est pas nul.

2. Montrer que toute fonction polynomiale est continue.

3. En déduire que que GL,(R) est un ouvert de M,(R).

4. On rappelle que SL,(R) est 'ensemble des matrices de déterminant 1, et que O, (R) est
'ensemble des matrices orthogonales (i.e. telles que M*M = Id). Les ensembles SL,(R) et
O, (R) sont-ils ouverts 7 fermeés 7

Corrigé : Il est sous-entendu que 1’on utilise la topologie classique sur ’espace des matrices,
topologie qui vient de n’importe quelle norme sur R (toutes les normes sont équivalentes
en dimension finie). On peut donc choisir n’importe quelle distance qui vient d’une norme sur
M, (R), et on choisira ici la norme

doo(4, B) = max|aq; — bij|.
1. On veut montrer que GL,(R) est dense dans M,,(R). L’énoncé suggere d’identifier M, (R)

avec l'espace des m-uplets de vecteurs de R™. On va en fait montrer par récurrence la
propriété :

“Si vy, ..., v, est une famille de k vecteurs de R", alors pour tout £ > 0, il existe une famille
libre v, ..., v}, de vecteurs de R™ tels que pour tout i, do(v;,v)) < e.”

La propriété est triviale pour £k =0 (il n’y a rien a faire!).

Supposons la propriété vraie au rang k < n, et montrons-la au rang k + 1. Soit vy, ..., Vg1
est une famille de k+1 vecteurs de R", et ¢ > 0. Alors par hypothése de récurrence, il existe
une famille libre vf, ..., v} de vecteurs de R™ tels que pour tout i < k, dso(v;,v}) < e. On a

alors deux cas :
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(i) vry1 & Vect(vy,...,v,). Alors on pose vy, = Vpy1.
(ii) vg41 € Vect(v], ..., v}). Alors choisit un vecteur w ¢ Vect(v], ...,v)) de norme infé-
rieure & € (ce qui est possible car k < n), et on pose U;H_l = Vpy1 + w.
Dans les deux cas, la famille v], . .. 7U;<;+1 est libre et & distance inférieure & € de vy, ..., Vg1
La propriété est donc vraie au rang k + 1.

Par conséquent, la propriété est vraie au rang n. On a donc trouvé un n-uplet de vecteurs
de R™ qui forme une famille libre (donc une base, autrement dit la matrice associée est
inversible), et a distance au plus € de la famille initiale.

2. Par définition, toute fonction polynomiale est obtenue par un nombre fini de produits et
sommes de fonctions du type
(xl, - ,xk) — X,

pour un certain ¢ entre 1 et k. Ces fonctions étant elles-mémes continues (il aurait fallu le
faire en TD...), la fonction polynomiale est continue.

3. Le déterminant est un polynome en les coefficients de la matrice, donc est continu en tant
qu’application de M, (R) vers R. GL,(R) est donc ouvert, en tant qu’image réciproque par
le déterminant de I'ouvert R*.

4. De méme, SL,(R) est 'image réciproque par le déterminant du fermé {1}, et donc est fermé.
Pour O,(R), 'application
M,(R) — M,(R)
A ATA

est polynomiale coordonnée par coordonnée, elle est donc continue. Et donc 'image réci-
proque du fermé {Id}, a savoir O, (R), est fermée.
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